Improprius integralas
Tanulasi cél

Hatarozott integral fogalmanak kiterjesztése végtelen intervallumra. Definiciok alkalmazasa
konkrét feladatok esetén.

Motivacios példa
Eddig hatarozott integralt csak véges zart intervallumon szamoltunk. Ha az integrandus az adott

intervallumon folytonos, akkor a hatarozott integral l1étezik és primitiv fiiggvény ismeretében
konnyen meghatarozhato.

Val6szinliség-szamitasnal talalkozhatunk a kovetkezo tipusu feladattal.

Legyen f(x):%, ha x=>1.

Bizonyitsuk be, hogy a f fliggvény és az X tengely altal kozbezart teriilet nagysaga 1.

Korabbi ismereteink alapjan tudjuk, hogy ha egy f fiiggvény adott intervallumon nem vesz fel
negativ értéket, akkor f és az X tengely altal kozbezart teriilet nagysagat f adott

intervallumhoz tartozo6 hatarozott integralja adja meg. Tehat ebben az esetben j %dx integralt

1
kellene kiszamolni. Ezzel az a gond, hogy a hatdrozott integral szdmolasanal eddig véges
értékekkel dolgoztunk, amelyeket be tudtunk helyettesiteni a Newton-Leibniz-formulaba. A o
-t nem tudjuk behelyettesiteni. A kérdés ezutan altalanosabban ugy fogalmazhat6 meg, hogy
miként tudunk integralni olyan esetben, amikor az integraldsi intervallum nem véges, azaz
hatarai kozott szerepel a « , vagy a —o , vagy mindkettd. Erre adjuk meg a vélaszt az
alabbiakban.

Elméleti osszefoglalo

1
X

A definiciok jobb megértéséhez probaljuk meg kikovetkeztetni a J- dx integral értékét.
1
Gondolkodjunk a kévetkezdképpen. Szdmoljuk ki elsd 1épésben a hatérozott integralt [1,100]

intervallumon. Majd az intervallum felsé hatarat toljuk egyre kijjebb ¢és kijjebb. Mivel az
integrandus folytonos, igy barmely [1 b] intervallumon (b>1 ) a hatdrozott integralok

l1éteznek. Primtitiv fliggvényt tudunk adni, igy ezeket az integralokat ki is tudjuk szamolni.
Majd vizsgaljuk meg, hogy ezen értékekrdl mit tudunk mondani.
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Jeloljuk b -vel a fels6 hatart és allitsuk el6 vele a hatarozott integralokat.
b b

I%dx:{—l} _ 1l

1 X , b b

Jol 1athato, ha a az intervallum felsé értékét egyre kijjebb toljuk, akkor egyre kisebb értéket kell
kivonni 1 -bdl. Tehat ha a fels6 hatar végtelen, akkor az integral értékét 1-nek vehetjiik.

Masképp megfogalmazva: mivel a véges zart intervallumon szdmolt hatdrozott integralok
értékeit eld tudtuk allitani a felsd integracios hatar fliggvényként, amely egyre kozelebb és

kozelebb esik 1-hez (tart 1-hez), ha a fels6hatar minden hataron tal novekszik, ezért J.iz dx=1
X
1

legyen.

Adjuk meg most mar egy folytonos fiiggvénynek egy végtelenbe nyuld intervallumon

crer

Definicio: Legyen f(x) az [a,oo intervallum értelmezett folytonos fiiggvény. Ekkor a

I f (x)dx improprius integral pontosan akkor 1étezik, ha

a
. b . . .
!)lm . f (X)dx hatarérték létezik (véges), és ekkor az improprius integral értéke legyen éppen a

kapott hatarérték, azaz
b

Tf(x)dx=!)i£poff(x)dx .

Ha a hatarérték 1étezik, akkor szokés azt mondani, hogy az improprius integral konvergens.

Ha a hatarérték nem létezik (nem véges), akkor az improprius integral nem létezik. llyen
esetben szokas azt mondani, hogy az improprius integral divergens.

A hatarozott integralhoz hasonléan az improprius integralhoz is tudunk geometriai jelentés

adni. Ha f(x)>0 az [a,oo[ intervallumon és jf(x)dx konvergens, akkor az improprius
integral értéke éppen f fiiggvény és az X tengely altal kdzbezart terlilet mérdszamat adja az

[a,o0 intervallumon. Ha f(x) <0 az [a,%[ intervallumon és jf(x) dx konvergens, akkor az

a
improprius integral értéke biztosan nempozitiv, de abszolut értéke éppen a fliggvény és az X
tengely altal kozbezart teriilet mérdszamat adja meg.
Tehat altalaban egy fiiggvény [a,oo[ intervallumon vett integralja szemléletesen annak a

sikrésznek az eldjeles teriiletét adja meg, ami a fiiggvény grafikonja és az X tengely kozott



helyezkedik el az [a,oo[ intervallumon. Ebben az érdekes, hogy olyan alakzat teriiletérdl

beszéliink, ami vizszintes iranyban a oo -ig nyulik, tehat nem korlatos.

f(x)]

f(x)

d X

Szemléletesen nyilvanvald, hogy egy ilyen alakzatnak csak akkor 1étezhet teriilete, ha a oo felé
haladva az alakzat egyre keskenyebb lesz, azaz a fiiggvény grafikonja simul az X tengelyhez,
ami azt jelenti, a fliggvény hatarértéke a végtelenben 0. (De ez 6nmagaban nem elegendd
feltétel az improprius integral konvergenciajara. Ha egy fliggvény hatarértéke a végtelenben
nulla, az improprius integralja még lehet divergens.)

Definicio: Legyen f(x) a ]—oo,b] intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény. Ekkor a
b
j f (x)dx improprius integral pontosan akkor létezik, ha

—0

b
lim | f(x)dx hatarérték 1étezik (véges) és ekkor az improprius integral értéke legyen éppen a

a—>—ooda

kapott hatarérték, azaz

b

| f(x)dx:;irr;if(x)dx .

—00

Ha a hatarérték véges, akkor szokas azt mondani, hogy az improprius integral konvergens.
Minden mas esetben az improprius integral nem létezik, masképpen divergens.

Itt 1s kimondhatjuk, hogy egy fliggvény ]—oo,a] intervallumon vett integralja szemléletesen

annak a sikrésznek az el6jeles teriiletét adja meg, ami a fliggvény grafikonja és az X tengely
kozott helyezkedik el az ]—oo,a] intervallumon.



f(x)

Nyilvan csak akkor lehet konvergens egy ilyen integral, ha az f (X) fiiggvény hatérértéke a

—0-ben 0,azaz lim f(x)=0.

X——00

Definicio: Ha az egyik integracios hatar sem véges, akkor az integralast gy fogjuk fel, hogy
mind az alsd, mind a felsd hatart végesnek valasztjuk, majd mindkettdt egyre kijjebb és kijjebb
toljuk (az alsot minusz végtelenbe, a felsét plusz végtelenbe) és ekkor

T f(x)dx = allmj f(x)dx.

—00 a

b—w

Az improprius integral akkor lesz konvergens, ha a hatarértékek kiilon-kiilon léteznek, minden
mas esetben pedig divergens.
Egy fliggvény ]—O0,00[ intervallumon vett integralja szemléletesen annak a sikrésznek az

el¢jeles teriiletét adja meg, ami a fliggvény grafikonja és az X tengely kozotti helyezkedik el
az |-oo,o0[ intervallumon.

f(x)

f(x)




Nyilvan csak akkor lehet konvergens egy ilyen integral, ha az f (x) fiiggvény hatarértéke a

—~o-ben és a co-benis 0, azaz lim f(x)=lim f (x)=0 .

X—00

Kidolgozott feladatok
Hatarozzuk meg az alabbi improprius integralok értékét.

1. feladat

Megoldas

Az integrandus értelmezve van és folytonos a [2,o0[, Tovabbiakban a folytonossagot nem

vizsgaljuk, csak olyan feladatot néziink, amelyekre a feltételek teljesiilnek.
Alkalmazhatjuk a definiciot. A fels6 integracids hatarban szerepeld oo jelét cseréljiik le b -re.

T4 !
I—sdx =lim| —=dx=
5 X b—w X
Elsé 1épésként végezziik el az integralast, és utdna johet a hatarérték keresése.
Sziikségiink van egy primitiv fliiggvényre. Azért hogy a megoldas jobban atlathato legyen,
végezziik el kiilon a hatarozatlan integral keresését, majd térjlink vissza az improprius integral
meghatarozasahoz.
4 4 X 1
I—3dx :4jx dx=4—+Cc=-2-+C
X -2 X
Folytassuk az improprius integralast:
T4 A 17 1 2
I—3dx =lim|=dx=Ilim 2= | =lim -2=+—|=
> X b—w 2 X b—ow X b—w b 4

Alkalmazzuk a korabbi hatarértékre vonatkozo ismereteinket. Elsé 1épésként elég o
hatarértékét vizsgalni. Mivel a nevezd minden hataron tal novekedni fog, azért a reciproka
egyre kisebb pozitiv szdm lesz, azaz

ha b>ox = b0 = iz—)lzo
o0

Most mar tudunk hatarértéket adni.
Iim[—2%+l} = —2-O+l _L
b>e| P 2 2 2

. AL Vbt (< k : o . i [ 4 1
Tehat a hatarérték 1étezik (véges), az improprius integral konvergens és értéke I—de = 3

X
2

2. feladat
o1
[5—=ax



Megoldas

Ez is egy improprius integral, mert a fels hatar oo . Alkalmazzuk a definiciot. A oo jelét
cseréljiik le b -re.

dx—Ilm —dx—

Kiilon végezziik el a hatarozatlan integral szamitasat. Vegyiik észre, hogy az integrandus most
egy linearis kifejezés negativ kitevos hatvanyaként irhat6 fel. Ekkor hasznalhato az aldbbi
integracids szabaly:

If(ax+b)dxzm+c ha F'(x) = f (x) .
J.«/x+4dX_J. SdX=I(X+4)_;dx=(X;j)3+C=gm+c
(x+4) 3

Van primitiv fiiggvényiink, folytassuk az improprius integralast:

b

Isgd%x =lim ﬁdx = Ilm.f(x+4);dx = LEQB%/(X+4)Z} =

b—ao
8

Ilm[ M+3\/12_2:|—|Im[ %/WJF:’,\/_}:

Most is az Osszeg elsd tagjat kell vizsgalnunk, mivel a méasodik tag konstans, igy 6nmagahoz
tart. Hasznaljuk fel korabbi hatarértékre vonatkoz6 ismereteinket, azaz

ha boow = ((B+4)> >0 = b+4)?>x
Tehat

nm{ (b +4)° +3\/_} 00 +33/36 = oo

Mivel a hatarérték nem egy véges valdos szdm, hanem oo ezért az improprius integral nem
létezik, azaz divergens.

3. feladat
Ime’3x dx
0

Megoldas

Egy improprius integrallal van dolgunk. A definicid szerint irjuk at az integralt.



© b
j e ¥dx = lim [e*dx =
0

b—o0

Els6 1épésként adjunk primitiv fiiggvényt. Vegyiik észre, hogy egy 0sszetett fiiggvénnyel van
dolgunk. A belsé fliggvény —3X , Gjra hasznalhato az alabbi integracios szabaly:

J'f(ax+b)dx:@+c ha F'(x) = f(X) .
fgy:

e—3x
je’gxdx: +C

Folytassuk  az  integrdlast a  kapott  primitiv  fliggvény  felhasznalasaval.
b —ax P 3 A0 -3b

lim [edx =lim| & | =tim| &=~ & |=im| &+ 1 |-

beooo bowo| —3 o bowo| —3 -3 b—>x| 3 3

Mivel egy konstans fiiggvény mindig 6nmagahoz tart, ezért csak azt kellene vizsgalni, hogy az

2

elsé tag, azaz st vajon hova tart, ha b —> o .
3

-3b
1 . Y e B o R 1
Hasznaljuk fel, hogy mivel Lm[ 3e™ |=—o0, akkor MQ{ 3 }—!m[—_ge%}
gy
. 1 1 1 1
lim| ——+= [=0+==2
b>o| —3e® 3 3 3

Tehat az improprius integral konvergens €s értéke

J:) e ¥dx = %

4. feladat

o1

j—osdx

Megoldas

Egy improprius integrallal van dolgunk. A definici6 szerint irjuk 4t az integralt.
» b

jLst:lim de:

3(3-2x)" Py (3-2x)

Ahhoz, hogy tovabb tudjunk Iépni, sziikségiink van egy primitiv fliggvényre. Vegyiik észre,

hogy az integrandus egy 0sszetett fliggvény, amelyben a kiilso fliggvény 2 , a belso fliggvény
X



pedig 3—2x , azaz egy linearis fliggvény. A kiils6 fliggvény miatt az integrandust negativ
kitevoji hatvanyba atirva, azaz van integralasi modszeriink:

-4
(3—2x) oo 10 e

(-4)-(-2)  8(3-2x)’

B . i 5 5
lim [ ———dx=lim| ———— | =lim —— |=
b5 (3-2x) b>r| 4(3-2x)" |, 7| 4(3-2b)" 45

jﬁdx:J‘m@—Zx)_de:lO-
—2X

Hasznaljuk fel, hogy 2 1 egy szam, ezért onmagdhoz fog tartani, igy csak azt kell vizsgalni,

53

ha b egy nagyon nagy értékeket vesz fel, akkor ﬁ hova fog tartani.

. . i 5
Mivel lim4(3-2b)* = 4(-w)' = , gy im———=—=0.
b ( ) ( ) & ”_’°°4(3—2b)4 o0

Most mar térjiink vissza az eredeti feladathoz.

iml 5 5 | g 1 __ 1 _ 1
o> 4(3-2b)" 45 4.5 4.5 500

Tehat az improprius integral konvergens €s értéke
]'3 10 1

= dx=——
2 (3—2x) 500

Kidolgozott feladatok

1. feladat

1 g
-|.4x+3dx

—0

Megoldas

Alkalmazzuk a definiciot. Most az also integracios hatarban szerepeld —o -t kell lecserélni. Az
Uj also hatar legyen a .

-1 -1
j > dx=lim [—>_dx=
4x+3 as—os 4X+3

—00

Ahhoz, hogy tovabb tudjunk 1épni, sziikségiink van egy primitiv fiiggvényre. Vizsgaljuk meg a

dx hatarozatlan integralt. Mivel a nevezd egy els6foku (linearis) polinom, igy a

J.4x+3



derivaltja egy szdm, ebben az esetben éppen 4. Egy bdvitéssel kialakithatjuk a szdmlaloban a

()

nevez6 derivaltjat, majd hasznalhatjuk az I— = In‘ f (X)‘ +c integralasi szabalyt.

f(x)

I 5 dx:gj 4 dx:§ln|4x+3|+c
4 4

4x+3 4x+3
Van primitiv fiiggvénylink, folytassuk az improprius integralast.
-1 -1
[>—dx=tim [-——dx= lim 2[Injax+3 ] ' =
2 4x+3 av-oe 4X+3 a4 a

Hasznaljuk a Newton-Leibniz tételt, ligyelve arra, hogy az als6 integracios hatar most éppen a

lim 2[In[4x+3 ]* = lim

a—>-o 4 a—>—w a—>—w

E In[-1—Inj4a+3| |= Iim§ In1-Inj4a+3| |=
4 4

lim E[0—In|4a+3| = lim E[—In|4a+3| = lim —Eln|4a+3| =
a>-» 4 a>-» 4 a»>-o 4

Korabbi hatarértékekre vonatkozo ismereteink alapjan mondhatjuk, ha a-—>—oo , akkor
|4a + 3| - |—00| =oo . Mivel minden hataron tul névekvo szamok természetes alapt logaritmusa

is minden hataron tal névekvo, igy

Iim—§ln|4a+3|=—%oo:—oo

a—>—w 4
Tehat az improprius integral nem létezik, masképpen divergens, mivel a vizsgalt hatarérték nem
véges.

2. feladat

1

I L dx
% 5(3x—4)'
Megoldas

Alkalmazzuk a definicidt. Most is az also integracios hatart kell lecserélni.

P % tim [ g
Sy(3x-4)  TTag(3x-4)
A kovetkezd 1épés a primitiv fliggvény eldallitasa. Az integrandus most is Osszetett fliggvény

egy linearis belso fiiggvénnyel. A kiilso fiiggvény % ,amit csak akkor tudunk integralni, ha
X

atirjuk X negativ kitevOos hatvanyaként. Majd alkalmazzuk a linearis belsd fliggvényre

vonatkoz6 integralési szabalyt:

jf(ax+b)dx=F(aXT+b)+c ha F'(x) = f(x) .

Hajtsuk végre a megadott 1épéseket.
2

7 L
dx = [36(3x—4) sdx _gg(3 )¢

IL (x=4)°
5/(3x—4)’ _2.3

+C=



O ST S

6 (3x-2)s (3x—4)’

A primitiv fliggvény ismeretében folytassuk az improprius integralast.
1

lim dx = lim 30 = lim _§+ 30

T rrar il e prr R e Pl

Most az Osszeg elso tagja egy konstans, ami dnmagahoz, azaz —30-hoz tart. A masodik tag
hatarértékét kell vizsgalni. Haladjunk 1épésenként.

Ha a——oo , akkor (3a-4)? —>(—oo)2 =00 . Mivel minden hataron til novekvé pozitiv

szamok 6todik gyoke is minden hataron tul névekvé szam lesz, ezért lim } (3a—4)2 =

a—>—oo
Minden hataron tal névekvd pozitiv szamok reciprokai pedig egyre kdzelebb esnek nulldhoz,
azaz

S ET

Most mar be tudjuk fejezni az improprius integraldst.

lim —E+L =-30+0=-30

> 1s(3a-4)

Tehat az improprius integral konvergens és értéke éppen

J.mdx_

3. feladat
J':l a5 g

Megoldas

Alkalmazzuk a szokott mddon a definiciot.
-1 . -1
I 8e™**dx = lim [ 8" dx =

a—>—ooda

A kovetkezé 1épés most is a primitiv fiiggvény eldallitdsa. Az integrandus egy Osszetett

fliggvény egy linearis bels6 fiiggvénnyel. Most is alkalmazzuk az alabbi integralasi szabalyt:
F(ax+b
I f (ax+b)dx :M+c ha F'(x)=f(X) .
a
7x+5

7x+5

.[8e“*5dx:8 +c:§e +c

Térjiink vissza az improprius integralhoz.

-1
J':l8e7x+5 dx = lim J‘718e7x+5 dx = lim ‘:§e7x+5i| = lim |:§e—2 _§e7a+5:| _

a-wda a>—owo| [ a—>—owo| [



7a+5

A hatarérték eléallitasahoz azt kell megnézni, hogy nagyon kicsi negativ a esetén e’®” vajon

hova tart? Haladjunk most is Iépésenként.
Ha a——c , akkor 7a+5——oo . De nagyon Kicsi negativ szdmokhoz kozelitve e’

nulldhoz egyre kdzelebbi értékeket vesz fel, azaz lim e’**° =0.

a—>—w

Tehat a hatarérték véges, az improprius integral konvergens és értéke:

lim Pez —§e7a*s} = §e’2 —§-O = §e’2 = iz
s 777 77 7T e
4, feladat

0 X

€ dx

c 2+

Megoldas

Induljunk el a szokott modon.

0 X 0 X
dx =

I —dx = lim -
s 2+e av-wd 24
Folytassuk a primitiv fliggvény megadésaval. Tort integrandus esetén az az elsé amit érdemes
megnézni, hogy vajon mi a nevezd derivaltja. Lathato, hogy a szamlaloban éppen a nevezd
derivaltja szerepel. Igy van integralasi szabalyunk, amit tudunk alkalmazni.
eX
I —dx =1In ‘2 +e*
2+e

Felhasznalva, hogy 2+e€*csak pozitiv értékeket vehet fel, az abszolut érték egyszeriien
elhagyhato.

Térjlink vissza az improprius integralhoz.
0

I Zixex dx = alir_nw: Zixex dx = aIir_noo[ln(2+ex)}: = alimw[ln?’_ln(z"’ea)}

A hatarértéknél most is Iépésenként haladjunk.
Ha a—-—o akkor 2+e* —2+0=2 ésekkor In(2+e*)—1In2

+c:ln(2+ex)+c

A hatarérték tehat véges, az improprius integral konvergens és értéke:

} ¢ dx—Iim[InS—In(2+ea)]—|n3_|n2_|n§
T . 2

2+e -

—00

Kidolgozott feladatok

1. feladat

3x

Jil-ﬁe“ dx

Megoldas



Egyik hatar sem véges, igy mindkettét megvaltoztatjuk, majd a megvaltoztatott hatarokkal
tartunk az eredetiekhez. Igy kettds hatarértékiink lesz.

© 3x b 3x
dx =

[ = dx= lim [ —
2 1l+e av=ee 1+e

b—o0

Primitiv fiiggvényt kell eldallitani. Az integrandus egy tortfiiggvény, amelynek a szamlalojaban

!
majdnem a nevezd derivaltja lathato. Mivel (l+ e3x) =3e®, ezért bovitsiink 3-mal és

hasznaljuk I v = In| f | +C integralasi szabalyt.

3e3x 1 1
I j :—In|1+e3X|+c:—ln(1+e3x)+c
1+e* 3 3
Mivel 1+¢° mlnden lehetséges X esetén pozitiv értéket vesz fel, az abszolut érték elhagyhato.

Folytassuk az improprius integralast.

b e ° 1 1
lim —dx = lim In(1+e3b)} = lim [—In(l+ e®)—ZIn(1+ e3a)} =
ba—oo 1 + e ab~>—oo a ab%—oo 3 3

Hasznaljuk fel, hogy ha a—>-w0 = €* 50 = 1+e® 51és
ha b—swo = e”—>w = 1+e* 5w, igy

a—>—»

lim Fln(l+ e?’b)——ln(1+ e?’a)} L -oo—l- Inl=o0
3 3 3

b—o

3x
. s T © € . S 1 1
Tehat az egyik hatarérték nem létezik, igy a I 1—3de improprius integral divergens.
~1+e

2. feladat

Izl+);x2 dx

Megoldas

Az also és felsd hatart is le kell cserélni, majd az alabbi két hatarértéket kell vizsgalni:

'[ dx_ lim —dx_
l+3x 800 1+3x

b—w &

Végezziik el a primitiv fiiggvény keresését. Az integrandus egy tortfiiggvény. Vegyiik észre,
hogy a szamlaloban bovitéssel kialakithaté a nevezd derivéltja. Mivel (1+3x°) =6x , bévitsiink
6 -tal.

I X 5 x—lj dx——In|1+3x |+C
1+3x 69 1+3x°

Mivel 1+3x* >0 minden valds X esetén, ezért az abszolut értéket a tovabbiakban elhagyjuk.



b

b
lim [—2 ~dx = lim lIn(1+3x2) :Iimlln(1+3b2)—lim 1In(1+3»a2):
Sl 1e3¢ |6 . b6 a6

Vizsgaljuk meg az els6 hatarértéket:

hab—o>o = 1+3b° 50 = In(l+3b*) >0 .
Kovetkezik a masik hatarérték:

haa——0 = 1+3a’—>w = In(l+3a%) —>w.
Tehat

kl)im%ln(1+ 3b%) - lim %In(1+ 3a%*) =00 -

Mivel a hatarértékek nem végesek, az improprius integrdl nem létezik. (Mar az elsd
hatarértékszamolas utan mondhattuk volna, hogy az improprius integral divergens.)

3. feladat
j xe ™ dx

Megoldas

Most is azzal kell kezdeni a feladatot, mind az also, mind a fels6 integracids hatart lecseréljiik.
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I xe X dx=lim [ xe ™ dx =
a—>—o0

—o0 a
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Sziikséglink van egy primitiv fliggvényre, hogy tovabb tudjunk lépni. Az ilyen tipust
integraloknal észre kell venni, hogy e egy Osszetett fliggvény, amelynek belsd fiiggvénye
—x*. A bels6 fiiggvény derivaltja pedig—2x, ami egy egyszerti bovitéssel kialakithato az
integrandusban. Ha pedig egy Osszetett fliggvényt szorzunk éppen a belsd fliggvényének
derivaltjaval, akkor hasznélhat6 a korabbrol ismert integralasi szabaly:

If(g(x))~g'(x)dx:F(g(x))+c ahol F'(x)=f(X)

Végezziik el a szadmolast:
Ixe‘xzdx = —lf—2xexzdx = —lexz +cC
2 2

A primitiv fliggvény segitségével hatarozzuk meg az improprius integralt. Alkalmazzuk az 1]
hatarokra a Newton -Leibniz tételt:

“ b 1 .71 1 1
Ixe’x dx = lim Ixe’x dx = lim {——ex } =Iim{——eb }— lim [——ea }:
i ab—>f°0 4 ab—foo 2 . P 2 as-o| 2

A hatarértékek vizsgalata kovetkezik. Haladjunk 1épésenként.
Ha b—oo akkor —b?—>-w és e -0



Hasonl6 kovetkeztetésre jutunk a masik hatarértéknél is.
Ha a—-ow akkor —a’—>-o & e* 50
Tehat a két hatarérték kiilon-kiilon 1étezik, az improprius integral konvergens ¢és értéke:

|im{—1ebz}— lim {—le“}:—l-oﬁ-ozo
2 2 2 2

b—o0 a—>—o©

Megjegyzés: Az eredmény meglehetosen furcsa. Ha azonban éabrazoljuk a fliggvényt, a
végeredmény egyértelmil. Jol lathatd, hogy a fliggvény az origora szimmetrikus és igy a két
gorbe alatti teriilet megegyezik. De az X tengely feletti és alatti teriileteket az integralas

ellentétes eldjellel adja meg. Igy az 6sszegiik nulla lesz.
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