Differencialszamitas bevezetése

Tanulasi cél: A differencia és differencidlhanyados fogalmanak megismerése. Elemi derivalt
fiiggvények megadasa. Erinté egyenletének értelmezése és felirdsa.

Motivacios példa: Azt szoktdk mondani, hogy semmi sem alland6 csak a valtozéas. Valdban,
a minket koriilvevé vilagban minden folyamatosan &talakul, minden sok minden massal
kapcsolatban van, azoktdl fiigg. Ezeknek a viszonyoknak a felderitése a természettudomanyok
f6 feladata. A kilonféle fiiggések egyik matematikai modellje a fiiggvény fogalma. A
valtozasok sok jellemzdje koziil az egyik nagyon fontos a valtozas ,,sebessége”. A gyorsan
valtoz6 folyamatok veszélyt hordozhatnak magukban azéltal, hogy nem adnak 1d6t a
reagalasra.

Egy vallalkozds szempontjabol nagyon fontos kérdés, hogy a termelt mennyiséget novelve
hogyan valtozik és milyen mértékben az 0sszkoltség. Egy termék ara befolyasolja a termék
iranti keresletet ¢s ezaltal a nyereséget is. Ha emeljiik a termék arat, a kereslet és a nyereség is
valtozni fog. Kérdés milyen iranyu és milyen mértékii ez a valtozas.

A véltozadsok gyorsasdgat a matematika a derivalt fogalmaval ragadja meg.

Elméleti 6sszefoglalé

Az analizis fejlédése, amint az gyakran maskor is eléfordult, szorosan kotddott problémak
megoldasahoz. A mi esetiinkben az egyik ilyen probléma az érinté meghatarozasa volt.
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1. dbra

A fenti abran egy f(X) fiiggvény grafikonjat és annak a P(X,f(x)) pontban megrajzolt
Lérintéjét” latjuk. Erezziik, hogy az f(X)fliggvény megadisa és a P pont lerdgzitése
meghatarozza az abran pirossal jelolt egyenest. Ennek az egyenesnek is y=mx+b az

egyenlete, csak az a kérdés, hogy az mmeredekség és a bkonstans hogyan fiigg az
f(x) fliggvénytdl és a P(x,f(x)) ponttol.
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2. abra

Ez az ébra azt mutatja, hogy az érinté a szelok hatarhelyzetének tekintheté: a Pés Q

pontokon atmend szeld egyre ,,kozelebb” van az érint6hoz, ahogy a Q pont egyre kdzelebb
kertil P-hez. Ezek motivaljak a kovetkezd definiciokat.
Legyen a,x € D; az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak két kiilonbozo elem, €s tekintsiik

az f fiiggvény grafikonjan a P(a,f(a)) és a Q(x,f(x)) pontokat.

0 = (x, f(x))

P :{a.__ﬂa]] Af=f(x) — fla)

3. abra

Definicié: Az aeD,és X e D, helyekhez tartozo kiilonbségi hanyados vagy differencia
hanyados a

Af - f(x)-f(a)

AX  x-a
tort.

Definicié: Ha az a e D, helyen létezik és véges az a és x helyekhez tartozo kiilonbségi
hanyadosnak a

i F00-f(@)

x>a  X—a
hatarértéke, akkor az f fiiggvény differencialhaté az a € D, helyen. Ekkor a fenti hatarérték
értékét f'(a)jeloli, és ezt az a e D, helyhez tartoz6 differencialhanyadosnak hivjuk, igy
tehat



f(a) = lim 10 =T@)
X—a X_a
Ha létezik f'(a), akkor a fenti hatarérték létezése miatt, és azért, mert f(a)is létezik, az
a hely csak belso pontja lehet a D, -nek.

Definicié: Azt az f' fiiggvényt, amelyik az f fliggvény értelmezési tartomanyanak azokban
az apontjaiban van értelmezve, ahol az f fliggvény differencialhatd, és minden ilyen helyen
az értéke az a -beli f'(a) differencialhanyados, az f fiiggvény derivalt fiiggvényének hivjuk.

A derivalt fliggvény értelmezési tartomany tehat részhalmaza az eredeti fliggvény értelmezési
tartomanyanak.

A differencialhanyados segitségével az érint6 problémaja mar megoldhato.

Definicio: Ha f differencialhato az a e D, helyen, akkor az f grafikonjahoz a P(a,f(a))
pontban htizhat6 érinté meredeksége f'(a), és az érinté egyenes egyenlete
y=f'(a)-(x—a)+f(a)=Ff'(a)-x+f(a)—a-f'(a).
m D S—
Ebbdl 1athato, hogy f'(a) =0 esetén az érintd vizszintes, f'(a) >0 esetén az érintd emelkedd
egyenes, vagyis az a hely kozelében a fliggvény novekszik, és f'(a) < Oesetén pedig érintd
stillyed6 egyenes vagyis az a hely kozelében a fiiggvény csokken.

Az érint6 egyenes tekinthetd egy linearis g(x) =f'(a)(x—a)+f(a) fiiggvény grafikonjanak.
Ezt a g fiiggvényt hivjuk az f fiiggvény a-beli linearizaltjanak. Elég egy pillantast vetni egy
fliggvényt és annak egy érintdjét mutatd abrara, hogy vilagos legyen: a linearizalt jol kozeliti
az érintési pontban a fliggvényt. S6t, barmilyen bonyolult is az f fliggvény, egy nagyon
egyszerl linedris fliggvény szolgéltatja ezt a jo kozelitést. Ez lehetdséget ad fiiggvényértékek
kozelitd meghatarozésara.

Tétel: Ha az f fliggvény differencialhato a-ban, akkor folytonos is a-ban.

S6t, ennél tobb is igaz. Az a pontbeli differencialhatosag azt jelenti, hogy a fliggvény
grafikonja sima az a pont kornyékén, nincs szakadasa és nincs toréspontja. Ha kozelrdl
nézzikk a grafikont, akkor az egyenesnek tlinik. Az aldbbi abrasor ezt szemlélteti egy
a pontban differencialhat6, és egy az a pontban nem differencialhato fliggvény esetén:



A

LS

\ a / L w\q/ -
=

Vv

Az analizisben a {6 célunk, hogy egy fliggvényrdl a hozzarendelési utasitds ismeretében minél
tobb informaciét megismerjiink. Ki fog deriilni, hogy ebben a f6 segédeszkdz a derivalt
fiiggvény. Az f' derivalt fiiggvény vizsgalataval az eredeti f fiiggvény szamos, minket
érdeklé tulajdonsaga felderithetd. (Példaul a novekedés vagy fogyds, maximalis vagy
minimalis értéket, a grafikon gorbiilésének jellege, stb.)

L kL a

4, abra

Tehat mindenek eldtt arra van sziikség, hogy minél tobb fiiggvény derivalt fiiggvényét
egyszerlen és gyorsan el6 tudjuk allitani.

Az analizisben olyan fliggvényekkel foglalkozunk, amelyek az elemi fiiggvényekbdl épiilnek
fel a kiilonbozd miiveletek segitségével. Ebbdl is lathatd, hogy a késdbbiekben az elemi
figgvények derivaltjainak alapvetd jelentdségiik lesz. A kovetkezd tablazatban megadjuk az
elemi fiiggvények derivaltjait.



f(x) f'(x)

f(x) =c, ahol ceR konstans f'(x)=0

Df = R Df’ = ]R

f(x) =x", n pozitiv egész f'(x) =nx""

D, =R D, =R

f(x) =x", n pozitiv egész f'(x)=—nx""

D, =R\{0} D, =R\{0}

f(x)=2, D,=R\{0} f(x)=-—, D,=R\[0}
X X

f(x)= Yx,n paros pozitiv egész f/(x) = 1

D, =[0,00] n-4x"*

D, =10, OO[
f(x)= Yx ,n paratlan pozitiv egész £/(x) =
D, =R n- \/

Dy = |-, 0[ v ] il
f(x) =x*, aeR, irracionalis f'(x) = ax“™
D; = 10,00 D, =10, oo[
f(x)= Jx f(x) =
D, =[0,o0] 2«/_

D, =10,00[
f(x)=e*, D;=R f'(x)=e*, D, =R
f(x)=Inx f'(x):l
D; = ]0,00[ X

D, =10,00[
f(x)=a*,a>0 f'(x)=a"-Ina
Df = R Df! = R
f(x)=log, x, a>0¢s a=1 F1(x) = 1
D; = 10,00 x-Ina

D, = ]0,00[

f(x)=sinx, D;=R

f'(x)=cosx, D, =R

f(x)=cosx, D;=R

f(x)=-sinx, D;=R

f(x)=tg x
szR\{ngkmkez}

1
cos® X

Df,:R\{g+kn|keZ}

f/(x) =

f(x)=ctg x
D, =R\{kn|k e Z}

1
sin? x
D; =R \{kn|k e Z}

f/(x) = —




Kidolgozott feladatok:

1. feladat: frjuk fel az f(x)=x? fiiggvény az a=1 és az x helyekhez tartozo kiilonbségi
hanyadosat.

Megoldas: Mivel az f fliggvény értelmezési tartomanya R, igy létezik a kiilonbségi
hanyados:

f(x)-f(a) x*-1 (x+D(x-1) «
X—a x-1 x-1
A kiilonbségi hanyadosnak 4ltalaban kiszamoljuk a hatarértékét, igy azt célszerii a
legegyszeriibb forméban felirni.

+1.

2. feladat: Szamoljuk ki az f(x)=\/; figgvény a=4 helyhez tartoz6
differencidlhanyadosat.

Megoldas: Tudjuk, hogy D; =[0,o0[, aminek a 4 belsd pontja, és
imfO=F@ _ i x4

X—a X—a x>4 X -4

igy tehat f'(4) = %

3. feladat: Hol veszi fel a nulla értéket az f(x) =x —x’ fiiggvény derivaltja.

Megoldas: Eloszor elkészitjiik a derivalt fliggvényt. Legyen a e D, tetszdleges valos szam.
Mivel D; = Rez egyben bels6 pontja is D, -nek. Ekkor

F(a) < lim T =F@ _jj X=X ~(a-a?)
X—a X—a ol s
:|im(x—a)_(X2_a2)zlim(X—a)_(X+a)(X_a):

X—>a X—a X>a 2

=lim(1-(x+a))=1-2a.

X—a

Mivel ez tetszdleges a szamra igaz, azt kaptuk, hogy f'(x) =1—2x, és a derivalt fliggvény is
az egész valds szamok halmazan van értelmezve.

f'(x)=0, ha x= %, tehat a derivalt fliggvény egyediil az %helyen veszi fel a nulla értéket.



4. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = 1 fiiggvény derivalt fliggvényét.
X

Megoldas: A fiiggvényiink értelmezési tartomanya D =]-o0,0[ U ]0,00[, aminek minden
pontja belsé pont. Legyen a € D; tetszdleges, ekkor

f(a) = lim =@ _y;

I
X—a X— a X—a

Ebbdl az kovetkezik, hogy f'(x) = —iz, és Dy, =]-,0[ U ]0,o0[ , ugyan az, minta D; .
X

5. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) =+/x derivalt fiiggvényét.

Megoldas: Most a D; =[0,00[, aminek a 0 nem belsd pontja, itt tehat f biztosan nem

derivalhatd. Ha azonban 0 # a € Dy (azaz a pozitiv szam), akkor

0@ | Jx-a x—a

f'(a)=1 = lim =

R e N

; 1 1
=lim

K iva 2

Tehat f'(x) =L és D, = ]0,00[.

24/x

6. feladat: Irjuk fel az f(x) = x*fiiggvény grafikonjanak érintdjét az a =3 helyen.

Megoldas: Hatarozzuk meg a fliggvény értékét az a=3 helyen:f(a) =f(3) =9. Az érintési

pont koordinatai tehat(3,9).

Meghatarozzuk f'(a) =f'(3) értékét: az a =3 bels6 pontjaa D, = R -nek, és
2 2

/(@) = lim X T@) _jjp X =2 (x+2)(x=2)
X—a x>a X—a x»a  X-—a
A differencialhanyados értéke az a =3 helyen, azaz a keresett érinté meredeksége:
m=f'(3)=2-3=6

Helyettesitsiink ezutan az érint6t megado y =f'(a)(x —a) +f(a) képletbe.
y=6(x—-3)+9

A miiveletek elvégzése utan kapjuk, hogy az érint6 egyenlete: y=6Xx—-9.

=lim(x+a)=2a.

X—a

7. feladat: Irjuk fel az f(x) =x* —2x —2 fiiggvény a = 2 -beli érintéjének egyenletét.

Megoldas: Helyettesitsiik a fiiggvénybe a megadott a =2 értéket: f(a)=f(2)=2>-2-2-2.
Az érint0 tehat a (2, —2) pontban érinti a fliggvény grafikonjat.



A meredekség meghatarozasahoz sziikségiink van a derivalt fiiggvényre. (Valojaban most is
elég lenne f'(2)értéke, de azt kiszamolni nem sokkal egyszeriibb, mint meghatarozni a

derivalt fliggvényt, és venni annak 2-ben a helyettesitési értekét.) Az a=2 belsd pontja a
D; = R-nek, és

f’(a)=|imM=|imx -2x-2-(a’-2a-2)

X—a X_a X—a X—a
?—a’)-(2x-2a —a)-2(x-
i ) (2x028) L (xra)(x-a)-2(x ) lim((x-+a)-2) = 2a-2.
X—a X—a X—a X—a X—a

A derivalt fiiggvény tehat f'(x) =2x-2.
Helyettesitsiink ebbe a = 2 -t, igy megkapjuk a meredekséget:
m=f'(2)=2.2-2=2
Részeredményeinket irjuk be az érinté y =f'(a)(x —a)+f(a) képletébe:
y=2(x-2)+(-2).
Végezziik el a miiveleteket, és igy megkapjuk az érint6 egyenletének alabbi alakjat:
y=2X-6.

8. feladat: Irjuk fel az f(x) = Jx figgvény m =2 meredekségii érint6jének egyenletét.

Megoldas: Most az érintét nem azzal hatdrozzuk meg, hogy melyik pontban érinti a
grafikont, hanem azzal, hogy mennyi a meredeksége. Mivel az érint6 felirasahoz sziikség van
az érintési pont két koordinatajara, el6szor ezeket kell meghatarozni.

Tudjuk, hogy a derivalt fliggvény f'(x):%. Azt az a>0szamot keressiik, amelyre a
X

meredekség, azaz f'(a) éppen 2. Ehhez megoldjuk az
L 2

2\/a

egyenletet a-ra: a fenti képletbdl ~/a =%, amibdl a :%. Tehat valgjaban az a =i6-beli

érintérél van szo. Mivel f(%j :%, az ¢érintési pont két koordinataja (%%j Az érinté

y =f'(a)(x —a) +f(a) képletébe helyettesitve
1) 1
=2| X—— [+,
y ( 16} 4

1
=2X+—.
Y 8

rendezve

9. feladat: frjuk fel az f(x) = 1 fiiggvénynek az y =4x—9 egyenesre merdleges érintdjének
X

egyenletét.

Megoldas: Az érintét ismét nem az érintési pont elsé koordindtdjaval adtuk meg. Azt kell
el0szor meghatarozni. Ismét az érinté meredekségérdl van informécionk, hiszen, ha a keresett



érintd merdleges a megadott m” =4 meredekségli egyenesre, akkor a meredeksége m = 2

Ehhez arra kell emlékezni, hogy a sikon két egyenes akkor merdleges egymasra, ha a

. ; 1
meredekségeik szorzata -1. Igy tehat azt az a=0szamot keressiik, amelyre f’(a):—z.

Tudjuk, hogy f'(x) = —iz , igy az alabbi egyenletet kell megoldanunk:
X
1 1

2 H
a 4
amibél a® =4, azaz a =+2, két megoldast kaptunk, tehat két ilyen érintd is van.

Ha az érintési pont elsd koordinataja a=2, akkor az érintési pont masodik koordinataja

f(2)= % , €s ennek az els6 érintének az egyenlete

1 1
= —_—— —2 —
y 4(x )+2

X
y=——+1.
4
Ha az érintési pont elsd koordinatdja a =-2, akkor az érintési pont masodik koordinataja

f(-2) = 1 , ¢s ennek a masodik érintének az egyenlete:
2

y=—%(x—¢2»+(—%j

y=——-1

X
4

i |
y 2 \
\
Y
1 kY
\"'“'\_V
—~——
4 KN 1 o 1 2 3 4
k\\ﬂ:_
P s X
.

5. dbra



Az 5. dbran a fliggvénylinket €s a két érintdjét lathatjuk.

10. feladat: irjuk fel az f(x) =x? fiiggvénynek azt az érint6jét, amelyik dtmegy a Q(—1,—3)
ponton.

Megoldas: Ismét az érintési pont meghatarozasaval kell kezdeniink. Tudjuk, hogy az érintd

egyenlete
y="Ff'(@)(x-a)+f(a)
szerkezetli, ha figyelembe vessziik f képletét is, akkor, mivel f'(X) =2x,
y=2a(x-a)+a’.
Azt aszamot, vagy azokat az aszamokat keressiik, amelyekre ez az egyenes atmegy a Q
ponton, elvégezve az X =—1, y =—3 helyettesitést és rendezve

—3=2a(-1-a)+a’
-3=-2a-a’

a’+2a-3=0.
Megoldva a kapott masodfokli egyenlete a-ra két értéket kapunk: a=1 vagy a=-3.

Az a=1-beli érintd egyenlete az y = 2a(x —a) +a* képletbsl
y=2(x-1)+1
y=2x-1.
Ugyanigy az a =—3-beli érintd egyenlete
y=—6(x—(-3))+9=-6(x+3)+9

y =—-6x-09.
A fliggvényiinket és a két érintdjét mutatja az alabbi abra.
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6. dbra



11. feladat: Az f(x)=3/§ fiiggvény alkalmas linearizaltjat felhasznalva szdmoljuk ki
kozelitden 38.12 értékét.

Megoldas: A linearizalt az érintési pont kozelében kozelit jol. A 8 kozel van 8.12-hoz, ezért
az f(x)=3%x fiiggvény a=8-beli linearizaltjt fogjuk hasznalni ¥/8.12 kozelitd értékének
kiszamolasara.

Sziikséglink van az érintési pont masodik koordinatajara is: f(a)=1(8) = 38 =2, az érintési

3.3x?

. Igy az a =8-beli linearizalt

oY 2
pont tehat (8,2). Mivel f'(x)=(§/§) :(x3j ;x3— L , azt kapjuk, hogy a

meredekség f'(a) =1'(8) =

F 12
X 4
X)=—(X-8)+2=—+—
90x) = ( ) 12 3
Ennek a fiiggvénynek a 8.12 helyen vett ertékével kozelithetd 3/8.12 . Azt kapjuk, hogy:
Y812 ~ g(8.12) = 8122 ;‘—201
Ha ezek utdn szamologéppel is kiszamoljuk 3/8.12 -t, akkor a 2.009950413 értéket kapjuk.
Lathatd, hogy a linearizalt felhasznalasaval kapott kozelitésiink meglehetdsen pontos.

12. feladat: Alkalmas linearizaltat felhasznéalva szamoljuk ki kozelitéensin (33°) értékeét.

Megoldas: Az analizisben a trigonometrikus fliggvények argumentumat radianban kell

megadni. Ezért el8szor a 33 -ot atszamoljuk radidnra az X, = 180 Xk képletet hasznalva. De

mivel a 33" radianban megadott értékéhez kozeli a érték is kell, hogy fel tudjuk irni az ottani
linearizaltat, az atirast a kovetkez6képp csinaljuk:

33 =30 +3 _—(30 3)= Lin

T L =T 0576,
6 60 60
(a radian mértékegységet nem irjuk ki). Innen mar latjuk, hogy, mivel 6_7:) Kicsi, az

f(x)=sinx fiiggvény azg-beli linearizaltjst hasznalhatjuk a kozelitéshez. Mivel

f (Ej =sin (E] _L ¢s f'(X)=cosx, a meredekség f'(E) = COS[EJ = ﬁ Ezutan mar
6 6) 2 6 6 2

felirhatjuk a linearizalt képletét:

g(x):ﬁ X_E +£=£ l_\/_-n.
2 6) 2 2 2 12
Ezutan a keresett kozelito érték:
sin[ 1% |~ [ 117 B Un 1 VBw ) eas0gar.
6 6 2 6 2 12



Ha szamologéppel szamoljuk sin(33°) -ot, akkor a 0.544639035 értéket kapjuk. Lathato,

hogy a kozelitéslink most is elég pontos.
13. feladat: Hol metszi az f(x) =x* —8x+19 fiiggvény a =5-beli érintéje az x tengelyt?

Megoldas: Elészor felirjuk az érinté egyenletét. Mivel f(a) =f(5) =4, az érintési pont az
(5,4) koordinataju pont. Sziikségiink van f'(5) értekére. Mivel f nem elemi fliggvény még
nem ismerjilk a derivaltjat. Késébb a derivalt fiiggvény egy adott helyen vett értékét mindig
ugy fogjuk kiszamolni, hogy meghatirozzuk a derivalt fliggvényt, és vessziik annak a szoban

forgd helyettesitési értékét. Ehhez azonban a derivalasi szabalyok ismeretére van sziikség, ami
a kovetkezd fejezet témaja. Ezért most a definiciot hasznalva szamoljuk ki f'(5) értékét:

f'(5):|imwz

Xx—5 X—-5
x> —8x+19-4 . x*-8x+15
=lim =lim =
X—5 X—5 X—5 X—5
- |im(x_""’)ﬂ= Iim(x—3)= 2,
X—5 X—-5 X—5

igy az érint6 meredeksége m=f'(a) =f'(5) =2.
Ezek felhasznalasaval az érint6 egyenlete:
y=Ff'@)x-a)+f(a)=
=2(x—5)+4=2x—-6.
Az y=2x—6egyenes ott metszi az x tengelyt, ahol az y=0. A 2x—-6=0egyenletbdl X =3.
Tehat az f(X)=x"-8x+19 fiiggvény a=5-beli érintéje az (3,0) koordinatdju pontban

metszi az x tengelyt. Az aldbbi dbran a fliggvénylinket és az érintdjét lathatjuk.
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7. abra

14. feladat: Hol metszi az f(x) =+/x+3 fliggvény a =—2-beli érintdje az x és az y tengelyt?

Megoldas: Ugy, mint az el6z6 feladatban, az érinté egyenletének felirasaval kezdiink. Mivel
f(-2) =1, az érintési pont (-2,1). Ezen kiviil az érintd felirasahoz f'(-2) értékére van
sziikséglink, amit most is a definicio alapjan hatdrozunk meg. (f Osszetett fliggvény,
derivalasaval a kovetkezd fejezetben foglalkozunk.)
F1(-2) = lim 1) =12
Xx—>-2 X — (_2)
= lim ———=1lim =
x>2 X422 xo2 (x+2)(ﬁ+l)

_ lim (x+2) 1 :%.

X—-2 (X + 2)(m+1) X2 (\/m +1)

Az érint6 meredeksége tehat m=f'(a) =f'(-2) = % Ezeket felhasznalva az érinté egyenlete

y=Ff'(@)(x-a)+f(a) =

1 X
=§(X—(—2))+1=§+2.




X . .
Az y =0 egyenletbdl, azaz az r +2=0 egyenletbdl x =—4, vagyis az érintd az x tengelyt a
(—4,0) koordinataji pontban metszi. Az y tengellyel valdé metszéspontot megkapjuk, ha az
. X . .
érintd y = E+ 2 képletében az x helyére nullat irunk, igy y =2 adddik, tehat az érintd az y

tengelyt a (0,2) koordinataju pontban metszi. A fliggvényiinket és az érintdjét mutatja az
alabbi abra.

8. dabra
Ellen6rzo kérdések:
1. kérdés: Miaz f(x)== fiiggvény X, = 2-beli érint6jének egyenlete?
X

Vilasz: y = —%x+3

2. kérdés: Miaz f(x)=e*+x fliggvény X, =0-beli érintdjének egyenlete?
Vilasz: y=2x+1

. 1 e
3. kérdés: Miaz f(x)== fiiggvény m=—2 meredekségli érintdjének egyenlete?
X

Vilasz: y=-2x+3

4. kérdés: Hatarozzuk meg az f(x)=% fiiggvény X, =4 -beli linearizéltjat, és ezt
X

felhasznalva adjuk meg L kozelito értékét.

J5



Valasz: A linearizalty = —% X+ % , s ebbol L ~0.4375.

N3

5. kérdés: Hatirozzuk meg az f(x)=Inx fiiggvényx, =e-beli linearizaltjat, és ezt

felhasznalva adjuk meg In3 kozelitd értekét 4 tizedesre kerekitve.

Vélasz: A linearizalt y = g s ebbél IN3~1.1036.

Tanulasi cél: Derivalasi szabalyok megismerése és alkalmazasa Osszetett fliggvények esetén.
Magasabbrendii derivaltak meghatarozasa.
Elméleti 6sszefoglalé

Amikor meghatarozzuk egy fliggvény derivalt fliggvényét ugy is gondolhatunk erre a
folyamatra, mint egy 0j fiiggvénymiiveletre, amelyik az eredeti f(X) fiiggvénybdl elkésziti az
f'(x) derivalt fiiggvényt. Es sokszor hasznos igy, fiiggvénymiiveletként gondolni a

derivalasra. Persze ekkor rogton adodik a kérdés, hogy ennek az 1 fiiggvénymiiveletnek mi a
kapcsolata a korabban megismert fliggvénymiveletekkel. Ezeket a kapcsolatokat
megfogalmazd tételeket hivjuk derivalasi szabalyoknak. Ebben a leckében megismerkediink
a derivalasi szabalyokkal, és begyakoroljuk a derivalt fliggvény ezeken alapuld
meghatarozasat. Ez sokkal gyorsabb ¢s egyszeriibb, mint a definicié alkalmazasa, és nagyon
fontos lesz a késdbbiek soran.

Tétel: Legyen ctetsz6leges konstans, az f fiiggvény pedig differencialhatdo az X helyen,
ekkor a c-f figgvény is differencialhato az X helyen, és

(c-f(x)) =c-f'(x).

Ugy szoktunk hivatkozni erre a tételre, hogy a konstans szorzé derivéalaskor kiemelhetd.

Tétel: Legyen az f és a g fiiggvény differencialhato az x helyen, ekkor a az f +g fiiggvény
is differencialhat6o az X helyen, és

(f0+9(x) =100 +g'(%).
Ennek a tételnek a tomor megfogalmazasa az, hogy 6sszeg tagonként derivalhato. A tétel nem
csak két fiiggvény, hanem tetszdleges szamu, véges sok fliggvény Osszegének derivalasakor is
érvényben marad: ha az f, f,, ...f  fliggvények mindegyike differencialhatéo az x helyen,

akkoraz f, +f,+...+f fiiggvény is differencialhaté az X helyen, és
(F,() +F,00) +..+F,00) =F, () +F, () +...+F, (X) .

Ezekbdl a tételekbdl konnyen kovetkezik, hogy fés a gfiiggvény differencialhaté az X
helyen, ekkor a az f —g filiggvény is differencialhaté az X helyen, és

(f(x)-9(x)) =f'(x)-g'(x).
S6t, a legaltalanosabban ezek a tételek igy fogalmazhatok meg egy tételben: ha az f,, f,,

... T, fuggvények mindegyike differencialhat6 az x helyen, c,, c,, ...c, pedig tetszéleges

11

konstansok, akkor c, -f, +c, -f, +...+c, -f, fiiggvény is differencialhato az X helyen, és

(¢ -F.00) +¢, - F, () +. ¢, -F, (X)) =¢,-F () +¢, -F, (X) +...+¢, -F,'(X).



Ezek a tételek egyiitt azt jelentik, hogy a derivalas linearis miivelet.

Tétel: Legyen az f és a g fliggvény differencialhatd az X helyen, ekkor a az f-g fiiggvény is
differencidlhaté az X helyen, és

(F0)-9(0)) =F0)-9(x) +F()-g'(x).

Ez a tétel is altalanosithat6, példaul harom tényezd esetén igy néz ki:

(F(x)-9(x)-h(x)) =F'(x)-g(x)-h(x) +f(x)-g'(x) -h(x) +(x) - g(x)-h'(x).
Figyeljiik meg, hogy mivel az dsszeadas és a szorzas kommutativ miivelet, az eddigi képletek
nem valtoznak, ha azokban a fliggvényeket tetszOleges sorrendben irjuk.

Az osztds nem kommutativ miivelet, ezért a tortfiiggvény derivalasara vonatkozo6 képlet nem
is szimmetrikus a szamlaloban és a nevezdben.

Tétel: Legyen az f és a g fliggvény differencialhaté az X helyen, és g(x) =0, Ekkor a az f
g

fiiggvény is differencidlhato az X helyen, és

(f(x)j _F9-900)-f(x)-g'x)
g(x) (g(x))2

A legfontosabb derivalési szabaly az 0sszetett fiiggvény derivalasi szabalya, ezt hasznaljuk a
leggyakrabban.

Tétel: Legyen az f fiiggvény differencialhato az x helyen, a g fiiggvény differencialhatd az
f(x) helyen. Ekkor a g-f fiiggvény is differencialhatd az X helyen, és

(9(F () =0'(F () F'(x).
Természetesen ez is altalanosithatd tobbtényezds kompozicidkra. Harom tényezd esetén a
tétel a kovetkezé: ha az ffiiggvény differencialhato az x helyen, a g fiiggvény
differencialhat6 az f(x) helyen, a h fiiggvény pedig differencialhaté a g(f(x)) helyen, akkor a
hogof fiiggvény is differencialhato az X helyen, és

(h(A(F () =h'(@(F (x)))-'(F () -F'(x) .

Ezt, és az eldz0 tételt is, lancszabalynak hivjak.

A fiiggvény inverzének a képzése is tekinthetd fliiggvénymiiveletnek, igy persze van az inverz
fliggvény derivalasara vonatkozé tétel is. A gyakorlatban azonban ezt ritkdn alkalmazzuk,
helyette elkészitjiik az inverz fiiggvényt, és alkalmazzuk a kordbbi derivalasi szabalyokat.

Egy f fiiggvény f'derivaltja maga is egy fiiggvény. Tekinthetjik ennek a derivaltjat, amit
f" fog jelolni, és ezt f masodik derivaltjanak hivjuk. Ennek derivaltja f harmadik derivaltja,
és igy tovabb. Ezeknek a magasabb rendii derivaltaknak fontos szerepe van a felsébb
matematikaban.

Kidolgozott feladatok



A kovetkezO feladatokban csak a derivalt fliggvény képletének az el6allitasaval foglalkozunk,
¢és nem vizsgaljuk annak értelmezési tartomanyat. Fel fogjuk hasznélni az elemi fliggvények
kordbban mar megismert derivaltjait.

1. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) =5x" fiiggvény derivalt fiiggvényét.

Megoldas: Az f fiiggvény egy konstans és egy hatvanyfiiggvény szorzata, ezért a konstans
szorzo a derivalas mivelete é1¢ kiemelheto:

f'(x) = (5x4)’ = 5(x4)' = 5(4x3) =20x°.

2. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = x* +In x fliggvény derivalt fiiggvényét.
Megoldas: Az f fliggvény kéttagu 6sszeg, amit tagonként derivalhatunk, igy:

' ’ ' 1
f'(x) =(x*+Inx) =(x*) +(Inx) =2x+=.
() =(x* +Inx) =(x) +(Inx) =2+
3. feladat: Hatarozzuk meg az f(X) =sinx—cosx figgvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: f'(x) =(sin x)' —(cosx)' =CcosX —(—sinx)=cosx +sinx .

4. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = x° —3Ux +2e% + 3 fliggvény derivalt fliggvényét.
X

Megoldas: Felhasznaljuk, hogy a derivalds linearis, a gyokot és a tortet pedig felirjuk
hatvanyként, igy minden derivalt konnyen felismerhetd elemi fliggvény derivaltja lesz:

IR e e

X
= 3x? —3(% X;j-f- 2e* +3(—x‘2) -

S 3L e 3

2 Jx NG

Derivalaskor gyakori, hogy a torteket €és a gyokoket hatvanyokként kezeljiik.

5. feladat: Hatdrozzuk meg az f(t) = (2t —1)2 fiiggvény derivalt fiiggvényét.
Megoldas: Végezziik el a négyzetre emelést. Ekkor kapjuk, hogy f(t)=4t*>—41+1. Ezt
felhasznalva

£/(t) = (48 —4t+1) =4(t2)-4(t) +(1) =8t—4.
Késébb ezt a fiiggvény a szorzatfliggvény €s az Osszetett fliggvény derivaldsi szabalyat
felhasznalva is derivalni fogjuk.

6. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) =2"-In2— ("/X_3 fliggvény derivalt fiiggvényét.
Megoldas: Persze majd tagonként fogunk derivalni, de eldszér a negyedik gyokot
hatvanyként irjuk fel. Azutan vegyiik figyelembe, hogy In2 konstans, igy a derivaltja 0, és

1
nem —.
2



! ’ , 3 '
f’(x):(2x—ln2—\4/x3) =(2*) =(In2) —[x“} =
1
=2"In 2—§x 4,
4
felhasznalva az a* és az x* elemi fiiggvények derivaltjait.

Ellenorzo kérdések:

1. kérdés: Mi az f(x) =3x"* fiiggvény derivalt fiiggvénye?
Vilasz: 12x°
2. kérdés: Miaz f(t) = % —ctgt fliggvény derivalt fliggvénye?
Valasz: — iz + iz

t sin“ t

3. kérdés: Mi az f(x)=e*" —% fiiggvény derivalt figgvénye?
X

, 1
Vialasz: ee* + —

\/X_3

4. kérdés: Mi az f(x) =x>—2-3* —4x*' fiiggvény derivalt fiiggvénye?
Vilasz: 3x*—2-3*In3-8,2x"*
5. kérdés: Mi az f(x) = 2/X + 31 —x7? fiiggvény derivalt fiiggvénye?

X

1,1 .2

Kidolgozott feladatok:

Valasz:

7. feladat: Hatarozzuk meg az f(t) = (2t —1)2 fiiggvény derivalt fiiggvényét.
Megoldas: A fiiggvényiink igy is irhato: f(t)=(2t-1)(2t-1). fgy, a szorzatfiiggvény
derivalasi szabalya alapjan
f/(t) = (2t-1) (2t-1)+(2t-1)(2t-1) =2(2t-1)+(2t-1)2=
=8t—4.

8. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = (x* + x)(1L—2x?) fiiggvény derivalt fiiggvényét.
Megoldas: Mivel a filiggvényiink szorzatfliggvény, alkalmazhatjuk a szorzatfiiggvény
derivalasi szabalyat:
f'(x) = (x* +Xx)'(1-2x%) + (x> +x)(1-2x?) =
= (2X+1)(L-2X?) + (X* +X)(-4x) =
=1+2x-6x*-8x°,

De eljarhatunk ugy is, hogy elészor elvégezziik a fliggvényiinket definialé képletben a
szorzast: T(X) =x+x*—2x>—2x"*. Ezutan derivalas szempontjabol mér egyszeriibb a helyzet.



f'(x) = (x+ x> =2x>=2x*)' = (x)' +(x2) —2(x3) —2(x4) =
=1+2x—6x*-8x".
Természetesen ugyanaz a végeredmény, mint az elébb. Latjuk, hogy gyakran el6 fog fordulni,
hogy egy derivalas tobb uton is elvégezheto.

A tovabbiakban az Osszegek derivaltjat, ha a tagok mar elemi fliggvények, a derivalasok
kijelolése nélkiil, kdzvetleniil felirjuk.

9. feladat: Hatarozzuk meg az f(X) = (3x —Jx )(eX +1) fiiggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Most nem célszerli elvégezni a beszorzast, mert a keletkezett szorzatok nem
egyszerisithetdk, ¢és igy kétszer is alkalmazni kéne a szorzatfiiggvény derivalési szabalyat.

f'(x) =(3X —\/;)' G +1)+(3x—\/§)(eX +1)' _

1 X X
_(3—mJ(e +1)+(3x—\/;)e .
Felmertiil, hogy az utolsd képletben el kell-e végezni a beszorzdsokat. Amikor csak az a
feladat, hogy hatarozzuk meg egy fliggvény derivalt fliggvényét, a derivalasok elvégzése utan
nem fogjuk a lehetséges Gsszevonasokat elvégezni. Ez igy gyorsabb és egyszertibb. Késobb,
amikor a derivalt fiiggvénnyel tovabbi szamitasokat fogunk végezni, mas lesz a helyzet.

10. feladat: Hatarozzuk meg az

f(x) = (tg X +5in30-x) (¥/x - 2" ) fiiggveény derivalt fiiggvényét.

Megoldas: Elészor is a sin30 egy konkrét szam, konstans, és a 30 radianban értend6; az
analizisben a trigonometrikus fliggvények argumentuma mindig radian van megadva.
fgysin30 ~-0.9880316241, és nem 0.5, amennyi a 30° szinusza. Tehatsin30 derivaltja nulla,
tovabba

f'(x) :(tgx+sin30—x)’(W—ZX)+(tgx+sin30—x)(§/§—2x) =

1 x . 1 x
:(coszx_lj(g/;_z )+(tgx+sm30—x)(3.s/x_2—2 Inzj.

11. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) =x’-sinx-lgx fiiggvény derivalt fiiggvényét.
Megoldas: A fiiggvényiink harom tényezds szorzat, de mar ismerjiik egy ilyen fliggvény
derivaltjara vonatkozo képletet, az alapjan

0
12. feladat: Hatarozzuk meg az f(X) = (XeX +1)(X + tgx) fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Ebben a feladatban elkeriilhetetlen a szorzatfliggvény derivaldsi szabalyanak
tobbszori alkalmazéasa. Figyeljiik meg, ahogyan eldszor csak kijeloljik a sziikséges
derivalasokat.



f(x) = (xe" +1)' (x+1gx) +(xe* +1)(x +gx) =
= (Xex )’ (x JF'[EJX)ﬁL(XeX +1)(x +1gx) =

- ((x)' e +x (e )’j(x +1gx) +(xe* +1)(x +1gx) .

Ezutan mér konnyen elvégezhetjiik a kijeldlt derivalasokat, és azt kapjuk, hogy

' _ [ ax X X 1
f'(x) = (& +xe* ) (x+1gx) +(xe +1)(1+ coszxj'

Ellenorzo kérdések:
1. kérdés: Mi az f(x) =x(sinx+1) fliggvény derivalt fiiggvénye?
Valasz: sin X +1+Xxcos X

2. kérdés: Mi az f(x) = (x2 - 2x)(1—3x2) fliggvény derivalt fliggvénye?
Vialasz: —12x° +18x° +2x -2

3. kérdés: Mi az f(x) =(Inx—x)(x—Inx) fiiggvény derivalt fiiggvénye?

Valasz: 2— 2™ v 4 2Inx

X

4. kérdés: Miaz f(x) = (Vx +2)(x* ~1) fiiggvény derivalt figgvénye?

5. kérdés: Mi az f(x) = (2x +1)x*(1—x?) fiiggvény derivalt fliggvénye?
Valasz: 4x° +10x"* —6x° —14x°

6. kérdés: Mi az f(x) =(3x—-1)(xInx+2) fiiggvény derivalt fiiggvénye?
Valasz: 6xInX—InXx+5+3x

Kidolgozott feladatok:

13. feladat: Hatarozzuk meg az f(X) = 2X
3x+1

fiiggvény derivalt fiiggvényét.
Megoldas: A tortfliggvény derivalasi szabalyat kell alkalmazni:
f,<x>—( 2x ] (2x) (3x+1)—(2x)(3x+1)

!

3x+1 (3x+1)°
_2(3x+1)-(2x)3 2
- (3x +1)2 - (3x +1)2 '

Figyeljik meg, hogy a szamldloban elvégeztik az Osszevondsokat, de a nevezOben a
négyzetre emelést nem, ezt maskor sem fogjuk elvégezni, csak ha egytagi a nevezd, igy
jobban kezelhetd a kapott formula.



14. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = fliggvény derivalt fliggvényét.

3
Ix +1
Megoldas: A konstans szamlaloja torteket, mint hamarosan latni fogjuk, gyakran célszertibb
Osszetett fliggvényként derivalni. De persze lehet tortként is, mint most is.

(3 '_(3)'(\/;+1)—3(\/§+1)' B
f(x)—(&ﬂj = (&+1)2 =
=0~(&+1)—32j;: 3
(Vx+1)  2dx(Vx+)

[ 1 ]’z—g'(x)_
9(x)) g*(x)

15. feladat: Szamoljuk ki /(1) értekét, ha F(x) = —— +
X+1 X

Megoldas: El6szor meghatarozzuk f derivalt fliggvényét, majd vessziik annak a helyettesitési
értekét az 1 helyen. Hogy ne kelljen kétszer alkalmazni a tort derivaldsi szabalyt kozos

X% +(X +1)2 _2x%+2x+1

Altalaban is

X+1
-

. Most mar a derivalt

nevezore hozzuk a fliggvényiink: f(x) =

(x+)x* X+ x?
f,(x):[2x2+2x+lj _ (2X2+2X+l),(X3+X2)—(2X2+2X+1)(x3+x2), )
X3 +x° (X3+x2)2

(4x+2 (x +x2

(Zx +2X +1)(3x2 +2x)
X3 +X )

4x + 253 +4x3 +2x% —(6x* +6X° +3x% + 4x3 + 4X? +2x)

NG )
—2x* —4x3 —5x2 —2x _ -2 X2 —4x* —5x -2
x“(x+1)2 x3(x+1)2 '

)-
(
a
(x*+

Ebbél pedig f'(2) = —%

2X+1

16. feladat: Szamoljuk ki g'(2) értékét haf(2) =-1, f'(2) =2, és g(x) = )

Megoldas: A g derivaltjaval kezdiink:

00 =[ 2+ (2 +1) F)—(2x+1)F'(x)  2f(x) —(2x+1)F'(x)
gLo= f(x) ) £2(x) - £2(x)
Ebbdl pedig a keresett helyettesitési érték




2f (x) - (2x+1)f'(x) _2(-1)-5-2 _

- ——-12
() (1)

9'(2) =

f(x)+1

17. feladat: Legyen h(x)=
g(x)-1

g =-2,d@=-1.

. Szamoljuk ki h'(1)értékét, ha f() =1, F'()=2 é&s

, azt kapjuk, hogy

Megoldis: Mivel h(x) =(f(x)+1j _F0-(90x) -1) = (f(x) +1)-g'(%)

g(x)-1 (9(x)-1)’
v 209200 4
S

Ellenorzo kérdések:

1. kérdés: Mi az f(x) = X—_i fliggvény derivalt fliggvénye?
X+

Valasz:

(x +1)2

1-Jx

2. kérdés: Mi az f(x) = fliggvény derivalt fiiggvénye?

1

(1% )

Valasz: —

X

X

e +X

3. kérdés: Mennyi f'(0) értéke, ha f(x) = ?

Valasz: 1

f(x)

f(X)+x

4. kérdés: Mennyig'(1) értéke ha f(1) =1, f'(1)) =2, és g(x) =

Valasz: 1
4

f(X)+X

. Szamoljuk ki h'(l)értékét, ha f(1)=1, f'()=2 ¢és
g(x)+1

5. kérdés: Legyen h(x)=

g =2, g@®=2.

Valasz: E
9



Kidolgozott feladatok:
18. feladat: Hatarozzuk meg az h(t) =(2t —l)2 fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Vegyiik észre, hogy h(t) dsszetett fliggvény: h(t) =g(f(t)), ha f(t)=2t-1 és
g(t) =t*. Ezzel a valasztassal f'(t)=2, g'(t)=2t. Ezért az Osszetett fiiggvény derivalasi
szabaly alapjan

h'(t) =(g(f (t)))' =g'(f(1))-f'(t) =
=2-f(t)-2=2-(2t-1)-2=8t—-4.

19. feladat: Hatarozzuk meg az h(x) =+/1-x* fiiggvény derivalt fiiggvényét.

Megoldas: h(x)most is Osszetett fiiggvény, hiszen h(x)=g(f(x)), ha f(x)=1-x*, és

g(x) =/x . Tudjuk, hogy f'(x) =—2x és g'(X) = S fgy tehat
24/x

h'(x) =(9(f (x)) =g'(F(x))-F'(x) =
1

z—-(—2x): —2X ___ X
2T(x) 21-x2 1-x*

20. feladat: Hatarozzuk meg az h(x) =sin (X2 - X) fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: h(x) ismét h(x) =g(f(x)) szerkezetli Osszetett fiiggvény az f(X)=x*—X,
g(x) =sin x valasztassal. Mivel f'(x) = 2x —1 ésg'(x) = cos x , azt kapjuk, hogy

h'(x) = (a(f () =9'(f(x))-F'(x) =
= cos(f(x))-(2x 1) =cos(x* —x)-(2x-1).

21. feladat: Hatarozzuk meg az h(x) =1In (X +/x ) fiiggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Most h(x)=g(f(x)), ha f(X)=X+~/X  és g(X)=Inx. De mint tudjuk

f'(x) =1+ 1 , tovabba g'(x) = 1 . Ezeket felhasznalva
X

24/x
h'(x) = (g(f (X)))' =g'(f(x))-f'(x) =

- f(lx) '[“ 2%)2 x+1&'(1+ﬁ]'

22. feladat: Hatarozzuk meg az h(x) = ;2 fliggvény derivalt fliggvényét.



Megoldas: Ahogy emlitettiik, a konstans szamlaloja torteket célszerlibb Osszetett
fiiggvényként derivalni. Ennek érdekében atirjuk a fliggvényiinket

h(x) __ :(x3 —gj_

(3
X

alakba. Innen leolvashatd, hogy h(x)=g(f(X))szerkezetii Osszetett fliggvény az

2

f(x)=x° —;, g(x) = x ? valasztassal. Ekkor f'(x)=23x" +% , és g(X)=-2-x"= &

Ezek alapjan
h'(x) = 9'(f (x))-f'(x) =

) (f(x) ( d %j:

23. feladat: Legyen h(x) =(x’ —2x)12. Milyen x-re lesz h'(x) =07

Megoldas: Az Osszetett fiiggvény derivalasi szabalyat addig célszerli gyakorolni, hogy a
kompozici6 tényezdinek felirdsara mar ne is legyen sziikség. Most példaul a kovetkezot
kapjuk:

h'(x) = ((x2 —2x)12 )’ :12(x2 —2x)11 -(x2 —2x)' =
=12(x?-2x) " -(2x-2).
Most még kicsit atalakitjuk h'(x) képletét, hogy a gydkeit konnyen leolvashassuk.
h'(x) :12(x2 —2x)11 (2x-2)=
12(x(x-2)) -2 (x~1)=
= 24x* (x—2)" (x-1).

Mivel egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezdje az, azt kapjuk, hogy h'(x)=0, ha

x=0, vagy x=2, vagy X=1. Mivel a h fiiggvény mindeniitt értelmezve van, mind a harom
szam megoldas. (A nulla és a kettd tizenegyszeres gyok, az egy egyszeres.)

24. feladat: Legyen h(x) =In(x*~1). Milyen x-re lesz h'(x)=0?

Megoldas: Kezdjiik a derivalt fliggvénnyel. Mivel
h'(x) =2In(x* ~1)-(x? _1)' _
=2In(x* ~1)-2x = 4xIn(x* -1).

Tudjuk, hogy In1=0, igy ennek a szorzatnak harom gyoke van: a 2 ,anullaés a J2 . De
azt is tudjuk, hogy a derivalt fiiggvény értelmezési tartomanya, a definicio alapjan, az eredeti



fliggvény értelmezési tartomanyanak részhalmaza. Akkor is, ha a derivalt képletének
lehetséges legbdvebb értelmezési tartomanya ennél bévebb.
Mivel a h fliggvény nincs értelmezve a nulldban, ezért a feladat kérdésére az a valasz, hogy

h'(x)=0, ha X =++/2..
25. feladat: Hatarozzuk meg az s(X) =,/In (1— 2X3) fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Ez a fiiggvény egy haromszorosan Osszetett fliggvény: s(x)=h(g(f(x))), ha
h(x) = NS g(x)=Inx, és f(x) =1-x°. Ezeknek a derivaltja rendre:

h'(x) = % g'(x) :%, f'(x) =—3x°.

A lancszabaly alapjan s'(x) =h'(g(f(x)))-g'(f(x))-f'(x) . Vegyiik azt is figyelembe, hogy,
leolvasva az s képletérél, g(f(x))=1In (1— X3) . Ezek alapjan:
s'(x) =h"(g(f(x)))-g'(fF(x)) - F'(x) =

1 1
= . -f, =
20 o) o0 T
= 1 L (—3x2).

2 In(1-x¢) 1%

Figyeljiik meg, hogy az utolso képletben zardjelbe tettiik a —3x*tényez6t. Ha ezt nem tettiik
volna, és a pontot sem irtuk volna ki, amit amigy nem is kotelezd, a képlet hibas lenne.

26. feladat: Hatarozzuk meg az S(X) =sin (\/ex - X) fiiggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Most is egy haromszorosan Osszetett fliggvénnyel van dolgunk, persze ujra a

1
2Jx’

!

lancszabdlyt fogjuk alkalmazni. Mivel (sinx) =cosx, (&) = és  végil

G —x)' =e* —1, kapjuk, hogy

$(4) = Cos(m).(;],(ex ).

2+/e* — X
27. feladat: Legyen f(x) =—2x>+Xx* —6x —3. Hatarozzuk meg f"(x) -et.

Megoldas: El6szor meghatarozzuk az f'(x) derivalt fiiggvényt.
f'(x) = (—2x3 +x2—6X —3)' =

= —6x* +2Xx —6.
Ezt felhasznalva



f7(x) = (f'(x)) =
=(-6x"+2x— 6)' =
= —12x+2.

28. feladat: Legyen f(x) = x* cos(2x) . Hatarozzuk meg f"(x) -et.

Megoldas: Most, a szorzat derivalasi szabalyat alkalmazva,

f'(x) =(x? cos(2x))' -

= (x2 )' cos(2x) + x> (cos(2x))’ =
= 2X 0s(2x) + X* (—sin(2x)-2) =

= 2% €0s(2x) — 2x*sin(2x).
Ez alapjan, még kétszer alkalmazva a szorzat derivalasi szabalyat, és elvégezve a lehetséges
Osszevonasokat

f(x) =(2xcos(2x) - 2x° sin(2x))’ =

= (2x")cos(2x) + 2x(cos(2x) ) — {(sz )' sin(2x) + 2x2 (sin(2x))'}

= 2¢05(2x) + 2x(—sin(2x)- 2)—[4x sin(2x) + 2x° cos(2x) - 2] =
= 2008(2x) —4xsin(2x) — 4xsin(2x) —4x° cos(2x) =
= (2-4x*)cos(2x) ~8xsin(2x).

Ellenorzo kérdések:
1. kérdés: Mi az h(x) =(1-3x )3 fiiggvény derivalt fiiggvénye?

Valasz: —9(1-3x )2

2. kérdés: Mi az h(x) =v/x* —2x fliggvény derivalt fiiggvénye?

x-1

X% =2x

3. kérdés: Mi az h(x) =cos(1-sinx) fliggvény derivalt fiiggvénye?

Valasz:

Valasz: —(1-cosx)sin(x—sinx)



4. kérdés: Miaz h(x)=In (1— Xj fliggvény derivalt fiiggvénye?
X

5. kérdés: Mi az h(x) = fliggvény derivalt fiiggvénye?

xe* —x2

, —e* —xe* +2x
Valasz: _—

(xe” —x2)2
6. kérdés: Legyen h(x) =(2x° +3x2)3. Milyen x-re lesz h'(x) =07?
Valasz: —g, -1,0

2X

7. kérdés: Legyen h(x) =—;
X“+1

. Milyen x-re lesz h'(x)=07?
Valasz: -1, 1

8. kérdés: Mi az s(x) = cos’ (Xz) fliggvény derivalt fiiggvénye?
Valasz: —4cos(x”)sin(x*)-x

9. kérdés: Mi az s(x) = e fiigavény derivalt fiiggvénye?

x2-1

Valasz:
x* -1

10. kérdés: Legyen f(x) =xe™. Mi f masodik derivaltja?

Vélasz: (x* —4x+2)e™ (helyes)

11. kérdés: Legyen f(x) = (x? +1)-x* . Mi f mésodik derivaltja?
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Valasz: i(77x2 —3) X 4
16

11. A derivalt alkalmazasai

Tanulasi cél: Olyan eljaras megismerése, melynek segitségével a fliiggvények ndvekedés,
csOkkenés és szElsoérték szempontjabol vizsgalhatok, valamint az eljaras alkalmazasa
szoveges feladatokban minimum vagy maximum keresésére.

Motivacios példa:

Valamely termék arbevételét az f (X) fliggvény adja meg, ahol X a termék egységara Ft-ban.
Ha a jelenlegi egységar novekszik, vajon mennyivel csokken a bevétel? Milyen egységar
mellett lesz a bevétel maximalis?

Egy adott termék elallitasi koltségéta g(x) fiiggvény adja meg, ahol x a termelt

mennyis€g. Ha a jelenlegi termelés nd, vajon az atlagos eldallitasi koltség mennyivel
novekszik? Mekkora termelés esetén lesz az egy termékre juto atlagos eldallitasi koltség
minimalis?

A gyakorlati életben nagyon sok ehhez hasonl6 problémaval talalkozunk, amiben valamilyen
fizikai vagy kdzgazdasagi mennyiségnek maximumat vagy minimumat, azaz sz€lsértékét
keressiik, egy masik mennyiség fliggvényében. A megadott példakban a bevétel fiigg a termék
egységaratol, vagy az eldallitasi koltség a termelt mennyiségtdl. A mennyiségek kozotti
kapcsolatokat az f (x) illetve g(x) fiiggvények irjak le. Ha sikeriil megallapitanunk, hogy

ezek a fliggvények mikor nének, és mikor csokkennek, akkor azt is meg tudjuk mondani,
hogy hol veszik fel a legnagyobb illetve legkisebb értékeiket. Az alabbiakban olyan
madszerrel ismerkediink meg, aminek segitségével el tudjuk donteni, hogy egy fliggvény
mely intervallumokon nd, és mely intervallumokon csokken, valamint hol és milyen tipust
szélséértéke van.

Elméleti 6sszefoglalé: Mivel a derivalt értéke minden pontban megadja a grafikon
érintdjének meredekségét, ezért a derivalt eldjelebdl kovetkeztethetiink arra, hogy hol n6 €s
hol csokken a fiiggvény, valamint hol van szélséértéke. Szemléletesen ugyanis arra
gondolhatunk, hogy ha egy pontban a derivalt pozitiv, akkor ott az érinté meredeksége
pozitiv, tehat az érinté ugymond felfelé halad, s mivel 6 jol kozeliti a fiiggvényt, igy a
fliggvény is ndvekedni fog. Erre latunk példat az alabbi dbran.
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Hasonldan okoskodhatunk akkor, ha egy pontban a derivalt negativ. Ekkor az érint6 nyilvan
lefel¢ halad, s ekkor a fiiggvény csokkenni fog. Erre mutat példat az aldbbi dbra.

11
0.8+
0.6

'_III' ]
0.4+

0.2

Ohs 1 15 2 25 3

Ha pedig egy fiiggvénynek valahol szélsdértéke, azaz maximuma vagy minimuma van, akkor
ott az érintdnek vizszintesnek kell lennie, tehat meredeksége 0, s igy a derivalt érteke itt 0 kell
legyen. Erre lathatunk két példat is az aldbbi dbran.

11

0.8+

051

¥ ]
0.4+

0.2

Hangstlyozzuk, hogy ez csak szemléletes okoskodas. A pontos megfogalmazas majd a most
kovetkezd definiciokban és tételekben szerepel majd. Els6ként definidljuk pontosan a lokalis
novekedés és csokkenés, valamint a szélsdértékek fogalmat.

Definicio: Az f fliggvény az X, € D, helyen lokalisan ndvekvd, ha 1étezik az x,-nak olyan

kdrnyezete, amelybe esd minden X, < X, < X, esetén teljesiil, hogy f(x,)< f (%)< f(x,).



Az f fuggvény az x,€D, helyen lokalisan csokkend, ha 1étezik az X;-nak olyan kdrnyezete,
amelybe es6¢ minden X, < X, <X, esetén teljesiil, hogy f(x)> f(x,)>f(X,).

Definicio: Az f fliggvénynek az X, helyen helyi, masképpen lokalis maximuma van, ha
megadhat6 X, -nak olyan kdrnyezete, amelybe esé minden X esetén f (x)< f(x,).

Az f fuggvénynek az X, helyen helyi, masképpen lokalis minimuma van, ha megadhaté X, -

nak olyan kornyezete, amelybe esd minden X esetén f(x)> f(x,).

Ezek utan kimondhato az alabbi tétel, melyre a szemléletes okoskodassal utaltunk.

Tétel: Haaz f fiiggvény az X, helyen differencialhato és f'(x,)> 0, akkor a fiiggvény az
X, helyen lokalisan novekvé.
Haaz f fuggvény az X, helyen differencialhato és f ’(XO) <0, akkor a fiiggvény az X,

helyen lokalisan csokkend.

A tétel megforditasa azonban sajnos nem igaz. Gondoljunk ugyanis az f (x)=x’ fiiggvényre,
amely az x, =0 helyen nyilvan lokalisan ndvekvd, azonban derivaltja ott nem pozitiv, hanem
0-val egyenld. Az aldbbi abréan lathato az f (x)=x" fiiggvény grafikonja, amirél teljesen
egyértelmi, hogy a fiiggvény né az X, =0 helyen.

14

0.5

1 02040808 1
¥

0.5

11
fgy nem egészen megforditasként, kovetkezd tétel mondhato ki.

Tétel: Haaz f fiiggvény az X, helyen differencialhato és ott lokalisan nvekedd, akkor
f'(x,)=0.

Haaz f fiiggvény az X, helyen differencialhato és ott lokalisan csdkkend, akkor f'(X,)<0.

A feladatok megoldésa soran a lokalis ndvekedés €s csokkenés helyett, az intervallumon
novekedés és csokkenés fogalmat hasznaljuk.

Definicié: Az f fiiggvény az |a,b[ intervallumon ndvekvé, ha minden xe]a,b[ esetén

lokalisan novekvo.
Az f fliggvény az ]a,b[ intervallumon csdkkend, ha minden xe]a,b[ esetén lokélisan

csokkeno.



Ezek utan feladatokban leginkabb a tétel alabbi megfogalmazasra hivatkozunk.

Tétel: Ha f az ]a,b[ intervallumon differencialhatd és minden Xe]a,b[ esetén f'(X) >0,
akkor f az ]a,b[ intervallumon novekvd.
Ha f az ]a,b[ intervallumon differencialhatd és minden Xe]a,b[ esetén f'(X)< 0, akkor

f az ]a,b[ intervallumon csdkkend.

A lokalis szélsoértékekre is tobb tétel mondhato ki. Az els6 a szEélsGérték 1étezésének
sziikséges feltétele.

Tétel: Ha f differencialhato az X, hely valamely kornyeztében, és f -nek x,-ban lokalis

szélsdértéke van, akkor f '(X) =0.

Gondoljunk bele, a tétel nem azt mondja ki, hogy ahol a derivalt 0, ott szélséérték van. Ez a
tétel megforditasa lenne, és ez nem igaz. Példaként megint az f (X) =x® fiiggvényt

emlithetjiik, amelynek derivaltja az x, =0 helyen 0-val egyenld, de ott nincs szélsdértéke a

fiiggvénynek, mert ott lokalisan ndvekvd. Tehat csak annyit mondhatunk, ahol a derivalt 0, ott
konnyen elképzelhetd, hogy van szélséérték. Ezért van sziikségiink egy masik tételre is, ami
mar elégséges feltétel a sz&lsoérték 1étezésére.

Tétel: Haaz f fiiggvény differencidlhatd az X, helyen és f'(x,)=0, valamint f’ eljele
megvaltozik az X,-ban, akkor f -nek az x; helyen lokalis szélséértéke van.

A fenti tételek birtokaban a kdvetkezd modon vizsgéalhatjuk majd a fliiggvényeket novekedes,
csokkenés és szélséérték szempontjabol.

1. Megvizsgaljuk, mi a legbdvebb halmaz, amelyen a fliggvény értelmezhetd.

2. Derivaljuk a fiiggvényt.

3. Megoldjuk az f'(x) =0 egyenletet. Ezzel megkapjuk azokat a helyeket, ahol szélséérték

lehet.

4. Az értelmezési tartomanyt a szakadasi helyekkel €s a derivalt zérushelyeivel részekre
bontjuk, s a részeken vizsgaljuk a derivalt eldjelét. Ezt példaul ugy hajtjuk végre, hogy
mindegyik részbdl valasztunk egy szamot, melyet a derivaltba helyettesitiink.

5. Az értelmezési tartomany egyes részein a derivalt eldjelébdl kovetkeztetiink a novekedésre,
csOkkenésre.

Az utols6 két pontban leirtakat célszerii egy tdblazatban 6sszefoglalni, mert akkor tdmorebben
irhatjuk a dolgokat.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat: Vizsgaljuk meg ndvekedés és csokkenés, azaz monotonitas, valamint szélséérték
szempontjabol az f (x)=3x*-8x’ fiiggvényt.

Megoldas: A fiiggvény minden valos szamra értelmezhet6, azaz D, =R..



f'(x)=12x° —24x?
f'(x)=0 < 12x*-24x* =0

Emeljiink ki amit csak lehet, igy alakitsunk szorzatta.
12x*(x-2)=0

Szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0. Két eset lesz, vagy x* =0, amibél x=0
kovetkezik, vagy x—2=0, amibdl x =2 kdvetkezik. A derivalt zérushelyei tehat most a 0 és
az2.

Készitsiink ezutan egy tablazatot. Az elsO sorban az értelmezési tartomany részeit tiintessiik
fel. A derivalt zérushelyei bontjak részekre a valos szdmok halmazat. A zérushelyeknek is
készitslink kiilon oszlopot, mert ezeket a helyeket kell vizsgalnunk, hogy van-e benniik
sz€lséérték. A masodik sorban majd azt jelezziik, hogy az adott részen milyen eldjelt a
derivalt. A harmadik sorban pedig majd azt, hogy azon a részen hogyan viselkedik a
fliggvény. Most egyelére azonban csak az elsé sort toltsiik ki. igy az indulé tablazatunk az
alabbi.

X ]-o0,0[ 0 lo.2 2 12,00

Most vegylink egy szamot a ]—00, O[ intervallumbol, és helyettesitsiik be a derivaltba. Ilyen
szam pl. a —1.

f'(-1)=12(-1)’ - 24(-1)" =36
Negativ szdmot kaptunk, tehat a derivalt negativ értékeket vesz fel a |0, 0[ intervallumon.
Most vegylink egy szamot a ]0, 2[ intervallumbol, és helyettesitsiik be a derivaltba. [lyen
szam pl. az 1.

f'(1)=12-1°-24.1* =-12
Negativ szamot kaptunk, tehat a derivalt negativ értékeket vesz fel a ]0,2[ intervallumon.
Végiil vegyiink egy szamot a ]2,00 intervallumbol, és helyettesitsiik be a derivaltba. Ilyen
szam pl. a 3.

f'(1)=12-3°-24-3% =108
Pozitiv szamot kaptunk, tehat a derivalt pozitiv értékeket vesz fel a ]2, OO[ intervallumon.

Toltsiik ki ezutan a tablazat masodik sorat, beirva a derivalt eldjelét. A zérushelyeken
természetesen azt irjuk be, hogy a derivalt ott 0.

X ]—oo,O[ 0 ]0,2[ 2 ]2,00[
f'(x) neg. (-) 0 neg. (—) 0 poz. (+)

Ezutan toltsiik ki a harmadik sort is. Ahol a méasodik sorban negativ a derivalt, ott a fiiggvény
csokken, ahol pedig pozitiv a derivalt ott a fliggvény nd. Amelyik zérushelynél nem valt



eldjelet a derivalt, ott nincs szélsdérték, de ahol megvaltozik a derivalt eldjele ott van. Ha
negativbol pozitivba valt a derivalt, akkor lokalis minimum van, hiszen a fiiggvény a
sz¢lsoérték elott csokken, azutan pedig né. Mig ha pozitivbol negativba megy at a derivalt,
akkor lokalis maximum van, mert a fliggvény a szélséérték elott nd, utana pedig csokken.

X ]—oo,O[ 0 ]0,2[ 2 ]2,00[
f'(x) neg. (-) 0 neg. (-) 0 poz. (+)
f(X) csokk. N\ S;]IEn CS\‘ csokk. \y mli(?ll??’ritsm né

A fliggvény tehat csokken a ]—00, 2[ intervallumon, n6 a ]2, OO[ intervallumon, és lokalis

minimuma van az x =2 helyen.
Az x =0 helyen nincs szélsoérték, mert ott nem valt eldjelet a derivalt, s mert a fiiggvény
eldtte és utana is csokken. Ebbdl kovetkezik, hogy az x =0 helyen is lokalisan csokkend a
fliggvény.
A tablazat alapjan barmilyen ndvekedéssel, csokkenéssel és szélsdértékkel kapcsolatos
kérdésre valaszt tudunk adni.
A szélséérték nagysagat is megkaphatjuk, ha helyét behelyettesitjiik az eredeti fiiggvénybe.
Jelen esetben tehat 2 -t helyettesitiink az f -be.

f(2) =3.2'-8.2°=-16
A fiiggvény minimumanak értéke tehat —16.
Az alabbi abran a fiiggvény grafikonja lathato.

2. feladat: Vizsgaljuk meg ndvekedés és csokkenés, azaz monotonitas, valamint szélséérték

szempontjabol az f (x)= 1 + iz fliggvényt.
X X

Megoldas: A tortek miatt kikotést kell tenniink, x 0. D; =R\{0}.

f’(x):(1+ij ~(xtx?) = () x P (-2) =t 2

X X x* X
1 2

f’(X)ZO = —?—?:0

Célszerli —1-gyel szorozni, és kozos nevezdre hozni. Igy az alabbit kapjuk:



X+2
Rl 0.

Egy tort akkor 0, ha szamlaldja 0. fgy az x+2 =0 egyenletet kapjuk, amibél x =—2.

A derivaltnak tehat most csak egy zérushelye van. A tablazat készitésekor azonban ne

feledkezziink meg arrél, hogy 0-ban nem értelmezett a fiiggvény. Igy a 0-t is vegyiik be a

tabldzatba ugyantigy, mint a derivalt zérushelyét. Igy az indulé tablazat a kovetkezo.

« [T ] 2 [ 2 | o | b
f'(x) X
f(x) X

A 0 oszlopaban az X-ekkel azt jeloltiik, hogy ott a fliggvény nincs értelmezve.
Vegyiink egy szamot a |-o0,—2[ -bol, mondjuk a —3-at, s helyettesitsiik a derivaltba.

, 1 2 1
(8=
(3 () 2
Mivel negativ értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindeniitt negativ lesz a derivalt, s igy
itt csokken a fiiggvény.

Vegylink egy szamot a ]—2, 0[ -bol, mondjuk a —1-et, s helyettesitsiik a derivaltba.
1 2

f'(-1)=— S——]
(-1) B
Mivel pozitiv értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindentitt pozitiv lesz a derivalt, s igy
itt nd a fliggvény.
Végiil vegyiink egy szamot a ]0,00[ -bol, mondjuk a 1-et, s helyettesitsiik a derivaltba.

1 2
f(1)=--5=-3
Mivel negativ értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindentiitt negativ lesz a derivalt, s igy
itt csokken a fiiggvény.
Mivel -2 el6tt negativ a derivalt, utdna azonban pozitiv, igy az X =—2 helyen a fiiggvénynek
lokalis minimuma van.
Toltsiik ki ezutdn egybdl a tdblazat masodik és harmadik sorat is.

« [Fe-2d| = | F2aod | o | o
f'(x) neg. (-) 0 poz. (+) X neg. (-)
f(x) | esokk. N | 1M g X | esokk. \

A fiiggvény tehat csdkken a |-o0,—2[ és ]0,o0 intervallumokon, né a |-2,0[ intervallumon,

¢s lokalis minimuma van az X =—2 helyen.

A minimum értéke f (—2) = i+ 1 = 1 )

EINE
Bér az x =0 helyen megvaltozik a derivalt eldjele, ez mégsem szélsdérték, hiszen itt a
fliggvény nincs értelmezve.
Az alabbi dbran a fliggvény grafikonja lathato.




3. feladat: Hol novekvd az f fliggvény, ha derivaltia f'(x)=(x+ 2)(X—5)2 ?Az f
ugyanott értelmezhet6 ahol f'.

Megoldas: Els6 1épésként meg kell vizsgalnunk, mi a legbdvebb halmaz, amelyen f’

értelmezhetd. Mivel nem kell semmilyen kikotést tenniink D, = R, s ugyanitt értelmezhetd
f is.

Mivel most ismerjiik a fliggvény derivaltjat, igy az f ’(X) =0 egyenlet megoldasaval

folytatjuk.

(x+ 2)(x—5)2 =0

Mivel szorzat csak tigy lehet 0, ha valamelyik tényezdje 0, igy az egyenlet két egyszeriibb

egyenletre bonthatd. Vagy Xx+2=0, amib8l x=-2, vagy (X— 5)2 =0, amib8l x=5.

Készitsiik most tablazatot, aminek elsé sordban feltiintetjiik az értelmezési tartomany részeit.
Most a derivalt két zérushelye a —2 és az 5 bontja részekre a valos szamok halmazat.

X ]—oo,—2[ -2 ]—2,5[ 5 ]5,00[
()

f(x)

Vegyiink egy szamot a |-o0,—2[ -bol, mondjuk a —3-at, s helyettesitsiik a derivaltba.
f'(-3)=(-3+2)(-3-5)" =64
Mivel negativ értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindeniitt negativ lesz a derivalt, s igy
itt csokken a fiiggvény.
Vegyiink egy szamot a ]—2, 5[ -bol, mondjuk a 0 -t, s helyettesitsiik a derivaltba. (Egy pozitiv
¢és egy negativ szdm kozott mindig a 0-t célszerli valasztani, mert azt a legegyszeriibb
helyettesiteni.)
f'(0)=(0+2)(0-5)" =50
Mivel pozitiv értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindentitt pozitiv lesz a derivalt, s igy
itt n6 a fliggvény.
Végiil vegyiink egy szamot az |5,[ -bol, mondjuk a 10-et, s helyettesitsiik a derivaltba.



f'(10)=(10+2)(10-5)" =300

Mivel pozitiv értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindeniitt pozitiv lesz a derivalt, s igy
itt n6 a fliggvény.

Mivel —2 el6tt negativ a derivalt, utana azonban pozitiv, igy az X =—2 helyen a fliggvénynek
lokalis minimuma van.

Az x =5 helyen nem valtozik a derivalt eldjele, és a fliiggvény 5 elott és utan is nd, igy ezen a
helyen nincs szélséérték. A fiiggvény az X =5 helyen is lokalisan nd.

X ]—oo,—Z[ -2 ]—2,5[ 5 ]5,00[
f'(x) neg. (-) 0 poz. (+) 0 poz. (+)
f (x) csokk. \y m%ﬁﬁiﬁm né /" S;IIEn CS/| né /

A kész tablazat alapjan mar csak valaszolnunk kell a kérdésre. Lathato, hogy a fliggvény a
]—2, 00[ intervallumon nd.

4. feladat: Hol csokkené az f fiiggvény, ha derivaltja f'(x)= 3;2? Az f ugyanott
X+

értelmezhetd ahol f'.

Megoldas: A feladat nagyon hasonlit az el6z6hoz, igy ugyantgy jarhatunk el. Els6 1épésként
hatarozzuk meg, mely halmazon értelmezhet6 a fliggvény derivaltja. A nevezd nem lehet

zérus, igy D; =R\ {-4}.
Ezutan oldjuk meg az f'(x)=0egyenletet.

37X _0 = 3-x=0 = x=3

X+4

Nézziik ezutan, milyen részekre kell bontanunk az értelmezési tartomanyt. Az el6zéekben
szerepelt, hogy a derivalt zérushelyei bontjak részekre az értelmezési tartomanyt, mert
altalaban ezeken a helyeken valtozik meg a derivalt eldjele. De nem csak zérushelyen

valtozhat egy fiiggvény eldjele, hanem olyan helyen is, ahol nincs értelmezve. Gondoljunk pl.

az — fiiggvényre, amely nincs értelmezve az X =0helyen. A negativ X értékekre negativ €z a
X

fiiggvény, a pozitiv X -ekre pedig pozitiv. Nincs tehat zérushely a 0 -ban, hisz a fiiggvény itt
nem is értelmezett, de a fliggvény eldjele mégis valtozik. Amikor készitjiik a tdblazatot, akkor
tehat nem csak a derivalt zérushelyével kell részekre bontani az értelmezési tartomanyt,
hanem az értelmezési tartomanyban levo szakadasi hellyel is. Készitsiik el most a tablazatot,
egyeldre az elsd sorat kitdltve. A szakadasi helyen azonban a masodik és a harmadik sorban
jelolhetjiik, hogy ott a derivalt nem értelmezett, igy a fliggvényrdl sem tudunk semmit
mondani.

X ]—oo, - 4[ 4 ]—4,3[ 3 ]3, oo[

><‘
X




Ezutan vizsgéljuk meg az értelmezési tartomany részein a derivalt eldjelét, és ebbdl
hatarozzuk meg, né vagy csokken ott a fiiggvény.
Vegylink egy —4-nél kisebb szamot. Legyen pl. -5, s helyettesitsiik ezt a derivaltba.
f1(-5)- -3 _ g
-5+4
Negativ értéket kaptunk, tehat x < —4 esetén negativ a derivalt, ebbdl kovetkezden itt csdkken
a fiiggvény.
Vegyiink egy —4 és 3 kozé es6 szamot. Legyen pl. 0, s ezt is helyettesitsiik a derivaltba.
(0)=30_3
0+4 4
Pozitiv értéket kaptunk, tehat ha —4 < x <3, akkor pozitiv a derivalt, s igy itt n6 a fiiggvény.
Végiil vegyiink egy 3-nal nagyobb szamot is. Legyen pl. 4, és helyettesitsiik ezt a derivaltba.
y ( )_ 3-4 1
4+4 8
Negativ értéket kaptunk, igy ha 3< x akkor negativ a derivalt, tehat ekkor csokken fliggvény.
Mivel a derivalt értéke az X =3 helyen eldjelet valt, igy ezen a helyen van lokalis sz¢élsoértéke
a fliggvénynek. Mert a derivalt pozitivbol negativba megy at, igy ezen a helyen lokalis
maximum van.
Ezutan kitdlthetjlik a tablazat méasodik és harmadik sorat is.

X ]—oo,—4[ -4 ]—4,3[ 3 ]3,00[
f'(x) | neg. (-) X poz. (+) 0 neg. (-)

A kitoltott tablazat alapjan valaszolhatunk a feladat kérdésére. A fiiggvény csokken a
]-o0,—4[ és |3, intervallumokon.

5. feladat: Hol és milyen jellegii szélséértéke van az f fliggvénynek, ha derivaltja
f'(x)=(x- 2)2 Inx? Az f ugyanott értelmezhet6 ahol f'.

Megoldas: Az eldz6 feladatok megoldasabol lathattuk, hogy egy fliggvény szélsdértékeinek
meghatarozasahoz is azokra a 1épésekre van sziikség, mint a ndvekedes ¢s a csékkenés
vizsgalatahoz. Igy jarjunk el hasonldéan, mint az el6zéekben. Elsdként vizsgaljuk meg, mely
halmazon értelmezhet6 a fiiggvény derivaltja. Most a In X miatt ki kell kétniink, hogy X csak
pozitiv értékeket vehet fel, igy D; =R* =]0,00[ .

Ezutan oldjuk meg az f'(x)=0 egyenletet.

(x— 2)2 Inx=0

Arra hivatkozunk, hogy szorzat csak akkor lehet zérus, ha valamelyik tényezéje 0. gy az
egyenletet egyszerlibb egyenletekre bontjuk.

(x—2)2 =0vagy Inx=0

Az els6 egyenlet megoldédsa nyilvan Xx=2.

A masodik egyenlet mindkét oldalat tekintsiik gy mint kitevédt, s az e szamot emeljiik fel

ezen kitevékre. Igy a bal oldalon olyan kompoziciot kapunk, amiben egy fiiggvény és inverze
szerepel, igy ott egyszertien X all.



Inx=0 < ™ =’ & x=1

A derivalt zérushelyei tehat az 1 ésa 2.

Ezutan elkészithetjiik a tdblazatot, egyeldre csak az elso sort kitodltve. Figyeljlink oda, hogy az
értelmezési tartomany most csak a pozitiv valos szamok halmaza. igy az els6 részben nem a

]-,1[ intervallum 4ll, hanem ott a ]0,1] intervallumnak kell szerepelni.

X 10.] 1 1.7 )
£'(x)

f(x)

2.

Ezutan vizsgaljuk a derivalt eldjelét az egyes részeken, s ebbdl kovetkeztessiink a
novekedésre vagy a csokkenésre.

A ]0,1[ intervallumban talalhat6 pl. az 0.5. Helyettesitsiik ezt a derivaltba.
f'(0.5)=(0.5-2)"In0.5~-1.56

A derivalt értéke itt negativ, tehat ezen az intervallumon csokken a fiiggvény.
Az [1,2[ intervallumban talalhato pl. az 1.5, amit behelyettesitiink a derivaltba.

f'(15)=(1.5-2)"In1.5~0.101

A derivalt értéke ezen a helyen pozitiv, ebbdl kovetkezden ezen az intervallumon nd a
fliggvény.
Végiil a ]2,00[ intervallumban van pl. az 3, amit a derivaltba helyettesitiink.

f'(3)=(3-2)"In3~1.10

A derivalt pozitiv ezen a helyen, igy itt is nd a fliggvény.

Az x =1 helyen a derivalt eldjele megvaltozik, igy itt a fliggvénynek lokalis szélsdértéke van.
Mivel a derivalt negativbol pozitivba megy at ezen a helyen, igy itt lokalis minimuma van a
fiiggvénynek.

Az x =2 helyen a derivalt nem valt eldjelet, igy ezen a helyen nincs szélsdértéke a
figgvénynek. Mivel eldtte és utana is novekvo a fliggvény, igy ezen a helyen is lokalisan
novekvo a fliggvény.

Toltsiik ki ezutan a tablazat masodik és harmadik sorat is.

X Jo.q] 1 L2 2 12,99
f'(x) neg. () 0 poz. (+) 0 poz. (+)
f(X) | esokk. \y mlﬁﬁféhsm ng /' SQI'; CS/ né /

A fiiggvénynek tehat csak az x =1 helyen van lokalis sz¢élséértéke, ahol lokalis minimuma
van.

Ellenorzo kérdések:

1. kérdés: Hol novekvd az f (x)=3x"+12x° fiiggvény?

Vélasz: A ]-3,o0[ intervallumon



2. kérdés: Hol csokkend az f (x)=x+ 1 fliggvény?
X
Valasz: A |-1,0[ és ]0,1] intervallumokon.

3. kérdés: Hol nvekvd az f fiiggvény, ha derivaltja f'(x)=(x —1)3 (x+8)? Az f
ugyanott értelmezhet6 ahol f'.

Valasz: A |-o0,—8[ és [1,00 intervallumokon.

X-5

4. kérdés: Hol csokken6 az f fliggvény, ha derivaltja f '(X) = ? Az f ugyanott

(x+2)2

értelmezhetd ahol f'.
Valasz: A |-o0,-2[ és [2,5] intervallumokon.

5. kérdés: Hol és milyen jellegli széls6értéke van az f fliggvénynek, ha derivaltja

f'(x)=(x —7)3 Inx? Az f ugyanott értelmezhetd ahol f'.

Valasz: Az x =1 helyen lokalis maximuma, az x =7 helyen lokalis minimuma van.

Elméleti 6sszefoglalo: Az eddigiekben megismertiik azt a médszert, mellyel fliggvényeket
monotonitas és sz¢lséérték szempontjabol vizsgalni tudunk. Most foglalkozzunk azzal,
hogyan tudjuk alkalmazni ezt a modszert a lecke elején véazolt problémakhoz hasonld
esetekben, melyeket szoveges szélsdérték feladatoknak nevezhetiink. Az ilyen feladatokban
elsd 1épésként fel kell irnunk, egy altalunk valasztott fliggetlen véltoz6 fliggvényében azt a
mennyiséget, aminek a szélsoértékét keressiik. Ezutan meg kell hatarozni a feladat
feltételeibdl, hogy a fliggetlen valtozo milyen értékeket vehet fel. Az igy kapott, szoveg
szerinti értelmezési tartomanyon kell aztan megkeresniink a fiiggvény szélséértékeit a
korabban megismert modon. A modszerrel az alabbi kidolgozott feladatokon keresztiil
ismerkediink meg. Megoldjuk majd a lecke elején vazolt problémat is, de el6bb egyszeriibb
feladatokkal foglalkozunk.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat: Mekkoranak kell valasztani egy 20 cm keriiletli téglalap oldalait, hogy teriilete
maximalis legyen? Mekkora ez a maximalis tertilet?

Megoldas: Jeloljiik a téglalap egyik oldalat X -szel, a masikat pedig y -nal.
Ekkor a téglalap teriilete: T = xy .

Igy felirva a teriiletet, két valtozé mennyiség szerepel. Azonban a két valtozo kozott kapesolat
van, hiszen a keriilet 20 cm. frjuk fel a keriiletet az oldalakkal.

K=20=2x+2y

Ebbdl az osszefliggésbdl az egyik valtozo, pl. y kifejezhetd.

y=10-Xx



Ha pedig ezutan behelyettesitiink y helyére a teriiletet leird 0sszefliggésben, akkor mar
egyvaltozos fiiggvényt kapunk. Ekkor mar jeldlhetjiik azt is, hogy a teriilet az x valtozé
fliggvénye.

T(X) = x(10—x) =10x—X*

Ezzel olyan fiiggvényt kaptunk, ami a teriilet valtozasat irja le az egyik oldal fiiggvényében.
Hatarozzuk meg ezutan, hogy milyen hatarok kozott vehet fel értékeket a valtozo.
Nyilvéanval6, hogy az x>0 feltételnek teljesiilni kell, hiszen egy téglalap oldala csak pozitiv
lehet. Az x-nek azonban 10-nél kisebbne;k is kell lennie, hiszen a téglalap masik oldala
10—x, és ennek is pozitivnak kell lenni. Igy a valtozora a 0 < x <10 feltételt kapjuk. Ezen a
halmazon kell keresniink a fenti T(x) fiiggvény maximumat. Ehhez allitsuk el6 a fiiggvény
derivaltjat.

T'(x) =10—-2x

Megoldjuk a T'(x) =0 egyenletet.

10-2x=0 < x=5

A derivaltnak a zérushelye a ]0,10[ intervallumba esik, igy szoba johet, mint lehetséges

maximum hely. Annak eldontésére, hogy az x =5 helyen valoban maximuma van-e a
teriiletnek, célszert elkésziteni a szokasos tablazatot.

Az els6 sor kitoltésekor vegyiik figyelembe a 0 < x <10 feltételt.

A derivalt elgjelének vizsgalatat immar nem részletezziik, mert nyilvanvald, hogy melyik
intervallumon pozitiv ill. negativ a derivalt.

X 0.5 5 15.10]
T'(x) n 0 _
T(x) J lok. max. N

Az x =5 helyen tehat lokalis maximuma van a fliggvénynek. S6t ez a 0 <x <10 feltétel
mellett nem csak lokalis maximum, hanem ezen a halmazon ez globalis maximum is, hiszen
X <5 esetén végig nd a fliggvény, X >5 esetén pedig végig csokken.

A tertilet tehat akkor lesz maximalis, ha az egyik oldal 5 cm hosszusagu. Persze ekkor a
masik oldal hossza is 5 cm, azaz a téglalap ekkor négyzet.

A maximalis teriiletet kell még meghataroznunk. Helyettesitsiik be a maximum helyét a
fliggvénybe.

T =T(5) =5@10-5)=25

A teriilet maximumanak értéke tehat 25 cm?.

Megjegyzés: Az ilyen feladatokban nem egyértelmii, hogy mit lesz majd a legjobb fiiggetlen
valtozonak tekinteni. Jelen feladatban elég egyértelmii volt, hogy a téglalap egyik oldalat
célszerll valasztani, de eljarhattunk volna mas modon is. Mivel a két oldal 6sszege 10, igy az
egyik oldal ugyanannyival rovidebb 5-nél, mint amennyivel a masik hosszabb 5-nél.
Valaszthattuk volna valtozonak ezt a mennyiséget is, amivel az oldalak az 5-t61 eltérnek.
Természetesen ekkor masik fliggvény irja le teriiletet, €&s mas a szoveg szerinti értelmezési
tartomany is. Ennek megmutatasa végett megoldjuk most a feladatot masik modon is.

Jelolje a téglalap két oldalat a és b. Tegyiik fel, hogy a a nem révidebb oldal, b pedig a
nem hosszabb oldal, azaz a>b.



Jelolje x az oldalak hosszanak 5-t6l valo eltérését.

Ekkor a=5+x, b=5-X.

A téglalap teriilet: T =ab, amibe behelyettesitve a fenticket, egy fliggvényt kapunk, aminek
valtozoja X lesz.

T(x)=(5+x)(5-x)=25-X°

Ne feledkezziink el annak vizsgalatardl, hogy a szoveg milyen értékeket enged meg a
valtozora. Jelen esetben 0< X, hiszen egy eltérés nem lehet negativ, Xx<5, merta b
oldalnak, azaz 5—x-nek is pozitivnak kell lenni. Ez egyiittesen 0< x <5, vagy x €[0,5]

formaban irhatd. Amint lathat6, most olyan intervallumon keressiik a maximumot, aminek
egyik vége zart, masik vége nyitott.

Vegyiik a teriiletfiiggvény derivaltjat.

T'(x)=-2x

Itt kell felhivnunk azonban a figyelmet arra, hogy a derivélt csak a T fiiggvény értelmezési
tartomanyanak belsé pontjaiban értelmezhetd, igy a derivalt esetén mar 0 < x <5, azaz

Xe ]0, 5[ )

Ha megoldjuk a T'(x) =0 egyenletet, ami —2x =0, akkor abbol x =0 kdvetkezik.

Ez azonban nem eleme T’ értelmezési tartomanyanak. Ennek ellenére olyan érzésiink
tamadhat, hogy ha van szélséértek, akkor az most csak az X =0 esetén lehet. Ennek
igazolasara készitsiink tablazatot. Az X =0 értéket kezeljiik kiilon, és itt a derivalt soraban azt
tiintetjiik fel, hogy az nem értelmezett.

X 0 10,5

, nem _
T'() értclmezett | |0 (-)
T(x) | maximum N

A tablazatbol leolvashato, hogy a fliggvény végig csokken, s ebbdl kdvetkezden a maximumat
az értelmezési tartomany also hataran, azaz X =0 esetén veszi fel. Megkaptuk tehat most is,
hogy akkor van szélséérték, ha a téglalap négyzet.
Megjegyezziik, hogy ha a masodik megoldasunk soran nem éltiink volna az a>b feltevéssel,
akkor x negativ értékeket is felvehetett volna. Ekkor egyrészt a —5< X feltételnek kellett
volna teljesiilni amiatt, hogy az a oldalnak, azaz x+5-nek pozitivnak kell lenni. Masrészt az
x <5 feltételnek kell fennallni, mert a b oldalnak, azaz 5— x -nek pozitivnak kell lenni. A
kett6bdl egyiittesen kapjuk, hogy -5<x <5, azaz x € |-5,5[ . Ekkor ugyantigy az értelmezési
tartomany belsé pontjdban kapjuk a szélsdértéket, mint az elsé megoldasunkban. A fentiekbdl
jol lathato, hogy a fiiggetlen valtozo megvalasztasa nagyban befolyasolja a feladat

megoldasanak tovabbi részét. Arra is felhivjuk a figyelmet, hogy a szélséértéket nagyon sok
esetben a derivalt alkalmazésa nélkiil is meghatarozhatjuk. Ha példaul a masodik

megoldasunkban kapott teriiletet leir6 fiiggvényt T (X) =25-x* vizsgaljuk, akkor
egyértelmiien X =0 esetén van maximuma a fiiggvénynek. Ennek oka, hogy egy konstansbol
vonunk x’-et, aminek legkisebb értéke a 0, az x =0 esetben. Igy amikor x* a legkisebb,

akkor lesz 25— x* a legnagyobb. Sok esetben viszont nem taldlunk ilyen elemi megoldast, s
igy ilyenkor nem tudjuk elkeriilni a derivalt alkalmazasat.



t
>+
irja le. Vizsgaljuk meg, hogy milyen tegységar mellett lesz a termék iranti kereslet a
legnagyobb?

2. feladat: Egy termék irdnti keresletet a t egységar fiiggvényében K (t)= 2 fliggvény

Megoldas: A feladat szovegébdl kdvetkezik, hogy a termék utani keresletet megado fiiggvény
értelmezési tartomanya csak a pozitiv valdos szamok halmaza lehet, tehat t>0. A kereslet ott
lehet maximalis, ahol a K fiiggvény derivaltja 0-val egyenld (ahol a derivalt eltlinik). Els6
1épésként tehat derivaljuk a K fiiggvényt.

, 1-(t* +4)-t-2t  4-t?
K (t) - 2 2 T2 2

(t°+4) (t°+4)

Oldjuk meg a K'(t)=0 egyenletet. Hasznaljuk fel, hogy egy tort csak akkor lehet 0, ha a

szamlaldja 0.
4-t*
(t* +4)?
Egy masodfoku egyenletet kaptunk t -re, amelynek gyokei az t =42 .

=0, ha 4-t*=0

A két megoldas koziil csak t, =2 esik a |0,o0] intervallumba, igy a tablazat elkészitésénél

csak ezt kell figyelembe venni.
Készitsiik el a szokasos tablazatot.

¢ 10,2] 2 12,

A K'(t) soraban az eldjeleket példaul a kovetkez6 modon kaphattuk meg. Valasztunk egy
szamot a ]0,2[ intervallumbol, mondjuk az 1-et, mert azzal konny( lesz szamolni. Ezt
behelyettesitjikk K'(t) -be.
3
K'(l)=—>0
(1)=>g
Hasonloan vélasztunk egy szamot a ]2,00[ intervallumbol. Legyen ez mondjuk a 10, mert

ezzel is konnyl lesz szdmolni.

K'(10) = LOOZ <
(100-+4)

C [ P [ 2 [ R

K(t) / lok. max. N\




Ezutan mér kijelenthetjiik, hogy az t =2 helyen lokalis maximuma van a K (t) fliggvénynek.

A ]0,00[ intervallumon ez nem csak lokalis, hanem globalis maximum is, hiszen t =2 el6tt

végig nd a fliggvény, t =2 utdn pedig végig csokken.

3. feladat: Két pozitiv szam szorzata 100. Melyik ez a két szam, ha 6sszegiik minimalis?
Mekkora a minimalis 6sszeg?

Megoldas: Legyen a két szam X és y. Tudjuk, hogy xy =100. Fejezziik ki ebbdl y -t.
100

X
frjuk a két szam Gsszegét ezutan X fiiggvényeként.
f(x)=x+ 100
X
Ennek a fliggvénynek kell keresniink a minimumat a ]0, oo[ intervallumon.
Derivéljuk a fiiggvényt.
f'(x)= [x+¥j = (x+100x‘1)’ =1+100(-1)x? :1—1)?—20

Oldjuk meg az f'(x)=0 egyenletet.

1
1- 120 =0 <
X
Minimum szempontjabol nyilvan csak az x =10 esettel kell foglalkoznunk, hiszen most
x>0.

Készitsiik el a mar jol ismert tablazatot.

x* =100 < x=+10

X 10,10 10 110,00
f'(x) - 0 +
f(x) N lok. min. J

Az f '(x) soraban az eldjeleket példaul x =1 és x =100 derivaltba torténd helyettesitésével
kaphatjuk.

f’(1)=1—110—20=—99<0
#(100)=1- 22 _0.99>0
100

Amint lathato, a figgvénynek az X =10 helyen lokalis minimuma van, ami pozitiv X -ekre
egyben globalis minimum is.
Hatarozzuk meg ezutan a masik szamot, tehat y -t is.

_100_100
X 10

Az 0sszeg tehat akkor lesz minimalis, ha mindkét szam 10. Ekkor az 6sszegiik 20, ez a
minimalis 0sszeg.



4. feladat: Adott egy 3 és 4 egység befogoju derékszogii haromszog. Tekintsiik azokat a
haromszogbe irhatd téglalapokat, amelyeknek egyik csticsa a haromszog derékszoge, az ezzel
szemkozti cstcs pedig az atfogora esik. A legnagyobb teriiletii ilyen téglalapnak mekkorak az
oldalai?

Megoldas: Készitsiink egy abrat a haromszdgrol és a belé irt téglalaprol.

o

\\

A T, 4 B

A téglalap X-szel és y -nal jelolt oldala k6zott most hasonldsag alapjan lehet 6sszefliggést
talalni. A PT,B és CAB derékszogli haromszdgek hasonloak, ezért

vy 3
4—-x 4
Rendezziik ezt y -ra.

3 3
—2(4-x)=3-2
y 4( X) 4X

Ezt felhasznalva felirhatjuk a téglalap teriiletét az x fliggvényében.
T(x)= x(3—§x _ax_3y
4 4
Az X valtozé most nyilvan a |0,4] intervallumba esik, igy ezen a halmazon keressiik a

fliggvény maximumat.
Derivaljuk a fliggvényt.

3
T'(x)=3-=x
(x)=3-3
Megoldjuk a T'(x) =0 egyenletet.
3—§x:0 & X=2

A szokasos tablazat segitségével megvizsgaljuk, hogy ezen a helyen valoban van-e
maximuma a fiiggvénynek.

[ pd [ 2 | BA
'(x) + 0 -
T(x) /‘ lok. max. N

A masodik sorban T’ el6jelét példaul x =1 és x =3 helyettesitésével vizsgalhattuk.




T(1)=3-21=350
2 2

T(3)=3-2.3=-3 0

2 2
Amint lathat6, az X =2 helyen lokalis maximuma van a fliggvénynek, ami egyben globalis
maximum is.

Mar csak a téglalap masik oldalat kell kiszamolnunk.

Y=3—§x=3—§-2=§
4 4 2

A maximalis teriiletii téglalap oldalai tehat 2 és g hossztsaguak.

Ellenorzo kérdések:

1. kérdés: Egy to egyenes partjan szeretnénk elkeriteni egy téglalap alaku telket. Ehhez
200 m drotfonat all rendelkezésiinkre. A legnagyobb teriiletil téglalapot szeretnénk elkeriteni
ugy, hogy a t6 feldli oldalon nem lesz kerités.

TO

Ha a téglalap topartra merdleges oldalat valasztjuk valtozonak, és X -szel jeldljiik, akkor az
alabbi fliggvénnyel irhato le a teriilet:

Valasz: T (X) =200x — 2>
2. kérdés: Az el6z6 kérdésben a maximalis teriletl telek oldalai az alabbiak:

Valasz: A partra merdleges oldal 50 m, a parttal parhuzamos oldal 100m

3. kérdés: Két pozitiv szam 0sszege 1. A szorzatuk maximumat keressiik. Ekkor a kovetkezo
figgvényt kell vizsgalnunk:

Valasz: f(x)=x-x*
4. kérdés: Az el6z06 kérdésben a két szam szorzatanak maximuma az alabbi:

Valasz: i
4

5. kérdés: A [0,1] intervallumot egy belsd pontjaval két részre bontjuk, és mindegyik rész

folé négyzetet emeliink. A négyzetek teriiletosszegének minimumat szeretnénk meghatarozni.



Melyik fiiggvényt kell vizsgalnunk, ha fliggetlen valtozonak az egyik szakasz hosszat
valasztjuk?

Vilasz3: f(x)=2x*-2x+1

Tovabbi kidolgozott feladatok:

X2

1. feladat: Vizsgaljuk meg monotonitas és sz¢élséérték szempontjabol az f (X) = W
X+

fliggvényt!

Megoldas: Amikor egy fiiggvényt valamilyen szempontbo6l vizsgalunk, akkor elsdként mindig
az értelmezési tartomanyt kell meghataroznunk. Jelen esetben ki kell kotniink, hogy a nevezd
nem lehet 0, s ebbdl az kovetkezik, hogy x = —1. A fiiggvény értelmezési tartomanya tehat:
D, =R\{-1} .

A monotonitas vizsgalata azt jelenti, hogy meghatarozzuk, hol nd, hol csokken a fiiggvény.
Ehhez el kell allitanunk a fliggvény derivaltjat. Alkalmazzuk a tortekre vonatkozo6 derivalasi
szabalyt.

F1(x) = 2X - (X+1)* —x*-2(x+1)
((x+1?)
Ez ilyen formaban nagyon cstinyan néz ki, ezért probaljunk alakitani rajta. Emeljiink ki a

szamlaloban, amit csak lehet, a nevezdt pedig irjuk egyetlen hatvanyként.
2X(X+D[(x+1) —x]

f'(x) =
() (x+1)*
Ezutan egyszertsitsiink, és a szogletes zardjelen beliil vonjunk 6ssze.
, 2X
') =—=3=
(x+1)

A derivalt minél egyszeriibb alakra hozasa azért fontos, mert ezutdn meg kell oldanunk az
f’(x) =0 egyenletet, valamint vizsgalnunk kell majd a derivalt elgjelét. Ha a derivalt

bonyolult alakban van felirva, akkor mind az egyenlet megoldasa, mind az eldjel vizsgalata
nehézségekbe iitkozik. Altaldban elmondhatjuk, hogy ha lehet3ség van kiemelésre, akkor
ezzel a lehetdséggel €élni kell, s tortek esetében egyszerisitsiink, ha erre lehetéség van.
Most oldjuk meg az f'(x) =0 egyenletet, hogy megkapjuk, hol lehet szélséértéke a

fiiggvénynek.
L3 ~0
(x+1)

Tort csak ugy lehet egyenld 0 -val, ha szamléloja 0, igy egyszeriibb egyenletet kapunk.
2x=0 < x=0

Ezutan a szokasos modon tablazatot készithetiink. Elsoként csak az elso sort toltsiik ki,
melyben feltlintetjiik az értelmezési tartomany részeit, melyeken beliil mar nem valtozik a
derivalt el¢jele. Az értelmezési tartomanyt a derivalt zérushelye és az értelmezési
tartomanyban levé szakadas bontja részekre. A szakadasi hely oszlopaban X-ekkel
jelolhetjiik, hogy ott a fiiggvény nem értelmezett.

« [F=a] a1 [ 7wl [ o | Joof




f'(x) X
f(x) X

Most vizsgéljuk meg a derivalt eldjelét az egyes részeken. A derivalt tort, igy kiilon
vizsgalhatjuk a szamlalo és a nevezo eldjelét, amibol kovetkeztethetiink a tort eldjelére.

Ha x < -1, akkor a szamlald, azaz 2x negativ, és a nevez0, azaz (X +1)3 is negativ, igy a
derivalt ekkor pozitiv. Ebben az esetben tehat né a fiiggvény.

Ha —1<x <0, akkor 2x negativ, de (x+1)° pozitiv, igy negativ lesz a derivalt. A fiiggvény
tehat ekkor csokken.

Ha 0<x , akkor 2x is pozitiv, és (X+1)° is pozitiv, azaz pozitiv lesz a derivalt. Ebbdl

kovetkezoen itt nd a fliggvény.

Az x =0 helyen a derivalt el6jele megvaltozik, igy itt szélséértéke van a fiiggvénynek. Mivel
a derivalt negativbdl pozitivba megy at ezen a helyen, igy itt lokalis minimuma van a
fliggvénynek.

Készitsiik el a teljes tablazatot.

X ]—oo,—l[ -1 ]—1,0[ 0 ]O,oo[
f'(X) T X _ 0 N
f(x) % X N lok. min. J

A tablazattal igy megadtuk, hogy hol nd, és hol csokken a fliggvény, valamint hol, milyen
jellegli szélsoérteke van. Mar csak egyetlen feladatunk van, megadni a szélsdérték nagysagat.
Helyettesitsiik be a fliggvénybe azt a helyet, ahol szélséértéke van.

02
f(0)=—-—-=0
(0+1)
A lokalis minimum értéke tehat 0.
A fliggvény grafikonja az alabbi dbran lathato.

)
h]
R

2. feladat: Vizsgaljuk meg monotonitas és szélsdérték szempontjabol az f (x) = x’e™*

fiiggvényt!

Megoldas: Hatarozzuk meg a legbdvebb halmazt, amin értelmezhetd a fiiggvény. Nem kell
kikotést tenniink, igy D, =R.



Derivaljuk a fliggvényt. Alkalmazzuk a szorzatra vonatkozo derivalasi szabalyt, és ne
feledkezziink el arrol, hogy szorzat masodik tényezdje Osszetett fliggvény.

f'(x) =2xe™ + x%e*-(-2)
Emeljiik ki amit lehet.
f'(x) =2xe™(1-x)
Oldjuk meg az f'(x)=0 egyenletet.
2xe ™ (1-x)=0
Eg}{ harom tényezds szorzat egyenld 0 -val, ami csak ugy lehetséges, ha valamelyik tényezd
0. Igy harom egyszeriibb egyenletet kapunk.
x=0, vagy e =0, vagy (1-x)=0.
Az elsO egyenlettel semmit sem kell tenni, a harmadiknak pedig X =1 megoldasa.
A masodik egyenletnek nincs megoldésa, mert exponencialis fiiggvény csak pozitiv értékeket

vesz fel, azaz e >0 minden X esetén, igy e >* #0.
A derivalt zérushelyeinek ismertében készitsiik el a tdblazatot, egyeldre csak az elsd sort
kitoltve.

X ]—oo,O[ 0 ]O,l[ 1 ]1,00[
(%)

f(x)

Vizsgaljuk meg a derivalt eldjelét az egyes intervallumokon.

(-0,0): f'(-1)=2(-1)e ™ (1-(-1))=—4e” <0

(0,1): f'(0.5)=2- 0.5e2%° (1-05)= 0.5e'>0

(1, oo)  f'(2) =227 (1— 2) =-4e <0

Megjegyezziik, hogy a derivalt eldjelét a szorzat egyes tényezdinek eldjelébdl is konnyen
vizsgalhatjuk. Példaul a (—o,0) intervallumon x nyilvan negativ, az € ** mindig pozitiv, az

1-Xx szintén pozitiv. Mivel a harom tényez0bdl csak egy negativ, igy negativ lesz a szorzat is.
Hasonlo6an jarhatunk el a masik két intervallumon is.
Most toltsiik az egész tablazatot.

X ]—oo, O[ 0 ]O,l[ 1 ]1, oo[
f'(x) - 0 + 0 -
f(x) N lok. min. v lok. max. N

A téblazatbol lathato, hogy a fiiggvény a |—0,0[ és ]1,o0[ intervallumokon csdkken, a ]0,1]

intervallumon pedig n6. Az x =0 helyen lokalis minimuma, az X =1 helyen pedig lokalis
maximuma van.
Hatdrozzuk meg a minimum €s maximum értékét is.

A lokélis minimum értéke: f (0)=0%e2°=0.
A lokalis maximum értéke: f (1) =1°e® =e? ~0.135.
Az alabbi dbran a fliggvény grafikonja lathato.
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3. feladat: Vizsgaljuk meg monotonitas és szélséérték szempontjabol az f (x) = x* In (Xz)
fliggvényt!

Megoldas: Hatarozzuk meg a legbovebb halmazt, amin értelmezhetd a fiiggvény. A
logaritmus miatt kell kikotést tenniink. Mivel csak pozitiv szdmoknak 1étezik logaritmusa, igy

kikétjiik, hogy x* >0. Ez minden 0 -t6l kiilsnbdz6 szam esetén teljesiil, igy D, =R\ {0}.
Eléallitjuk a fliggvény derivaltjat. Szorzatot derivalunk, melynek masodik tényezdje dsszetett
fliggvény.
f'(x) = 2x|n(x2)+ X’ %ZX = 2x|n(x2)+2x
Emeljiik ki amit lehet.
f'(x) = 2x(|n (x2)+1)
Oldjuk meg az f'(x) =0 egyenletet.
2x(|n (x2)+1) =0
Vizsgaljuk kiilon a szorzat tényez6it, hogy mikor egyenlék 0O -val.
Els6 tényez6: x=0. Ez nem eleme a fiiggvény értelmezési tartomanyanak.
Misodik tényezs: In(x*)+1=0. Ez atrendezve In(x*)=—1 lesz.

A —l-et irjuk fel In(e™) formaban, igy az In(x*)=In(e™) egyenletet kapjuk.
A logaritmus fliggvény szigori monotonitasa miatt elhagyhatjuk az egyenlet két oldalarol a

logaritmust. Igy kapjuk x> =e™ = 1 .
€

. 1
Ennek megoldésai: x =+ T .

€
Most készitsiik el a szokasos tdblazatunkat. Ez most egy kicsit hosszabb lesz mint az
eddigiek, hiszen a derivaltnak két zérushelye is van, és a fliggvény értelmezési tartomanyaban
is van szakadas. Egyeldre csak az elsd sort toltsiik ki, és a szakadast jeldljiik.

N EN RS

f'(x) X




f(x)

X

Hatarozzuk meg f' el6jelét az egyes intervallumokon.

1

}—w,—Jz{:f’G&):2-@4)0n«—1f)+1):—2(O+1):—2<O

1

e

Lo
o3 )+

n(2))

_EJZJ+1}=_§(_2+1):§>0

.

2
e

=—@2+Q=—§<o

_%,oo[: £/ =21(In(1?)+1)=2(0+1) =20
Most toltsiik ki a teljes tablazatot.
1 1 1 1 1 1
i }w"ﬂ % }ﬁ")[ ° }O’ﬁ e }ﬁ'“{
f'(x) - 0 + X - 0 +
f(x) N lok. min. / X N lok. min. /

A tablazatbol l1athato, hogy a fiiggvény csokken a }—oo, —%{ és }O, %[ intervallumokon,
e e

nd a }—%,0[ és }%,oo[ intervallumokon. Két lokalis minimuma van az X ==+
e e

helyeken.

Hatarozzuk meg a lokalis minimumok értékeét is.

(-3

{3

el

)

A két minimum értéke megegyezik.
Az alabbi abran a fliggvény grafikonja lathat6. Az origbban az iires karika jelzi a fliggvény

szakadasat.

1
e

i

1
e

=%.(_1) — 2 ~_0.368

_j “Ly- _% ~_0.368

-
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4. feladat: Valamely joghurt iranti keresletet az f ()= e %% fiiggvény fejezi ki, melyben

X ajoghurt egységara Ft-ban, f (X) pedig a hozza tartozd heti kereslet. Milyen egységar

mellett lenne a heti arbevétel maximalis? Mekkora heti kereslet tartozik ezen egységarhoz, s
mekkora a maximalis heti arbevétel?

Megoldas: Az arbevételt a kereslet és az egységar szorzataként kapjuk, azaz a
g (X) =x - f (X) = xe %% fiiggvény irja le. Ennek a fiiggvénynek kell megkeressiik a

maximumat az X > 0 feltétel mellett. (Az arak sajnos pozitivak.)
Derivéljuk a fiiggvényt.

gI(X) — e—0,02X+lO + X‘e—0,02x+10‘ (_0, 02) — e—0.02x+10 (1_ O, 02)()\
Oldjuk meg a g'(x)=0egyenletet. Mivel g'(x) szorzat, valamelyik tényezének kell

nullanak lennie. Az els6 tényezd azonban mindig pozitiv, ezért csak a masodik lehet nulla.

1-0,02x=0 = x=50

Készitsiik el a szokasos tablazatot, melyben megvizsgaljuk, hogy ez valdban szélsdérték-e.
x |]0;50[ | x = 50 | ]50;00]

9'(x)| + 0 _

a(x) | 7 |lok.max.| \

Mint a tablazatbol lathaté az X = 50 valdoban maximum hely, tehat a maximalis arbevétel
akkor érhet0 el, ha a joghurt egységara 50 Ft.

Az ehhez tartoz6 heti keresletet az f (X) fiiggvénybe torténd helyettesitéssel kapjuk.

f (50) — 970.02’50+10 — e9 ~ 8103



Ilyen aron tehat 8103 darab joghurt adhato el hetenként.

Ekkor a heti arbevétel g (50) =50 f (50) =405150 Ft lesz.

5. feladat Egy adott termék termelési koltségét a termelt mennyiség fiiggvényében az
f (x)=2x*+500000 fiiggvény adja meg, ahol X a termelt mennyiség, f (x) pedigezen

termékmennyiség eldallitasanak a koltsége. Hatarozzuk meg, hogy mekkora termelés esetén
lesz az egy termékre juto atlagkoltség minimalis?

Megoldas: Az atlagkoltség a termelési koltség és a termelt mennyiség hanyadosa, s igy a
f(x 2
9(x)= (x) _ 2x*+500000 _ 5y, 500000
X X
fiiggvényében. Ennek a fiiggvénynek keressiik a minimumat az x >0 feltétel mellett. (A
termelt mennyiség pozitiv.)
Derivaljuk a fiiggvényt.

fiiggvény irja le a termelt mennyiség

500000

X2

g'(x)=2-

Oldjuk mega g'(x)=0 egyenletet.

2— 500000 _ 0= 2x* =500000 => X = +500

X2

A negativ gyok a feltétel miatt kizarhato, csak a masikkal foglalkozunk.
Készitsiik el a monotonitasi tablazatot.

X x = 500
g'(x)|- |0 ¥
g(x) [\ lok. min. | 7

A tablazatbol lathatd, hogy az x =500 valdban lokalis minimumbhely, azaz a minimalis
termelési atlagkoltség 500 darabos szériaval érhetd el.

Ellenorzo kérdések:

X2+ 4

1. kérdés: Hol né az f (x)= fiiggvény?

Valasz: A |-o0,—2[ és ]2,00[ intervallumokon.

6X
X242

2. kérdés: Hol van szélsdértéke az f (x)= fiiggvénynek?

Valasz: Az x=—2 ésaz x=+/2 helyeken



3. kérdés: Hol és milyen szélséértéke van az f (x)=x-e* fliggvénynek?
, 1 .
Vialasz: Az x = ~5 helyen minimuma van.
4. kérdés: Hol csokken az f (x)=xIn (xz) fliggvény?
e e

Valasz: A }—E,O[ és }01{ intervallumokon.

5. feladat: Valamely termék iranti heti keresletet az f (x)=e ™" fiiggvény fejezi ki,

melyben x a termék egységara Ft-ban. Milyen egységar mellett lenne a heti arbevétel
maximalis?

Valasz: 10



