12. Hatarozatlan és hatarozott integral

Tanulasi cél: Megismerni a hatarozatlan és hatarozott integral fogalmat. Elsajatitani az
alapintegralokat, és az egyszer(ibb integralasi tételeket, valamint a Newton-Leibniz-formulat.
Ezen ismereteket alkalmazni teriiletszamitasi feladatokban.

Motivacios példa:

Egy termék gyartasanal a hatarkoltség megmutatja, hogy az 6sszkoltség hogyan valtozik, ha a
termelés egy egységgel novekszik. Azaz a hatarkoltség a koltségfiiggvény derivaltja. Ha a
hatarkoltséget ismerjiik, akkor hogyan lehetne eldallitani a koltségfiiggvényt?

Egy termék eldallitdsanal a hatarbevétel azt mutatja meg, hogy miként véltozik a bevétel, ha
az eladasokat egy egységgel emeljiik. Azaz a hatarbevétel a bevételfiiggvény derivaltja. Ha
ismerjiik a hatarbevételt, fel tudnank irni a bevételfiiggvényt?

Amint lathato, tobb olyan problémaval taldljuk magunkat szembe, melyben ismeriink egy
fliggvényt, és olyan fiiggvényt keresiink, aminek ez az ismert fliggvény a derivaltja. Az
alabbiakban a matematika azon témakorét ismerhetjilk meg, amely ezzel a problémaval
foglalkozunk.

Elméleti 6sszefoglalo:

Definicio: A F (X) fliggvényta f (X) fliggvény primitiv fliggvényének nevezziik, ha

F'(x)=f(x).

Egy f (X) fliggvénynek nem csak egy primitiv fliggvénye van. Tekintsiik példaul a
f (x)=cosx fiiggvényt. Ennek nyilvéan primitiv fiiggvénye a F(x)=sinx fliggvény, hiszen

(sin x)' =cos X. De primitiv fliggvény lesz a F (x)=sinx+1 fiiggvény is, mert

(sinx +1)' =(sin x)' +1' =cosx+0=Ccosx.
Sét, ha ezt igy meggondoltuk, akkor azt mondhatjuk, f (X)-nek végteleniil sok primitiv

fiiggvénye van, mert barmilyen konstanst hozzaadhatunk sin x -hez, mindenképpen olyan
fliggvényt kapunk, aminek derivaltja cos X, hiszen a konstans derivaltja O lesz. Ezek alapjan
az alabbi tételt fogalmazhatjuk meg.

Tétel: Haaz f(x) fiiggvénynek primitiv fiiggvénye a F (x) fiiggvény, akkor barmely
F(x)+c fiiggvény is primitiv fiiggvénye, ahol ceR.

Felvetddik azonban a kérdés, hogy ilyen modon megkaphatunk-e minden olyan fiiggvényt,
ami primitiv fiiggvénye f (X)-nek? A valasz erre igen, ezt is megfogalmazhatjuk egy
tételben.

Tétel: Ha F,(x) és F,(x) is primitiv fiiggvénye f (x)-nek, akkor F (x)-F,(x) konstans
fliggvény.



Amint lathatjuk, egy f (X) fliggvény primitiv fiiggvényei egy halmazt alkotnak, s ezen

halmaz barmely két eleme csak egy konstansban tér el egymastol. Elég tehat egy elemet
ismerniink ebbdl a halmazbol, mert akkor az 6sszes elemet megkaphatjuk ezen elembdl
kiilonboz6 konstansok hozzaadasaval. Mivel a primitiv fliggvények halmazat ilyen
egyszeriien megkaphatjuk, ezért egy fogalmat definialunk.

Definicié: Az f (x) fiiggvény primitiv fiiggvényeinek halmazat az f (x) fiiggvény

hatrozatlan integraljanak nevezziik, és J. f (x)dx-szel jeldljiik.

Ha F(x) egy primitiv fiiggvénye f (x)-nek, akkor I f(x)dx=F(x)+c, ahol ¢ tetsz6leges
konstans.
Amint a fentiekbdl lathatd, a hatarozatlan integralas vagy masképp a primitiv fliggvény

keresés a derivalas megforditasanak tekinthetd. Ezért a tovabbiakban ugy haladhatunk, hogy
tekintjiik az alapderivaltakat, és azokat megforditva az ugynevezett alapintegralokat kapjuk.

Példaul azt az alapderivaltat, hogy (sin X)' =C0SX az J‘COS xdx =sin x+¢ formaban forditjuk
meg, és irjuk alapintegralként. Néhany esetben a megforditason egy kicsit alakitunk. Példaul
haa (cos x)' =—sin x alapderivaltbél indulunk ki, akkor az egyszer(i megforditas

f—sin X dx =cos X+ ¢ lenne, de ezt inkabb _[Sin Xdx =—cos X+ formaban irjuk, hiszen

) v ' 1 ) ,
nyilvan (—cosx) =sinx is igaz. Hasonloan a (ctgXx) =———— alapderivaltbol az
sin® x

I STy dx = —ctg X + ¢ alapintegralt kapjuk.

Az igy kapott alapintegralokat egy tablazatban foglaljuk 6ssze. Ez 1ényegében az
alapderivaltak tablazatdnak megforditasa, olyan aprobb valtoztatasokkal, amikrdl fentebb
irtunk.

Az alapintegralok tablazata:

o Xa+1
_[kdx=kx+c, keR Ix dx:a+1+c, aeR\{—l}
X X M a
Ie dx=e*+c Ia dx = +C
Ina
jsinxdx:—cosx+c jcosxdx=sinx+c
I ——dx=—ctgx+c I —dx=tgx+c
sin“x COS“X
J.ldx:ln|x|+c
X




Néhany alapintegrallal kapcsolatban szeretnénk megjegyzést tenni. Az egyik a hatvanyok

integralasra vonatkozo J. x“dx = X {—1} alapintegral. Itt arra hivjuk fel

a+l
nyomatékosan a figyelmet, hogy a —1-edik hatvany kivétel. Bar a hatvanyokat altalaban tigy
integraljuk, hogy a kitevdt eggyel megnoveljiik, €s osztunk az 1j kitevdvel, a —1-edik hatvany

. g . 45 1 . , : e
esetén nem ez torténik. Mivel X' = = a természetes alapti logaritmus, azaz Inx derivaltja,
X

1 . . . . .
ezért az _[ —dx =Inx+c alapintegralt kapjuk. Ez csak pozitiv X -ekre igaz, hiszen a
X
logaritmus csak ekkor értelmezhetd. Belathatd azonban, hogy negativ X -ek esetén
1 . 1 :
I— dx=In (—X) +C igaz, s ezt egyiittesen J— dx=1In |X| + ¢ formaban foglalhatjuk 6ssze. Ez
X X

igy mar pozitiv és negativ X -ekre is igaz.

Az alapintegralok megismerése utan jo lenne, ha ahhoz hasonlé szabalyokat is
megfogalmazhatnank, mint amilyenek a derivalasnal szerepeltek, mert akkor az
alapintegralokbol miiveletekkel képezett fiiggvényeket is tudnank integralni. Nézziik milyen
szabalyok igazak a primitiv fiiggvényekre.

Tétel: Haaz f(x) fliggvénynek létezik primitiv fiiggvénye, akkor a k- f (X), keR

fliggvénynek is létezik primitiv fiiggvénye, és 'fk f(x)dx=k- I

Bizonyitas: Legyen F (X) egy primitiv fiiggvénye f (x)-nek, azaz F'(x)= f (x), vagy
masképp I x)dx = F (x)+c. Ekkor nyilvan k-F'(x)=k- f (x), ami azt jelenti, hogy
k-F'(x) egy primitiv fiiggvénye k- f (x)-nek, azaz

[l () dx=k-F(x)+c=k- [ f(x)dx

A tétel masképp ugy fogalmazhato, hogy integralas soran konstans szorzé kiemelhet6 az
integralbol.

Tétel: Haaz f (X) és g (X) fiiggvényeknek létezik primitiv fliggvénye, akkor az
f(x)+g ( ) fliggvénynek is l1étezik primitiv fliggvénye, és

If( x)dx = j dx+jg
Bizonyitas: Legyen F(x) az f(x) és G(x) a g(x) egy-egy primitiv fiiggvénye, tehat
F'(x)=f(x) és G’(x):g(x),vagyjf(x)dx= (x)+c és jg x)dx =G (x)+c. Ekkor

nyilvan (F(x)+G(x))' =F'(x)+G'(x)=f (x)+9(x), azaz F(x)+G(X) primitiv
fiiggvénye f(x)+g(x )-nek tehat

If(x)+g(x)dx F(x) )+c= I dx+jg

Ezt a tételt fogalmazhatjuk meg tigy is, hogy fliggvények 6sszegét tagonként integralhatjuk.



A fenti két tételbdl nyilvan az is kovetkezik, hogy fliiggvények kiilonbsége esetén

jf(x)—g(x)dx=j f (x)dx—Ig(x)dx.

A derivalasnal ezutan az kovetkezett, hogy a fliggvények szorzatara, hanyadosara és az
Osszetett fliggvényekre is sikeriilt derivalasi szabalyt taldlnunk. Ezek a derivalasi szabalyok
barmilyen szorzat, tort vagy Osszetett fliggvény esetén alkalmazhatoak voltak. Sajnos az
integralasnal ilyen szabalyok nincsenek. Nem lehet kimondani olyan 6sszefiiggést, amelynek
segitségével barmilyen fiiggvények szorzata, vagy hanyadosa, vagy kompozicidja integralhatd
lenne. A kés6bbiekben megismeriink majd szabalyokat, melyek segitségével fiiggvények
szorzatat integralhatjuk, de ezek a szabalyok nem alkalmazhatok barmilyen fiiggvények
szorzata esetében, csak bizonyos specialis esetekben. Megismeriink majd olyan szabalyt is,
amit fliggvények hanyadosanak integraldsara hasznalhatunk, de csak bizonyos specialis
tortekre alkalmazhato. Specialis Osszetett fliggvényekre is lesz majd integralasi szabaly, de azt
sem lehet 4ltalanosan alkalmazni minden Ssszetett fliggvényre. Eppen ezért az integralas tobb
talalékonysagot igényel majd, mint amire a derivalasnal sziikség volt.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat: Hatérozzuk meg az f (x)=3x"—2sin x+8e* fiiggvény hatérozatlan integraljat,

azaz J.Sx4 —2sin x +8e* dx -et!

Megoldas: Mivel fiiggvények Osszegét illetve kiilonbségét kell integralnunk, ezért tagonként
végezhetjiik el az integralast. Igy harom integralt kapunk.

I3X4 —2sinx+8e*dx = I3X4 dx—J.ZSin xdx+J.8eX dx
Az egyes integralokbol a konstans szorzokat kiemelhetjiik.
IBX“ dx—IZsin xdx+_[8eX dx :3_|‘x4 dx—ZIsin xdx+8j'eX dx

Mar csak alapintegralok szerepelnek, melyeket egyszeriien behelyettesitiink. Az elsd részben

a+l

1+C, oce]R\{—l}

egy hatvanyfiiggvényt kell integralnunk, igy itt az I X*dx = X
o+

alapintegralra hivatkozva eggyel megndveljiik a kitevot, s osztunk az 0j kitevovel. A masodik
részben az Isin xdx = —cos x + ¢, a harmadikban pedig az fexdx =e* +c alapintegralra

hivatkozunk.
4 : X X° x 3.5 X
3[ x* dx—2[sinxdx+8]e dx =37 —2(~C0sX) +8e" +C= X+ 2c0s X+ 8€" +.C

Nem irjuk ki mindegyik rész integralasanal kiilon-kiilén a Cc integracios konstanst, mert c
barmilyen valds értéket felvehet. Ha tobbszor szerepelne, akkor a konstansok dsszege is egy
konstans lenne, ami barmilyen valos értéket felvehetne. Ezért elég mindig csak egyetlen
konstanst irnunk a primitiv fliggvény utan.

2. feladat: I?(‘&dx

Megoldas: Els6 1épésként a konstans szorzot emeljiik ki az integralbol.

j?(‘/?dx=7j.<‘/;dx



Az alapintegralok kozott a kiilonb6z6 gyokok a hatvanyokban szerepelnek. A derivalasnal is
az tortént, hogy a gyokoket tortkitevds hatvanyként irtuk, és hatvanyként felirt alakot
derivaltuk. Most ugyanigy jarunk el az integralas soran is.

7J-(‘/;dx:7j.x‘l‘ dx

Ezutan mar hivatkozhatunk az _[X“ dx =

a+l

+c, aeR\ {—1} alapintegralra.

o+l
14 5
4 5
1( XT+C:§X4+C_28<‘/X_5+C.
—+1 4
4

Az eredményt irhatjuk tortkitevés hatvanyként, vagy gyokds formaban is.

3. feladat: J'%dx
X

Megoldas: Kezdjiik most is a konstans szorzo6 kiemelésével.
6 1
—dx=6|—=dx
JE =6
Az integraland6 fliggvényben, amit integrandusnak is szoktak hivni, most egy hatvany
reciprokat latjuk. Ezt felirhatjuk negativ kitevds hatvany forméjéban, s igy ismét csak egy
hatvanyt kell majd integralnunk. Ugyanigy jarhattunk el az ilyen fiiggvények derivalasakor is.

1
6| —dx =6|x"°dx
A hatvany integralasakor most is noveljiik eggyel a kitevot, és osztunk az 0j kitevovel.

541 x4
6J'x‘5dx:6X +c= 6—+c_£x +c_—§i+c
2 x*

—5+1 —4 —4
Az eredményt most irhatjuk negativ kitevds hatvany, vagy tort formajaban is.

4. feladat: J.\s/x-\/; dx

Megoldas: Az integralast ebbdl az alakbol nyilvan nem tudjuk végrehajtani, ezért elészor
atalakitjuk az integralando fliggvényt. A gyokoket irjuk at tortkitevds hatvannya, amint azt
egy korabbi feladatban tettﬁk.

o)

Végezziik el a zarojelen beliil a szorzast. Azonos alap hatvanyok szorzasa esetén egyetlen
hatvanyt kapunk, melyben a kitevok 6sszeadodnak.

oo

Most egy hatvanyt tovabb hatvanyozunk. Ha ezt egyetlen hatvanyként irjuk, akkor a kitevok
szorzddnak.

j( 3] dx = Ix“dx jxmdx




Az integrandust sikeriilt egyetlen hatvannya alakitunk, igy végre tudjuk hajtani az integralast.
3 13
—+1

3 10 10
JXlde: X +c:X—+c—1—x1°+c_ 1\/ +C
3 13 13
—+1
10 10
Az eredmény most is tobb alakban irhatd. Hagyhatjuk tortkitevos hatvanyként, de irhatjuk
gyokos formaban is.

A feladatbdl lathato, hogy az integrandus megadott alakjabol nem lehet elvégezni az
integralast. De az atalakitasok utan mar olyan formédban kapjuk meg a fliggvényt, ami
egyetlen alapintegral. Az integralasi feladatokban nagyon sokszor nem az okozza a fejtorést,
hogy magat az integralasi 1épést hogyan hajtsuk végre, hanem hogyan készitsiik el az
integralast, azaz milyen modon alakitsuk at az integrandust az integralds elott. Az atalakitasok
sordn nagyon gyakran olyan azonossagokra hivatkozunk, amelyek a kozépiskolabol ismertek.
Kiilondsen szeretnénk kiemelni a hatvanyozas azonossagait, mert a hatvanyok gyakran
fordulnak eld, s atalakitasukra tobb azonossagot is ismeriink.

5. feladat: I(sz +1)(5x —4)dx

Megoldas: Az integrandusunk most egy szorzat. Amint az korabban szerepelt, ilyen esetben
nincs altalanosan alkalmazhato integrélasi szabaly. At kellene ezért alakitanunk ugy a
fiiggvényt, hogy mar ne szerepeljen szorzas. Végezziik el a szorzast, azaz bontsuk fel a
zarojeleket.

J.(Bx2 +1)(5x —4)dx = Ile3 —12x% +5x —4dx =

Egyszerti polinomot kaptunk. Ekkor tagonként integralhatunk. Az egyes tagokbodl a konstans
szorzokat kiemelhetjiik.

Ilez —12x% +5x — 4dx =15[ x3dx —12I x2dx + SI xdx — 4]1 dx =

Alkalmazzuk a hatvanyfiiggvényekre vonatkozé integraldsi szabalyt.

X4 X3 2 4 2

15X 12X 15X axic=15% —ax 45X _axac
4 73 772 4 2

6. feladat: | Mol

Megoldas: Az integralando fliggvény most egy tort. Sajnos a tortekre sincsen minden esetben
hasznalhato integralasi szabaly. Mivel a tort szamlalojaban osszeg illetve kiilonbség all, a
tortet tobb tortre bonthatjuk ugy, hogy az egyes tagokat kiilon-kiilon osztjuk a nevezovel.
2x* +x-3 2%° X 3
dx = dX+ | = dx—| = dx
R L i ol b
Ahol tudunk egyszertsitsiink és a konstans szorzokat emeljiik ki az egyes integralokbol.

J'de+_|‘%dx—_|-%dx:2j.l dx+j%dx—3jx—12dx

Az els6 két tag egyszer( alapintegral, nem kell mar tovabb alakitani. A harmadik tagban egy
hatvany reciproka szerepel, amit negativ kitevOs hatvanyként irhatunk fel.

1 3 1
2dx+ | —dx—| = dx=2|1dx+|=dx—-3| x?dx
Mar csak egy-egy hatvanyt kell integralnunk.



-1
2!1 dx+j£dx—3jx‘2dx:2x+ln|x|—3x—+c:2x+ln|x|+§+c
X -1 X

7. feladat: Egy termék gyartasa soran X mennyiség esetén a hatarkoltség C'(X) =6x+4.
Hatarozzuk meg a koltségfiiggvényt, ha tudjuk, hogy a fix koltség éppen 30?

Megoldas: A hatarkoltség megmutatja az 6sszkoltség valtozasat, ha egy egységnyivel
noveljiik a termelést. Tehat a keresett C(x) koltségfiiggvény derivéltja éppen C'(X) =6X+4.

Azt méar tudjuk, hogy végtelen sok olyan fiiggvény adhatd, aminek a derivaltfiiggvénye éppen
6X+4 . Most azt kellene megkeresni a sok fliggvény kozott, amelyiknek x=0 esetén

(amikor nincs termelés) éppen 30-t vesz fel helyettesitési értékként, azaz C (O) =30. Kezdjiik

most is a feladat megoldasat a primitivfiiggvények eldallitdsaval. Az integracios konstanst a
félreértések elkertilése végett jeloljiik most k -val.

j6x+4dx =3x° +4x+k

A x =0 behelyettesitésével kapjuk, hogy C(0) =k =30. Tehat a keresett koltségfliiggvény
C(x)=3x*+4x+30

Ellenorzo kérdések:
1. kérdés: j 9x° — 7% dx

X

In7

Valasz: % x® — +C

2. kérdés: [43/x° dx
Valasz: g?/X_S +C
3. kérdés: I%dx
Vilasz: — is +C

X
4. kérdés: jm dx
Vilasz: g%/x? +C

5. kérdés: j(4x3 + x)(x2 - x)dx



Valasz; ———+———+¢C
5 4 3
3

6. kérdés: [X X3 g
2X

2
Vélasz: X—+3In|x| e
4 2X
7. kérdés: Egy termék gyartasa soran X mennyiség esetén a hatarkoltség
C'(X) =9x° + X+ 2 . Hatarozzuk meg a koltségfiiggvényt, ha tudjuk, hogy a fix koltség éppen
100?
Valasz: 3x°+0,5x° +2x+100

Motivacios példa: Az eur6 arfolyama (forintban) az elmult honapban az

f(t):308+0,8-sin(£-tj
15

fliggvény szerint alakult. Mennyi volt az eur6 atlagarfolyama az elmult honapban?

Korabbi ismereteinkbdl tudjuk, hogy atlagot tigy szdmolunk, hogy az 6sszmennyiséget
osztjuk az adatok szamaval. Ebben az esetben ez azt jelenti, hogy a napi arfolyamok Osszegét
el kell osztanunk a napok szamaval. Ez szemléletesen az arfolyamvaltozast leird fliggvény
gorbéje €s az x tengely altal kozbezart teriilet osztva az intervallum hosszaval.

A /()

0 5 10 30

A gyakorlati életben szamos olyan példa adhato, ahol a keresett mennyiség egy adott
intervallumon a fliggvénygorbe és az x tengely altal kozbezart teriilettel hozhato kapcsolatba.



Ezek kiszamitasara szolgalo matematikai modszerekkel fogunk foglalkozunk a kovetkez6
fejezetben.

Elméleti 6sszefoglalo:

Induljunk ki tehat abbol, hogy adott egy [a,b]-n értelmezett folytonos f (x) fiiggvény,
melyre f (x)>0 teljesiil az [a, b] -n, és szeretnénk meghatarozni az y = f (x),az y=0, az
X=a ésaz Xx=h gorbék altal hatarolt alakzat teriiletét. Ez az alakzat lathato az alabbi abran.

AY

| —

- S

S

>
a b x
Osszuk fel az [a,b] intervallumot n részre valamilyen F, ={x,,%,X,,...,X,} halmazzal,

amelyre a=x,<x <X, <---<X, =b teljesiil. Ezt az F, halmazt az [a,b] intervallum egy

felosztasanak nevezziik. Egy-egy részintervallum hosszat a szomszédos osztopontok
kiilonbségeként kaphatjuk meg. Az i-edik részintervallum hossza példaul x, —x;_,, melyet

AX;-vel is jeloliink. (A részintervallumok nem feltétleniil egyforma hosszuak.) A felosztas
finomsaganak nevezziik a leghosszabb részintervallum hosszat, azaz max Ax; -t. Valasszunk
ki mindegyik [Xi_l, Xi] részintervallumbol egy & szamot. Emeljiink mindegyik

részintervallum f5l¢ f (&) magassagu téglalapot.



e T

~ /
g . 1

— I

- I

e S

Xo &, X1 » X285 Xa 0 Xn1 K, X

Ezen téglalapok teriiletének 0sszegével kozelitjiik a meghatarozand¢ teriiletet. Ezt az 6sszeget
az adott felosztashoz tartozo kozelitd osszegnek nevezzik, és o, -nel jeloljik. frjuk fel ezt az

dsszeget. Az elsé téglalap teriilete: T, = f (&) (% —%,) = f (&) Ax,, a masodik téglalap
terillete T, = f (&,)-(X, =% ) = f(&,)-Ax,, az i-edik téglalap teriilete

T.= (&) (% —X.)= (&) Ax. Ezek alapjan a kozelitd dsszeg a kovetkezo:

Oy =T 4T, + AT, = (&) (% —%)+ F (&) (% —x)+...+ £ (&) (X, —Xy)=

= f (51)'AX1+ f (fz)‘AXz-% o+ f (én)'AXn'
Ugyanezt rovidebben is irhatjuk:

o, :iznl:Ti :gf(é)-(xi—xil):gf(gﬁ)Axi :

Noveljiik a felosztasban a részintervallumok szamat, igy Gjabb és ijabb felosztasokat kapunk.
Ha az osztopontok szamat minden hataron tul noveljiik akkor igy felosztdsoknak egy
sorozatat kapjuk. Varhatdan az egyre tobb osztoponttal rendelkezé felosztasok egyre
pontosabban fogjak kozeliteni az alakzatot, melynek teriiletét meghatarozni szeretnénk. Ez
azonban csak akkor lesz igaz, ha a felosztas az osztopontok szamanak novelésével egyre
finomodik is, azaz nem marad benne sehol tul hosszu részintervallum. Ezt fejezziik ki azzal,
hogy olyan felosztassorozatot készitlink, amiben a felosztas finomsaga nulldhoz tart, azaz

max Ax;, — 0. Nem torténhet meg olyan a felosztassorozatban, hogy az [a, b] intervallum

egyik részén egyre striisddik a felosztas, de valahol mashol benne marad egy hosszabb



részintervallum. Az ilyen felosztassorozatokat végteleniil finomod¢ felosztassorozatoknak
nevezziik. Az alabbi dbrakon ilyen egyre finomodoé felosztasok lathatok.

e

Definicié: Azt mondjuk, hogy az [a,b]-n értelmezett f (x) fiiggvény Riemann-integralhatd
az [a,b]-n, haa o, kozelitd dsszegek sorozata minden végteleniil finomodo felosztassorozat

estén konvergens, és ugyanahhoz a szamhoz tart. Ekkor ezt a szamot az f (x) fiiggvény
b

[a,b]-n vett Riemann-integraljanak, vagy hatarozott integraljanak nevezziik és J. f (x)dx-
a

szel jeloljik. Ez rovidebben az alabbi jelolésekkel irhato:
b

[f(x)dx="lim anlf(fi).(xi—xil): lim Zn:f(;)Axi.

a 1= i=1
max Ax; -0 max Ax; >0

Itt kell megjegyezniink, hogy az egyszerliség kedvéért az elején olyan fliggvényrol
besz¢ltiink, ami az [a, b] -n pozitiv értékeket vesz fel. Ekkor a fenti definicié valoban a
fiiggvény grafikonja és az x -tengely kozott elhelyezkedd alakzat teriiletét adja meg az [a, b] -
n. Ha azonban a fliggvény negativ értékeket is felvehet, akkor a téglalapokkal torténd
kozelitésben f (&) is lehet negativ, igy az (& )Ax szorzat az i-edik téglalap teriiletét
eléjelesen adja meg. Ha f (&) >0, a kozelitésben a téglalap az X -tengely felett helyezkedik
el. Ekkor f (& )Ax pozitiv, tehat valoban a téglalap teriiletét kapjuk. De ha f (£)<0,a

téglalap az X -tengely alatt helyezkedik el. Ekkor f (& )Ax; negativ, s a téglalap teriiletének

—1-szeresével egyenld. Ebbdl kdvetkezden, az integral a fiiggvény grafikonja és az X -tengely
kozott elhelyezkedd alakzat tertiletét eljelesen adja meg. Ha a fliggvény pozitiv, azaz
grafikonja az X -tengely felett halad, akkor valdban teriiletet kapunk, de ha a fliggvény
negativ, akkor a teriilet —1-szeresét kapjuk. Ezért kapjuk azt, hogy ha egy fiiggvény eldjele
megvaltozik az [a, b] belsejében, €s a pozitiv illetve negativ részen egyenld nagysagu a



tertilet a fiiggvény grafikonja €és az X -tengely kozott, akkor nulla a fliiggvény integralja az
[a, b] intervallumon. Erre példa mondjuk az f (x)=cosx fiiggvény a [0, 7r] -n

1

Amint az abran lathato, a pirossal illetve kékkel jelolt alakzatok szimmetria miatt egyenld
teriilettieck, de mig a piros az X -tengely felett, a kék az x -tengely alatt helyezkedik el. Az
integralas igy a piros alakzat teriiletét, a kék alakzat teriiletének pedig —1-szeresét adja. Igy a

fiiggvény integralja a teljes [0, 7] intervallumon ezek dsszeg, azaz nulla lesz.

A Riemann-integral hosszadalmas definicidja utan felvet6dik az a kérdés, hogy milyen
figgvények integralhatdak. Ezzel kapcsolatban két tételt mondunk ki bizonyitas nélkiil.

Tétel: Haaz f(x) fiiggvény integralhato az [a, b] intervallumon, akkor f (x) ezen az

intervallumon korlatos. A korlatossag tehat sziikséges feltétele az integralhatosagnak. (Nem
minden [a,b]-n korlatos fiiggvény integralhato [a,b]-n.)

Tétel: Haaz f (x) fliggvény folytonos az [a,b] intervallumon, akkor integralhaté is [a,b]-n
A folytonossag tehat elégséges feltétele az integralhatdosdgnak. (Nem minden [a, b] -n
integralhato fiiggvény folytonos [a,b]-n.)

A hatérozott integralra vonatkozoan sok tétel bizonyithat6. Ezeket szoktdk a hatarozott
integral tulajdonsagainak nevezni. Vannak koztiik olyanok, melyek hasonldak, mint a
hatarozatlan integral tulajdonsagai.

Tétel: Ha f (x) és g(x) integralhatoak az [a,b]-n, k pedig tetszéleges valds szam, akkor a
k- f(x), f(x)+

g(x) és f(x)—g(x) fiiggvények is integralhatoak [a,b]-n, és
b
k- f(x)dx=k-[ f(x)dx

D m— T QD C— T

o

jf dxj X)dx — jg

Tehat amint a hatarozatlan 1ntegralna1, ugy a hatarozott integralnal is konstans szorzo
kiemelhet6 az integralbol, valamint §sszeget és kiilonbséget tagonként integralhatunk. A
kiilonbségre vonatkoz6 allitds a masik kettébdl mar egyszertien kovetkezik.



A hatérozott integralnak vannak olyan tulajdonsagai is, amelyekben az integralasi
intervallumnak fontos szerepe van. A hatarozatlan integralnal ilyen tulajdonsagok nyilvan
nem voltak.

Tétel: Ha f (x) integralhaté a-tol b -ig, akkor integralhato b -tél a-ig is, és
a b

.!f(x)dx:—.e[ f(x)dx.

Azaz ha felcseréljiik az integralasi hatarokat, az integral —1-szeresét kapjuk.

Tétel: Ha f (X) integralhat6 az [a,b]-n, akkor integralhaté [a, b] barmely részintervallumén
IS.

Tétel: Ha f(x) integralhaté az [a,b]-n, és a<c<b, akkor

.Tf(x)dx=j. f (x)dx+.t|i f(x)dx.

Ezt fogalmazhatjuk ugy is, hogy az integralés az [a, b] -n részletekben is végrehajthato.
Pozitiv értéki fliggvény esetén szemléletesen arrdl van szo, hogy a fiiggvény grafikonja és az
X -tengely kozti tertilet az [a, b] -n Ugy is meghatdrozhat6, hogy vessziik a teriiletet az [a, C] -
n, és hozzdadjuk a teriiletet [c,b]-n. (Az [a,b] intervallumon a teriilet a piros és kék alakzat

terliletének O0sszege.)

il c D

Tétel: Ha f () integralhaté az [a,c] és [c,b] intervallumokon, akkor integralhat6 az [a,b]
intervallumon is, és

if(x)dx=j. f (x)dx+.t|l f(x)dx.

a a

Tétel: Ha f (X) integralhat6 az [a,b] -n,és f (X) >0 minden x e [a,b] esetén, akkor
b
I f(x)dx>0.

Ha nem negativ fliggvényt integralunk, akkor az integral sem negativ.



Tétel: Ha f (x) és g(x) integralhatoak az [a,b]-n, valamint f (x)>g(x) minden x [a,b]

esetén, akkor
b

If(x)dxzig(x)dx.

Mas megfogalmazasban azt mondhatjuk, hogy a nem kisebb értékii fiiggvény integralja sem

kisebb.

Tétel: (Az integralszamitas kozépértéktétele) Ha f (X) folytonos az [a, b] -n, akkor létezik

legaldbb egy & e[a,b], melyre igaz, hogy

b

[ f(x)dx=f(&)-(b-a).
Pozitiv értékil fliggvény esetén szemléletes arrdl van szo, hogy az f (X) fliggvény grafikonjat

tudjuk metszeni olyan vizszintes egyenessel, ami alatt az [a, b] -n pontosan akkora teriiletli
téglalap van, mint a fliggvény és az X -tengely kozti alakzat teriilete az [a, b] -n. Az 4dbran
kékkel jeldlt téglalap teriilete f (&)-(b—a), mely megegyezik a fiiggvény grafikonja és az X -
tengely kozti teriilettel.

fix)

Tétel: (Newton-Leibniz-formula) Ha f (x) integralhato az [a,b]-n, és F(X) egy tetszéleges

primitiv fiiggvénye f (x)-nek, akkor

b

I f(x)dx=F(b)-F(a).

a

Az F(b)-F(a) kiilsnbség rovidebb irasara gyakran hasznalatos az [F (X)}: jelolés.

Ezt a tételt gyakran nevezik az integralszamitas alaptételének is, mert a hatarozott integral €s a
primitiv fliggvény kozotti kapcsolatot mondja ki. Ezzel lehetdvé teszi szamunkra a hatarozott
integral pontos kiszamolasat olyan esetekben, amikor a definici6 alapjan ezt nem tudnank
elvégezni. Marpedig a definicio alapjan csak nagyon kevés esetben szamolhat6 ki pontosan a
hatarozott integral, s altalaban akkor is nagyon nehézkes.

Kidolgozott feladatok:



1. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)= x? fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti
alakzat teriiletét a [0, 2] intervallumon.

Megoldas: Készitsiink egy abrat az alakzatrol.
E p

ra L =
L 1 L L

1_

05T 0 1 15 2 28
X
Amint l4thato, egy olyan haromszoghdz hasonlé alakzat teriilete a kérdés, amit feliilrdl az
f (X) = x? fliggvény grafikonja, azaz egy parabola hatarol. Mivel a fiiggvény a [0, 2]

intervallumon nem vesz fel negativ értéket, igy a teriiletet megkapjuk, ha a fliiggvényt
integraljuk ezen az intervallumon.

2
T :Ixzdx
0

Meg kell hataroznunk f (X) egy primitiv fliggvényét, igy elészor hatdrozatlanul integralunk.

Hatvanyt integralunk, tehat eggyel noveljiik a kitevot, €s osztunk az uj kitevovel.
3
X
I x?dx="+c
3

Mivel csak egy primitiv fliggvényre van sziikségiink, igy C -t tetsz6legesen megvalaszthatjuk.
Legegyszeriibb a ¢ =0 valasztas. igy kapjuk, hogy f (X) = x* egy primitiv fiiggvénye

X3

F(x):g.

Ezutan helyettesitiink a Newton-Leibniz-formulaba.

2 372 3 3
T:Ixzdx: x| .2 0.8
0 3, 3 3 3

A kérdezett tertilet tehat g egységnyi.

A késobbiekben az ehhez hasonl6 feladatok megoldasat révidebben irjuk majd. A primitiv
fiiggvényt nem hatarozzuk meg kiilén, hanem a hatarozott integral utan egybdl irjuk a

primitiv fliggvényt [ ] -ben, feltiintetve a zardjel utan az integralasi hatarokat. Igy a megoldas

lényegében csak az utols6 sorbol all majd. Ha a primitiv fliggvény meghatarozasa nem ilyen
egyszerti mint most, akkor célszertli lehet kiilon elvégezni a hatdrozatlan integralast, és utdna
visszatérni a hatarozott integralhoz.

4
2. feladat: Hatarozzuk meg az .[ x/x dx hatarozott integralt!
1



Megoldas: A megoldés soran eldszor primitiv fiiggvényt kell keresniink, amihez alakitsuk at
az integrandust gy, hogy egyetlen hatvanyt kapjunk.

4 4 1 4 .1 4 3
Ixﬁdx=jx~x2 dx:jx 2 dx:jx2 dx

1 1 1 1

Adjuk meg a primitiv fiiggvényt, hivatkozva a hatvanyok alapintegraljara, azaz noveljiik
eggyel a kitevot, és osztunk az 0j kitev8vel. A primitiv fiiggvényt tegyiik a [ |-be, és

tiintessiik fel mogotte az integralasi hatarokat. A primitiv fliggvényt irjuk minél egyszeriibb

alakban.
4

4 4

5
4 3 )
Ix\&dx:fxidx= g :F\/x_‘r’}
1 1 — 5
2 4
Helyettesitsiik be a primitiv fliggvénybe a felsd integralasi hatart, majd vonjuk ki beldle az
also hatar helyettesitési értékét, és végezziik el a miiveleteket.

4 2 ) 2 2 2 62
dx=| Sx5 | =58 1P =2.32-2.1=22_124
[ [5&1 22 E=ta-2ast

1

21
3. feladat: J
1

—dx
3x

Megoldas: Jarjunk el gy mint az el6z0 feladatban, azaz irjuk hatvanyként az integralando
fiiggvényt.
] 8 1
j— dx = I X 3dx

3
0
Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt, s hozzuk minél egyszeriibb alakra.

8

2
8

8 1 3 8
1 e 3
Ig_dX=IX Sdx=| 2 :[gs xz}
1 \/; 1 g 2 1
3 4
Helyettesitsiik be az integralasi hatarokat, €s vegylik a két helyettesitési érték kiillonbségét. A

fels6 hatar helyettesitési értékébdl vonjuk az alsé hatar helyettesitési értékét. A miiveleteket

ezutan végezziik el.

8

:F%ﬂ 3 3 2343429 45
2 , 2 2 2 2

2

8
1
——=dx
[
Ha a primitiv fliggvényben szerepel valamilyen konstans szorzo, mint jelen esetben a % ,

akkor azt hatarok behelyettesitésekor rogton kiemelhetjiik, igy nem kell kétszer leirnunk.

4. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)=cosx fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozétti

T .
alakzat teriiletét a {E , 7Z':| intervallumon.

Megoldas: Készitsiink abrat a fliggvényrdl és a kérdéses alakzatrol.



Amint lathato, a fiiggvény a megadott intervallumon negativ értékeket és a 0-t veszi fel, igy az
alakzat teriilete a fliggvény integraljanak —1-szerese lesz. Persze ezt Gigy is mondhatnank,
hogy az integral abszolut értéke lesz a tertilet.

T= ]r'cosxdx :—Tcosxdx

2 2
Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt.

T= —Icosxdx =—[sin x]%

2
Helyettesitsiik a felsd integralasi hatart, majd vonjuk ki beldle az als6 hatar helyettesitési
értekét, és végezziik el a miiveleteket.

T foma = {sne-sn|-—(0-1)

2
A kérdezett teriilet tehat pontosan 1 egységnyi.

5. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)=x’ fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti
alakzat teriiletét a [-2,1] intervallumon.

Megoldas: Most is egy abraval célszerii kezdenilink a megoldast.

® [
-2 -165 -1 06 | III_..Q/]/

10

Amint lathato, a fliggvénynek az X =0 -nal zérushelye van, s a [—2, 0) intervallumon negativ,

a (O, 1] pedig pozitiv. A teriiletet igy két részletben kell szdmolnunk. Integraljuk egyrészt a



fliggvényt a [—2, 0] intervallumon, és ennek az integralnak vessziik az abszolut értékét, mert
itt a fliggvény negativ vagy 0. Ezzel megkapjuk a fiiggvény és az X -tengely kozti teriiletet
[-2,0] intervallumon. Valamint vessziik a fliggvény integraljat a [0,1] intervallumon, ami
megegyezik itt a fliggvény és az X -tengely kozti teriilettel, mert a fiiggvény itt pozitiv vagy 0.
A teljes teriiletet pedig a két teriilet 6sszegeként kapjuk.

0
T= J.x3dx
o)

1 0 1
+J'x3dx:—_[x3dx+_|.x3dx
0 -2 0

Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt.
4

0 1 Xt 0 X L
T:—Ix3dx+jx3dx:— o+ =
° 0 4 5 4

0
Mindkét esetben helyettesitsiik az integralasi hatarokat, és fels6 hatar helyettesitési értékébol
vonjuk ki az als6 hatdr helyettesitési értékét. A szdmolasokat ezutan végezziik el.

470 a4t 4 (_o)! 4 A4

SR .0 Sl O A G I Y :-(0—4)+(1—oj=£=4.25
41, | 4] 4 4 4 4 4 4

A kérdezett teriilet tehat 4.25 egység.

6. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)=2x—x* fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti
alakzat teriiletét a [-1,4] intervallumon.

Megoldas: Most is célszerii abrazolni a fiiggvény adott intervallumba es6 részét. Mivel
masodfoku fliggvényt kell dbrazolnunk, célszerli meghatarozni a zérushelyeket. Emeljiink ki
X -et, mert igy azt kell vizsgalnunk, hogy egy szorzat mikor egyenld nullaval.

x=0
2x—x*=0 < x(2-x)=0 < < vagy
2-x=0 & x=2
A zérushelyek tehat X, =0 és X, = 2. Ezek ismeretében mar konnyen abrazolhato a parabola.

Mivel x* egyiitthatoja negativ, ezért konkav parabolat kell rajzolnunk.
b

SR P e I T,

(u T TR S
1 1 1 1

=10

A kérdéses alakzat most harom részbdl all, mivel a fiiggvény két helyen is metszi az X -
tengelyt az adott intervallumon beliil. Az elsé rész a [—1, O] intervallumhoz tartozo rész, a

masodik a [0, 2] intervallumhoz tartozo rész, s a harmadik a [2, 4] intervallumhoz tartozo



rész. Mivel az elsO €és a harmadik részen a fiiggvény nem pozitiv, igy a tertilet
meghatarozasahoz ezeken a részeken a fliggvény integraljanak abszolut értékét kell venni.

T=

0
IZx—xz dx
-1

2
+J‘2x—x2 dx +
0

4
J‘Zx—x2 dx
2

0 2 4
:—I 2X—X° dx+J'2x—x2 dx—J‘Zx—x2 dx
-1 0 2
Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényt.

0 2 4 NG 0 X 2 3 4
T=—_[2x—x2dx+j2x—x2dx—j2x—x2dx:— G G VAR, N | VE AT
-1 0 2 3 -1 3 0 3 2

Helyettesitsiik mindharom estben az integralasi hatarokat a Newton-Leibniz-formulanak
megfelelden, majd hajtsuk végre a miiveleteket.

s 3]
{l-sHor S5 He 53],
o) ()Lt 22

Amint lathat6, minél tobb helyen metszi a fliggvény grafikonja az adott intervallumon beliil a
X -tengelyt, anndl tobb részben kell szamolnunk a teriiletet. Mindig figyeljiink oda arra, hogy
mely részintervallumokon halad a fiiggvény grafikonja a X -tengely alatt. Ezeken a részeken
az integral abszolut értékét kell venniink, azaz szorozni kell az integralt —1-gyel.
7. feladat: Az eur6 arfolyama (forintban) az elmult honapban az

f (t) =0,0003t® —0,0136t* + 0,016t + 308,733

fliggvény szerint alakult. Mennyi volt az eurd atlagarfolyama az elmult honapban?

Megoldas: Az arfolyam ingadozasat ismerjiik az id6 fiiggvényében. Az atlagot megkapjuk,
ha a f-nek vessziik a hatarozott integraljat az adott idintervallumon, majd a kapott értéket
osztjuk az intervallum hosszaval. Szamoljuk ki el8sz0r a hatarozott integralt.

30
I 0,0003t* —0,0136t* + 0,016t +308, 733dt =
0

[0,000075t* —0,004533¢" +0,008t” +308, 733t]2° —9207,54

A kapott értéket osszuk el az intervallum hosszaval:

30
3—]6 j 0,0003t* —0,0136t> + 0,016t + 308, 733dt = 306, 918Ft
0

Ellenorzo kérdések:

1. kérdés: Hatarozzuk meg az f (X) =3x fliggvény grafikonja és az X -tengely kozotti
alakzat teriiletét a [0,8] intervallumon.



Valasz: 12
16
2. kérdés: I X(‘/; dx

1

2044

Valasz:

9
1
3. kérdés: | —dx
N

Valasz: 4

4. kérdés: Hatarozzuk meg az f (X) =sin X fliggvény grafikonja és az X -tengely kozotti

oy s T T .
alakzat teriletét a {E,E} intervallumon.

1
Valasz: —

5. kérdés: Hatarozzuk meg az f (X) =4-x* fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti

alakzat teriiletét a [0,3] intervallumon.

Vialasz: —
3

6. kérdés: Hatdrozzuk meg az f (x)=x*+3x fiiggvény grafikonja és az X -tengely kdzotti
alakzat teriiletét a [-5,1] intervallumon.

Valasz: 8

Elméleti osszefoglalo: A hatarozott integral nem csak olyan alakzatok teriiletének
meghatarozasat teszi lehetdveé, melyek egy fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozott

helyezkednek el, hanem mas gorbékkel hatarolt alakzatokét is. Ha példaul a folytonos f (X)
és g(x) fiiggvények grafikonjai nem metszik egymast az [a,b] intervallum belsejében, akkor
a fuggvények grafikonjai, valamint az X =a €s X =Db egyenesek altal hatarolt sikrész teriilete,
vagy maképp fogalmazva a fiiggvények grafikonjai kozti teriilet az [a, b] intervallumon a

kovetkez6:
b

jf(x)—g(x)dx.

a

Ha tudjuk, hogy az [a,b]-n f(x)>g(x), akkor az abszolut érték elhagyhato, hiszen

T =

f (x)—g(x) nem negativ értékii fiiggvény az [a,b]-n. Az allitas helyességét az egyszeriliség



kedvéért f(x) és g(x) [a, b] -n pozitiv fiiggvények esetén az alabbi abra segitségével
lathatjuk be.
£ Jix)

Ezen lathat6, hogy az I f (X) dx megadja a pirossal és kékkel jelolt alakzatok teriiletének

a

Osszegét, az J. g(x dx pedig csak a piros alakzat teriiletét. A kékkel jelolt sikrész teriilete igy

a kettd kiilonbsége, tehat: T = I dX Ig dX A hatérozott integral tulajdonsagai

kozott szerepelt, hogy azonos 1ntervallumon vett integralok kiillonbsége megegyezik a
ﬁiggvények kﬁlénbségének integrélj aval, azaz:

Tj dx.[gdx_[

Két fuggveny graﬁkonja koztl tertiletet tehat tigy kapjuk, hogy a nem kisebb fliggvénybdl
kivonjuk a nem nagyobbat, s kiilonbséget integraljuk.

Lényegében ugyanigy jarhatunk el, ha két fliggvény grafikonja altal kdzrezart sikrész teriilete
a kérdés. Az ilyen alakzat a grafikonok metszéspontjai kozott helyezkedik el, amint az alabbi
abran lathato.

S

Ilyenkor el8szor meg kell oldanunk az f (x)=g(x) egyenletet. Ezzel kapjuk meg a
metszéspontok helyét, azaz a-t és b -t. Ezek utan az [a, b] -n nem kisebb fliggvénybdl

kivonjuk a nem nagyobbat, s kiilnbséget integraljuk [a,b]-n.

Kidolgozott feladatok:



15. feladat: Mekkoraaz f(x)=4x—x’+1¢és g(x)= 1 fliggvények grafikonjai kozotti
X

teriilet az [1,4] intervallumon.

Megoldas: Készitslink egy abrat a két fliggvényrdl a megadott intervallumon. Ha kiszamoljuk
a két fliggvény értékét az intervallum végpontjaiban, akkor a gérbék jelleg alapjan konnyt
elkésziteni az abrat.

f(1)=4-1-1"+1=4

f (4) =4.4-4*+1=1

g(1)=1=1

1
1
4) ==
9(4)=7
Az f(x) grafikonja egy konkav parabola, g(x) grafikonja pedig hiperbola. Illessziink ilyen

gorbéket a meghatarozott pontokra.

. e

Amint lathaté, a megadott intervallumon beliil nem metszi egymast a két fiiggvény. igy
egyszertien venniink kell a két fiiggvény kiilonbségeét, s azt kell integralnunk a megadott

intervallumon. Mivel tudjuk, hogy az adott intervallumban f (x)> g(x), igy ha az

f (x)—g(x)kiilonbséget vessziik, akkor nincs sziikség abszolut értékre.
4

T= I(4x—x2 +l)—1dx
1 X

Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt.
4

4 1 X3
T =I(4x—x2 +1)——dx= 2x* ——+x—-Inx
1 X 3 1
Helyettesitsiik be az integralasi hatarokat, és vegyiik a helyettesitési értékek kiillonbségét, és
végezziik el a miveleteket.

3 4 3 3
T ={2x2 —X?+x—ln x} :(242—%+4—In4]—(2-12—15+1—In1j:

1
:(32—6—;+4—|n4j—(2—%+1—0j:12—|n4z10.61

A kérdeéses teriilet tehat kozelitéleg 10.61 egység.



17. feladat: Mekkora teriiletli sikrészt zarnak kozre az f (X) =x*-1¢és g (X) =1-X
fliggvények graftikonjai?

Megoldas: Mivel két gorbe altal kozrezart sikrész teriilete a kérdés, ezért meg kell
hataroznunk a metszéspontjaikat. Oldjuk meg tehat az f (X) =g (X) egyenletet.

_1im_{1

xX2-1=1-X < X*+x-2=0 = = =
%z 21 -2

A kérdezett terliletet ezutan ugy kaphatjuk, hogy a két fiiggvény kiilonbségét integraljuk a két
metszéspont kozott, azaz a [—2,1] intervallumon, s vessziik az integral abszolut értékét. Ha

azonban el tudjuk donteni, melyik fiiggvény nagyobb az intervallum belsejében, €s a nagyobb
értekil fliggvénybdl vonjuk ki a kisebb értékiit, akkor nincs szilikség az abszolut értékre. Ha
készitiink egy abrat, akkor arrél ezt le tudjuk majd olvasni. Az intervallum végpontjaiban a

két fliggvény most ugyanazon értékeket veszi fel. Mivel g (X) az egyszeribb, igy ebbe
célszerii helyettesiteni.

f(-2)=g(-2)=1-(-2)=3

f(1)=g(1)=1-1=0
Az f (X) masodfoku fliggvény, grafikonja konvex parabola, g (X) els6foku, grafikonja

egyenes. Ezek utdn mar kdnnyti egy jo abrat késziteni.

g(x)

P

A [-2,1] intervallum belsejében lathatoan g(x)> f(x), ezérta g(x)— f (x) fliggvényt

integraljuk, s igy nem lesz sziikség abszolut értékre.
1 1

T= j(l—x)—(xz —1)dx: _[2—x—x2 dx
-2 -2

Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt.

1 2 3T
T ='|‘2—x—x2 dx:{Zx—X——X—}
s 2 3 5

Helyettesitsiik a hatarokat, és vegyiik a helyettesitési értékek kiilonbségét, és végezziik el a
miiveleteket.

T =[2x—§—§1 =[2-1—§—§J{2-(—2)_%_gj=

:(2_5—1}(—4—2+§j:4.5
2 3 3



A két grafikon altal kozrezart teriilet tehat 4.5 egység.

Ellenorzo kérdések:

1. kérdés: Mekkora az f (X) = 4 és g(x)=5-x fliggvények grafikonjai kozti alakzat
X

teriilete a [1,3] intervallumon?
Valasz: 6—4-In3

2. kérdés: Mekkora teriiletii sikrészt zdrnak kdzre az f (x)=x" és g(x)=2-x fiiggvények
grafikonjai?

Valasz: g
2

3. kérdés: Mekkora teriiletii sikrészt zarnak kozre az f (x)=x" és g(x)=3x fiiggvények
grafikonjai?

Valasz: 4.5

Tovabbi kidolgozott feladatok:
1. feladat: J'\/;(Sx - 53/?) dx

Megoldas: Az integrandusunk most egy szorzat. Amint az kordbban szerepelt, ilyen esetben
nincs altalanosan alkalmazhato integralasi szabaly. At kellene ezért alakitanunk ugy a
fiiggvényt, hogy mar ne szerepeljen szorzas. Amint a korabbiakban, irjuk 4t most is a

gyokoket tortkitevOs hatvannya, majd végezziik el a szorzast, azaz bontsuk fel a zargjelet.
11

I&(Sx—Si&)dx :jx; (BX—SX;’JdX = J.8x;x—5x2x3 dx

Az integrandus mindkét tagjaban azonos alapti hatvanyok szorzata all, melyeket egyetlen

hatvanyként is irhatunk. A kitevdk ekkor 6sszeadddnak.
5

1 11 14 11 3 5
I8x2x—5x2x3 dx = I8x2 —5x2 3dx = I8x2 —5x8 dx
Sikertiilt elérniink, hogy mar nincs fliggvények szorzasa, hanem csak kiilonbsége. Ekkor
tagonként integralhatunk. Az egyes tagokbol a konstans szorzokat kiemelhet;jiik.

3 5 3 5 3 5
J'8x2 —5x6 dx=J8x2 dx—J‘Sx6 dx:8jx2 dx—SJ‘x6 dx

A két hatvanyt immar kiilon-kiilon integraljuk.
5 11
3 5 3 " 5 1
z > X X 16 2 30 = 16 30
8| x2dx—5|xtdx=8"——-5"—-4+Cc="=x2——x6 +c=—+X* ——3x" +c
J. J. 5 E 5 11 5 11

2 6



Mivel tortkitevds hatvanyokat integraltunk, az eredmény most is irhatd hatvanyként és gyokos
alakban is.

4x — 9&+6

2. feladat: j dx

Megoldas: Az integralando fiiggvény most egy tort. Sajnos a tortekre sincsen minden esetben
hasznalhato integralasi szabaly. A fliggvényt ezért ismét atalakitjuk az integralas el6tt. Elsé
1épésben a gyokot irjuk hatvanyként.

1
J-4x 9&+6d J-4x—9x2 +6
X X
Mivel a tort szamléalojaban Osszeg illetve kiilonbség all, a tortet tobb tortre bonthatjuk ugy,

hogy az egyes tagokat kiilon- kiilén osztjuk a nevezovel.
1

4x—-9x? +6 6

———dx=|—dx- dX + | —=dx

[P e [ o [ o [

A konstans szorzc')kat ezutan klemelhetjﬁk az egyes integralokbol.
1

j—d —j dx+j%dx=4jx—’§dx—9j§—jdx+6jx—12dx

dx

Az elso két tagban azonos alapu hatvanyok hanyadosa all, amiket egyetlen hatvannya
alakithatunk. Ekkor a kitevOk kiilonbségét kell venniink. A harmadik tagban egy hatvany

reciproka szerepel, amit negativ kitevOs hatvanyként irhatunk.
1

4_|.X—X2dx—9_|.))((—zdx+6.[%dx:4j'x1‘2 dx—9jx;_2 dx+6_|.x‘2 dx =

3
=4J.x‘1 dx—9.[x 2 dx+6jx‘2 dx
Mar csak egy-egy hatvanyt kell integralnunk. Vigyazzunk azonban, mert az elsé tagban éppen
x* all, aminek integralasa kiilonbozik a tobbi hatvany integralasatol. Eppen ezért, ez ne is

irjuk hatvanyként, hanem inkabb 1 alakban.
X

4!% dx — 9j x% dx + 6I X2 dx

Most hajtsuk végre az integraldsokat.

3
4j%dx—9j.x_2dx+6.|‘xde:4ln|x|—9 X +6——+c=

1

-1 1
:4In|x|—9X—;+6X—l+c:4In|x|+18x_2—6x‘1+c:4ln|x|+ﬁ—§+c

Ix X
2

Mint altalaban az ilyen feladatoknal, az eredmény most is tobb alakban adhat6 meg.



3. feladat: Hatarozzuk meg azon véges sikrész teriiletét, melyet a koordinatarendszer két
tengelye és az f (X) = x* -8 fliggvény grafikonja hatarol.

Megoldas: Készitslink egy abrat a fliggvényrdl, hogy lathassuk, hogyan is helyezkedik el a
kérdéses alakzat a koordinatarendszerben. Az dbrazolas konnyii, hiszen az x* grafikonjat kell
8-cal lefelé eltolnunk az y -tengely mentén.

. e

-10-

Amint lathato, a negyedik siknegyedben van olyan sikrész, ami a feladat feltételeinek
megfelel. Nyilvan sziikséglink van arra, hogy meghatarozzuk, hol metszi a fliggvény
grafikonja az x -tengelyt. Az abrardl sejthetd, hogy X =2 a zérushely, s ez a fliggvénybe

helyettesitéssel konnyen ellendrizhetd is. Természetesen az X° —8=0 egyenletet is
megoldhatjuk, s ezzel is igazolhatjuk, hogy 2 -nél van a metszéspont. Igy egyértelmii, hogy az
alakzat a [0, 2] intervallumon talalhato. Mivel itt a fliggvény negativ értékeket vesz fel, igy a

teriiletet a fliggvény ezen intervallumon vett integraljanak —1-szerese adja.

2
T= —I x* —8dx
0
Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt.
o4 2
T=— X——zax}
L 4 0

Helyettesitsiink a Newton-Leibniz-szabalyba, és hajtsuk végre a miiveleteket.
4 4
T2 g2|-|L g0 =—((4-16)-0)=12
4 4

4. feladat: Mekkora teriiletii véges sikrészt zarnak kdzre az f (x)=x>+x és g(x)=5x

fiiggvények grafikonjai?

Megoldas: Mivel két fliggvénygrafikonja altal kdzrezart sikrész teriilte a kérdés, igy eldszor
meg kell hatdroznunk, hol metszik egymast a grafikonok. Oldjuk meg az f (x)=g(x)
egyenletet.

X*+x=5x & x*-4x=0 < x(x2—4):0



Ha az els6 tényezd nulla, akkor az X =0 megoldast kapjuk.

H a masodik tényezd nulla, akkor x* =4, amibél vagy x =2 vagy Xx=-2.

A két fiiggvény grafikonja tehat 3 helyen is metsz egymast. Ez azt jelenti, hogy a két grafikon
altal kozrezart alakzat két részbdl all, mert van kdzrezart alakzat az els6 két metszéspont és a
masodik két metszéspont kozott is. Ezt jol lathatjuk, ha abrazoljuk a két fiiggvényt. Az
abrazolashoz célszerli meghatarozni a fiiggvények értékét a metszéspontokban. Ezeken a

helyeken a két fliggvény azonos értéket vesz fel. Mivel ¢ (X) az egyszerlibb fliggvény, igy
célszer(i abba helyettesitve szamolni.

f(~2)=g(-2)=5-(~2)=-10

£(0)=g(0)=5-0=0

f (2)= g(2):5-2:10

15':
104
] g(x)
° %)
1 2

A kérdéses teriilete két integrallal hatdrozhatjuk meg. Mivel a [-2,0] intervallum belsejében
f (x)>g(X), ezért ezen az intervallumon integraljuk az f (x)—g(x) fliggvényt, s merta
[0,2] intervallumon g(x)> f (x), ezért ezen az intervallumon integraljuk az g (x)— f ()
fliggvényt. A teriilet a két integral Gsszege lesz.

T= _T(x3+x)—5xdx+j5x—(x3+x)dx=jx3—4xdx+i4x—x3dx
) 0 ) 0

Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényeket.
0 2 N 0 X 72
T:Ix3—4xdx+j4x—x3dx: 2% | | 2=
-2 0 4 -2 4 s
Helyettesitsiik az integralasi hatarokat a megszokott modon, és végezziik el a miiveleteket.

e[ er] foe 2] e 1)

=(0-(4-8))+((8-4)-0)=4+4=8

A kozrezart alakzat teriilete tehat 8 egység.

A feladatot egy integral kiszamolasaval is megoldhatjuk, ha kihasznaljuk azt, hogy a
kozrezart alakzat két része szimmetrikus az origdra. Ekkor elég az egyik integralt
kiszamolnunk, és annak duplajat venni. Szimmetrikus alakzatok esetén igy csokkenthetjiik a
szamolas mennyiségét.




Ellenorzo kérdések:
L. kérdés: [ (" +3)*(4—x)dx

6 X5 X4 XS 2

Vilasz: —X—+4——6—+ 24——9X—+36x+c
6 5 4 3 2

2. kérdés: dex

Ix
Valasz: —EQ/FJr%g/X_SJr%Q/X_ZjLC

3. kérdés: Mekkora annak a véges sikrésznek a teriilete, melyet a koordinatarendszer két
tengelye és az f (x)=x’+1 fiiggvény grafikonja hatérol?

Valasz: g
4

4. kérdés: Mekkora teriiletli véges sikrészt zarnak kozre az f (X) =x>—4x és ¢ (X) =-3X
fiiggvények grafikonjai?

Valasz: l
2



