Integralas téglalaptartomany felett

Tanulasi cél: A kétszeres integralok kiszamolasanak begyakorlasa.
Elméleti 6sszefoglalo

definicio rész

Definici6: Legyen [a;b] és [C;d] két intervallum. Az [a;b]x[c;d] téglalapon
a kdvetkezd halmazt értjik:

T=[ab]xcid] = {(xy)eR*:a<x<bc<y<d].

normal rész
A téglalap tehat a koordinatatengelyekkel parhuzamos téglalapot jelent.

Ha megvan a téglalap fogalma, akkor definialni tudjuk egy fliggvény téglalap tartomanyon vett
hatarozott integraljat, amit szokas kettds integralnak nevezni. Az egyszeriiség kedvéért folytonos
fuggvényekkel fogunk foglalkozni.

Tétel: Legyen f (X, y) egy folytonos fiiggvény a T = {(X; y)eR*:a<x<b,c<y< d}

téglalaptartomanyon, akkor az f (X, y) kettGs integralja a T tartomany felett visszavezethet6

egyvaltozos figgvények hatarozott integraljanak kiszamitasara és

J'J- (x,y)dxdy = J. ( (xy dx)dy ( (xY) dy)d

A tétel azt mondja ki, hogy téglalap tartomanyon egy f fliggvény integréalja Ggy hatarozhaté meg, ha
az f flggvényt elészor csak X flggvényeként tekintjiik (y konstans) és f -tintegraljuk X szerinta
hozzatartozé hatarok kdzott. Majd a kapott fliggvényt integraljuk Yy szerint. A tétel azt is kimondja,

hogy az integralas sorrendje felcserélhetd.

Kidolgozott feladatok

1. feladat: Szamolja ki az alabbi kettés integralt!

E(J.Ol(x +y+ 2)dx)dy

Megoldas: A felirt integralokban a zaréjelen bellli integralt belsd, a zardjelen kivilit pedig kilsé
integralnak hivjuk. A szamolasa soran mindig a belsé integralt hatarozzuk meg elébb.

Jelen esetben az X szerinti integrallal kell kezdeni. Az X szerinti integralasnal Y -t konstansnak

vesszUk, és a hatarokat pedig X helyére irjuk be.
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Majd kovetkezik a masodik integral, ahol az Y valtoz6 szerint integralunk.
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2. feladat: Szamitsa ki a kdvetkez6 kettds integralt!

L?’(.[OZ xy(x?y? 1) dy)dx

Megoldas: El8szor is érdemes felbontani a zaréjelet az integrandusban, mert ebben az alakban
nehézkes lenne integralni:

iy

Végezzik el a belsd integralast Y szerint. Most az X valtozét konstansnak tekintjuk, és a hatarokat

[ xyoey?-1) dy)dx = f(joz (Cy° - xy) dy)dx

pedig Y helyére irjuk be.

jz(x3y3—xy)dy— x3y—4—xy—2 2— X3'2—4—X-2—2 —(x3~g—x'o—2)—4x3—2x
0 4 2 4 2 4 2

0

Most kovetkezik az X szerinti integralas.
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3. feladat: Szamolja ki az alabbi fliggvény kett8s integraljat a {(X, y)eR?:0<x<L0<y< 2}

tartomanyon!

f(xy)=xy

Megoldas: Hasznaljuk fel, hogy a kettds integralas téglalaptartomanyon kétféleképpen is felirhato:

(s omaxay = ([ 0wy o

Végezzik el a szamolast mindkét alakkal.

1. megoldas: ,[oz(j:(xy) dx)dy

Jelen esetben az X szerinti integrallal kell kezdeni:
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Az X szerinti integralasnal Y -t konstansnak tekintettlk, és a hatarokat pedig csak X helyére irtuk be.

Majd kovetkezik a masodik integral:
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Végezzik el a szamolast a masik sorrendben is!
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2. megoldas: jol(joz(xy) dy)dx = J':[xy?z} dx = I:(x%z— x.gjdx = EZX dx = [xz}z =12-0=1
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Ez is ugyan azt a végeredményt adja, ahogy vartuk.

3. megoldas: Ha téglalap alaku tartomanyon az integrandus szorzat, vagyis f(X)g(y) alaku, akkor

alkalmazhaté a kdvetkezd integralasi szabaly:

Ib (fd FOa(y) dX)dy = j:g(y)dy-jcd f (x)dx

Alkalmazzuk a tételt erre az esetre és szamoljuk ki az integralt harmadszor is:
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4. feladat: Szamolja ki az alabbi fliggvény kettés integraljat a {(x, y)eR?:-2<x<0;1<y< 2}

tartomanyon!
f(x,y)=2x-3y
Megoldas: Mivel a hatarok fixek, a tartomany téglalap alaku.

Ezért

IOZ(LZ (2x—3y) dy)dx = J.lZ(J'OZ (2x—3y) dx)dy

Végezzik el a szamolast a kdvetkezd alakban:

IOZ(LZ (2x-3y) dy)dx = IOZ[ny — g yz} dx =
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5. feladat: Szamolja ki az alabbi fliggvény kettds integraljat a

{(x,y)eR*:0<x<In3;0< y<In4| tartomanyon!

f(x,y)=e""
Megoldas: Mivel a hatérok fixek, a tartomany téglalap alaku.

Ezért

Im( ;nsezx‘y dx)dy = jm( "y dy)dx

0 0 0

Végezzik el a szamolast a kévetkezé alakban:
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Mivel g2y =g2n3 g7y :(e'”a) eV =3V =0e7, ezért
In4

J‘O'"“(%,e—y _%.e‘yjdy _ J.(:n44e-ydy — [4.%1.53—3’} = [—4.e—y]:)n4 =
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6. feladat: Szamolja ki az alabbi fliggvény kettés integraljat a {(X, y)eR?*:0<x<L1<y< 2}

tartomanyon!

f(x,y)= (2x+3y)4
Megoldas: Mivel a hatarok fixek, a tartomany téglalap alaku.

Ezért
Ilz(I;(Zx +3y)* dx)dy = I:(LZ(ZX +3y)4 dy)dx

Végezzik el a szamolast a kdvetkezé alakban:
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7. feladat: Szamolja ki az alabbi fiiggvény kettds integraljat a {(x, y)eR?:0<x<=;0<y< 72'}

N

tartomanyon!

f (X, y) =xcos(xy)

Megoldas: Ezt a kettds integralt ismét kétféleképpen lehet felirni kétszeres integralként, hiszen most
is téglalap alaku tartomanyon integralunk.

Vagy

Io; (Lﬁ XCOS(Xy)dy)dx,

vagy

jo”( _[O;xcos(xy)dx} dy

alakban irhatjuk fel ezt a kett6s integralt. Azonban kis vizsgalddas utan észrevehetjik, hogy a két
sorrendben nem azonos nehézségi integralokat kell elvégezni. A masodik feliras esetén az X szerinti
integral elvégzése nagyon nehéz és hosszadalmas lenne, mig az elsé felirdsi médban az Yy szerinti
integral gond nélkil elvégezhet6. SzélsGséges esetben elképzelhetd, hogy egy kétszeres integralnak
nem létezik zart alakban megadhaté primitiv fliggvénye az integralas adott sorrendje mellett, de a
sorrendet felcserélve az integralas elvégezhet®é.

Induljuk ki emiatt az els6 felirasbal:
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jo (.f: xcos(XY)dy)dx = J'}{x.%.sin(xy)}ﬂdx = IO [sin(xy)];dx =

[ an(.)-sin (. 0)) o s )

hiszen sin(x-0)=0.
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