Differencialszamitas
Simonné Szabo Klara

2014. oktober 31.

Hatérozza meg a kovetkez6 hozzdrendeléssel adott fiiggvények derivaltfiiggvényeit!

1. Feladat:
f(x) = 52" 4 323 — 142 — 4
Megoldas:
fl(x) =5 42 +3-32% — 14 — 0 = 202> + 92° — 14
2. Feladat:
fl) =T+ Vad — V14
Megoldas:
1 3
f(z) =725 + 22 — V14
1N _4 31 7 4 3T 3
) =T ge b+ ot o= loiafal = o uvE
3. Feladat:
11 7 2
oy =S, T2
T x NZ o
Megoldas:
1 4
fl)y=1la™ —V3a ™ 47272 — 2277
7 3 8 1 11 4\/§ 7 8
() =11z 2 +4V32 5 — o2 — —g~ 7 = _
f(x) 272+ 43z 23: 2 73; 7 - 5 2\/373 I
4. Feladat:
5
f@) = @+ ¥a?) (Va - 2)

Megoldas:

5 5 3 11 2
f(z) = 2? x—x2—+\/az3\f—v5:z:3—:x§—5x+x}é—5x_§
x x

7

3 11 2 3 11 2
5. Feladat:
f(z) at + Vb -3
r)=—"—""
NG




10.

Megoldas:

f) = S+ T2 - b hah
RV
f(z) = ;x% + gxfi + gxfg
. Feladat:
x/xT
fa) = VY
Megoldas:
\/ 3 2T \/«3/5’/:520 r \/~3/~5/x21 WAl e
f(x) = x2 = 1.2 = x2 = x2 = 30 —= g 10
13 _23 13
M) — 22 =30 — _ S
F) =37 " =" vem
. Feladat:
f(z) =5e* —4" —Inz —logyz + ¢* —In3
Megoldas:
1 1
'(z) =5e" —4"Ind— — — —— 40—
f'(x) = be n . xln2+0 0
. Feladat:
1) = (3sin + v/z) (logs(2) — tg 2)
Megoldas:
f'(z) = Bsinz + V) (logs(x) — tg 2) + (3sinz + v/z)(logs(x) — tg z)" =
1 1 1
— 0 _ i -
(3cosx + 2\/5)( ogs(z) —tg ) + (3sinz + /x) <xln5 cos%c)
. Feladat:
sinz
J(w) = 4e* + 2z
Megoldas:
() = (sinz)' (4€® + 2x) — sinx(4e® 4 2x)"  cosx(4e” + 2x) — sinx(4e” + 2)
B (4e + 2)2 B (4e + 2)2
Feladat:
2’Inz
Megoldas:
() = (2?Inz) (7 —2x) — 2% In2(7 — 22)’ _
(7T—2x)2
_ (2zInz+2?- D) (7-22) — 22 Inx(-2) _ (2zlnz+2)(7—2z) + 2% Inz
(7 —2x)? N (7 —2x)?



11.

12.

13.

14.

15.

16.

Feladat:

Megoldas:
, 1 21 3 2—z
= —— 3 —1)= —F——+
@) 24/3x — 2 ‘ (=1) 2y/3x — 2 ‘
Feladat:
z+1
=1
o) =m (*1)
Megoldas:
1 r+1Y) T z—(z+1 -1
f/(x):xﬂ' = : <2 ):
ol x x+1 x z(r+1)
Feladat:
f(z) = cos(4 — z)(Inbx + V6 + 1)

Megoldas:

f'(z) = cos(4 — z) (Inbz + v6x + 1) + cos(4 — x)(In 5z + 6z + 1)’
f(z) = —sin(4 — z)(=1)(In bz + V62 + 1) + cos(4 — ) <1 -5+ 1 6> =

5 26z +1
1 3
=sin(4 — z)(Indz + V6 + 1) + 4 — -+
sin(4 — z)(Inbz + v6x + 1) + cos(4 — z) (x W)

Feladat:

f(z) = (4€” 4 2x)'°
Megoldas:

f(z) = 10(4e” 4 21)° (4€” + 2)
Feladat:
x
— 3

J@ = {1

Megoldas:

1

5 T - T 3
J@ =\ 1~ (4x2+1>

f’(x)—l x 5 4x2+1—$-8x_1 T - 1 — 422
3 \4a2+1 (4x2+1)2 3 \4a2+1 (422 + 1)2

[M1N]

Feladat:
flz)=tg (x;?’)
Megoldas:
fw) =g (500 2)
1 1
M= o= 5



17. Feladat:

f(l‘) _ 6\/Esinx

Megoldas:

} ) 1
f(z) = eV (frsinz) = eVosine (M sinz + v/ cos x>

18. Feladat: Irja fel a kovetkezé hozzarendeléssel adott fiiggvény xo pontjahoz tartozo érin-
t6jének az egyenletét, ha

fiV3,00[—= R, f(z)=In(x?—-3)+6és zo=2

Megoldas: Az f fiiggvény x¢ = 2 pontjahoz tartozoé érint§jének egyenlete:

glx) = f'2)(x - 2) + f(2)

1 2x
J'(@) = x2 -3 2w = x2 -3
22

Az érinté egyenlet:
gl@) = 4w —2) + 6

19. Feladat: Irja fel a kovetkezs hozzarendeléssel adott fiiggvény zq = 1 pontjahoz tartozo
érintGjének az egyenletét, ha

f:R—=R, f(z)=ze"1+4

Megoldas:
glx)=2(x—1)+5

20. Feladat: Szamitsa ki az alabbi hatarértékeket

(a)

 dxt+x
lim =
z—oo er + x

Megoldés: A hatarérték > tipust, hasznaljunk L’Hospital szabalyt:

oo LH .. 8r+1 00 1/ 8 8
lim = — = lim =— = lim —=—=0
z—oo e¥ + x 00 z—o00 T 4 1 00 r—00 ¥ o0
(b)
In(5z + 3)

rz—oo 10—z

Megoldés: A hatarérték = tipust, hasznaljunk L’Hospital szabalyt:

5
lim In(5z + 3) _ > vH lim 573 _ 0 _0
z—oo 10—z —00 z—oo —1 —1




lim sin(2z) _
z—0 2e~% — 2

Megoldas: A hatarérték % tipusd, hasznéaljunk L’Hospital szabalyt:

sin(2z) L'H 2 cos(2x) 2

. 0 .
hmi:f hmizf:—l
z—0 2e~% — 2 0 z—0 —2e 7% -2
(d)
. V3xr+4—-4
hm —_— =
r—4 20 — 8

Megoldas: A hatarérték 8 tipust, hasznéljunk L’Hospital szabalyt:

3

. V3x+4—4 OvH. 3/3211 3
lim — = — = lim ———
z—4 2r — 8 0 z—4 2 16

21. Feladat: Irja fel a kovetkezs hozzarendeléssel adott f fiiggvény xo pontjahoz tartozé mé-
sodfoku Taylor polinomjat, ha

(a)

2
r+1

fiR=R\{-1}, f(z)=

és :L’(]:O

Megoldas: Az f fiiggvény xo = 0 pontjahoz tartoz6 masodfoka Taylor polinomja:

Ty(xz) = f(2) + fll(?)a: + f;(!z);rQ

1N —1y/ _ 2 _ 2
f@)= Qe+ )7 = -2+ )=
, _ 4
frx)=(—2x+1)2) =4(z+1)3 = m
Fo == o=t f0)=

A masodfoka Taylor polinom:

Ty(z) = 2 — 2z + 222

(b)

f:R=R, f@)=z'4+2e2+52+2 & 29=-1

Megoldas:
To(z) = =3(z + 1) + 8(z + 1)?

()

’f:R—>R, f(z) = xsin(3z) és 930:()‘

Megoldas:
Ty(z) = 32°



f:]—;;oo[%R, flx)=vV3x+1 & xp=1

Megoldas:
Tya) =2+ (0 1)~ (e~ 1)?
A =T 64"

22. Feladat: Hatarozza meg a kovetkezs hozzarendeléssel adott fliggvény lokalis szélsGérték
helyeit!

:R—R, f(z)=-32>+122+5
f

Megoldas: Derivaljuk f-et.
f'(x) = =92 4 12

Hatarozzuk meg f’ zérushelyeit.
4
—972+12=0  — x2:§ - =+

Keészitsiink tablazatot.

Sl

2 — _ 2 2 2 — 2
, r<-—m | T=—x << T =5 x >
f(z) - 0 + 0 -
f(x) 1. min. hely 1. max. hely

Lokalis maximumhely: x1 = % .

Lokalis minimumbhely: 9 = —

s

23. Feladat: Hatarozza meg a kivetkezd hozzarendeléssel adott fliggvény inflexios pontjat!

f:R—=R, f(ac)::v(ac—l)2

Megoldas: Derivaljuk kétszer f-et.

f@) =z -1 =2@* -2+ 1)— =222 42
fl(x) =32° —4z + 1 f(x) =6x—4

Hatarozzuk meg f” zérushelyét.

2
6xr—4=0 ha r=-
3
Készitsiik el a tdblazatot.
<2 T =7 x> 2
f@ | + 0 -
f(z) | konvex | inflexios pont | konkav

A fiiggvénynek inflexiés pontja van az z = % pontban.



24.

25.

26.

27.

Feladat: Hol novekvs a kiévetkezs hozzarendeléssel adott fiiggvény?

fR—=R, f(x)= ¥’ 2

Megoldas: Derivaljuk f-t.

f(z) = <3“33+2”2(3352 + 4x)
4
f'(z) =0, ha 322 +4x =2(3x+4) =0 — x1 =0 T2=—3
x<—% x:—% —§<w<0 z=0] >0
f(x) + 0 — 0 -
f(z) | mon. ng mon.csokk. mon. né

Az f fuggvény szigortian monoton névekvs a | — oo; —3[ és a |0; oo[ intervallumon.

Ol

Feladat: Hol ng, hol cstkken és hol van lokalis szélsGértéke f fiiggvénynek, ha feltételezziik,
hogy az f fliggvény és derivaltfliggvényének értelmezési tartomanya megegyezik és

2% (z +2)3
z—1

fi(x) =

Megoldas: Dy = Dy = R\{1}. Az f'(z) = 0, ha 2%(x + 2)® = 0, azaz, ha 71 = 0 vagy
r9 = —2 pontokban.

r<-2|z=-2|-2<z<0|z=0| O<z<1 r=1 x>1
f(z) + 0 - 0 — nincs ért. +
f(z) | mon. n6 | lL.max. | mon. cs6kk. | L.min. | mon. csékk. | nincs ért. | mon. né

Feladat: Hol konvex, hol konkav és hol van inflexiés pontja f fiiggvénynek, ha feltételezziik,
hogy az f fliggvény és mésodik derivaltfiiggvényének értelmezési tartomanya megegyezik
és

Megoldas: Dy = Dy = R\{-3}.
Az f7(x) =0, ha x(x — 4)e” = 0, azaz, ha 1 = 0 vagy x2 = 4 pontokban.

r<=3| z=-3 | 3<x<0 z=0 O0<z<4 z=4 x >4
f (z) + nincs ért. + 0 - 0 +
f(x) | konvex | nincs ért. konvex inf. pont | konkdv | inf. pont | konvex

Feladat: Hol ng, hol csdkken és hol van lokalis szélsGértéke f fliggvénynek, ha feltételezziik,
hogy az f fliggvény és derivaltfiiggvényének értelmezési tartomanya megegyezik és

(z—3)3(x+1)* 5.1s
x2 €

() =

Megoldas: Dy = Dy = R\{0}. Az f'(z) =0, ha (x — 3)3(z + 1)* = 0, azaz, ha 71 = 3
vagy xo = —1 pontokban.



r<—1 r=—1 —2<z<0 =0 0<axex<d r=3 xr >3

7 . "
f(z) = 0 — nincs ért. — 0 +
f(z) | mon. csokk. | nincs sz.¢ | mon. csokk. | nincs ért. | mon. csokk. | Lmin. | mon. né

28. Feladat: Hol konvex, hol konkav és hol van inflexiés pontja f fiiggvénynek, ha feltételezziik,
hogy az f fliggvény és mésodik derivaltfiiggvényének értelmezési tartomanya megegyezik
és

rlnzx

f(x) = @—37

Megoldas: Dy = Dy» = RT\{3}.
Az f7(x) =0, ha xlnx = 0, azaz, ha x = 1 pontban.

O<z<l1 z=1 1<z <3 =3 >3
f(x) - 0 + nincs ért. +
f(z) konkav | inf. pont | konvex | nincs ért. | konvex

29. Vizsgafeladat Derivalja az alabbi fliggvényeket!

(a)

f(x) = tg(72? + 22) In” ()

Megoldas:
Fla) = — (142 +2) 7 () + tg(722 + 22)7 - In® (x) —
cos?(7x? + 2x) x
(b)
22
f(z) = {[4x +sinln <6>
Megoldas:
22\ \ ¥
flx) = (4:c + sinln <6>>
2
1 2 -3 2
f(z) = 3 (4x + sinln <:I;5)> . (4 + cosIn <1é> 52:;)
1 1 2\ 2
f(z)==< : (4 + cosln <a:> >
3, } 2\ \ 2 6 ) x
'\/(43} +sinln (%))
()
_ ctgyx —Tx
J) = 3zet® 4 3cosx
Megoldas:
1 L1 4 ) - o 4z dr 9o
) = (-5 NN 7)(3ze™™ 4+ 3cosx) — (ctgy/x — Tx)(3e*® + 12ze 3sinz)
(3xed® + 3cosx)?



30. Vizsgafeladat Hol van értelmezve, hol né, hol cstkken és hol van lokilis szélsGértéke az
aldbbi fliggvényeknek?
(a)

f(z) = dze™™

Megoldas: Dy = R.
f(z) = de™*" 4 4pe*

Az f'(x) =0, ha 4 — 822 =0, innenx2:§ — xl;gzi\%.
1 _ _ 1 _ 1 1 _ 1 1
< -5 T=—75 5 << T =5 75 <7T

+ 0 —

[ (2) - 0
f(x) | mon. csokk. | L.min. hely mon. né. l.max. hely | mon. csokk.

(—22) = e (4 — 82?)
1

Megoldas: Dy = R\{1}.
—2x(r—1)—(2-2%2 22-4

—2z(z — 1) — (2—2?)2(z — 1
Py = 2@ 1P =@ aAe ) 2ot 2wt
(x—1) (x—1) (x—1)
Az f'(x) =0, ha 2z —4 =0, innen z =2 .
z<l1 z=1 l<z<?2 T =2 2<z
f(x) + nincs ért. - 0 +
f(x) | mon. nd. | nincs ért. | mon. csokk. | Lmin. hely | mon. né.
()
6x
fla) = 241

Megoldas: Dy = R.

6(x>+1) —6x-2z  6— 622

/ = =
F@) == iy (@2 +1)2
Az f'(x) =0, ha 6 — 622 = 0, innen = = +1 .
< —1 z=-1 -l<z <1 =1 1<z
f(z) — 0 + 0 -
f(x) | mon. cstkk. | l.min.hely | mon. ng. | l.max. hely | mon. csokk.

()
f(@) = In(a + 1)?

Megoldas: Dy = R\{1}.

/ — 71 . €T . €r = 74.%
fi(x) = (x2 + 1)2 2( ‘4 1)-2 (:LQ +1)
poy o Ax

Az f'(x) =0, ha 4z = 0, innen z = 0.




<0 z=0 O<w
f(x) - 0 +
f(x) | mon. csokk. | l.min. hely | mon. ng

f(z) = 2’ex

Megoldas: Dy = R\{0}.

1
fl(x) = 2zer + 22ev - <> = 2zes — e = (2x — 1)65

2
: 1
Az f'(x) =0,ha 22 —1 =0, innen = = 5 .
x <0 z=0 0<z<0,5 x=0,5 0,5 <x
f(x) - nincs ért. - 0 +
f(x) | mon. csokk. | nincs ért. | mon. csékk. | L.min. hely | mon. né.

31. Vizsgafeladat Hol van értelmezve, hol konvex, hol konkav és hol van inflexiés pontja az
alabbi fliggvényeknek?

(a)

Megoldas: Dy = R.
f(z) = e - 322 [ (z) = e 9zt 4 e 6 = 623(9x4 + 6x)

Az f7(z) =0, ha

2
9zt + 62 = 2(92° +6) = 0 — r1=0 és x9=14 —3~ 0,87
<=2 |lz=F-2]{/-3<2<0| z=0 | O0<uz
f(x) + 0 — 0 +
f(x) konvex inf. pont konkav inf. pont | konvex
(b)

2 2
f(x) = 42"+ —

Megoldas: Dy = R\{0}.
!/
=8y — —
) =80 - -

Az f7(x) =0, ha

< {-Lle=%/-3]{/-s<z<0]| 2= 0<zx
f (z) + 0 - nincs ért. +
f(x) konvex inf. pont konkav nincs ért. | konvex




2 +1
flw) =1
Megoldas: Dy = R.
2ze” — (22 4+ 1)e*  —(22 -2z +1)e® —(x—1)2
fl(q:): ez = ez = T
e
. —2(x -1 + (x —1)%e*  —2(z—1)+ (x —1)?
oy - 2D e 12 e ) 4 ()

62:13

Az f7(x) =0, ha a szamlalé nullaval egyenls, azaz

2@ -1+ @x-1)?=@-1)(-2+2-1)=0

Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényzGje nullaval egyenls. Tehat

Tr1 = 1 To = 3
<l r=1 1<z <3 r=3 3<
f () + 0 — 0 +
f(x) | konvex | inf. pont | konkav | inf. pont | konvex
(d)
f(@x)=2>+2z —rhhx
Megoldas: Dy = R™.
1
f(z)=22+2-(nz+2—-)=20+2—-Inx—1 f(z)=2—-—
x
Az f7(x) =0, ha
1 1
2 - — — €T = —
T 2
O0<xz<0,5| 2=0,5 |0,5<x
f () - 0 +
f(z) konvex inf. pont | konkdv

(e)

Megoldas: Mivel 22422+ 2 = (z+1)2+ 1 > 1 minden = € R esetén, igy Dy = R.

f(x)

fr(x) =

f(z) = In(x? + 22 + 2)

T 221212

(2x+2) =

22 +22+2) — 204+ 2)?

2x + 2

2+ 22 +2

222 — 4z

Az f7(x) =0, ha

(22 + 22 4 2)?

(22 + 22+ 2)2

—22% — 4 = 2z(x+2) =0 — 1 =0 Tg = —2
r< =2 xz=-2 | -2<z<0 z=0 0<z

f () — 0 + 0 —

f(x) | konkav | inf. pont konvex inf. pont | konkiv

11




Megoldas:
Dy = R\{0}.

Az f’(x) =0,ha2 = 2251, de ennek az egyenletnek nincs megoldasa, igy f-nek nincs

infleciés pontja.

<0 z=0 O<uz
f () + nincs ért. +
f(x) | konvex | nincs ért. | konvex

32. Vizsgafeladat Hatérozza meg az alabbi fliggvények adott pontjadhoz tartozo érintgjének

egyenletét!

(a)
sinz — 3

fi[-Loc[= R, f(z)= Noad

és x290=0

Megoldas: Az f fiiggvény xo = 0 pontjahoz tartozo érint§jének egyenlete:

g(x) = f'(0)(z - 0) + £(0)

) sinz — 3\ cosx\/m—(sinm—S)Q\/m
o= ( m) - T+ 1
1-(=3)3 5 -3
' = —2 - = ¢ _ — = —
f(0) = . 5 & f0)=+ 3
Az érint6 egyenlet:
g(z) = g:c -3

— ; —9
f(zx) . és o
Megoldas:
(@)=5-3@-2
JE) =5 75\
()
’f(m) =2z —1)sin3z+5 és xo :O‘
Megoldas:

g(x) =-3x+5

33. Vizsgafeladat Hatarozza meg az alabbi fliggvények adott egyenessel parhuzamos érinté-

inek egyenleteit!

12



(a)

f(z) =In(z*+6) és 5y — 2z =10

Megoldas: )
2z
! _
=)= 22+ 6
2.%‘0 2
/ _ I
f(xo)_ac%—i-ﬁ 5
9 5+1
:L‘O—5l‘0—|—6:0 — :L'l;QZT

Ha x = 2, akkor az érint§ egyenlete:

g(x) = g(:c —-2)+ f(2) = %(w —2)+In10

Ha x = 3, akkor az érint§ egyenlete:

o(z) = %(w _3) 4+ f(3) = %(x —9) 415

(b)

f:RT =R, f(x) =3z +5Inz é 4do—y=3
Megoldas: Dy = R*

y=4r —3 — m=4
5
f’(x):3+; — m=4

5
f’(xg):3+—:4 —
Zo

Az érint6 egyenlete:

g(x) =4(x —5)+ f(5) =4(x —5) + 15+ 5In5

(©)
f*R=R, flz)=2 322 +1 é y=9z
Megoldas:
y =9z — m=29
f'(z) = 32% — 6z
6+12
f,(.ro) = 3:6(2) —6x9 =9 — r12 =

Ha zg = 3, akkor az érint6 egyenlete:

g(x) =9x—=3)+ f(3)=9(x—3)+1

Ha z¢p = —1, akkor az érint6 egyenlete:
g(@) =9(x+1)+ f(-1) =9z +1) -3

13




2x+4

f(x):m—i-?x és m=17
Megoldas:
;o 2(x—6)2 — (2z +4)2(z — 6) _ —22-20
= (@~ g
gy = 200 =20 o “200-20 _
f(zo) = (0 — 677 +7=T - (v0 67 -0

—2x0—20=0 — xg = —10
Az érint§ egyenlete:

g(&) = T(@ +10) + f(—10) = 7(z + 10) — %

34. Vizsgafeladat: Irja fel a kivetkezs hozzarendeléssel adott f fiiggvény x¢ pontjahoz tartozé
harmadfoku Taylor polinomjat, ha

(a)

2x )
f(z) = @r1)? és x9=0
Megoldas:
Ty(z) = 22 — 4% + 623
(b)
’f(x) =In(2—2x)—sin(z—1)+5 ¢és 330:1‘
Megoldas:
1 1
Ty(z) =5-2(x—1) - 5(v - 1)? - 6(:1; —1)
(©)
’f(l’) = bz +2)cos(—x) & x= 0‘
Megoldas:
5  bad
(d)
flz)=2zvVx—2 & 290=3
Megoldas:
342 1 2, L, 33
To(z) =3+ 2(96 3)+ 8(IL‘ 3)° + 16(9: 3)

35. Vizsgafeladat: Szamitsa ki az aldbbi hatarértékeket!

(a)

In(2? + 1)

i o N A |
00 In(522 +7)

14



Megoldas:
2x

In(z% +1) L 21
im ————% = — =
z—oo In(bz?2 +7) oo w0 5:2317

7
2w 5047 _ L 54 _ 1

lim — - ——— = lim - i
z—o0 10 2241 25005 1+ 5

v1+8x —cos3zr _ 9

lim

z—0 sin 2x
Megoldas:
8 .
o A/1+8x—cos3z O0rpH.. 2m+3sm3x 4
lim - = - = lim =—-=2
z—0 sin 2x 0 z—0 2cos 2x 2
(c)
cos(¢) —10z—-1 .
x—0 2649” 2e™% - -
Megoldas:
L cos(5) — 10z -1 0y —sin(§)3 —10 _ —10 _ 1
x50  2eit — 2e~ 0 z—0 8el® 4 2¢—* 10
(d)
VT + 2 —2x 9
m — -2
=2 co8(2 —x) — 3 4
Megoldas:
7
- \/7{L‘—|—2—2$_QL’_Hhm W—Q _;%_g
z2c08(2—x)—% 0 @92 —sin(2 —x)(—1) — 3 B —3 4

36. Vizsgafeladat Végezzen teljes fiiggvényvizsgalatot az alabbi hozzarendeléssel adott fiigg-

vényekkel!
4

flx)y=2%—z
f(z)=a2*Inz
f(z) = ¥ (2? + bx)

2
*+x+1
fo) ===

15



