Komplex szamok

2014. szeptember 4.

. Feladat: Legyen 21 = 2 — 3i és 20 = 47 — 1.

Hatéarozza meg az alabbi kifejezés értékét!
(32’1 — 22’2)
Megoldas:

(321 — 222) = (3(2 — 3i) — 2(4i — 1)) =

(6—9i —8i+2)=8—17i =8+ 17i

. Feladat: Legyen 23 = 2 — 3i és 29 = 4¢ — 1. Hatarozza meg az alabbi
kifejezés értékét!

21+ 322),
Megoldas:
7T+ 32| =2 3i +3(4i — 1)| =
2430+ 120 — 3| = | — 1 — 15i] = /(=1)2 + (—15)2 = 226

. Feladat: Legyen 21 =2 — 37 és 290 = 41 — 1.

Hatarozza meg az alabbi kifejezés értékét!
|51 + 7|
Megoldas:

(2—3i)2+(4z'—1)‘:|—5—12i—1—4¢|:

| — 6 — 16i] = \/(—6)2 + (—16)2 = 292
. Feladat: Legyen 21 =2 — 3i és 20 = 471 — 1.
Hatarozza meg az alabbi kifejezés értékét!
(21 +2)(22 — 1)
Megoldas:
(z1+2)(22—1)=(2—-31+2)4i—1—1)=(4—-30)(3i — 1) =5+ 157



5. Feladat: Legyen z; = 2 — 3i és 20 = 47 — 1.
Hatarozza meg az alabbi kifejezés értékét!
Z% : 727

Megoldas:
2 Hm=02-3)2 4i—1=
(=5 —12i)(—1 — 4i) = —43 + 32i
6. Feladat: Legyen 21 = —8 — 61 és 20 = 3 — b1.

Hatarozza meg az alabbi kifejezés értékét!

Megoldas:

2 (-8—6i)* (—8—6i)* 28+ 96i
3+% 3+3-5i  6+5  6+5i
28+96i 6—5i 648+ 436i 648 = 436

— - = = — + —i
6+5 6-5  36+25 61 ' 61

7. Feladat: Irja fel a kovetkez6 komplex szdmokot trigonometrikus alak-
ban !

4
Z = =
1T 3430
Megoldas: Végezziik el algebrai alakban a kijelolt mtiveletet.
4 4 3—3i 4(3-3i) 2 2.
21 = g . = = - — =1 =
"7 343 3+3i 3—3 18 3 3

A komplex szam valds része pozitiv, a képzetes része negativ, igy a
keresett szdg a negyedik negyedbe esik. Masrészt tg8 = —1 . Tehét

B=45° =  a=315°

Szamoljuk ki az abszolutértéket:

- -3

Irjuk fel a trigonometrikus alakot.

2 2. 22
5 5= \3[ (cos 315° + sin 315°)



8. Feladat: Irja fel a kovetkezs komplex szdmokot trigonometrikus alak-
ban !

2o = 8i(V/3 — 1)

Megoldas: Végezziik el a kijelolt mtiveleteket algebrai alakban.
2 =8i(V3—1i) =8V3i+8

A valos és képzetes rész pozitiv, egy els6 negyedbe es6 komplex szamot
szeretnénk felirni trigonometrikus alakban. Masrészt tgfs = % =3.
Tehat

B =a=:60°

Szamoljuk ki az abszolutértéket.

2
r=y/(8v3) +8 =16
A keresett trigonometrikus alak:

8i(V3 — i) = 8v/3i + 8 = 16 (cos 60° + sin 60°)

9. Feladat: Irja fel a kovetkezs komplex szdmokot trigonometrikus alak-

ban !
2= (—4—4V3i)%
Megoldas: Irjuk fel —4 — 41/3i-t trigonometrikus alakban. A valos és
képzetes rész negativ, azaz egy harmadik negyedbe es§ komplex szdmot
szeretnénk felirni trigonometrikus alakban. Masrészt tgf8 = % =1.
Tehat
B = 45° — a = 225°

Szamoljuk ki az abszolitértéket.

r— \/(—4)2 + (—4\/5)2 _

A keresett trigonometrikus alak:

—4 — 4V/3i = 8 (cos 225° + sin 225°)

Végezziik el a hatvanyozas miveletét.

20
(—4-4v3i)" = (8(cos225° + sin 225°)) =

820 (cos 20 - 225° 4 sin 20 - 225°) = 8%Y (cos 180° 4 sin 180°) = —82°
Felhaszndlva, hogy

20 - 225° = 4500° = 4500° — 12 - 360° = 180°



10. Feladat: Legyen
21 = 3(cos40° +isin40°)  és 2o = v/2(cos 110° + isin 110°).

Hatarozza meg az alabbi kifejezés értékét!

2

22
Megoldas:

2 2 2(cos0° +isin0°)

22 v/2(cos110° +isin110°)  v/2(cos 110° + 4 sin 110°)

V2(cos(—110°) + i sin(—110°)) = v/2(cos 250° + i sin 250°)

Felhaszndlva, hogy

—110° = —110° 4 360° = 250°

11. Feladat: Legyen
21 = 3(cos40° +isin40°) s 23 = v/2(cos 110° + isin 110°).
Hatarozza meg az alabbi kifejezés értékét!
250 - 2

Megoldas: Végezziik el elGszor a hatvanyozas miiveletét.

(3(cos 40° + isin 40°))* = 3%9(cos 50 - 40° + i sin 50 - 40°)

3%0(cos 2000° + i sin 2000°) = 3°(cos 200° + i sin 200°)
Felhasznalva, hogy

2000° = 2000° — 5 - 360° = 200°
Végezziik el a szorzis miveletét.
20+ 25 = 3%9(cos 200° 4 i sin 200°)v/2(cos 110° + i sin 110°) =

3°0v/2(cos 310° 4 i sin 310°)



12. Feladat: Legyen
21 = 3(cos40° +isin40°)  és 2o = v/2(cos 110° + isin 110°).
Hatarozza meg az alabbi kifejezés értékét!

21

22

5

Megoldas: Végezziik el elgszor az osztas miiveletét.

2 3(cos40° 4 isin 40°)

22 V/2(cos 110° + isin 110°)

3 3
——(cos(=70°) 4+ ¢sin(—70°)) = —=(cos 290° + 7 sin 290°) =
s eos(=T0°)  isin(70%)) = )

Felhasznalva, hogy
—70° = —70° + 360° = 290°

Végezziik el a gyokvonas miveletét.

571 _ s 3 cos 290° 4 7 si °) =
— ={—= + 2sin 290°) =
e \/ﬁ< )

3 <C 290° + k- 360° | 290°—|—k-360°>_

5

V2

5 4+ 72 8In 5

5/ 3 cos(b4° + k- 72°) + isin(54° + k - 72° ahol k=0;1;2:3;4
V2

13. Feladat: Oldja meg az aldbbi egyenleteket a komplex szdmok halma-
zan !
(a) ,
—341
5—3¢
Megoldas Végezziik el a kijelolt miveleteket.

(6 —i)22 +9+ 2 =

(6 —1)%> =35—12i

—34i  —34i 5+3i 34(3—5i) 5 e
= . = = — 1
5—-3i 5—3i 5+3i 25+ 9
i3 =% = —i



Oldjuk meg az egyenletet.
—341
5—31
(35 =12i)2+9—2i =3 - 5i
(35 — 12i)zi = —6 — 3@
—-6—-3 —6-3i 36+12¢ —180—180¢ —180 — 1802

(6 —i)%2+9+ 2 =

z = = =

T 35— 120 35— 12i 35+ 127 1225+ 144 1369
Tehat a végeredmény:

180 180 .

1369 1369

42> +4z+17=0
Megoldas Hasznaljunk gyokképletet.

—4+16—16-17 —4++/-256 —4+16i
8 N 8 N 8

212 =
Tehét a gyokdk xq = —% +2i és ¢ = _% —92

z+@:0
z

Megoldas Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat z-vel.
2> +6i=0

Ez egy hianyos masodfoku egyenlete. Rendezziik az egyenletet z2-
re.
2% = —6i = 6(cos 270° + isin 270°))
270° + k - 360° 270° + k - 360°
212 = NG <cos % + 4 sin +2> =

21.2 = V6 (cos(135° + k - 180°) + i sin(135° + k - 180°)) ahol

220 =1

Megoldas Rendezziik az egyenletet z?-re. Hasznaljuk fel, hogy
°=i% =1

23 = —1+4i=2(cos 135° + i sin 135°)
. 135° 4 k - 360° 135° 4 k - 360°
21;2;3 = V2 <cosjL + 7 si +> =

781N

3 3
212 = V2 (cos(45° + k - 120°) + i sin(45° + k - 120°)) ahol

k=0;1;2



(40 — = + 3iz) (6— 4 ) =0

2tz + 1
Megoldas Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényez§je nul-
laval egyenls. Tehat oldjuk meg az alabbi egyenleteket.

—4
40— 2+3iz=0 6 6-—— " —0
21z +1
) ) 40
40—2+3iz =0 — 40 = (1-31)z — =T
— 3

Végezziik el az osztast.

L0 143 0043
1-3i 1+3i 1+9

Oldjuk meg a masik egyenletet is.

z—4 z—4
— =0 — 6 =
21z +1 2tz +1

6(2iz+1i) =2z—4
(12 — 1)z = —4 — 6i
—4—-6i —12i—1 —684 54¢ 34 w 27
= . f— [ — 71—
21i—1 =21li—1 441 +1 221 221
Tehat két gyokot kaptunk:

z

34 27
=44+ 121 & = —— 41—
21 + 122 és 29 221+z221
1—-57 2444
e i
51z 3z +1

Megoldas: Hozzunk kézos nevezére.

(1 —50)(3z+1) + 5iz(2 + 42)

=0
5iz(3z + i)

Egy szorzat akkor nulla, ha szamlildja nullaval egyenls. Oldjuk
meg z alabbi egyenletet.

(1-5i)(3z+1) + 5iz(2+4i) =0
3z+1—5iz+5+10iz + 20z =0
(23 +5i)z=—-5—1i
—5—i —5—1i 23—5i 60

1
- = ' =———+-—i=0,21 ;
=035 315 3_5 2 Tgrpt — U2166+0,00360




14. Vizsgafeladat: Végezze el a kijelolt miiveletet!

(a) <—9 + 13i> 10
430

Megoldas: Végezziik el elGszor az osztés miiveletét algebrai alak-

ban. ] ) )
—94+13¢ 4+ 3¢ —75 4+ 251 .
— - - = =-3+1
4—-3i 44+ 3¢ 1649

Térjink at trigonometrikus alakra. Az abszolutérték:

r=VCBP + 2 = V0

Mivel valos rész negativ, a képzetes pedig pozitiv, a komplex szdm
a mésodik negyedben van. Igy a = 180° — §.

_ bl _ =3 _
a1
8=18,45° —  a=161,55°
—3+7= IO(COS 161, 55° 4+ 4 sin 161, 550) =

Végezziik el a hatvanyozas muveletét.

tgps -3

10
(\/10(cos 161,55° + isin 161, 55°) :) = (v/10)'°(cos 10161, 55°+i sin 10-161, 55°) =

10°(cos 1615, 5° + i sin 1615, 5°) = 10°(cos 175, 5° + i sin 175, 5°)
Felhasznalva, hogy
1615,5° — 4 - 360° = 175, 5°

(b)
</2 i62i(_1 — i)
Megoldas:
5 1622-(*1*2')3 =3 i62i(*1—i)2(717i) = 5 5; (~20)(-1-i) =
%fii)(—?i)(—l—i) = _ml(:i;rl) = —16 = 16 (cos 180° + 7 sin 180°)

2, = 2(cos (k- 90°) +isin (k- 90°)) ha k=0,1,;2;3

2p = 2(cos0° 4+ isin0°) =0
z1 = 2(c0s90° 4 isin90°) = 2¢
z3 = 2(cos 180° 4 isin 180°) = —2
23 = 2(cos270° +isin270°) = —2i



10

2 (cos 80° + 7 sin 80°) (\/5 - Z\/ﬁ)
Megoldas: Célszerd attérni trigonometrikus alakra.
2i = 2(cos 90° + isin 90°)
V5 — iv/15 = v/20(cos 300° + i sin 300°)
mivel
tg =3 — 8 =60° és r =20

Végezziik el a miiveleteket.

10
2(cos 90°+i sin 90°) (cos 80° + 7 sin 80°) (\/20(cos 300° + 4 sin 300°)) -

2(cos 90°+i sin 90°) (cos 80° + i sin 80°) 20°(cos 120°+i sin 120°) =
2 - 207 (cos 290° 4 7 sin 290°)

15. Vizsgafeladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan az aldbbi
egyenletet!
(P =)+ T7) =0

Megoldas: Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezGje nulla, igy
az alabbi két egyenletet kell megoldani

A _i=0 e P2+7=0

Az els6 egyenlet megoldasa:
2 —i=0
2t = —i = 1(cos 270° + i sin 270°)

7811

4 4
2 = cos(67,5° + k- 90°) 4+ isin(67,5° + k- 90°) ha k=0,1,2,3

A masodik egyenlet megoldasa:
24+7=0 = =7
z=+V7-i



Tehat az egyenlet megoldasai:
21 = c0s67,5° +isin67,5°

29 = cos 157,5° + isin 157, 5°
23 = cos 247,5° + 18in 247, 5°
24 = c0s 337,5° + 18in 337, 5°
z5 = VTi = V/7(cos 90° + i sin 90°)
26 = —V/Ti = V/T(cos 270° + i sin 270°)
16. Vizsgafeladat: Oldja meg a komplex szdmok halmazan az aldbbi

egyenletet!

(24 V3i)2° +2 — V3i= -3
Megoldas: Elgszor rendezziik az egyenletet:
S TOFIVE  ShHiV3 2-iV8  STHTIVE L e
2413 2+ivV3 2—iV3 4+3
2% = 2(cos 120° + 4 sin 120°)
212345 = v/2(cos 120° + isin 120°)
120° + k - 360° 120° + k - 360°
zk:\‘r)@<cos++' i +>

. isin 3
2k = V/2(cos(24° + k- 72°) +isin(24° + k- 72°))  ha k=0,1,2,3 4

17. Vizsgafeladat: Oldja meg a komplex szdmok halmazidn az alédbbi
egyenletet!
—iz? — 62+ 10i =0

Megoldas: Hasznaljunk a gyokképletet:

6+ /36 —4(—i)(10) 6+v—4 6+2 3+

A g
b —2i Y —2i i

Tehat az egyenlet megoldasai

21:—1+3i 22:—1+3i

10



18.

19.

Vizsgafeladat: Oldja meg a komplex szdmok halmazan az alabbi
egyenletet!
2242z =—1-2i—22

Megoldas:Rendezziik az egyenletet.
24+ (20 +2)2+1+2i=0

Hasznaljunk a gytkképletet:

—(2+4+2) 4+ 8 +4—4-38i
212: =
’ 2

—2-2ity—4 —2-2i+2
2 - 2

=—-1—-1=£1

Tehat az egyenlet megoldasai

z1=—1 29 =—1—2

Vizsgafeladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan az alabbi
egyenletet!
24 +3i22 +10=0

Megoldas: Ez egy negyedfokt egyenletet, amely visszavezethet§ mé-
sodfoktra z? = z helyettesitésével.

24 4+3i22+10=0 — 22+ 3iz+10=0

Hasznaljunk gyokképletet x meghatarozasahoz:

—3i+v/—9—40 —3i+t\/—49 —3i+Ti
2 o 2 - 2

T12 =

x1 = 2% = 2i = 2(cos 90° + i 5in 90°)

[} k' (0] (o] k' [}
zk:\/i(cosgo +2 360 +isin—90 +2 360)

2) = V2(cos(45° + k - 180°) + isin(45° + k - 180°))  ha k=0,1

Ha
Ty = 2% = —5i = 5(cos 270° + isin 270°)

270° + k& - ° 270° + k& - ©
zl:\/g(cosm +2 360 —i—isin—70 +2 360)

2 = v/5(cos(135° 4 1 - 180°) + i sin(135° + 1 - 180°)) ha 1=0,1

11



20. Vizsgafeladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan az aldbbi
egyenletet!
220 +4v2° +8=0

Megoldas: Vezessiik vissza az egyenletet 23 = x helyettesitésével egy
méasodfoki egyenletre:

228 +4v222 +8=0 — 222 + 42z +8 =0

Hasznaljunk gyokképletet x meghatarozasahoz:

—4V2+/32-64 _4ﬂi*/_32——\@iif2
4 B 4 B

T12 =

r1 =25 = —V2 +iv2 = 2(cos 135° + i sin 135°)
: 135° + k - 360° 135° + k - 360°
zk:€f2<cos++" +>

7811

3 3

2) = V/2(cos(45° + k - 120°) + isin(45° + k- 120°)  ha k=0,1,2

Ha
To = 2% = —V/2 —iV/2 = 2(cos 225° + i sin 225°)
225° + k - 360° 225° + k - 360°
2 = V2 (COS+3 —I-isin—i_3>

21 = V/2(cos(75° + 1 - 120°) + sin(75° + 1 - 120°)  ha 1=0,1,2
Tehat az egyenlet gyokei:
21 = V/2(cos 45° + i sin 45°)

29 = V/2(cos 165° + i sin 165°)
25 = V/2(cos 285° + i sin 285°)
24 = \3/5(008 75° 4+ i sin 75°)
25 = v/2(cos 195° + i sin 195°)
26 = V/2(cos 315° + isin 315°)

21. Vizsgafeladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan az alabbi
egyenletet!

(2 — 3i)2% + 8v/2(cos 225° + i sin 225°) = —40 + 40i

Megoldas: El6szor rendezziik az egyenletet.

12



(2 — 3i)2% + 8v/2(cos 225° + i sin 225°) = —40 + 40i
Irjuk fel 8v/2(cos 225° + isin 225°) komplex szadmot algebrai alakban.
8v/2(cos 225° + isin 225°) = 8v/2 <—1 - 2'1> =—-8—-28i
V2 V2

Behelyettesitve:
(2 —3i)2* — 8 — 8i = —40 + 40i
,  —32+48i
2=
2 —3i

Végezziik el az osztést:
4 —32+481 2+3i  —208

- : - — 16 = 16(cos 180° + i sin 180°
: 2-3i 2+3i 449 (cos 1807 4 sin 180°)

Az egyenlet gyokei:

180° + k - © 180° + & - ©
zk=%<cos —80 +4 360 —i—isin—SO +4 360)

2 = 2(cos(45° + k- 90°) +isin(45° + k£ - 90°)) ha k=0,1,3,4

22. Vizsgafeladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan az aldbbi
egyenletet!
(2> =4z +5) (" +81i) =0
Megoldas: Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényz6je nulla. Igy
két egyenletet kell megoldanunk.

2—4z4+5=0 6 2'+8li=0
Oldjuk meg a kapott egyenleteket.

4++/16—-20 4+2

=24
2 2 !

22 —4z4+5=0 — Z12 =

A4 81i=0 — z = v/—81i = {/81(cos 270° + 7 sin 270°)

2 o . (e} 2 [} k . o
zZp = V81 <COS —70 +3k 360 + 7sin —70 +3 360 )

2 = 3(cos (67,5° + k- 90°) + isin (67,5° + k- 90°)) ha k=0,1,23

13



Tehat a kovetkezs 6 darab gyokst kaptuk:
21 =241

22:2—’i

z3 = 9(cos 67,5° 4+ isin67,5°)

9(cos 157,5° 4+ isin 157, 5°)
9(cos 247,5° 4 isin 247, 5°)
9(cos 337,5° 4 isin 337, 5°)

24
25
26

23. Vizsgafeladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan az aldbbi

egyenletet!
3 129

(i22)3

Megoldas: Rendezziik az egyenletet:

729 729
3 _ 3 —
Z+(i2z)3_0 — Z+_Z3_O

2
2= 7739 20 =729

2 = V729 = {/726(cos 0° + 4 sin 0°)

o k‘ [¢] o k' [¢]

2, = 3(cos (0° + k- 60°) 4+ isin (0° + k- 60°)) ha k=0,1,2,3,4,5

°+k-360° . °4k-360°
2 = cosf+zsmf

14



