Sorozatok

2014. oktbber 15.

Hatarozza meg a kovetkezs sorozatok hatarértékeit!

1. Zh feladat:Vizsgélja meg monotonitas és korlatossag szerint az alabbi

sorozatot!
_ 3n+4

fn = on — 1
Megoldas: Monotonitas eldontéséhez vizsgaljuk meg an4+1 — ay, el6je-
lét.

ha n=12;---

Ha
(a)
ap1—apn > 0 minden n-re, akkor a,, szigoriian monoton névekvé.
(b)
Gpt1 —ap >0 minden n-re, akkor a,, monoton novekva.
(c)
Ant1—an <0 minden n-re, akkor a,, szigoriian monoton csékkend.
(d)
n+1 —ap <0 minden n-re, akkor a,, monoton csokkend.
3n+7 3n+4 (Bn+7)5n—-1)— Bn+4)(5n+4)
a —Qa = — e g
T T B4 Bn—1 (5n+4)(5n — 1)
—93 _
= <0

(bn+4)(bn—1) +-+
Tehét a,, szigortan monoton csékkend.

Ha a,, szigortian monoton csokkend, akkor a; > ag > --- > a, > -+ -,
azaz aj > an, minden n-re, igy a,, feliilr6l korlatos és K = a; = %.



Mivel a,, szigoriian monoton csokkend és nagyon nagy n-re %—héz kozeli
értékeket vesz fel, igy az a sejtés, hogy az also korlat k = %

Bizonyitsuk be, hogy

n+7_ 3
>7

minden n € NT-re.
5n —1

Szorozzuk meg az egyenlGtlenség mindkét oldalat 5(5n — 1) > 0-val.
5B3n+7>306Gn-1) —  35>3

Mivel 35 > 4 igaz, az ekvivalens atalakitasok miatt az eredeti allitas is

igaz, igy a, valéban alulrél korlatos és k = %

. Zh feladat:Vizsgalja meg monotonitas és korlatossag szerint az alabbi

sorozatot!
_ 3 —4n

- 5—Tn

Megoldas: Vizsgaljuk el@szor a monotonitast:

bn

ha n=12;---

—4n—1 3—4n  (—4n—1)(5—-Tn) — (3 —4n)(-Tn —2)
—n—2 5—Tn (=Tn—2)(5—Tn) N

n4+1—0ap =

1 +
Cin—26-tm) —.- "

Tehét a,, szigortan monoton ndvekvd.

Monotonitast felhasznalva felirhatjuk, hogy a1 < a2 < -+ < a, <
- azaz a1 < a, minden n = 1;2;--- esetén, tehat a sorozat alulrol
korlatos és az alsé korlat k =a; =0, 5.

Mivel a,, szigortan monoton névekvs és nagyon nagy n-re %—héz kozeli
értékeket vesz fel, igy az a sejtés, hogy a felsé korlat K = %. Bizonyitsuk

be, hogy - A
—4dn

< -

5—T 7

Szorozzuk meg az egyenl6tlenség mindkét oldalat 7(5 — 7n)-nel.De ve-

gyiik figyelembe, hogy ha n = 1;2;--- akkor 5 — 7n < 0. Egy egyen-

l6tlenség mindkét oldalat negativ szdmmal szorozva, az egyenlGtlenség
irdnya megvaltozik.

minden n-re

7(3—4n) > 4(5 — n) — 21 > 20

Mivel 21 > 20 igaz, az ekvivalens atalakitasok miatt az eredeti allitas
is igaz, azaz a, feliilrél korlatos és K = %



3. Zh feladat: Konvergens-e az aldbbi sorozat? Ha igen, adja meg azt
az N kiiszobszamot, amelytél kezdve a sorozat elemei a hatérérték e =
1073 sugar kérnyezetén beliil esnek!

_3n+1
CAn+T

Gnp,

Megoldas: Elészor vizsgaljuk meg, hogy konvergens-e a sorozat.

3n+1  nB+2) . 3+4 3
im :hm77*hm - =
n—oo 4n + 7 n—)oon(4_|-ﬁ) n—>c>o4_|_H 4

Mivel a hatarértéke véges, a sorozat konvergens. Hatarozzuk meg az € =
1073 tartozo koszobszamot, azaz oldjuk meg az alabbi egyenl6tlenséget:

3n+1 3 < 1
dn+7 4 1000
4B83n+1) —=3(4n+7)) - 1
4(4n + 7) 1000
—17 1
<
A(4n+7) ‘ 1000

Prébaljuk meg elhagyni az abszolitértéket. Ehhez azt kell megvizs-
galni;, hogy milyen az el6jele a kapott tortnek. Mivel a szamldld ne-
gativ, a nevezd pedig n = 1;2;--- esetén pouzitiv, a tort negativ. Egy
negativ szdm abszolutértéke pedig dnmaganak —1-szeresével egyenld.
Tehat az abszolutértéket elhagyhatjuk, ha a toértet szorzom —1-gyel.

T L
A(4n+7) ~ 1000

Egyszertibben:
17 1

1@+ 7) = 1000

Szorozzuk meg az egyenl6tlenség mindkét oldalat 1000(4n + 7)-tel. Mi-
vel 4n + 7 > 0, az egyenl6tlenség irdny nem valtozik.

1
4250 = 7000 <4dn+7
4243
1060, 75 = 4 <n
Tehat az € = 1073 tartozo koszobszam N = 1060. Ez azt jelenti, hogy
a sorozat els6 1060 tagja kiviil esik a hatarérték ¢ = 1072 sugari

kérnyezetén, de az Osszes tovabbi, azaz végtelen sok elem mar beliil
lesz.



4. Zh feladat: Konvergens-e az alabbi sorozat? Ha igen, adja meg azt
az N kiiszobszamot, amelytél kezdve a sorozat elemei a hatérérték e =
10~* sugara kérnyezetén beliil esnek!

8+ 10n
a, =
" 2—5n

Megoldas: Szamitsuk ki a sorozat hatarértékét:

o 8+10m . nE+4+100 . &410
lim = lim 32—~ = lim Z =
n—oo 2 — hn n—00 n(% _ 5) n—00 % _

Mivel a hatarértéke véges, a sorozat konvergens. Hatarozzuk meg az
¢ = 10~ %-hez tartozo koszobszamot. Ehhez oldjuk meg az alabbi egyen-
16tlenséget:

’8—1—10?1 ‘ 1
2| <

2 — bn 10000
‘8+10n+2(2—5n))’ 1
2 — bn 10000
‘ 12 | _ 1
2 —5n| 10000

Mivel a szamlaloé pozitiv, a nevez6 pedig negativ, a tort maga negativ.
Egy negativ szam abszolutértéke pedig énmagénak —I1-szere. Igy az
abszolutértékjel elhagyhatd, ha a tortet szorozzuk -1-gyel.

12 < 1
2—-5n 10000

Szorozzuk meg az egyenldtlenség mindkét oldalat 10000(2 — 5n) -val.
Fontos, hogy negativ szdmmal valé szorzds miatt az egyenlGtlenség
irdny megvéaltozik.

—120000 > 2 — 5n

—120002 > —5n

Osszuk el az egyenldtlenség mindkét oldalat -5-tel. Az egyenlétlenség
irdny tjra megvaltozik.
—120002
24000,4 = % <n
Tehat az € = 107% tartozo koszobszam N = 24000. Ez azt jelenti,
hogy a sorozat végtelen sok tagja esik a hatarérték ¢ = 1074 sugara
kérnyezetébe és pontosan az els§ 24000 tagja esik kiviil.



. Zh feladat:

Megoldas:

100 n
lim <<1+8> _ <8> ) T N
n—00 n 3
. Zh feladat:
n 1 —n
lim <<1+3) + <> ) =
n—o00 n 2
Megoldas:

3\" 1" 3\"
lim <<1—|—> + <) = lim <<1—|—> +2”> = e’+o00 = 00
n—00 n 2 n—00 n

. Zh feladat:

Megoldas:

. ) 5\ " o5 _ 1 1 _1+0_1
n1—>120 +E T _nl—>rgo (1+%)n+\/ﬁ _65 _65

. Zh feladat: 4
lim (3n* 4+ V7n® — §n2) =

n—oo
Megoldas: Polinom vizsgalatanil keressiik meg a legmagasabb fok-
szamu kifejezést és emeljiuk ki:
. 4 5 4 9 . 5 (3 41
lim (3n? +V7n® — —n?) = lim n ——i—\f—f—?) =0-V7=00
n—o00 n 3n

n—00 3

. Zh feladat:
lim (n? + 3n — 5n) =

n—oo

Megoldas: Keressiik meg a legmagasabb fokszama kifejezést és emel-
jik ki:

1 3
lim (n? 4 3n — 5n%) = lim n® (4+—5> =00 (—H)=—o0
n

n—o0 n—o0 nd



10. Zh feladat:
lim (5" —3") =

n—oo

Megoldas: Egynél nagyobb alapt exponencialis fliggvények esetén ke-
ressiik meg a nagyobb alapit és emeljiik ki:

i 73 = i 5 (1 (§) ) =0 =

11. Zh feladat:
lim (10" — 2%") =

n—oo

Megoldas: Az alapok egynél nagyobbak, de a kitevSk kiilonbézéek.
Hatvanyozas azonossagait felhasznalva érjiik el, hogy a kitevé mindkét
kifejezésben n legyen. Majd keressiik meg a nagyobb alapot és emeljiink
ki:

lim (10" — 2%") = lim (10" — (2%)") =

n—oo n—oo
lim (10" — 16™) = lim 16" 107" 1) = 1) =
Jim (10" —16") = lim ) ~1) =0 (-1)=-x
12. Zh feladat:
lim (3" —57") =

n—0o0

Megoldas: Az alapok egynél nagyobbak, de a mésodik tagban a kitevs
negativ. Igy 57 — 0 .

3 n -\ 1 n 1”_ o
Jim 5 = i (7 () ) =0 -0=x

13. Zh feladat:
n2+3n—-5

im ——— =
n—oo 6n2 + Tn — 15
Megoldas: Vizsgaljuk meg kiilon a szamlal6 és a nevezd hatarértékét.
. n?+3n—-5 00
lim ————— = —
n—o0 6n% 4+ Tn —15 oo
Ez egy kritikus eset, ebb@l az alakbél még nem tudjuk leolvasni a

hatarértéket Mind a szadmléloban mind a nevezében a legmagasabb
fokszam 2, ezért emeljiik ki n’-t:

Weasnos _ L mi(14io ) 1
— - - = 1M V- = =
nooo 6n? +7n—15  noocon2(6+ L - 18) " 6



14. Zh feladat:
o o 3n?—11n*—Tn+3
lim =

n—0o 4 4 Tn3 4 /2n2

Megoldas: Vizsgaljuk meg kiilon a szamlalo és a nevezd hatarértékét.

oo 3n2—11nd—Tn+3 —00
lim =
n—oco 44 7n3 4 /2n? 00

Ez egy kritikus eset, tovabbi vizsgalatra van sziikségiink. Mind a szam-
laloban mind a nevezdben a legmagasabb fokszdm 3, ezért emeljiik ki

n3-t:

. 3n?—11n3 —Tn+3 o2 —11- 5+ ) 11
hIIl = hm —
n—oo 44 7nd 4 /2n? noo (A 474 V2 7

n

15. Zh feladat: )
i (2 DE13)
n—oo  n(3n —1)>2

Megoldas: ElGszor végezziik el a szorzas miiveletét a szamlaléban és

a nevezGben is:
i (n?+1)(2n + 3) ~ lm 2n3 + 3n? + 2n + 3) _

n—oo  n(3n —1)2 n—oo  n(9In? —6n+ 1)

o2+ 3n2+2n+3
lim =
nsoo  9nd —6n2+n

Most mar két polinom hanyadosat kell vizsgalni, keressiik meg a keg-
magasabb fokszdmu kifejezést és emeljiik ki:

nP2+3i+%5+5%) 2

lim ==
n—oo 39— 8 4 &) 9
16. Zh feladat: ) 5
lim (B3n®—1)(n°+1) _
n—oo  5n3(n + 4)2
Megoldas:
. GBr2-1D®*+1) . 3n®—nd+3n2-1
lim = lim =
n—oo  5n3(n + 4)2 n—oo 5n3(n? + 8n + 16)
lim 3n5—n3+3n2—1: ‘m n5(3—%+%—;15):§
n—oo 5n® +40nt 4+ 80n3  n—oo  n5(5+ 47? + %) 5



17. Zh feladat:

I 3n+4
im —— =
n—00 /1 + Tn?2
Megoldas:
Lo Bnd n(3+3)
1 —_— = =
n—00 \/14_7”2 n—00 2(%_’_7)

18. Zh feladat:

Megoldas:

19. Zh feladat:

Megoldas:

1 14+ =
lim ~ - — S =0-(-1)=0
n—oo n ol 1+ 3
20. Zh feladat: ) s
—12
lim n n =
n—=oo 4nd — n — 17
Megoldas:
. n2 — 12n°
Iim ——— =
n—=oo 4nd — n? — 17
5(1 1
lim n =lim - - —2*>——=0-12=
n—)oong(%_l_%) n—oo N4 7%— _%



21. Zh feladat:

. 4n'%—n
lm ——— =
n—oco n — 2n3
Megoldas:
4nl0 _ nl0(4 — L 4 — L
lim = lim M = lim n’ n2 = 50 (—2) = —0
n—oo M — 2n3 n—o00 n3(i2 — 2) n—00 % -9
n n
22. Zh feladat:
V3 =b5n—-9n7
lim =
n—00 4 —3n
Megoldas:
V3 —5n—9n7 nf(B-5-9 = B-_5_g
lim = lim e = lim n’*—; =003 =00
n—00 4 — 3n n—o00 n(, — 3) n—00 £_3
n n
23. Zh feladat:
VAnS 4+ 3n5 +11

m
n—oo  2n2 —Tn+2
Megoldas:

3, 11
R T T I S SRR VA € o e )|
lim = — = lim = 5 =
n—oo  2n2 —Tn+2 00 n—oo n2(2 -4 F)

lim —7

PR T A

24. Zh feladat:

o VP +3n+1
lim
n—00 4+ 7Tn
Megoldas:
4/,.5 3 1
Vn® +3n + 1 \/”(1+H+$)
li lim T —
Wiries i EeE
lim i zlimn14—:oo.7:oo
25. Zh feladat:
L 2n + 3 2
m — = —...=Z
n—co 3n 4 v4An2 + 3 5



Megoldas:

) 2n+ 3 . ”(24‘%)
llm EEE—— 1 1 0 0 } —
n—00 3n + v4n2 + 3 n—>003n+ n2(4+%)

24 3 24 3
nﬁoo3n+m/4+% "Hmn(3+1/4+%>
2+ 3 2 2
lim L = 227
n—>oo3+ /4+% 3_|_ 5
26. Zh feladat:
12n2 +5

lim =
n—oo dn? 4+ /Tn3 + 1

Megoldas:

12n2 +5 00

lim = —
n—=oo 4n? +/Tn3 + n— 00

Emeljiik ki a legmagasabb fokszamu kifejezést a szamlaloban és a ne-
vezében. A nevezében is n2-t kell kiemelni. Ehhez emeljiik ki elsére a
gyok alatt nt-t.

, 1202 +5 . n%(12 + 5)
lim = lim n =
n=004n? 4+ /T3 +n—1 nooo 4n2+\/n4(1+%—i4)
n n n
n*(12 + 5) 12

27. Zh feladat:

i 344
noo 5 —3nt2
Megoldas:
PR S o
noo b — 3742 | _oo
Emeljiik ki a 3™-t.
oo3vteg 0 37h3n g
lim — = lim —— =
n—oo b — 3n+2 phoo 5 —32.37
lim 371(%4_%) = lim %4_% :é:i
n—00 3”(37 — 32) n—00 3% — 32 9 27

10



28. Zh feladat:
qn — 5n+1
lim —— =
n1—>ngo 1—-7n

Megoldas:
lim -5 S—
nooo 1—7"  —00
5P ((3)" —5 (-5
lim —((51) )~ tim <5) ~7(51) =0-5=0
n—00 7”(7 — 1) n—oo \ 7 = — 1
29. Zh feladat:
32n+1 +5
lim =

n—oo 9 —23n
Megoldas: Ahhoz, hogy eldéntsiik, hogy melyik a legerdsebb kifejezés,
alakitsuk &t az expomnencialis kifejezéseket tgy, hogy a kitev6ben n
legyen.

lim ———— = lim ————— = lim ——— =

n—oo 9 — 23n n—oo 9 — (23)n nooo 9 — 8n
Most mar latszik, hogy 9"-t kell kiemelni a szdmlaléban, a nevezében
pedig 8"-t.

9 (3+ 2 9\"3+5 ()"
lim (9 = lim () - n(g) =00 (=3) = -0
noo 8 (g — 1) =8/ 9(g)" —1
30. Zh feladat:
8n+2 +92
lim —— =
n—oo ] — fn—1
Megoldas:
31. Zh feladat:
. 22n 4 310
nh_%lo 925 _ 5n+3 -
Megoldas:
2277, + 310 (22)n + 310 4n + 310

ey = o5 = m s =

Végezziik el a kiemelést a szamlaléban és a nevezében.

310 310
thﬂT):hm énﬁzo.izo
nooo 5n(2 125) noeo\5) 2125 125

11



32. Zh feladat:

43n —10m
P T

Megoldas: Ahhoz, hogy 0ssze tudjuk hasonlitani az exponencialis ki-
fejezéseket, alakitsiik at cket, ugy, hogy a kitevd n legyen.
43n — 10" . (43 —10m . 64" — 10"

A 08 7 i 08 — (72 o 108 — 4gn

Most méar latszik, hogy a szamlaléban 64™ a leger&sebb, a nevezében
pedig 49". Emeljiik ki 6ket.

n 1710: noq_ 10\™
li 64" 64" — lim <64> -7(64) =o00-(—1)

m ——- = —
n—oo 49n 108 1 n—oo \ 49 108

49 iom
11\" 1
im ((1==) +4n*)=...= —
n—00 n ell
Megoldas:

11\" —11\" 1 1
lim <<1—) +4n_4> = lim (<1+> +44> =e 0=+
n—00 n n—00 n n €

34. Vizsgafeladat:Vizsgalja meg monotonitas és korlatossidg és konver-
gencis szempontjabél az aldbbi sorozatot! Ha konvergens, adja meg
azt az N kiiszObszamot, amelyt6l kezdve a sorozat elemei a hatarérték
¢ = 10~* sugaru kérnyezetén beliil esnek!

= —00
197

33. Zh feladat:

n—>a
a prd
" 1—-3n

Megoldas: Monotonitas eldéntéséhez vizsgaljuk meg an4+1 — ay el6je-
1ét.

n—4 n—-5 (n—4)(1-3n)—(n—>5)(—-3n—2)

—3n—2 1-3n (—=3n —2)(1 — 3n)

n4+1—0an =

—14 _ =
(=3n—2)(1—-3n) — — <

Tehét a, szigortan monoton csdkkend.

Ha a,, szigortan monoton csékkend, akkor ay > a2 > --- > ap > ---
minden n-re, igy a, feliilr6l korlatos és K = a; = 2.

12



Mivel a,, szigoriian monoton cstkkend és nagyon nagy n-re —%—h(‘jz
kozeli értékeket vesz fel, igy az a sejtés, hogy az als6 korlat k = —

1
g.
Bizonyitsuk be, hogy

n—2>5 1

T > 3 minden n € NT-re.

Szorozzuk meg az egyenl6tlenség mindkét oldalat 3(1 — 3n) — nel. De
vegyiik figyelembe, hogy 1 — 3n < 0, ha n = 1;2;---. Tehét a szorzas
eredményeként az egyenlétlenség irdnya megvaltozik.

3(n—5) < —(1—-3n) — -15< -1

Mivel —15 < —1 igaz, az ekvivalens atalakitdsok miatt az eredeti allités
is igaz, igy a, valoban alulrol korlatos és k = — 2

g.
Vizsgaljuk meg, hogy létezik-e véges hatarértéke a sorozatnak.

n—oo 1 — 3n

. n—>5 n
lim
n

Tehét a sorozat konvergens, adjunk kiiszébszamot € = 10~ *-hez.

n—>5 1’ 1

1—3n 3|~ 10000

< 1
10000

3(n—5)+1-3n
3(1 — 3n)
—14 1
<
3(1—3n)| ~ 10000

Most a szamlalé és a nevez§ is negativ, azaz a tort pozitiv, ha n =
1;2;---. Az abszlutérték elhagyhato.

-4 1
3(1—3n) 10000

—14

—140000
—5 1> -3n

1 —140000
15555, = ——(———— — 1

: 3( 3 ) <n
Tehat a kiiszobszam: N = 15555.

13



35. Vizsgafeladat:
TN
e e e N
Megoldas:
4n+1 4 6n—2 ) 4. 4™ 1+ 6—2 . 6"
= lim =

W BT T e 27 37— 6167

6" (4-(2)" +672 4-(H"+672 1
o O 46 @t
g 7 ()7 6) e ()T -0 6
36. Vizsgafeladat:
] 6—n+2 + 5n+7
e
Megoldas:
6—n+2 + 5n+7 62 6T 57 .Hn
lim —————— = lim =
n—oo 2-M—1_ 3n n—oo 2-1.2-n _3n
o6 ()" + 57
lim <5> . —_1(6{’) 7 = —00
noe\3/) 271 (35)" — 1
37. Vizsgafeladat:
] 3n+2 _ 42n 1
A S gt T g
Megoldas:
3nt2 _42n 9.3" —16"
lm ————=1i =
n—oo 52 — 24nt+l  poo 251 — 2. 167
16" (9- ()" -1 9-(3)" -1 1
lim n( (116)n ) — lim (116)n i
n=0 16" ((515) —2) " (mE) —2 2
38. Feladat:
) 32n+1 4 5 1
==

Megoldas: Ahhoz, hogy eldontsiik, hogy melyik a legerésebb kifejezés,
alakitsuk &t az exponenciélis kifejezéseket gy, hogy a kitevs n legyen.

) 32n+1 + 57 ) 3. (32)n 4 5N 3.9n + 5N
lim ————— = lim = lim —— =
n—oo Qn+3 4 923n n—oo 33 . 9" 4 (23)n n—oo 27 - 9 81

Most mar latszik, hogy 9™ a legerdsebb kifejezés mind a szamlaléban,

mind a nevez6ben. Emeljik ki.

lim 9”(34_37:) = lim
g (T ) 2T ()]



39. Vizsgafeladat:

lim (Vn+3—-vn—T7)=---=0

n—0o0

Megoldas: A hatarérték oo — oo tipusi, igy alkalmazzuk a kovetkezs
bévitést:

R

i (VA3 T) = lim (Vi 3-vao 1) YT

n+3—(n—7) 10 10

lim = lim = =100=0
n—oo\/n+3+vn—T7 n2o\n+3+n—-7 00+ 00
40. Vizsgafeladat:

lim (v/5n2 — 13 — /5n2 +4) = --- =0

n—oo

Megoldas: A hatarérték oo — oo tipusa, igy alkalmazzuk a kévetkezd
bévitést:

a VA+VB  A-B
VAVE = (VA=Y A s = VAT VB

lim (V/5n2 — 13—v/5n2 + 4) = lim (v/5n2 — 13—v/5n2 + 4)-

Vin? —134+vV6n? +4
Vhn2 — 13 + vb5n? + 4
5n? — 13 — (5n? + 4) . -17 17
1im = lim =
n—00 /b2 — 134+ /5n2 +4 n—=05n2 — 13 ++/6n2 +4 00+ 00
41. Vizsgafeladat:

lim (V4n+3—vVn—-7)=--- = -0

n—oo

Megoldas: A hatarérték oo — oo tipusi, de az eléz6 feladatoktol elté-
réen, n egyiitthatéi nem egyenléek, igy ebben az esetben emeljiik ki n

legmagasabb fokszamu kifejezését, most /n-t:

(\/4n—|—3—\/5n—7):nli_>n;o\/ﬁ(\/4+z—\/5—2) = 0o(V4-V5) = —0

lim
n—oo

42. Vizsgafeladat:

lim (vV7n+1—-+v2n—-5)=--- =0

n—00

Megoldas: A hatarérték oo — oo tipusi, de n egyiitthatoi nem egyen-
16ek, igy emeljiik ki n legmagasabb fokszamu kifejezését, most /n-t:

n—o0

lim (\/7n—|—1—\/2n—5):nli_>ngo\/ﬁ<\/7+:&—\/2—2) = 0o(V7-V3) =0

15



43. Vizsgafeladat:

nli_}ngo(\/3n2+5n—\/n2+7):---:oo

Megoldas: A hatarérték oo — oo tipusi, de n egyiitthatoi és fokszamai
nem egyenlek, igy emeljiik ki n legmagasabb fokszamu kifejezését,

most vVn? = n-t:
5 7
lgn (V/3n2 4+ 5n—/n2 +7) = hmn<\/3+n—\/1+nz> = co(V3—V1) =

44. Vizsgafeladat:

lim (vV5n24+3n—13—/bn2 —n+2)=-.. =

7”L—>OO

Megoldas:

Sl

lim \/5n2+3n—13—\/5n2—n+2)

TL*)OO

(VBn2 +3n — 13+ vVbn?2 —n+2)

lim (v/5n2 + 3n — 13—v/5n2 — n + 2)-

A (VBn2 +3n—13+Von2 —n+2)
, 5n? 4+ 3n — 13 — (5bn? —n + 2) 4n — 15
lim = lim
n—00 (v/Bn2 +3n — 13+ Vbn2 —n+2) n=o (v/5n2 +3n — 13+ vbn2 —n + 2)
42 2
lim n

”ﬁ‘”\/5+%—%+\/5—%+% V5

45. Vizsgafeladat:

. 7 V3
lim _ =Y
n—00 \/3n2 + 5n 4+ 3 —V3n2 — Tn + 12 6
Megoldas:
. 7
lim =
n—00 \/3n2 + 5n + 3 — V3n2 — Tn + 12
7 \/3n2+5n—|—3+\/3n2—7n—|—12

lim
n00 /32 + bn+3— V32 —Tn+12 V32 +hnt 34+ V32 —Tn+ 12
i V3n2 +5n+34+3n2 —Tn + 12
1m —
n—oo  3n?+5n+3— (3n? —Tn+12)

\/3n2+5n+3+\/3n2—7n+12 B

lim 7
n—o00 12n —
3 + + 5 +4/3—
lim 7\/ o \/ _ T3
n—oo 6
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46. Vizsgafeladat:

2
lim =...=
n—oo\/n2 —4dn+ 13 —vVn2+n+2

4
V5
47. Feladat:

lim (V302 +5n —vVn+7) = = 0o
n—oo

Megoldas: A hatarérték oo — oo tipusd, de n egyiitthatoi és fokszamai
nem egyenlek, igy emeljlik ki n legmagasabb fokszamu kifejezését,

most vVn2 = n-t:
5 17
ILm(\/3n2+5n—\/n+7): ILm n<\/3+—\/n+712> = 00(V3-V0) = o0

n

48. Vizsgafeladat:

lim (v/7n2 —5n— 13— Vnt —n+2) = = —00

n—oo

Megoldas: A hatarérték oo — oo tipusd, de n egyiitthatoi és fokszamai

nem egyenlek, igy emeljiik ki n legmagasabb fokszamu kifejezését,
most Vnd = n%t:

lim (vV7n2 —5n — 13 — V/nt —n +2) =

n—o0

7 5 13 1 2
2 L _ 9 _ 1o T I
nhmn ( S T3 \/1 n3+n4> =00-(0—-1)=-00

49. Vizsgafeladat:

3\ 6n+2 1 1
lim (1— R
n—oo dn —5 Ved etye

Megoldas: Mivel
6n+2
lim <1 — 3 > =1
Nn—00 4dn — 5

alkalmazzuk a kovetkez6 nevezetes hatarértékre vonatkozo tételt:

r(n)
lim (1 + ) =e ahol a € R és r(n) — oo

n—00 T(n)

Igy

6142 An—5] Tt
] 3 n ~ . _3 n— 4n—5 3 % 1
i (1) e | () ] =) =Ua




50. Vizsgafeladat:

Megoldas:

' 3 _ 4\ T3 N ' 34 1— 5\t
nhiﬁlo(3n+1> =1 _T}EE‘O< 3n+ 1 ) -

_5 m+3
3n + 1>

51. Vizsgafeladat:

lim <
n—oo

Megoldas:

lim
n—oo

(

lim
n—oo

2n? —1

1
(s

Felhasznalva, hogy

8n2+3 n*(8+:%) 8+ 3

3n—4
3n+1

= lim

n—oo

) ™m+3

—
3n+1

8n
9 2n2—-17 20,21
n? — 1>

om? 1+ 1 8n?+3
lim ( ) =
n—oo \ 2n2 — 1

n—oo

2+3

m2—1

52. Vizsgafeladat:

Megoldas:

lim <
n—oo

lim
n—oo

n? + 4
™2 +1

lim ﬁ
n—voo \ Tn2 +

Felhasznalva, hogy

12n+3 n(12+3)

n2(2 —

12n4-3 2
) —1%° = lim (7”

™A+l (74 1)

18

12n43
3 >7n2+3] Tn2 41

1 -
( T3

4 12n+4-3 B
1 =

n—o0

Sl
-3
+

1
el1y/e2

)]

n+3
3n+1

- ()

2n+1> e <2n—1+2) _

o2n? —1
= (@)=
8
——-=4
2
=1
+1+3 12n+3_
T2 +1 a
()’ =1
12
0- =0
7

7
3

1
el1y/e?



53. Vizsgafeladat:

(I —11\"*"

lim —...=0

n—oo \ 9n —7

Megoldas:

o (O L\ (n— T4\
nlﬁoo In —7 B B "LOO In—7 a
' 4 In—7 % oo 1 00
i (145,27 ] == () =0

Felhasznalva, hogy

”3_n_"3(1_#)—n2, _#%oo-f—oo
= n- = L =
54. Vizsgafeladat:
3n — 4\ V2
n—oo \ bn + 11

Megoldas:Mivel

3 —4 \ W2 3\
lim [~ = (2
n—>00<5n—|—11> <5>

alkalmazzuk a kovetkezs nevezetes hatarértékre vonatkozo tételt:

lim ¢" =0 ha lg] <1

n—oo
Igy
3n—4 \WVrt2 o 3\
lim [ —— == =0
n—oo \ bn + 11 9
55. Vizsgafeladat:
™ +5 n2+3
lim - = e =X
n—oo \ 3n + 10

Megoldas: Mivel

lim | —— = (=
n—oo \ 3n + 10 3

alkalmazzuk a kovetkez tételt:

lim ¢" = c© ha g>1

n—0o0

lim n+5 7”2+3_ ZOO—oo
n—oo \ 3n + 10 S \3)

19

Igy




