Filiggvények

2015. jalius 13.

Hatarozza meg a kiévetkezd hatarértékeket!

1. Feladat:
lim (2+ 7% —15%) =
T—r00
Megoldas:
lim (247%-15")=(240—00) = -0
T—>00
2. Feladat:
lim (247%—-15") =
T—r—00
Megoldas:
lim (24+7%-15")=(24+00—0) =00
T—r—00
3. Feladat:
lim (2 + 7% — 15%) =
z—0
Megoldas:

m(2+ 7" —15%) =2+ 7 -15%) =2+1-1=2
z—0

4. Feladat:

lim (25 — 427 +4) =

T—r—00

Megoldas:

T——00 T——00

lim (z° —42"4+4) = lim 2’ (1 — 44 4) = (—o0(—4)) =0

5. Feladat:

lim (2% — 427 +4) =

T—00

Megoldas:

T—00 T—00 x2

lim (2% — 427 +4) = lim 27 (1 —4+ ;l) = (0o(—4)) = —©



10.

11.

Feladat:

lim (a:5 — 4"+ 4) =

rz——1
Megoldas:
lim (£U5 — 42" ¢ 4) = (_1)5 _ 4(_1)7 +4=7
z——1
Feladat:
lim (52* — 3z — 2) =
z—1
Megoldas:
lim(522 =32 —2)=5-12-3.-1-2=0
rz—1
Feladat:
. 522 — 3z — 2
lim —— =
Megoldas:
. ba?—=3z-2 0
im —— —=—-=0
o2 1oz +7 1
Feladat:
lim log,(8x +4) =
:r:—)%-l—
Megoldas:
lim log,(8x + 4) =log, 16 = 2
a:—)%—i—
Feladat:
lim (cos 2z — 2sinx 4 5) =
=g
Megoldas:

1im(cos2z—2sinx+5):cos2g—2sinf+5=—1—2+5=2

=7 2

Feladat: Abrazolja f fiiggvényt és olvassa le az f jobb- és baloldali
hatarértékét az x = 1 pontban! Majd adja meg f hatarértékét z = 1

pontban!
2r —3 haxr>1
f(x>_{m2+1 haz < 1

Megoldas:



12.

2241, haz <1
22 -3, haz>1

Az abrarol a kovetkezs jobb -és baloldali hatarérték olvashato le:

lim f(z)=2

r—1—

li =-1

A1, 1)

Mivel a jobb és baloldali hatarértékek kiilonbozéek, £ = 1 pontban f
fliggvénynek nem létezik hatarértéke.

Megjegyzés: Abra nélkiil a hatarértékeket behelyettesitéssel is meg
tudjuk hatarozni:

lim f(z)= lim (2> +1)=1+1=2

r—1— r—1—

m1_1>nlr1+f(:v) = zl_l}r{1+(2:c -3)=2-3=-1
Feladat: Abrazolja f fiiggvényt, majd olvassa le az f jobb - és baloldali
hatérértékét az x = 0 pontban! Majd adja meg f hatarértékét x = 0
pontban!
f(:c):{ 2T haz >0
V1—2z hazx <0

Megoldas: Abrazoljuk f-t.




13.

Az abréarol a kovetkezd jobb -és baloldali hatarértékek olvashatoak le:

AR =1

Mivel a jobb- és baloldali hatarértékek megegyeznek, f fliggvénynek
létezik hatarértéke és lim, o f(x) = 1.

Megjegyzés: Behelyettesitéssel kovetkezéképpen jarhatunk el:

lim f(z)= lim (V1—2)=v1-0=1

z—0— z—0—

li = lim 27— =20=1

Feladat:

i 4o+ 1
im =
=3+ 6 — 2z

Megoldas: Véges helyen vizsgaljuk a hatarértéket, helyettesitsiink be
3-t.
. 4rx+1 13
lim = —
z—3+ 6 — 2z 0

Mivel a szamlalé nem nulla, a nevezd 0, tovabbi vizsgalatra van sziikség.
Ha meg tudjuk mondani, hogy a nevezd milyen értékeken keresztiil tart
0-hoz, akkor felhasznalhatjuk, hogy

1

+ =

—_
=o

0 o>
1 .
ox = divergens

o
I 7l

Abrézoljuk a nevezében 16v6 g(z) = —2x +6 fiiggvényt. Majd olvassuk

le a nulldhoz kozelités irdnyat. Az abran jol lathato, hogy ha 3-nal



14.

15.

16.

nagyobb értékeken keresztiil kozelitiink 3-hoz, akkor a helyettesitési
értékek negativ szdmokon keresztiil kozelitik meg nullat.

4r +1 13 13 1
li = —=—=13—=21-(— = -
o3 6—22 00— 0— (—00) = —o0
Feladat:
. 4dr+1
lim =
z—3— 0 — 21
Megoldas:

. 4dzx+1 13
lim = —
z—3— 6 — 2x 0

Az el6z6 feladatnal 1évé abra alapjian balrél kozelitve 3-t, nevezében a

helyettesitési értékek pozitiv szdmokon keresztiil kozelitik meg a nullat.

4o + 1 13 13 1
5-6-2r 0 0+ ot o

Feladat:

I l1—=x _
a:—)lEI}L— (ﬂf+4)2 N

Megoldas:
. 1—2 5
lim —— =

T——4— ($ + 4)2 N 6

Mivel a nevezSben egy teljes négyzet szerepel a nulldhoz kozelités csak
pozitiv szdmokon keresztiil lehet, igy a keresett hatarérték:

I 1-2z 5
m ————s = — =00
a—o—d— (z+4)2 0+

Feladat:

I 1—=x _
xi>n34 (l‘+4)2 -

Megoldas:
1—2 )

lim — = -

s (@ +4)2 0
Mivel a nevezSben egy teljes négyzet szerepel a nulldhoz kozelités akar
jobbrol, akar balrél csak pozitiv szdmokon keresztiil lehet, igy a keresett

hatarérték:
1—=x 5
-2 _ 5

lim — =
eota (z + 42 0+



17. Feladat:

li z
m ———""-—=
r——4— .T2 +x — 12

Megoldas:
. T —4
lim —— = —
e——4— 12+ 1 — 12 0
Abréazoljuk a nevezében szerepls g(z) = x? + 2 — 12 hozzéarendeléssel
adott fiiggvényt, majd olvassuk le a kozelités irdnyéat.

. T —4
im ——m—— = — = -
r—>—4— 1132 +x — 12 0+
18. Feladat:
. 4 + 1
lim =
r——00 Hh— 1
Megoldas:
4z +1 441 441
lim = Jim x(57x): lim s f =4
zT—>—00 H—1x T——00 I (E — 1) T——00 2=
19. Feladat:
. 22 +3zx-5
lm ———mm— =
r—00 412 +T7x — 15
Megoldas:
4305 22 (1432 -3) i 1+2-5 1
11m ————— = lilm = lim —————= — —
x%oo4q:2—|—7q,‘—15 x%oox2(4+%—§) 1%0044-%—% 4
20. Feladat:
22 4+3x-5

lim ————mMm—
z——oc0 42 + Tz — 15




Megoldas:

2 2 3_ 5 3 5
3r —5 o (142 -3 -2 1
im$2+—x lim 2( z ﬁ): lim 3;7”13;27
z——o0 4x® +T7xr — 15 ax——c0 g (4_‘_5_?) :(:—)—0044_5_? 4
21. Feladat:
i 3+ 5z B
x_l)r_noo 4x4 _ ZL’Q _|_ 7
Megoldas:
23 3 5
5 (1 + 5 1 1+5 1
lim 0t lim Uer) oy L 1Ee 1
r——00 41 e+ 7 x—>—oo;p(4_P+xf4) T—— oox4_f2_|_ 4
22. Feladat:
L
lim T =
rT——00 I — X
Megoldas:
10 _ 21001 - L 1_ 1
lim = :f: lim T 19): lim x7-1 L = —00:(—1) =
T——00 T — X T——00 x3(7_1 Z——00 L
x X
23. Feladat:
lim 2¢ + 3
o 3p + VA 13
Megoldas:

= lim z = _Z

lim = lim

24. Feladat:
V23422413
lim =
e—00 \/Tx? 4+ 3z +4
Megoldas:
Gy AR VE A PR - )
lim = lim =

T—00 7$2+3$+4 T—00 $2(7+§+%)
T T

o IvE ihrivE g
VT

lim = lim Y———"_ —

z—00 m e=o0 o3 +x2



25.

26.

27.

Feladat:

V7x8 +a* — 522 —3

lim
rTreo 4ad + o —11
Megoldas:
Y 1 5 3
_ VTab ot —522 -3 f/x6(7+?2—ﬁ—;6)
lim = lim _
T—$00 43+ — 11 T—$00 \/I3 (4+ % B %)
T xT
6 =4
AR AT B
lim . = lim 2710 _ 0_7
T—00 T2 4_*_36172_% T—00 4_~_$L2_%
Feladat:
. Tr—2%2-10
lim ——— =
=5  x2—25

Megoldas: Véges helyen vizsgéljuk a hatarértéket, kezdjiik behelyet-
tesitéssel.

Ennél a tipusnél alakitsuk szorzatta a szamlalot és a nevezdt. Keressiik
meg a polinomok gytkeit és hasznaljuk a gydktényezés felirést.

Tz —2? —10= —(z — 2)(z — 5) mivel x1 =5 x9 =2
2?2 —25 =22 -5 = (z—5)(z+5)

. Tr—22-10 0 . —(z-2)(x-5) ., —(z-2) 3
hmizlem = lim -—-—-—— = ——
a—5 a2 —25 0 225 (x—=5)(x+5) =5 (z+5) 10
Feladat:
i 20 —Tw —4
xgréll .272 —4x N
Megoldas:
222 - Tz —4 0 . (r+D(x—-4) . 22+1 9
im ——— = — = lim = lim = _
z—4 2 —4x 0 =z—4 z(x —4) o R 4

Felhasznalva, hogy
20> —~Txr—4=0 ha a1=4 a9=—2
igy a gyoktényezds alak:

2:62—7:6—4:2(3:—4)(354—%):(:U—4)(2x+1)



28.

29.

30.

31.

32.

Feladat:

. x4+ 2
hm 27 =
234 —1x—06
Megoldas:
_ 22 4 2z 0 _ (r+2)x ) x 2
lIlm ————=-—=lim ———————— = lim = -
15212 —2x—6 0 z——2 (aj — 3)(:B + 2) z—=—2T —3 5
Feladat:
I 6x — 922 B
xl—% x3 + 2z
Megoldas:
6z —922 0 .. x(6—92) . 6—-9z 6
im-————=-=Ilm——*%=1lm-—+———-=-=3
70 23 + 2x 0 z—=0 a:(xz + 2) =0 2 4+ 2 2
Feladat:
) 2. 8x+1 -3
P T
Megoldas:

. 2.8l -3 2.8.8"-3 . 8°(16-3(%)")
lim ——— = lim ———— = lim = = lim ———5—— =
o0 9 — 23z+4 oo 9 —924.8% T—00 81(9 (%) _ 16) T—00 Q (%) — 16
Feladat:

6171 _7z
xlg{.lo 32:p+2 +4x =
Megoldas:

6171 _7z 671 BT — 72
EILIEO 32w+2 + 4= = EILIEO 32 .97 4 4z =

-1 1 -1 1 —
i SO ), () w6
M @ (1)) e \0) e

9

Vizsgafeladat:

lim (V322 + T2+ 9 — /322 + 92 — 5) =

Megoldas: A hatarérték oo — oo tipusi, igy alkalmazzuk a kévetkezd
b&vitést:

_ VA+VB  A-B
VAVEB = (VA=) A 5 = VAT VB

16 —3(3)" -



lim (v/322 + 72 +9 — /322 + 92— 5) =
T—r00

V322 4+ Te+9+v322+ 9z -5
V322 + T +9+vV322+92—5
322 + 72+ 9 — (322 + 92 — 5) _ —2z + 14
im = lim =
e=00 /302 4+ Tx +94+v3224+92 -5 120322+ 72 +9+ V322 +92 —5
Egyszertsitsiink x-szel:

lim (\/3m2 T 72+9— 322+ 9z — 5)
Tr—r 00

. -2+ 14 2
lim n - _
x—>00\/3+%+z%+\/3+%_x% 23

Sl

33. Vizsgafeladat:

lim (V822 4+ 13 — /922 + 7) =
T—>r00

Megoldas: A hatéarérték oo — oo tipusi, de 22 egyiitthatéi nem egyen-
16ek, igy emeljiik ki Va2 = |z] = z-t:

13 7
lim (v/822 4+ 13—v/922 +7) = lim = <\/8 +5 - \/9 + 2) = 00(V/8-3) = —¢

34. Feladat:
. x— 1023 — 4
lim 5 =
z—00 /50 + 8x — 9 + 62
Megoldas:

v-10a4—4 0 2(m-10-g%)

lim —
270 /520 +8x —9+ 62 7% 28/5 L 8 9 46y
x° T

210 4

= oo =—
3
Hoom2(35+§_g+g) T sfs 8 9 16 V540

5 26

35. Vizsgafeladat:

. /3226 + 24 + 13z
lim 3 =
v——00 8z + 323 + Tx + 12

Megoldas:

= 1 13
/3245 1 25 + 132 ; oo (32+ 5+ 1)

lim
pomeo YBat + 307 + Te +12 w0 sl (g 3 4 Ty 13y
T x x

10



6
b kB L mrEeE gm
lim = -0 —

= lim z715

Z 4 _ - 3
R R e O N T

36. Vizsgafeladat:

2. 9m—2 _ 42x+1 +5
lim =
T—+00 10— + gz+2

Megoldas:
L 2.9%2 4%+l s 0 2.972.97 _4.16%+5
lim = lim =
z—00 10— + 67+2 z—00 10~* + 62 - 67
16\%2-972. (%) —445 (L))" —4
— lim -V (16) (16) — 0 — = —00
720 \ 6 Torge + 62 36

37. Vizsgafeladat:

2871 3072413

Q}LH(}O 5z _ 93z+4
Megoldas:
2.8l 372413 2.8.8% — 37237 1 13
lim = =

im
T—00 5% — 16 - 8*

i S 063213
S (O R

38. Vizsgafeladat:
Ap — 5 7o H10
lim =
Megoldas:

Ap — 5\ TeH+10 4 o\ 72410
fim (220 _ o — g (138 _
z—oo \ 4o + 3 n—o00 4o + 3

7

Art3 x+10

_8 €T 4xz+3 7 1
1 = (e 8)4 = —
(ri2s) | e

Felhasznalva, hogy

2300 5z _ 93z+4

lim
Tr—r00

Tr+10 x(7 +19)

x

_ Tty
4z +3 $(4+%) N 4+%

0



39. Vizsgafeladat:

5$2 + 14 10x—3
lim <) _
=00 \ Hr2 +4

Megoldas:

o (B 1N (e 1410\
wm00 \ 522 + 4 T TS\ 514 -

10z—3

10 522447 52214 0
14— — (10)Y = 0 =1
(14 5273) (@) =

Felhaszndlva, hogy

10z-3 1 10-2
im ——— = lim —- =

8z +5 922+3
lim ( ——— =
z—o0 \ 22 + 10
9x2+43 o)
i (B35 _(8) e
z—oo \ 22 + 10 2

41. Vizsgafeladat:
302 _ 4\ 12
lim ( ——— =
T—00 (51}2 + 11)

3.%'2 _4 4x+2 3 o0
lim ( ——— == =0
n—oo \ Hr2 +11 )

42. Vizsgafeladat:

lim
Tr—r0o0

40. Vizsgafeladat:

Megoldas:

Megoldas:

2
lim s v Ve —;ﬁ =
r—1— In“ x
Megoldas:
2
lim 317+ VT j\/g :é
z—1— In“x 0

Négyzetre emelés miatt a nevez§ csak pozitiv irdnyboél kozelitheti nul-
lat, igy
30> +vx 4

. 1
xlg?f In? x @_4'@_4(%0)_00

12



43. Vizsgafeladat:

4dr+1

im =
z—0+ 2e% — 2

Megoldas: Helyettesitsiink be:

. 4+ 1 1
lim = —
z—=0+2e —2 0

Az osztés nem végezhetd el. Abrazoljuk az f(z) = 2¢® — 2 fiiggvényt,
majd olvassuk le, hogy milyen értékeken keresztiil kozeliti meg f a
nullat.

4x + 1 1
im = — =
o0t 26" —2 0 0

13



44. Vizsgafeladat:

. 7+ e”
lim =

T—25— \/> -5

Megoldas: Helyettesitsiink be:

. T+e® T+4e
11m =
r—25— f -5 0

A miivelet nem végezhets el. Abrazoljuk g(x) = /z — 5 fiiggvényt
és olvassuk le a nulldhoz valé kozelités irdnyéat, majd adjuk meg a
hatarértéket:

304

14



45. Vizsgafeladat:

Megoldas:

lim

12

z—10— blgx — 5 -

r—12
m —-=——
z—10+ 5lgx — 5 0

Vizsgéljuk meg, hogy a nevez6 milyen értékeken keresztiil tart nulldhoz.

-2

5lgx —5

xr—12

m —-——-—m—m—m——7:
z—10+ Hlgxr — 5

15

T T T
20 25 30



