Improprius integralas

2015. februar 19.

1. Feladat:

Megoldas: Egy improprius integralt kell meghatarozni, mivel a fels§ integralasi hatar oo.

Definicié: Ha az f(x) fliggvény integralhat6 az [a, oo| intervallum béarmely [a, b] részin-
oo

tervalluméan, akkor f(x)dx improprius integral pontosan akkor létezik, ha

lim / ' fa)da

b—o0

hatarérték letezik (véges), akkor

00 b
/ flx)dx = bli}m f(x)dx

Ha a hatarérték nem véges, akkor az improprius integral nem létezik (divergens).
Most az integrandus folytonos, alkalmazhatjuk a definiciot:
> 4 b4
/ —dz = lim —dr =
2 X b—oo 92 X

Sziikségiink van egy primitiv fliggvényre. Azért hogy a megoldas jobban atlathaté legyen,
végezziik el kiilén a hatarozatlan integril keresését, majd térjiink vissza az improprius
integral meghatarozasahoz.

4 —2 1
/3dx:4/x_3dx:4$2+c:—2$2+c

T

Folytassuk az improprius integréalast:

00 b b
/ idl’ = lim idm = lim |:_21:| = lim |:_21 + 2:| —
2

ZC3 b—oo Jo :E3 b—o0

li 2 ! + L_ 0+ L_1
oo | 02| T2 0T 2T
felhasznalva:

1
ha b—ooo = b 200 = ﬁ—ﬂ)

Tehat a hatarérték letezik (véges), az improprius integral is létezik és

4 1
P de ==
/23:3x 2



2. Feladat:

Megoldas: Az adott intervallumon folytonos fiiggvény improprius integraljat kell megha-
tarozni, ha létezik.
Tehat
>~ 1 b1 b s
——dx = lim ——=dx = lim r2dxr =
/1 .Z’\/E b—oo Jq .’1}\/.% b—oo Jq
Sziikségiink van a hatarozatlan integralra.

_1

3 x~ 2 1
r 2dr=—++c=-2—+c
1

Folytassuk az improprius integral meghatarozasat.

lim ’ ~3dy = lim |—— ’ lim |- 4 2
=1 T =1l ——| =1 ——+ —=| =
b—oo J1 b—o0 \/E 1 b—o0 \/l; \/I
2
li - 2= 2=2
bggo [ \/B] + 0+
felhasznalva: )
ha b—oo = Vb—ooo = ——=0
Vb
Tehat o 1
——dxr =2
/1 PN
3. Feladat:

> 1
dr =
/g Vo +4 v

Megoldas: Az adott intervallumon folytonos fiiggvény improprius integraljat keressiik, ha
létezik.

0o 1 b 1 b 1
dr = lim dr = lim T+ 4) 3dx =
/8 Jr+4 b—oo Jg Jr+4 b—oo Jg ( )

Kiilon végezziik el a hatarozatlan integral szamitasat.

2
ne
/(x+4)§dx:(x+2)3+c:;3 (x+4)2+c¢
3

Folytassuk az improprius integréalast:

b b
= lim ($+4)_édx: lim B v (:E—|—4)2] =

b—oo Jg b—oo 8

lim §3(b+4)2+§\/3122 = lim §\3/(b+4)2 +3V/36 = o0
b—oo | 2 2 b—oo | 2
felhasznalva:

ha b—oo = (b+4)? =00 = (b+4)?2 =00

Mivel a hatarérték nem egy véges valos szadm, hanem oo, ezért az improprius integral nem
létezik (divergens).



4. Feladat:

o
/ e 3 dy =
0

Megoldas: Az integrandus folytonos az adott intervallumon, igy:

0o b
/ e 3%dr = lim e 3 dy =
0

b—o0 0

3x 6—330
e dx = +c
ferme=5
folytassuk az integralést:

. o370 . e=3b o0 _ o—3b 1
= lim = lim — — | = lim 4+ = =
0

Felhasznalva, hogy:

b—oo | —3 b—oo | —3 -3 b—oo | —3 3
1 1 11
I =04 ==
broo [—36%] T3=01T373

Felhasznalva, mivel:

akkor
| 1 _ (1 =0
bamo | —3e3 |~ \oo)
Tehat
oo
/ e—Sxdx_
0
5. Feladat:

1
1
/ dr =
o V2—=z

Megoldas: Most az als6 integraciés hatar —oo.

DefiniciéHa az f(z) fiiggvény integralhato az | — 0o, a| intervallum bérmely [a; b] részin-

b
tervalluméan, akkor / f(x)dx improprius integral pontosan akkor létezik, ha
—0oQ

lim b f(x)dx

a—r—00 a

hatarérték letezik (véges) és ekkor

b b
/ f(z)dx = lim f(x)dx

a——0o0 a

Ha a hatéarérték nem véges, akkor az improprius integral nem létezik (divergens).

Tehéat
1 1 LI |
dr = lim dr =
/Oo VvV2—=x a——oo [, \2—1x




A hatarozatlan integral:

/\/%dx: /(2—x)%da;: Ty

Folytassuk az improprius integralast.

1

. 1 . —1
7all>r—noo a \/mdxiaggloo [_2 2_1.]“7

= lim [-2v2-1+2V2—a]=-2+ lim [2v2-a] =0

a——00 a——00

felhasznalva:
ha a— -0 = 2—-a— > = 2—a— o0

Mivel a hatérérték nem egy véges valés szam, hanem oo, ezért az improprius integral nem
létezik (divergens).

. Feladat:

—1
3x
" dr =
/oo (T +a2)t""

Megoldas: A definici6 alapjan:

—1 —1
3z 3z
7(1 = l‘[[] 7d =
/oo (14 22)* T a5 o (T4+22)4 o

Allitsuk els a hatarozatlan igtegralt:

/(S‘TAtdx = /337(1 +2?) e = 3/295(1 +2%) 4dr =

1+ 22)
3(1+2%)73 N (14 22)73 n -1 N
== c= c=——=+c
2 -3 = 2(1 + 22)3

Folytassuk az improprius integréalast:

/_1 3z d . -1 3x d . -1 -1
T o or = lm ——dr = lm |—/——=% =
— 0o (1 + $2)4 a——o0 [, (1 + 1‘2)4 a——00 2(1 + $2)3 "

I -1 1 1 1
asmoo[2(1+<_1)2>3+2(1+a2)3] A

Felhasznalva, hogy:

li L _ 1 =0
$—1>r—noo 2(1 —|—$2)3 a o0 a

. Feladat:

L T

Végeredmény:

> 6



10.

11.

12.

13.

14.

. Feladat:

—6
6
dx =
/_OO Tr +11

Végeredmény: Az improprius integral nem létezik.

. Feladat:

Végeredmény:

Feladat:

Végeredmény:

Feladat:

Végeredmény:

Feladat:

Végeredmény:

Feladat:

S
" dr=
/0 (x+ 42"

/°°9dx_9
o (z+4)27 4

| argda-
—oo (37 +9)°

/—4 8 2
i ——
o (B2 +9)5 243

o0
/ el Ty =
1

o 1-5 1

sy, _ L

/1 e T =
0

/ e 3dy =
—00

0 dz—3 1
e dr = —
/_OO 4e3

o 6
/1 ————— CED 2)3d:c =

Végeredmény: Az improprius integral nem létezik.

Vizsgafeladat:

o0
x
/ esdr =
—00

Megoldas: Most az egyik integracios hatar sem véges. Ilyen esetben a feladatot visszave-
zetjiik az el6z6 esetekre. Ha f fiiggvény integréalhaté barmely részintervallumon és ¢ egy
tetszéleges valés szam, valamint

/_; flx)dz  es /:O f(z)dz



improprius integralok kiilon-kiilon léteznek, akkor

/_:f(l“)dx:/_Coof(x)da:+/coof(x)dx

Elgszor keressiink primitiv fliggvényt.

Alkalmazzuk az alabbi integrélasi szabalyt:

F
/f(ax+b) _FerHb) | ahel Fla) = f(z)
a
1
Ebben az esetben: ax +b= gx és a= 3

wly

z e z
/e3d:c:1+C:363+C'
3
Térjiink vissza az improprius integral meghatarozasara. A definicioban szerepl$ ¢ barmilyen
valos szdm lehet. Legyen most ¢ = 3.

/ €3d£L':/ eSd:I:—i-/ esdyr =
—00 —00 3

Hatarozzuk meg kiilén-kiiléon az improprius integralokat.

3 3 3

z . z . Zz
esdr = lim e3dr = lim {363} =
oo a——oo [, a——00 a

lim [363 _ 36%:| —3¢— lim [36%:| —36—0=3c

a—r—00 a—r—00
Felhasznalva, hogy:

a

a
——00 = e3 =0

ha a—> - = 3

/ 3e3dr = lim 3e3dr = lim [365}3 =
3

b—o0 Jg b—o0

= lim |:3€% - 36%} = lim [3(2%} —3e =00

b—o0 b—o0
Felhasznalva: a
ha a— o0 = §—>oo = €3 =00
o0 T
Mivel a vizsgalt improprius integrilok koziil az egyik nem létezik, ezért / esdr sem
—00

létezik (divergens).

Megjegyzés: A feladat kicsit egyszertibben is megoldhat6, ha felhasznaljuk, hogy

[ sz = [ swes [7 s =

= F(c) = lim_F(a)+ lim F(b) — F(c) =

a—r—00

= lim F(b) — lim F(a)

b—o0 a——00



15.

16.

17.

feltéve, hogy a két hatarérték kiilon-kiilon létezik.

o0 T x b
esdr = lim [365] =
a——0o0;b—00 a

. b a . b . a
= lim [363 — 3@3} = lim 3e3 — lim 3e3 =o00—0
a——0o0;b—00 b—o0 a——00

Az egyik hatarérték nem véges, igy a keresett improprius integral nem létezik.
oo
Vizsgafeladat: Hatarozza meg / f(x)dx improprius integralt, ha
—0o0
0 ha =<0
€Tr) =

Megoldas: Az integrandus most egy szakaszosan definialt fiiggvény. Alkalmozhatjuk a ta-
nult definiciot.

Most legyen ¢ = 0.

/_Zf(:c)dx:/_ioﬂx)dﬂ/owf(x)dx:/_iooczx+/0°°mdm:
b

b

1 1 1

— 0+ i —— —dr = lim |- = lim |-—— 41| =1
% Sy @re® bir?o{ x+1} lm{ bl }

Felhaszndlva, hogy :

/(DC—Fll)de_/(x+1)_2dx—W+c—— 1 +e

Mivel a hatarérték véges, az improprius integrél létezik és értéke 1.

oo
Vizsgafeladat: Hatarozza meg / f(x)dx improprius integralt, ha
—00

ZH5 hy 2< 2 < 10
_ 4
flz) = { 0 kiilénben

Megoldas:

/:: f(z)dx = /_200 f(z)dx + 210 flx)dx + /1: fla)de =

2 10 0o 2710
5 5 1
/ de+/ T daz—i—/ 0de =0+ | EFT o= Losz— 72
. , 4 0 21 |, 2

oo
Vizsgafeladat: Hatarozza meg / f(x)dx improprius integralt, ha
—00

0 ha z<-1
f(x)—{ e272* ha x> -1



18.

19.

Megoldas:

/_Zf(x)dx—/_:f(x)dx—l—/:of(x)dx—/_:de+/joe2—2mdx_

2-2z70b 2-2b
1 1
:0+lim[e } :lim[—e +]:—0+:
-1

-2 2 2 2

b—o0

o0
Vizsgafeladat:/ ze " dr =
0

Megoldas: Egy folytonos fiiggvény improprius integraljat keressiik, mivel a fels§ integra-

lasi hatar oo.

1 1
/xe‘Tde =—3 / 9 e dr = —56962 +c

1
2

A primitiv fiiggvény segitségével hatarozzuk meg az improprius integralt.

o0 2 b 2 1 2 b
/ re ¥dr = lim xe ¥ dr = lim [—26_:” }
0

b—oo Jg b—o0 0

booo | 2 2 booo | 2eb? 2

1 1 11 1 1
= Jim [ —ge 4 5o = gim |5 |+ 5 =045 -

felhasznalva:
ha b— oo akkor b — o0 &8 — —0

* 1
[ -
9 xln’z

Vizsgafeladat:

Megoldas: A fels integracios hatar oo, egy improprius integralt keresiink.

Elgszor adjuk meg hatarozatlan integralt.

Felhasznalva, hogy:

n+1
/fn(x)f/(ac)d:n = fn:_(f) +c n# —1
ezért, ha f(z) = Inz, akkor f'(x) = —, tehat

1 1 In2z 1
de = [ m3z=dx = +c=—7%5—+4c
/mlngx / T -2 2In%

Az improprius integral:

o 11
N 2In22  2In%2
felhasznalva: )
ha b—oo = In®b—o00 = —5 =0
2In“b

o0 1 b 1 b
/ 3 dr = lim 3 dr = lim {— 5 ] =
9 xIn’z b—oo Jo zIn’x b=oo | 2In“x 4

1-[1+1}l-[1}+1
1m —_— = 1m — =
b—oo | 2In%b  2In%2 b—oo | 210D 21n22



20. Vizsgafeladat:

0 3z
/ gl =
—eo 1 t+e

Megoldas: Az als6 integracids hatar —oo, egy improprius integralt keresiink.

A primitiv fliggvény meghatarozasaval kezdjiik.

3x 1 33:5 1
/ ¢ d:/edx:31n|1+63””+c

l+e™ =3 ) 1+em
0 3x 0
1
/ % _dr= lim “Infl+e*|| =
oo L €37 a——oc0 | 3 .
1 1 1 1 1
lim [~Inj1+e° —-In[14+¢e*|| =-m2—-Inl=-1n2
a——o0 | 3 3 3 3 3
felhasznélva:
ha a— -0 = €750 = 14651
Tehat

0 3x 1
/ %d$:*1n2
o l+e 3

21. Vizsgafeladat:

/:Vufixz)ﬁd:p:

Megoldas: Alkalmazzuk a definiciot:

lim

-2 T -2 T
0o /(1 —22)b a=—o0 Jo /(1 —a2)6
A primitiv fiiggvény keresésénél alkalmazzuk az aldbbi integralasi szabélyt:

()

e +c ha n # —1

[ @)@
/Q/(lai—x?)ﬁdx = /x(l - $2)_gdx =
Most f(z) =1—a2és f'(z) = -2z

1 ‘ 51
=—— [Q—2H75(—22)dex = —= = +c
L R e T

Talaltunk primitiv fliggvényt, vizsgaljuk meg az improprius integralt.

-2 x . -2 T
/_OO si/mdx - aEIPoo/a g/md”” -
i 5 1 -2 _— 1 5 1
= 11m iy = - .| =
am—o0 |2 Y1—2%], o= |2 J1-(-22% 2 Vi-a®



S [Pl L )51 5]
_a_l)moo2 = 2 T2 ——2 = — U= — =

&
&

Tehat

/: e

22. Vizsgafeladat:

o 2x
o e

Megoldas: Alkalmazzuk a definiciot:

lim

/°° 2z d /b 2z d

——dx = ——dx =
3 3/(;E2 _ 1)2 b—oo J 3/(1,2 _ 1)2
Kovetkezd 1épés a primitiv fiiggvény elgallitdsa:

x‘—1) 32xdm:

/\/7@_/

(a? —1)3
:74—0—3 —1+c¢c

3
Folytassuk az improprius integrél kiszdmolasat:

lim

/“%dx /”%dx
s Y212 boxJy (22 1)
— lim [3\/:,;2 1} — lim [3\3/192— —3\3/32—1} —
b—o00 b—o00
Jim [3\/1)2 3[} — 50— 6 =00

felhasznalva:
ha booo = -120 = 3V2-1-c
23. Feladat:
0 T
/ L gy
oo 14 322
Megoldas:

Elgszor végezziik el a primitiv fliggvény keresését. Az integrandus egy valodi racionélis
tort. Vegyiik észre, hogy a szamlaléban bévitéssel kialakithaté a nevezd derivaltja. Mivel
(14 322%)' = 6z, bovitsiink 6-tal.

x 1 6x
d dr = =1n|l 2
/1+3x2$ 6/1+3x2x n|l+3z%+C

Mivel 1 + 322 > 0, ezért az abszolutértéket a tovabbiakban elhagyhatjuk.

10



24.

Hasznaljuk fel, hogy

/_Z f(a)dz = /_; f(x)dm+/c°° Fae)de =

ahol c egy tetsz6leges valos szam, legyen most ¢ = 0.

> T 0 T > x
/_001—1—330233 /_0014—3:132 x—i—/o 1+ 322"

Hatarozzuk meg kiilén-kiilon az improprius integralokat.

0 T 0 1 0
/ ———dr = lim ———dr= lim |=In(1+3z%)| =
oo 1+ 322 a—-oo J, 14 322 a——o0 | 6 a

1 1 1
lim [6 Inl— g In(1+ 3a2)} =0— lim [6 In(1 + 3a2)] = —00

a—r— 00 a—r—00
felhasznalva:

ha a— —00 = 143a2 =00 = In(l+3d%) — 0

o)

Mivel mar az els6 hatarérték nem véges ezért / dx improprius integral nem

oo 14322
létezik (divergens).

2. megoldas:

< b, . R
— Y _dr= i U Lot
/_00 14 32 ! GH;OH;%)HOO/(; 1+ 3a2 “ aaféon;zaoo [6 n(l + 3z )]

a

1 1
lim [6ln(1 + 3b%) — 61n(1 +3a2)} —

a——o0;b—00
li 11(1+3b2)—1' 11(1+32)— -
A it gm0 =00 moe

Mivel a hatarértékek kiilon-kiillon nem végesek, az improprius integral nem létezik.

Vizsgafeladat:

/°° z+3 d —
Coo (10462 +22)5 "

Megoldas: Az als6 integracidos hatar —oo, egy improprius integralt keresiink.

El6szor adjunk primitiv fiiggvényt. Vegyiik észre, hogy (10 + 6z + 22)' = 2(z + 2)
Alakitsuk az integrandust f(g(z))g'(z) alaktra.

3 1
/ (10 EG;JF $2)5dx T2 / 2(z + 3)(10 + 6z + 2%) Odx =

Most mér hasznalhatjuk az /f(g(a:))g’(x)dm = F(g(x)) integralasi szabalyt:

11046z 4+2%)"t 1 1

2 —4 =8 (10 + 6z +a2)4

11



25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Az improprius integral:

/°° x4+ 3 p i 1 1 b
T = im . =
oo (10 + 62 + 332)5 a——oo;b—o00 | —8 (10 + 6x + $2)4 o

1 1 1 1
- lm-—— & lim -- -
o8 10+ 6b+ 028 asse8 (10 + 6a + a?)?
= —04+0=0
felhasznélva:
1
ha a — — = (104 6a+a*)! — — = —0
a a 00 (10 + 6a + a”) 00 (107 6a + a2

Mindkét hatarérték véges, az improprius integrél 1étezik és értéke 0.

Vizsgafeladat:
ee 5 2
/ 2ote™dr = = =
0 5
Vizsgafeladat:
3
/ O .
o Ind
Vizsgafeladat:
/ * 8 d 1
2 zlnfz 20
Vizsgafeladat:
/ R |
e zVinda
Vizsgafeladat:
00 67255 1
/ ———dr=---=—-In2
0 1 —+ 6721 2
Vizsgafeladat:

W =

o0 56:E
/_wmwdx—“'—

oo
Vizsgafeladat: Hatarozza meg / f(x)dx értékét, ha
—00

302
f(:v):{ % ha O0<z<?2

0 ha kiildnben

Végeredmény:

o0 2 3,.2 2372
/ f(x)dx:/o 3?dnr;: [8]0:1

12



oo
32. Vizsgafeladat: Hatarozza meg / f(x)dx értékét, ha
2

fz) = 0,1e7%1% ha O<zx
)= 0 ha kilonben

Végeredmény:

/ f(z)de = / 0,1 %%dz = lim [_e—o,m];’ =02
2 2

b—oo

4
33. Vizsgafeladat: Hatarozza meg / f(x)dx értékét, ha

Lha 1<2<7
. B
/(@) {0 ha  kiilonben

Végeredmény:

13



