Matrixok

2015. jinius 18.

1. Feladat: Legyen
1 0 =3 3 01
A‘<21 0) B_<411)
Hatarozzuk meg A + B, A — B, 2A, —3B, 2A — 3B, AT ¢s (BT)T matrixokat.
Megoldas: A definiciok alapjan

1+3 040 —3+1) (4 0 —2
244 141 0+1) \6 2 1

1-3 0-0 —-3-1 -2 0 —4
A_B_<2—4 1-1 0—1)‘(—2 0 —1>
(2120 2(=3)Y\ (20 -6
2A‘( 2 21 2.0)_(42 0)

-9 0 -3
_3B_(—12 -3 —3)

2-9 040 —6-3 7 0 -9
2A_?’]3_2A+(_3B)_<4—12 2-3 0—3)_<—8 1 —3>

A+B:<

1 2
AT = 0 1
0

2. Feladat: Legyen

-(37) () e-(3 D)

Hatérozzuk meg A + B+ C, 5A + B — 7C, AT — 4B — 6CT, matrixokat.

Megoldas:
3+2-1 24145\ (4 4
7+0—-1 0+0-8 ) \ 6 -8

15+2+7 —-1041-35\ [ 24 —44
354+0+7 O0-+0+56 42 56

A+B+C:<

5A+B—7C:<



Mivel
T 3 7 T (-1 -1
AT = < -2 0 c = 5 —8

ezért
T B T 3—84+6 7T—44+6 1 9
A 4B - 6C _<—2—0—30 0—0+48 —32 48

) (1 -4 0\, , (07 3
. Vizsgafeladat: LegyenA—(O 5 _1>esB—<2 0 _4).

Hatarozzuk meg 3((2A — B) — (A — 3B)) matrixot.

Megoldas:

3(2A-B)—(A-3B))=32A—-B—A+3B)=3A+6B=
(3 712 0) (042 18 _( 330 18
“\o 15 -3 12 0 -24 ) \12 15 —27

. Feladat: Hat4rozzuk meg AB, BA, (AB)A , A(BA) és A% matrixokat, ha

=(75) me(00)

Megoldas: Mivel A és B 2 x 2-es méatrixok, a sorok és oszlopok szdma azonos, a szorzasok

elvégezhetSek.

21 1

01 0 ) _ 6 3
3 5 61 3 tehatAB—<14 7)
7 0|14 | 7

3| -2

7 0 ) (13 —4
5 11 13| 4 tehatBA-( 0 0)
0 0 0 0

Vegyiik észre, hogy AB # BA, azaz a matrixok szorzasa nem kommutativ.

3 -2
7 0
6 3| 39| -12
14 7| 91| -28

) (39 —12
tehat (AB)A = < 0l —98 )

13 -4

0 0
3 -2 39| -12
7T 0] 91| -28

tehat A(BA) = < g? :;; )




Vegyiik észre, hogy ABA = A(BA) = (AB)A, azaz teljesiil a méatrixok szorzasra vonat-
koz6 asszociativ tulajdonsag.

3 -2
7 0 A2 _ [ =5 —6
3 2| 5| -6 tehdt A _< 21 —14>
7 0] 21|-14
. Feladat: Legyen
2 5 —4 2
A=10 4 B = 7T =2
37 9 3

Hatarozzuk meg azt az X matrixot, amelyre 2A + X = 5B teljesiil.

Megoldas: Az egyenletet dtrendezve kapjuk, hogy

—-20 10 4 10 -24 0
X =5B—-2A = 35 =10 | —-| 0 8 = 35 —18
45 15 6 14 39 1

. Feladat: Legyen
9 0
1 2 3 1 -1
A= ( > B=(s6| o= < )
4 5 6 7 9 0 1

Hatérozzuk meg AB + C, AB + B, CB + A és BC + AT matrixokat.

Megoldas: A matrixok kiilénb6zé tipustaak, ezért elsg lépésben mindig meg kell nézni,
hogy vajon a kijelolt muvelet elvégezhets-e?

AB + C vizsgélata:
A B  AB
(2x3) (83x2) (2x2)

Mivel A métrix oszlopainak szdma megegyezik B métrix sorainak szdméval, azaz a bels6
indexek azonosak, a szorzas elvégezhets, a kiils6 indexek pedig meghatarozzdk a szorzat-
matrix tipusat.
Valamint
AB C AB+C
+ =

(2x2) (2 x 2) (2 x 2)

azaz AB és C métrixok azonos tipustak, ezért AB + C mtivelet elvégezhets.

Keészitsiik el AB szorzashoz a tablazatot.

9 0

8 6

o wans (003
1 2 3| 46 | 39
4 5 6118 | 84




16 39 1 -1 47 38
AB+C= < 118 84 > * < 0 1 ) - ( 118 85 )
AB + B vizsgalata:

Mivel
AB B

2x2) T 3x2)
A két méatrix tipusa kiilénb6z6, az 6sszeadéds nem végezhets el.
(BA)? vizsgalata:
B ' A ~ BA
(3x2) (2x3)  (3x3)

A bels6 indexek azonosak, BA szorzat 1étezik. A miivelet eredménye egy négyzetes matrix,
igy (BA)? miivelet is elvégezhetd.

1 2] 3
4 5| 6 9 18 27
9 0 9| 18|27 tehat BA = | 32 46 60
8§ 6| 32| 46 | 60 43 59 75
7T 9| 43| 59|75
9 18 27
32 46 60
43 59 75

9 18 27| 1818 | 2583 | 3348
32 46 60| 4340 | 6232 | 8124
43 59 75| 5500 | 7913 | 10326

1818 2583 3348
tehat (BA)2 = [ 4340 6232 8124
5500 7913 10326

CB + A vizsgélata:

Mivel
C B

(2x2)  (3x2)
a belsé indexek nem egyeznek meg, a miivelet nem végezhet§ el.
BC + AT vizsgalata:

Mivel
B C BC

(3x2)  (2x2)  (3x2)
és
BC AT BC + AT

3x2) T 3x2) ~ (3x2)
a mivelet elvégezhetd.

Szamolas:



1 -1
0 1 9 -9
9 0| 9| -9 tehat BC = 8 -2
8 6| 8| -2 7 2
T 97 2
Az eredmény:
9 -9 1 4 10
BC+AT=| 8 2 |+ 25 |=|( 10
7 2 3 6 10

. Feladat: Hatarozzuk meg AB, BA, és CA szorzatokat ha

4 0 _
A= 0 B=(113) C= <
-1
-1
Megoldas: Elgszor nézziik meg a szorzasok elvégezhetGek-e.
Mivel
A B _AB
(3x1) (1x3)  (3x3)
a bels6 indexek azonosak a szorzas elvégezhetd.
11 1| 3
4 4
4 4| 4|12 )
0 ol ol o tehét AB = _(1) _(1)
-1 -1]-1] -3

Mivel
B A BA

(1x3) (3x1)  (1x1)

a belss indexek azonosak, a szorzas elvégezhetd.

4
0 )
1 tehat BA = ( 1 )
(1 1 3
Mivel
C A CA

(2x3) (3x1)  (2x1)

a belss indexek azonosak, a szorzas elvégezhetd.

4
; 1
-1 tehdt CA:<:5

0 2 1] -1

10 -5

)

w

2 1
01

12
0
-3

)



8. Feladat: Hatarozzuk meg AAT ¢s AT A matrixokat, ha
-3 1
(s
Megoldas: A bels§ indexek megegyeznek, a miveletek elvégezhet&ek.
T (-3 0
A= (15)
-3 1 -3 0\ (10 5
0 5 15 ) 5 25
T ( =3 0 -3 1\ _ 9 -3
A A—< 15 05) \ -3 26

Vegyiik észre, hogy AAT £ ATA, de mindketts szimmetrikus.

AAT:(

9. Feladat: Hatarozza meg az A -1 és 1T - A matrixokat, ha

1 35 0
A=1|10 -8 0 2
4 1 3 -5
Megoldas:
1 35 0 1 9
A-1=1]110 -8 0 2 1| = 4
4 1 3 -5 1 3

A miivelet eredménye: az A matrix soraiban 1évs elemek Osszege.

1 35 0
1TA=1;51) [ 10 -8 0 2 | =(15-4;8-3)
4 13 =5

A miivelet eredménye: az A matrix oszlopaiban 1év6 elemek Gsszege.

10. Feladat: Végezziik el az alibbi miiveleteket A - es ¢s e] - A, ha

2 -1 3

A_<0 51>
2 -1 3 3
w3 () ()

A miivelet eredménye: kiemeltiik a métrix 3. oszlopét.

Megoldas:

2 -1 3
Fa—mo (o 3 ) -1

A miivelet eredménye: kiemeltiik a matrix elsG sorat.



11. Feladat: Végezziik el a kévetkez§ szorzéast, majd értelmezziik a miivelet eredményét:

2 1
e 1 3 1
-3 4
Megoldas:
2 1 1 )
(0;1;0) 1 3 1 = (1;3) 1 =4
3 4

A mivelet eredménye: kiemeltiik a méatrix 2. sorat, majd a sor elemeit Gsszeadtuk.

12. Feladat: Mutassuk meg, hogy (AB)T = BTAT ha

(5 a) me()
= (55 ) (9= )

(AB)T:<_1¢11 12)
= (3 1) (2 2)- (5 )

Valéban teljesiil, hogy (AB)T = BTAT

Megoldas:

13. Feladat: Végezze el a kovetkezs szorzast: A? - eq, ha

-7 4
()
—20
2 _
A €2 — ( 8 >
14. Feladat: Hatarozza meg az ATA - 1 matrixot, ha

(52

ATA-l—( 24)

Végeredmény:

Végeredmény:

—6



15. Feladat: Hatarozza meg az e} - A - 1 szorzat eredményét, ha

-10 3

0 6

A= 7 11
5 —1

Végeredmény: el - A -1 =4

16. Feladat: Hatarozza meg az 17 - A - ey szorzat eredményét, ha

-10 3

0 6

A= 7 11
5 —1

Végeredmény: 1T - A . ey =19

17. Feladat: Hatarozza meg az A - (eg — e4) szorzat eredményét, ha

5 -1 7 2
A= 12 -10 16 14
8§ 17 1 13
Végeredmény:
5
A - (e3 — 64) = 2
—12

18. Feladat: Hatarozza meg az bT - A - d méatrixot, ha

-10 3 5 5 .
14 6 7 2

A= 4 1 5 =1 o d= _13
6 -1 11 3

Végeredmény: bT - A .d = —380

1 -1 1
1. Vizsgafeladat: Legyen A=| -1 2 0
0 -1 1

Hatérozzuk meg (A + A2%)2 métrixot.

Megoldas: El6szér hatarozzuk meg A2 matrixot.

1(-1] 1
-1 20
0-1] 1
1 -1 1 2|1-4| 2
-1 2 0] -3] 5(-1
0 -1 1 11-3|1




1 -1 1 2 -4 2 3 =5
A+A?2=| -1 20 |+ -3 5 -1 |=| —4
0 -1 1 1 -3 1 1 —4
Végiil hatarozzuk meg (A + A2)2 matrixot.
31 -5 3
-4 7| -1
1 -4 2
3 -5 3| 32|-62| 20
4 7 1]|-41] 73|-21
1 4 2| 21 |-41| 11
32 —-62 20
Az eredmény: (A +A2)2=| —41 73 -21
21 41 11
-3 2 1 5 —3 2
. Vizsgafeladat: Legyen A = 1 -1 0 ]|]é&sB=|0 40
3 -2 -1 1 3 2
Hatéarozzuk meg AB — B? matrixot.
Megoldas: Mivel
5 3 2 5 -3 2
0 410 0 41 0
1 31 2 1 3] 2
3 2 1| -14 20 | -4 5 -3 2| 27| -21
1 -1 0 5 -7 2 0 4 0 0 16
3 -2 -1 14 | -20 1 3 2 7 15
Tehat
AB-B? =
—14 20 -4 27 —21 14 —41 41
= 5 =7 2 |- 0 16 0 |= 5 —23
14 —-20 4 7 15 6 7 =35

Egyszeriibb a szdmolés, ha észrevessziik, hogy AB — B2 = (A — B)B.
3. Vizsgafeladat: Hatarozzuk meg AB és AC matrixokat, ha

2 -3 -5

A=| -1 4 5

1 -3 -4

1 410

B=| 2 111

1 -2 1 2
o 7 3 2
C=[3 -2 -1 -1
0 1 3 4

Megoldas:



1 4| 1 0
2 17 1 1
1 211 2

0 713 2
3 2] -1 -1
0 11 3 4

Tehat
-9 15 -6 -13
AB=AC= 12 -10 8 14
-9 9 -6 -—-11
De ebbél nem kovetkezik B = C egyenléség.

4. Vizsgafeladat: Hatarozzuk meg (AB)C és A(BC) matrixokat, ha

@
Il
VR
S N
[ =
w O
|
i)
N—

[e)
WO
I e

Megoldas: Elészor nézziik meg, hogy a mtvelet elvégezhets-e.

A B C ABC

(3x2) (2x4) (4x3)  (3x3)

Az egymas mellett 16v6 belss indexek megegyeznek, ezért a szorzasok elvégezhetGek. Ebben
az esetben hasznéljuk fel, hogy a matrixok szorzasa asszociativ, azaz (AB)C = A(BC),
igy elég csak (AB)C matrixot kiszamolni.

Hatarozzuk meg AB szorzatot.

2 100
0 51 3| -1
1 -2 2| -9/|-6

10



Hatéarozzuk meg (AB)C matrixot.

1 1 1

-3 0 1

0 2 1

-2 3 4

2 -9 6 2 25| -4 | -5
-4 8 6 -2| -24 2 8

0 15 9 -3| -39 9|12

Tehat

25 —4 -5

(AB)IC=ABC)=| —-24 2 8
-39 9 12

5. Feladat: Hatarozzuk meg AAT és AT A matrixokat, ha
1 21
A=| 3 -1 0
2 1 3

Megoldas: Egy négyzetes métrix transzpondltja is vele azonos tipusi négyzetes matrix,
igy a szorzasok elvégezhetGek.

1 3 2

2 -1 1

1 0 3

1 2 1| 6 1 7
-1 1 10| 5
2 1 3| 7 5|14

Tehat

6 1 7
AAT=(1 10 5
7 5 14

1] 27 1

31-1] 0

21 1| 3

1 3 214 1] 7

1 1] 116 5

1 0 3] 7] 5]10
14 1 7
ATA = 1 6 5
7 5 10

Vegyiik észre, hogy szimmetrikus matrixokat kaptunk, de AAT £ ATA

6. Vizsgafeladat Egy utazasi iroda 4 tarsasutazisra a hét els6 harom napjan kiilénbo6z6
szamu jegyet adott el. Ezeket az adatokat az aldbbi A matrix mutatja:

11



London | Parizs | Roma | Bécs
Hetfs 10 18 16 14
Kedd 12 16 12 12
Szerda 12 8 8 10

Az egyes utazisok ara a tablazatban lévs sorrendnek megfelelGen: pT = (15;10;20,5)
pénzegység.
Végezziik el az alabbi miveleteket és értelmezziik az eredményeket:

Ap, e;FAl, Aes, 1TAp.

Irja fel matrixmiivelettel és szamitsa ki, hogy mennyi volt a bécsi jegyek eladasabol szar-
maz6 naponkénti bevétel!

Megoldas:
10 18 16 14 18
A= 12 16 12 12 pP= 20
12 8 8 10
5
Ap meghatarozasa
Szamolas tablazattal:
15
10
20
5
10 18 16 14| 720
12 16 12 12| 640
12 8 &8 10| 470
Tehat
15
10 18 16 14 10 720
Ap = 12 16 12 12 2 = | 640
12 8 8 10 5 470

Ap jelentése: a naponkénti bevételt. Azaz hénfén 720 pénzegység, kedden 640 pénzegység,
szerdan 470 pénzegység.

eI A1l meghatarozasa

Szamolas tablazattal:

10| 18| 16| 14
12| 16| 12| 12
12 8 81| 10
0 1 0] 12| 16| 12| 12

12



—_ = e

12 16 12 12| 16

Tehét
10 18 16 14 i
eTA1=(0;1;0)| 12 16 12 12 L | =52
12 8 8 10
1
eX A1 jelentése: kedden az iroda Gsszesen 52 repiil§jegyet adott el.
Aeg meghatarozasa
Szamolas tablazattal:
0
0
1
0
10 18 16 14| 16
12 16 12 12| 12
12 8 8 10 8
Tehat
10 18 16 14 8 16
Aeg=| 12 16 12 12 1= 12
12 8 8 10 8
0
Aeg jelentése: naponta eladott repiil§jegyet szdma Romaéba.
1TAp meghatarozasa
10 18 16 14 13
1TAp=(1;1;1) | 12 16 12 12 o | = 1830
12 8 8 10
5
1T Ap jelentése: a heti teljes bevétel.
A Dbécsi jegyek eladasabol szarmazd naponkénti bevétel:
8 10 18 16 14 8
(pTeq)Aey = (15;10;20,5) 0 12 16 12 12 0
1 12 8 8 10 1
0
10 18 16 14 0 70
=5 12 16 12 12 0o | = 60
12 8 8 10 1 50

13



7. Vizsgafeladat

Egy termel§ a piacon négyféle gyiimdolesot arul. Az A matrix mutatja, hogy a hét egyes
napjain mennyit adott el a kiilonféle gyiimolesokbél.

Hetfs | Kedd | Szerda | Csiitortok | Péntek | Szombat
Szilva 1 5 6 6 7 8
Korte 4 3 4 5 7 7
Oszibarack 3 4 2 3 10 9
Ringlo 2 1 4 5 8 12

A tablazat az eladott mennyiséget kg-ban mutatja. Az egyes gylimolesfajtak kilogram-
monkeénti arat (a tablazatbeli sorrendnek megfelelGen) az arvektor tartalmazza, amely a
kovetkezs:

pT = (100; 120; 130; 90).

Végezziik el az alabbi miveleteket és értelmezziik az eredményeket!

a) pTA b)erTA ¢) Aes d) Ales —e1) e) Al f)pTAl g)1TA

Megoldas:
156 6 7 8
4 3 45 7 7
TA — . . . — . . . . . .
p~ A = (100;120; 130; 90) 3493 10 9 = ( 1150; 1470; 1700; 2040; 3560; 3890; )
21 4 5 8 12

pTA jelentése: a naponkénti teljes bevétel.

e1’ A = (1;0;0;0) = (1;5;6,6;7;8)

N W = =
— s W Ot
=N RO
(S NJLING) e
[CoBNemlEN BN
N © 3 o

1

e1 T A jelentése: szilvabol az eladott naponkénti mennyiség kg-ban megadva.

0
156 6 7 8 0 6
Aes — 4 3 45 7 7 1 _ 4
34 2 3 10 9 0 2
21 45 8 12 0 4
0

Aeg jelentése: szerdan az eladott gyiimélesok mennyisége kg-ban megadva

1
1566 7 8 0 6
4345 7 7 0 3
Ales—el)=1 5 , 5 3 19 ¢ o |~ 7
2145 8 12 1 6

0

14



A (e5 — e1) jelentése: pénteken mennyivel t6bb gytimolesot adtak el , mint hetfén

1
156 6 7 8 1 33
4 3 45 17 7 1 30
Al = 34 2 3 10 9 1| | 31
21 4 5 8 12 1 32
1

A1l = gyiimolcsdnként a heti eladott mennyiség kg-ban kifejezve
pTA1 =13810

pTA1 jelentése: a heti teljes bevétel Ft-ban.

1566 7 8
4345 7 7

T _ C1-1- _ . . . . .

TA=(GLLY | 5y 5 5 19 o | = (10513:16;19:32;36)
2 1 45 8 12

1T A = naponkeénti ésszes eladott gydméoles mennyisége kg-ban megadva.

. Vizsgafeladat Egy étteremben négyféle levesbdl eladott adagok szaméat a hét elsg harom
napjan az aldbbi A matrix mutatja:

Rantott leves | Zoldségleves | Paradicsomleves | Csontleves
Heétfs 20 30 5 10
Kedd 30 20 10 10
Szerda 25 30 20 20

Az egyes levesek ara: pT = (5;7;10; 12) pénzegység.

(a) Mennyi a leves forgalom naponként pénzegységben?
(b) Mennyi a leves forgalom Osszesen a 3 nap alatt?

) Szamitsa ki és magyarazza meg a jelentését: 1TA.

)

(c

(d) Szamitsa ki és magyarazza meg a jelentését: Aea — Aes.

. Vizsgafeladat Harom étteremben négyféle ételbél egy napon eladott adagok szamat mu-
tatja az alabbi A matrix:

1. vendégls | II. vendégls | II1. vendégls
1. étel 20 10 30
2. étel 30 10 40
3. étel 50 20 30
4. étel 40 25 20

Az egyes ételek ara: 600 Ft, 500 Ft, 800 Ft, 400 Ft.

(a) Mennyi az egyes vendéglk forgalma Ft-ban?
(b) Mennyi az egyes ételekbdl eladott adagok szama a hérom vendéglében egytittesen?

(¢) Mennyi az Osszes étel forgalom Ft-ban?

15



. Vizsgafeladat Egy utazési iroda 4 tarsasutazasra a hét els6 harom napjan kiilénb6zé
szamu jegyet adott el. Ezeket az adatokat az aldbbi A matrix mutatja:

Parizs | Berlin | Vars6é | Amszterdam
Heétfs 16 18 16 14
Kedd 14 16 12 12
Szerda 12 8 8 10

Az egyes utazasok ara: pT = (9;6;7;8) pénzegység.
Irja fel matrixmivelettel és szamitsa ki, hogy:

(a) mennyi volt az utazasi iroda bevétele naponta;

(b) harom nap alatt az egyes varosokba héany jegyet adtak el!
Szémitsa ki és magyardzza meg a jelentését:

(a) eTA1
(b) (1;-1;0)Ap.
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