1. Linearis differenciaegyenletek

Tekintsiik az alabbi egyenletet:
fn)=af(n=1)+bf(n+1), (K<n<N) f(K)=dy, f(N)=d>.
Keressiik a megoldast f(n) = o™ alakban. Igy kapjuk a kovetkezdket :

1++1—4ab
" =aa" ' +ba"t! = a=a+bd® = oa,zzTa.

Az alabbi eseteket kiilonboztethetjiik meg:

1. 1 —4ab # 0. Ebben az esetben két kiilonbozé megoldas van, oy és e, az egyenlet altaldénos megoldéasa pedig
f(n) =cal +caf .

2. 1 — 4ab = 0. Ebben az esetben csak egy megoldas van, mégpedig o = 1/2b. Viszont ilyenkor az eredeti
egyenletnek nemcsak (%)n, hanem na™ =n ( L )n is megoldéasa, uis:

2b

n (21b>n =a(n—1) <21b>n_1 +b(n+1) <2lb>n+l = (;l))n [a(n —1)2b+b(n + 1)2117} =
- <21b)n [Qabn — 2ab + % n Z} - (21b>n [4ab2+ LI 4“b2_ 1} _

_ in4ab—1+ _4ab—1_ in
2 g 2 |\ ™

Az eredeti egyenlet altalanos megoldasa ilyenkor tehat:

1\" 1\"
f(n) =ca" + cana™ = ¢ <2b> + com (%) .

A ¢ és co konstansokat a peremfeltételekbdl hatarozhatjuk meg.

Feladatok

1. Hatéarozzuk meg azt az f(n) fliggvényt, amelyre teljesiilnek az aldbbiak:

flny =7 f=1)+ 5 fn+1),  0<n<10, F(0)=0, f10)=1.
2. Hatarozzuk meg azt az f(n) fiiggvényt, amelyre teljesiilnek az alabbiak:

F(n) = éf(n—l)—&—%f(n—i—l), 0<n<oo, f(0)=4, f(1)=3.

3. A FiBoNAccCI-szamokat a kovetkezGképpen definidljuk: Fy =1, Fo =1, ésn > 2 esetén F,, = F,,_1 + F,_o.
Adjunk zart formulat F,-re!

4. Hatéarozzuk meg azt az f(n) fiiggvényt, amelyre teljesiilnek az alabbiak:

f0) =3 f =D+ g S D+ 3+, w21 f0)=0, T f) =1,

n— oo

5. Hatarozzuk meg azokat az f(n) fiiggvényeket, amelyekre teljesiil az alabbi:

Fn)= 3 fn = 1) 5 fn 1)~ 1

Segitség: Mutassuk meg, hogy f(n) = n? kielégiti az egyenletet. Uténa tegyiik fel, hogy fi(n) és fa(n) szintén
kielégiti az egyenletet, és keressiik meg azt az egyenletet, amit g(n) = fi1(n) — fa(n) kielégit.



2. A tonkremenés problémaija

A kovetkezd probléma nagyon fontos modell a sztochasztikus folyamatok témakorében.

Tegyiik fel, hogy egy olyan szerencsejatékban vesziink részt, ahol minden egyes jatszméban az el6zményektdl
fliggetleniil p valdsziniiséggel nyeriink 1 forintot, 1 — p valoszintiséggel pedig veszitiink ugyanennyit. A jatékot
n forinttal kezdjiik és addig folytatjuk, amig el nem veszitjiik az Gsszes pénziinket, vagy pénziink el nem ér egy
eldre rogzitett Osszeget (A).

A feladat kapcsan a kovetkezd kérdéseket fogjuk vizsgalni:

— Mi a val6szintisége, hogy nyeriink ? Mi a valdszintisége, hogy veszitiink 7 Mi a valoszintisége, hogy végtelenségig
tudunk jatszani?

— Mi a helyzet, ha ellenfeliinknek végtelen sok pénze van? Es ha nekiink?
— Legalabb mekkora 6sszeggel kezdjiik a jatékot, ha egy adott valoszintséggel nyerni akarunk?

— Atlagosan hany jatszmabol all egy jaték?

2.1. A nyerés valodsziniisége

Jelolje f(n) annak valoszintségét, hogy n forinttal indulva végiil megnyerjiik a jatékot. Ekkor a probléma az alabbi
differenciaegyenletre vezet:

fn)=pfln+1)+ 1 -p)fln-1),
a peremfeltételek pedig f(0) =0 és f(A) = 1. A megoldas fiigg attol, hogy p = 1 — p teljesiil vagy sem.

1. Hap # 1 — p, akkor
a® = pan+1 + (1 _p)anfl
a=pa’+(1-p)
0=pa®—a+(1-p)
1+ +/1—4p(1 — 1-—
_ p(l-p) p

ap =1 g = ——
2p 1 ) 2 D

g2

Ezzel az altalanos megoldas:

17 n
fn) =cral + ceal =c1 + ¢ <pp> .

Hasznaljuk fel ¢; és ¢o meghatéarozasahoz, hogy f(0) =0 és f(A) = 1. Ezzel:

1-p 0
0261+62 (p) =cC1+C2

1—p A
1201+02()
p

Az els6 egyenletbdl co = —c1 kovetkezik, amit a masodikba helyettesitve:
A A A
1-— 1-— 1-—
1201—|—Cg(p) :Cl—Cl(p) =C 1—<p> R
p D p
1 ) 1
—q=——+ és Co = —

N N C U

Vagyis az f(0) =0 és f(A) = 1 peremfeltételeknek megfelel6 megoldas:

f(n) =ciaf + c2ay = A A( = P A
N G e G I G



Tehat ebben az esetben azt kaptuk, hogy

-,  NA
()
p
2. Hapzl—p:%,akkor
1 1
n_ — n+l - n—1
@ T Ty
1 2+1
a=—-a"+ =
2 2
1 1
025052—044—5
1.1
. 1+4/1-4-5-3 1 (= a)
172: 1 = =
2.3

Ezzel az altalanos megoldas:
fn) =ca™ + cona™ = ¢ + con.

Most is hasznéljuk fel a ¢; és c2 meghatarozasédhoz, hogy f(0) =0 és f(A) = 1. Ezzel:
0= c1 + 020 = C1
1= c1 + CQA

Az els6 egyenletbdl kapott ¢; = 0 -t a masodikba helyettesitve kapjuk, hogy ¢y = %. Vagyis az f(0) =0 és
f(A) = 1 peremfeltételeknek megfelelg megoldas:

|
BN

fn)=ca+cna™=0+n

Tehat most azt kaptuk, hogy

n

f(”):Z

Mi a helyzet, ha ellenfeliinknek végtelen sok pénze van (azaz A — oo)? Ekkor természetesen a jatékot nem
nyerhetjiik meg, legfeljebb azt érhetjiik el, hogy ne veszitsiink, azaz a jaték végtelen sokaig tartson. Ennek valoszi-

nisége:
1. Hap <1—p, akkor lim f(n)=0.
A—o0

2. Hap=1-p, akkor lim f(n)=0.
A—o0

1 _ n
3. Hap>1—p, akkor lim f(n)=1- (p> _
A—o0

Feladatok

1. Fej vagy irast jatszok a bardtommal, ha fejet dobunk, akkor én fizetek neki 1 forintot, ha irast, akkor 6 nekem.
Nekem 10 forintom van, & 40 forinttal indul, és addig jatszunk, mig valaki el nem veszti minden pénzét. Sajnos
az érme nem szabalyos: az iras valészintsége 0,52.

a) Milyen valoszintiséggel fogok nyerni, illetve vesziteni?
b) Mekkora a nyereségem varhato értéke?

¢) Mekkora indul6osszeggel jatsszak, ha legalabb 0,95 eséllyel nyerni akarok (a baratomnak most is 40
forintja van)?

Megoldas: Most p = 0,52, n = 10, A = 10 + 40 = 50. Ezekkel:



a) P( nyerek ) =0,5611, P( veszitek ) = 0,4389,
b) E=0,5611-40+ (1 —0,5611) - —10 = 18.0550,

¢) Most A=40+n, n ="

(1-052)”
0,52 - 0.95

(1@&

0,52

)

>n+40 —

0,48
1 _ )
(052

0,48 \"
> 2= 1—
0,05 <0,52) [ 0,95 (

) eu o

0,48
0,52

)

0,48
0,52

0,48
0,52

)|

)]

0,05 0,48\"
0.48\ 40 = 0,52
1-— ’ ’
095(052)
0,05 0,48\"
ln1 005 (048)" A
T <052)
0,05 0,48
In 043\ D >nln 050
1-— ’ H;—’
L 0,95 <O752> ~—0,08
~—2,9563
n > 36,954

Mivel n egész, ezért n > 37. Ellen6rzésképp: n = 37 esetében a nyerés valoszinisége 0,9502, mig n = 36
esetében 0,9461.

2. Tegyiik fel, hogy most szabalyos pénzérmével jatszunk (minden mas a fentiek szerint alakul).

a) Milyen valoszintiséggel fogok nyerni, illetve vesziteni?

b) Mekkora a nyereményem véarhato értéke?

¢) Mekkora induléosszeggel jatsszak, ha legalabb 0,95 eséllyel nyerni akarok?
Megoldas: Most p = 0,5, n = 10, A = 10 + 40 = 50. Ezekkel:

a) P( nyerek ) = 0,2, P( veszitek ) = 0,8,

b) E=0,2-40+(1-02)--10=0,

¢) Most is A=40+mn, n =7

> 0,95

n
40+n
n > 0,95(40 4+ n)
0,05n > 38
n > 760.

3. Tegyiik fel, hogy én 100 forinttal, ellenfelem pedig 400 forinttal indul, az érme nem szabalyos: az irds valo-
szintisége 0,52.
a) Milyen valoszintiséggel fogok nyerni, illetve vesziteni?

b) Mekkora a nyereségem varhato értéke?



¢) Mekkora induléosszeggel jatsszak, ha legalabb 0,95 eséllyel nyerni akarok?
Megoldas: Most p = 0,52, n = 100, A = 100 4 400 = 500. Ezekkel:

a) P( nyerek ) =0,9997, P( veszitek ) = 0,0003,

b) E =0,9997-400 + (1 —0,9997) - —100 = 399,83,

¢) Most A =400+ n, n =7 A mar latott megoldasi menetet kovetve n > 38 adodik.
Osszehasonlitva a nyerés valoszintiségére kapott értéket az 1. feladatban kapottal lathaté a hatalmas kiilonb-
ség. Ugy is megfogalmazhattuk volna a feladatokat, hogy mindkét esetben 100 forintunk van, az ellenfélnek
pedig 400, de mig a masodik esetben minden egyes jatszmaban 1 Ft cserél gazdat, addig az elsG esetben
jatszmanként 10 Ft a tét. A kapott eredmények alapjan optimadlis stratégiat is megfogalmazhatunk: ha a

jaték nekiink kedvezs (azaz p > 1/2), akkor érdemes mindig a lehetd legkisebb téttel jatszani, ha ellenfeliink
szamara kedvez6 (p < 1/2), akkor pedig a lehets legnagyobbal.

. Ellenfelem most azt javasolja, hogy cseréljiik fel a szerepeket. Azaz, ha fejet dobunk, akkor & fizet nekem 1
forintot, ha irast, akkor én neki. Az iras valdsziniisége most is 0,52. Nagylelkiien azt is felajanlja, hogy 6 csak
8 forinttal indul. Mekkora 6sszeggel induljak, ha most is legaldbb 0,95 valoszintséggel nyerni akarok?

Megoldas: Most p =048, A=n+8,n="7

Jarjunk el tgy, mint az 1. feladatban (a relacios jel irdnya negativval valé szorzas/osztas miatt fordul meg):

- (1—0,48)”
4
0,48 5 > 0,95
L _(1=048
0,48
0,52\ " 0,52\" /0,52\°
1— ) < 1= i . )
(052 <om 1= (42" (22)]
0,52\" 0,52\ °
< 9 1_ 9
0.05 = <0,48> [ 0,95 (0748)]
0,05

0,52\"
0,52 s =048
1—0,95(’ ) ’

0,48

Viszont itt a baloldali kifejezés negativ (kb. —0,0623), tehat nincs logaritmusa (az egész persze azért van, mert
1—
most — L > 1). Vagyis azt kaptuk, hogy ez az egyenlGtlenség nem oldhaté meg. Tehéat barmennyi pénzzel

is iiliink le jatszani, a nyerési val6szintiségiink soha nem lesz t6bb 0,95-nél, de azt is tudjuk, hogy minél t6bb
pénzzel kezdiink, annal nagyobb valoszintiséggel nyerjiik meg végiil a jatékot. Akkor legfeljebb mekkora lehet
a nyerésiink valészintisége?

1
1-048\" 0,52\ " a1
08 =108 (3’33)

lim P(nyerek) = lim . s = lim ————— 0 = lim : 5=
n—oco n—o0 . 1—0,48 n—oco ) 0,52 n—oo 1 0,52

0,48 0,48 (g)" 0,48

0,48
~1 0,48\ °
= = ’ ~ 271 .
( 0’52) 0,527

0,52\ °

0,48
Altalanosan, ha p < 1 — p, nekiink n; forintunk van, ellenfeliink pedig no egységgel kezdi a jatékot, akkor a
nyerésiink valészintiségének hatarértéke:

1—p\™
1 B ( p) "
. . p p
1 P k)= 1 = .
nllinoo (nyerek) mlinoo ] (1 —p)n1+n2 (1 —p)
p




5. Tegyiik fel, hogy nekem most is 10 forintom van, viszont az ellenfelemnek végtelen sok pénze van, a nyerési
esélyem pedig minden egyes jatszméban 0,55.
a) Milyen valoszintiséggel fogom elvesztiteni az Osszes pénzemet ?
b) Mi a valészintisége, hogy a jaték soran valamikor 16 forintom lesz? Es annak, hogy 1007
¢) Mi a valészintsége, hogy végtelen sokaig tart a jaték?
d) Mekkora induloosszeggel jatsszak, hogy legalabb 0,9 valoszintséggel ne veszitsek ?
6. Tegyiik fel, hogy nekem most is 10 forintom van, viszont az ellenfelemnek végtelen sok pénze van, a nyerési
esélyem pedig minden egyes jatszméban 0,45.
a) Milyen valoszintiséggel fogom elvesztiteni az Osszes pénzemet ?
b) Mi a valészintisége, hogy a jaték soran valamikor 15 forintom lesz? Es annak, hogy 207
¢) Mi a valészintsége, hogy végtelen sokaig tart a jaték?
7. Wagner ur zaraskor kilép a Harom Piros Dugohtzobol, és az elfogyasztott nagy mennységii whisky hatésara

1/2-1/2 valoszintséggel 1ép egyet jobbra illetve balra. Bolyongéasat addig folytatja, mig bele nem esik a
kocsmatol 400 1épésre levs tengerbe, vagy el nem éri a 100 1épésnyire taldlhatoé kényelmes szemetes kukat.

a) Mekkora valészintiséggel éri el a biztonségos szemetest ? Milyen eséllyel zuhan bele a tengerbe? Mekkora
annak a valészintisége, hogy bolyongésa sosem ér véget ?

b) Fiilig Jimmy elhatarozza, olyan médon csékkenti Wagner ur esélyeit, hogy as egy mély godrdt a kocsma
és a tenger kozé. Hova assdk a godrot, ha azt szeretnék, hogy Wagner tr legfeljebb 0,5 valészintiséggel
érjen haza?

¢) Megjelenik Tiiskés Vanek, aki azt javasolja, hogy inkabb hajitsdk a tengerbe a szemetest, mely Wagner
ur szallaséul szolgalt, ekkor ugyanis biztosan a tengerben kot ki (marmint Wagner tr). Igaza van neki?

8. Piszkos Fred ellopta Wagner ar bal cipGjét, aki igy a hirtelen tdmadt aszimmetria hatasara 0,45 valoszi-
ntiiséggel 1ép a szemetes, és 0,55 valdszintiséggel 1ép a tenger felé. Valaszoljuk meg igy is az el6zd feladat
kérdéseit !

Szamitoégépes feladatok

1. Jeldlje f(n1,ne9,p) annak valoszintiségét, hogy megnyeriink egy olyan jatékot, melyben nekiink n; kezdstskénk
van, ellenfeliinknek ns, és minden egyes jatszmaban p valoszintséggel nyeriink (illetve 1 — p valoszinidséggel
veszitiink) egy egységet.

a) Hatérozzuk meg a kovetkezket: f(10,1000,0.8), £(100,10000,0.8), f(10,100,0.4), £(2,20,0.4).
b) Abréazoljuk az £(100,100,p) fiiggvényt!

2. Legyen ny = 100 és ne = 100. A vizszintes tengelyen abrazoljuk a jatékok szamat, a fliggélegesen pedig az
aktualis tékénket.

a) Abrazoljuk a folyamatot p = 0,5 esetén!
b) Abréazoljuk a folyamatot p = 0,6 esetén!
2.2. A jaték varhato idStartama

Jelolje d(n) a jaték varhato idGtartamat (azaz a jatszmak varhato szamat) a bevezetGben leirt szerencsejaték esetén.
Ekkor az alabbi differenciaegyenlet szolgaltatja a megoldast:

dn)=pdn+1)+ (1 —p)d(n—1)+1,

a peremfeltételek most d(0) = 0 és d(A) = 0. A megoldas most is fiigg attol, hogy p = 1 — p teljesiil vagy sem.



1. Hap#1—p:

Vegyiik észre, hogy d(n) = megoldésa az egyenletnek, tovibba a linearitas miatt barmely két megoldés

1_
d(n) kiilonbsége kielégiti a
6(n) =pdé(n+1)+ (1 —-p)é(n—1)
n
egyenletet, melyrél mar tudjuk, hogy minden megoldasa c; + co (1%’) alaki. Tehat p #£ 1 — p esetén az

altalanos megoldas:

n 1—p\"
d = — _— .
(n) 1_2p+01+62( ’ )

A peremfeltételek felhasznédlasaval kapjuk a megoldast:

2. Hap:l—p:%:
A7 €l676 esetben talalt partikuléris megoldas most nem felel meg, de a d(n) = —n? mér kielégiti az egyenletet,
tovdbba a linearitas miatt barmely két megoldas d(n) kiilonbsége kielégiti a

1 1
d(n) = 56(n+1)+§5(n— 1)
egyenletet, melynek minden megoldésa c; + con alaka, igy p=1—p = % esetén az altalanos megoldés:

d(n) = —n?+c1+con.

A peremfeltételek felhasznéalasaval a megoldas:

Feladatok

1. Hatarozzuk meg az el6z6 feladatokban a jaték varhato idtartamat (ahol lehet)!

2. Altalanos esetben mi a helyzet, ha A — 0o? Vizsgaljuk a kérdést p <1 —p,p=1—pésp> 1 — p esetén!

Szamitégépes feladatok

1. Jelolje d(n1,n2,p) a jaték osszanak vahato értékét egy olyan jatékben, ahol nekiink n; kezd6t6kénk van, ellen-
felinknek ngy, és minden egyes jatszmaban p valoszintséggel nyeriink (illetve 1 — p valoszintséggel veszitiink)

egy egységet.
a) Hatérozzuk meg a kovetkezsket: d(10,100,0.8), d(10,10000,0.8), d(100,1000,0.4), d(10,100,0.4).
b) Abréazoljuk az d(100,100,p) és d(10,100, p) fiiggvényt!



