3. Sztochasztikus folyamatok altalaban

Sztochasztkus folyamat alatt id6ben véghbemend véletlen folyamatot értiink. Precizebben, egy sztochasztikus folya-
mat idG szerint indexelt valosziniségi valtozok serege (X;). A mi esetlinkben az id6 a {0,1,2,...} vagy [0, 00)
valamely részhalmaza. Az els6 esetben diszkrét ideji, a masodikban pedig folytonos ideji folyamatrol beszéliink.
A halmaz, melybdl az X, valoszintiségi valtozé az értékeit veszi az dllapottér. A vizsgélatainkban egyarant sze-
repelni fognak diszkrét (azaz véges vagy megszamlalhatoan végtelen) és folytonos (azaz R vagy R™) allapotterd
sztochasztikus folyamatok.

Példak sztochasztikus folyamatokra'

— Véletlen bolyongas Z%ben

— A tOnkremenési probléma

— Sorbanallési (tomegkiszolgéalasi) modellek
— Készletezési modellek

— Brown-mozgas (Wiener—folyamat)

— Poisson—folyamat

— Genetikai modellek

— Populacié dinamikai modellek

— Kozlekedési modellek

— Terhelési-kifaradasi modellek

— stb.

L Ami most hirtelen eszembe jutott...



4. Véges Allapotterti Markov—lancok

4.1. Bevezetés
Legyen X, egy diszkrét idejd sztochasztikus folyamat (n = 0,1,2,...), ahol X,, értékeit az S = {1,2,...,N}
halmazbdl veszi. X,, lehetséges értékeit a folyamat (vagy rendszer) lehetséges allapotainak nevezziik. A folyamat

teljes valoszintségi leirasdhoz az alabbi valoszintiségekre van sziikségiink minden n és minden véges {ig, i1, ...,%n}
esetén:

P(Xo =i0, X1 =i1,..., Xy =ip) .

Ezzel ekvivalens, ha megadjuk a kezdeti eloszlast
p(i)=P(Xo=1) i=12,...,N,
és az allapotok kozotti atmenet valdszintiségeét :

qn(in|i07ila cee 7in—1) == P(Xn == Zn|AXV0 == Z.OaAX—l = ilw . ';Xn—l = in—l)a

melyekkel aztan

P(XO = io,Xl = il, . ,Xn = Zn) = (p(io) Q1(i1|i0) q2(i2‘i0,i1) . qn(in|i0,i1, e ,in—l) .

Mi olyan folyamatokkal fogunk foglalkozni, melyek kielégitik az tgynevezett Markov tulajdonsdgot. A Markov
tulajdonsag azt jelenti, hogy a folyamat jovGbeni allapota csak a jelen allapottél fiigg, a miltbeli torténésektdl
nem. Més szavakkal: a rendszer jelen &allapota a lényeges, és nem az, hogy miként keriilt a rendszer ebbe az
allapotba. Matematikailag ezt a kdvetkezGképpen fogalmazhatjuk meg:

P(Xn = Zn|‘XPO = Z‘07)(1 = 7;17' . ~aXn71 = Z.n71> = P(Xn = iannfl = in71> .

Egy tovabbi fontos feltevésiink lesz, miszerint az allapotok kozotti atmenet valosziniisége nem fiigg az id6t6l (n-t6l).
Ezt a tulajdonsagot homogenitisnak nevezziik. A homogén Markov-ldinc tehat egy olyan sztochasztikus folyamat,
melyre

P(Xp =in|Xo =0, X1 =d1,..., Xn 1 =in_1) = plin_1,in) -

Ha kifejezetten nem hangsilyozzuk az ellenkez$jét, akkor a tovdabbiakban Markov-lanc alatt mindig homogén
Markov—lancot értiink. A Markov-lancal kapcsolatos valdszintiségek meghatirozasihoz sziikségiink van a kezdeti
eloszlasra (p(i) = P(Xo = 1)) és az dtmenetvaldsziniségekre (p(i,j)). Ezekkel:

P(Xo =io, X1 =i1,..., Xn = in) = (o) p(io, i1) p(i1,92) - - - Plin—1,7n)-
A Markov-lanc démenetvaldsziniiség mdtriza olyan (N x N-es) matrix, melyben az i-edik sor j-edik eleme (azaz a
matrix (7, ) eleme) p(i, ).
A P maétrix sztochasztikus mdtriz, ha minden eleme nemnegativ és az egy sorban levs elemek Osszege egy, azaz

N
0<P;<1, 1<ij<N, & » Pj=1 1<i<N.
j=1

Barmely matrix, amely kielégiti ezeket a feltételeket, lehet valamely Markov-lanc atmenetvaldszintiség matrixa.



4.1.1. Példak

1.

Kétallapota Markov—lanc: Tekintsiink egy telefonvonalat a foglaltsdg szempontjabol. Legyen X,, = 0, ha
a vonal szabad, és legyen X,, = 1, ha a vonal foglalt az n-edik idGintervallumban. Tételezziik fel tovabbéa, hogy
minden idéintervallumban p valészintséggel érkezik hivas (feltessziik azt is, hogy egynél t6bb hivas nem jon egy
id6intervallumban), és a ha a vonal foglalt, akkor ¢ valoszintiséggel lesz szabad a kovetkezs idGintervallumban.
A folyamatot leir6 Markov-lanc allapottere S = {0,1}, dtmenetvaldészintiség matrixa pedig

P:[l_p p }
q 1—g¢q

. Egyszeri sorbanallasi modell: Tegyiik fel, hogy az el6z6 példdban megengedjiik, hogy a rendszerben egy-

szerre egy hivas varakozhasson is. Ekkor az allapottér (vagyis a rendszerben levs hivasok szama) S = {0,1,2},
az d&tmenetval6sziniiség méatrix pedig

1—p p 0
P=|gq(1-p) 1-¢(1-p)—pl—-gq) p(1-q)
0 q l—gq

. Bolyongas visszaverd falakkal: Tekintsiink egy részecskét, mely a {0,1,..., N} pontokon ugral. Minden

egyes lépésben p valdszintiséggel 1ép egyet jobbra és 1 — p valészintiiséggel 1ép egyet balra, ha pedig a hataron
van, akkor 1 valoszintiséggel 1ép egyet visszafelé. Ekkor az atmenetvaldsziniiség matrix elemei:

plii+1)=p, pli,i—1)=1—p, haO<i<N, é p01)=1 p(N,N—1)=1.

Elnevezések: ha p = 1/2, akkor szimmetrikus véletlen bolyongésrol, ha pedig p # 1/2, akkor nem szimmetrikus
véletlen bolyongasrol beszéliink.

. Bolyongas elnyelg falakkal: Az el6z6hoz képest annyi valtoztatunk, hogy ha a részecske eléri a 0 vagy az

N allapotot, akkor ott is marad o6rokre. Ekkor az dtmenetvaldszintiség matrix elemei:
p(i,i+1)=p, p@,i—1)=1—p, haO<i<N, és p(0,00=1, p(N,N)=1.

Vegyiik észre, hogy ez az eset megfelel a tonkremenési probléménak.

. Bolyongas félig elnyeld falakkal: Most annyit valtoztatunk, hogy ha a részecske eléri a 0 vagy az N

allapotot, akkor onnan p (illetve 1 — p) valoszintiséggel ugorhat a bels pontok felé. Ekkor az dtmenetvaldszi-
niiség métrix elemei:

p(i,i+1)=p, p(,i—1)=1—p, haO0<i<N, és

. Bolyongas grafon: Véges, egyszertd, iranyitatlan grafrél van szo, ezen bolyong egy részecske. Tekintsiik

azt a Markov—lancot, melynek allapotai a graf cstucsainak felelnek meg. Minden egyes ugrasnal a részecske
véletlenszertien véalaszt egyet azok koziil a csucsok koziil, melyek szomszédosak vele. Jelolje d(i) az i-edik cstcs
szomszédainak szamét. Ekkor az dtmenetvaloszintiség matrix elemei:

1
.. —— ha i és j szomszédosak
p(i,73) = ¢ d(i) J
0 kiilonben

Feladatok

1.

(Ehrenfest-féle diffaziés modell) Az én kutyamban és a szomszédom kutyajaban egyiittesen n bolha lakik.
Minden nap egy véletlenszerten (egyforma eséllyel) valasztott bolha atugrik a masik kutyaba. Azt vizsgaljuk,
hogy az én kutydmban hogyan alakul a bolhdk szdma. Adjuk meg az dtmenetvaldsziniség matrixot!

Megoldas: Jelolje X}, az én kutyamban levs bolhak szaméat a k-adik napon. Az allapottér (az én kutyamban
levs bolhak szama) S = {0,1,2,...,n}, az atmenetvaloszintiség matrix pedig a kovetkezs (n+ 1) x (n 4+ 1)-es
matrix:



0o 1 0 0
1 n—1
w05 0 0
|0 & 0 0
0 .. 0 =1 oo 1
|0 0 1 0

2. (Bernoulli-Laplace féle diffuzios modell) N piros és N fehér goly6 két dobozban van elhelyezve ugy, hogy

mindig N goly6é van mindkét dobozban. Minden idépillanatban mindkét dobozbél kihizunk egy-egy golyot
és azokat kicseréljiik. Azt figyeljiik, hogy hogyan alakul a piros golyok szdma a bal oldali dobozban. Adjuk
meg az dtmenetvaloszintség métrixot !

Megoldas: Jeldlje X,, a bal oldali dobozban levs piros golyok szdmat az n-edik 1épés utéan. X,, lehetséges
értékei 0,1,2,..., N. Hatarozzuk meg elGszor a szélsGséges esetek valoszintségeit :

PX,=1X,-1=0=1 PX,=j(G#1)|Xn-1=0)=0
PX,=N-1X,1=N)=1 PX,=j{#N-1)|X,-1=N)=0

Legyen k darab piros golyo a kérdéses dobozban (k # 0, k # N). Ekkor van még benne N — k fehér, a
mésikban pedig N — k piros és k fehér. Egy 1épés alatt a piros golyok szama néhet eggyel, csokkenhet eggyel
vagy nem valtozik. A pirosak szdma akkor nem valtozik, ha mindkét dobozbdl fehéret vagy mindkett&bol
pirosat valasztunk. Ennek valoszintsége:

k N—-k
N N

N-kk _kN—k_

L k(N —k)
N N ‘N N '

P(Xp = k| Xp_y = k) = =

A pirosak szama akkor csokken eggyel, ha a bal oldalibol pirosat valasztunk, a masikbél pedig nem. Ennek
valoszintisége :

_kk k2

NN N2°

A pirosak szama akkor novekszik eggyel, ha a bal oldalibol fehéret vélasztunk, a masikbol pedig pirosat.
Ennek val6szintisége:

P(Xp=k—1|X,_1=k)

_ _ _ 2
Pﬁzzk+HXm¢:M:JV kN-—k_(N-k)*

N N N2
Az dtmenetvaloszintiség méatrix igy az alabbi (N + 1) x (N + 1)-es matrix:
[0 1 0 . 0 7
_ _1)2
. 2(1]\/\]2 1) (NN21) 0 0
0 4 4(N-2) (N-2) 0
p— NZ NZ N?Z
: . )

0 0 (NN21) 2(1]\\772 1) %

L0 0 1 0 |

. Egy szabalyos dobokockat dobunk fel tjra meg tjra. Minden dobas utéan feljegyezziik az addig dobott szamok
maximumét. Igazoljuk, hogy homogén Markov lancot kapunk, és adjuk meg az atmenetvaldsziniség méatrixot!

Megoldas: Ha eddig az 1 volt a maximum, akkor barmit dobunk, a dobott szam lesz a maximum, tehat mind
a hat esetnek 1/6 a valoszintisége. Ha 2 volt a maximum, akkor 1 mér nem lehet, tehat ennek a valoszintisége
0. A 2 akkor marad a maximum, ha l-et vagy 2-t dobunk, ennek valdszintsége 2/6, a 3, 4, 5, 6 allapotoké

pedig 1/6 — 1/6. A tobbi sor hasonlé gondolatmenettel megkaphato.

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

0 2/6 1/6 1/6 1/6 1/6

p_| 0 0 3/6 1/6 1/6 1/6
“l 0o 0o 0 4/6 1/6 1/6
O 0 0 0 5/6 1/6

o 0 0 0 0 1



. Egy dobdkockat az el6z6 mozgatastol fiiggetleniil diszkrét idGegységenként atforditunk valamelyik szomszédos
oldalara. Irjuk le a folyamatot Markov-lanc segitségével.

Megoldas: Legyen az éllapot az éppen feliil levs érték. Emlékezziink arra, hogy a szabalyos dobokocka
szemkozti oldalain levs értékek Osszege mindig hét, azaz a szemkoztiek: 1 — 6, 2 — 5, 3 — 4. Igy pl. ha az 1
van feliil, akkor egy forgatas utéan feliil lehet a 2, 3, 4 és 5 barmelyike, viszont az 1 és a 6 nem. Ezért

0 1/4 1/4 1/4 1/4 0
1/4 0 1/4 1/4 0 1/4
1/4 1/4 0 0 1/4 1/4
1/4 1/4 0 0 1/4 1/4
1/4 0 1/4 1/4 0 1/4

0 1/4 1/4 1/4 1/4 0

. Harom fehér és harom fekete golydt osztunk szét egyenlen két urnaba. Egy lépés abbol fog allni, hogy
véletlenszertien kivesziink egy goly6t az elsé urnébol, beledobjuk a mésodikba, majd kivesziink egy golyot a
mésodik urnabol, és beletessziik az elsébe. Jelolje X, az els6 urndban talalhato fehér golyok szamét az n-edik
lépés utan.
a) Mutassuk meg, hogy X, Markov-lanc. Mik a folyamat allapotai? Irjuk fel az dtmenetvaloszintiség
métrixot!

b) Oldjuk meg a feladatot azzal a modositassal, hogy egy lépésben egyszerre vesziink ki egy-egy golyot a
két urnabol, és kicseréljiik Sket.

¢) Tegyiik fel, hogy az els6 urnaban kezdetben csak fehér golyo volt. Milyen valoszintiséggel lesz egy 1épés
utan a rendszer az egyes allapotokban? Vélaszoljuk meg a kérdést mindkét esetben!

. Egy bolha ugral az alabbi grafon oly médon, hogy mindig valamely szomszédos csticsba ugrik és a lehet&ségei
koziil egyenls valoszintiséggel valaszt. Irjuk fel az dtmenetvaloszintiség métrixot!
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. Adjunk egyszertd modellt az alabbi dtmenetvaloszintiség méatrixszal rendelkezé Markov-lancra!

0 g 0 0 p
p 0 g 0 0
0 p 0 q O
00 p 0 ¢
qg 0 0 p O

. Egy bolha ugrél az 1,2,3,4,5 szamokon. Ha a 2, 3,4 szdmok valamelyikében van, akkor 0,5 valoszintiséggel
lép jobbra, 0,5 valészintiséggel 1ép balra, tovabba

a) ha az 1-ben van, akkor mindenképpen jobbra lép, ha az 5-ben van, akkor mindenképpen balra lép (a
falak visszaverdek);

b) ha az 1-ben vagy az 5-ben van, akkor mindenképpen ott is marad (a falak elnyel6ek);

¢) ha az 1-ben van, akkor 0,5 valoszintiséggel 1ép jobbra lép, 0,5 valészintséggel ott marad, ha az 5-ben
van, akkor 0,5 valoszintiséggel balra lép, 0,5 valoszintiséggel ott marad (a falak félig elnyelSek).

Mindhéarom esetben adjuk meg az dtmenetvaldsziniiség méatrixot! Milyen valoszintiséggel lesz a bolha az egyes
allapotokban egy ugras utan, ha a kezdéskor az 1,2, 3 allapotok mindegyikébdl 1/3 eséllyel indulhatott ?

. Kovéacsék naponta olvassdk az djsagot, majd a szoba egyik sarkdban lévé kupac tetejére teszik a kiolvasott
példanyt. Esténként 1/3 valoszintiséggel valamelyik csaladtag fogja az egész kupacot, és kidobja a szemétbe.
Valahanyszor 5 tjsag gytlik fel a kupacban, Kovécs ar azonnal kidobja az egész rakast. Tekintsiik reggelente
a kupacban taladlhato ajsdgok szamat. Modellezhetjiik-e Markov-lanccal a folyamatot? Ha igen, akkor irjuk
fel a folyamat Atmenetvalosziniiség matrixat !



