Markov-lancok hosszu tava viselkedése

1 Tobblépéses atmenetvalésziniliség matrix

Legyen adott a P atmenetvaldsziniliség matrix és a ¢y kezdeti eloszlas. Kérdés, hogy
miként lehetne meghatarozni az egyes allapotokban valé tartozkodés valészintiségét
az n-edik 1épés milva. Definidljuk az n-1épéses atmenetvaldsziniiségeket az alabbi
modon:

Puli,g) = P(Xn = j[Xo = i) = P(Xp k] Xy = ),
ahol az utolsé egyenléséget a homogenités indokolja (vagyis az, hogy az dtmenet va-

16szintisége nem fiigg attol, hogy mikor torténik). A teljes valoszintiség tétele alapjén

ekkor
P(Xp=j) =Y @oi)P(X, = j|Xo =1i).
i€s
Megmutatjuk, hogy az n 1épéses atmenetvaloszintiség tulajdonképpen a P™ matrix
(1,7) eleme. Ez n = 1 esetén trividlis. Tegytik fel most, hogy n-re is igaz. Megmu-
tatjuk, hogy ekkor n + 1-re is teljestil:

P(Xp1 = j1Xo =) = Y P(Xn = k| Xo = i) P(Xpy1 = j|Xp = k)
kesS

=3 puli, K)p(k, )

kesS
Mivel p, (i, k) a P" matrix (¢, k) eleme, ezért a matrixszorzas szabalyai miatt a kapott

osszeg a P"P = P""! métrix (i, j) eleme.

A kezdeti g eloszlas egy N hosszisagi vektor, mely az egyes allapotokban vald
tartozkodas valészintiségeit adja meg a 0 idépontban. Adott ¢ esetén n 1épés milva

az eloszlas:

On = o P".
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Példa

Legyen az allapottér S = {0, 1}, az dtmenetvalészinliség matrix pedig

3/4 1/4
1/6 5/6

P=

Tegyiik fel, hogy a kezdeti idépontban a rendszer a 0 allapotban volt, azaz X, = 0.
Ekkor a kezdeti eloszlas ¢ = [1 0]. Milyen valdszintiséggel tartézkodik a rendszer az
egyes allapotokban hat 1épés (idGegység) milva? A valaszhoz a 6 1épés uténi eloszlast
kell megahatdroznunk (), ami nem més mint o P5. Az dtmenetvaldsziniiségmatrix

hatodik hatvanya (pl. Matlab, Scilab, Python, Octave, Python stb. segitségével):

6

3/4 1/4 0,424 0,576
1/6 5/6 0,384 0,616

P’ =

Q

Az n = 6 idépontban az eloszlas tehat:

] 0,424 0,576

- [0,424 0,576] .
0.384 0,616

9062900]36:[1

Vagyis az n = 6 idépontban kb. 0,424 valészintiséggel lesz a rendszer (folyamat) a

0, és 0,576 valészinliséggel lesz az 1-es allapotban.

Példa

Egy Markov-lanc lehetséges allapotai 1, 2, 3. Atmenetvalészintiség métrixa és kezdeti

eloszldsa az alabbi:

0,2 0,2 0,6
P=105 0 05 9002[0,5 0,5 0.
0,4 0,4 0,2

Hatarozzuk meg a 2 és 3 1épéses atmenetvaldszinliség matrixokat, és az alabbi valo-

szinliségeket!

a) P(Xl = 2|X0 = 1)

b) P(X;=2|X; =1)



h) P(X,; =1 vagy 2 | X, = 2)
1) P<X7 == 3,X4 == 1,X2 - 3‘X0 - 2)

j) P(X;=3,X,=1,X,=3)

Megoldas: A két- és haromlépéses atmenetvaldsziniiségmatrixok:

0,38 0,28 0,34 0,352 0,212 0,436
P>=10,30 0,30 0,40 P> = 0,370 0,220 0,410
0,36 0,16 0,48 0,344 0,264 0,392

a) P(X; =2|Xy=1) a P matrix (1,2) eleme, azaz 0, 2.

b) Mivel a Markov-lanc homogén, ezért csak az szamit, hogy egy 1épés alatt melyik
allapotbdl melyik allapotba valt a rendszer, de az nem, hogy mikor, ezért

P(X;3=2X,=1)=P(X; =2|Xy=1)=0,2.
c) A P(Xy = 1]|X, = 2) valészintiség a P? métrix (2, 1) eleme, azaz 0, 3.
d) P(Xy=1X,=2)=P(Xs=1|Xq=2) =0,3.
e) A P(X3=2|X, = 3) valészinliség a P? matrix (3,2) eleme, azaz 0, 264.
£) P(Xy = 3) = fjlp(xg = 3| X, = 0)P(Xo = i). Itt P(Xy = 3|Xo = 1) értékei

a P? métrix harmadik oszlopabdl szarmaznak, P(X, = i) értékei pedig ¢

megfelel6 koordinatai. fgy
P(X;=3)=0,34-0,540,40-0,54 0,48 -0 =0, 37.

Vegyiik észre, hogy a kérdéses valdszintiség tulajdonképpen a ¢ P? vektor har-

madik eleme.



g) Ez pedig a oo P? vektor elsé eleme. Hasonléan az el6z6hoz,

P(X5=1)= ip(xg = 1|X, = i) P(X, = i)

i=1

=0,352-0,5+0,370-0,5+0,344 -0 = 0, 361

h) P(X4zlvagy2]X2:2):

1) P<X7:3,X4 = 1,X2 :B‘XO :2) ==
P(X;=3|X4=1)-P(X4=1|Xy=3) - P(Xy, = 3|X, =2) =
= 0,436-0,36-0,40 = 0,062784.

P(X7;=3,Xs=1,X,=3)

3
=Y P(Xr=3,Xy=1,X, = 3Xg =) - P(Xo = i)

i=1

3
=3 P(X; =3[X,=1) P(Xy = 1|X, = 3) - P(X5 = 3|X, = ) - P(Xo =)
=1
3
=P(X; =3|X,=1)- P(Xy =1|X; =3) - Y P(Xy =3|Xy = i) P(Xo = )

i=1

=P(X;=3|X;=1)- P(X; =1|X, =3) - P(X; =3) = 0,436 - 0,36 - 0,37
— 0, 0580752

2 Hosszutavu viselkedés és invarians eloszlas

Egy véges allapotteri Markov—lanc hossziatava viselkedésének vizsgalata a fentiek
szerint tulajdonképpen P" vizsgdlatat jelenti nagy n-ek esetén. Nézziik példaul a
kétallapotu ( 0 és 1) Markov-lanc esetén az dtmenetvaldsziniiség matrixot

PXi=1]X9o=0)=p=1/4és P(X;=0] Xg=1) =q=1/6 esetén:

l—-p »p | 3/4 1/4
g 1-—gq 1/6 5/6



Barmely matematikai szoftverrel (pl. Matlab, Scilab, Maple, Mathematica, stb. vagy
Python, C, stb.) kénnyedén kiszamithatjuk pl. az ezredik hatvanyét is, és kapjuk a

kovetkezot:
0,4 0,6

0,4 0,6

P’ =~

Nézziink most egy masik példat, legyen az atmenetvaldsziniiség matrix:

3/4 1/4 0
P=11/8 2/3 5/24
0 1/6 5/6

Elegendden nagy n esetén pedig

0,182 0,364 0,455
P" =~ 0,182 0,364 0,455
0,182 0,364 0,455

Lathatélag mindkét esetben létezik P™ hatarértéke (hatdrmatrixa) és ennek minden

sora megegyezik, azaz

[ ™ T2 ... TN |
s
T Ty ... T
lim PP =TI=| = =],
n—00 : . .
s
| ™ T9o ... TN i
ahol ™ = [ T my ... 7wy |- Azels6 példdban w = [0,4, 0,6], a mdsodikban pedig

T =[2/11, 4/11, 5/11].

Konnyen lathatd, hogy ezekben az esetekben tetszoleges ¢ kezdeti eloszlas esetén a



hatareloszlas (azaz o, ‘hatarértéke’):

lim ¢, = lim pgP" = ¢y lim P"
n—oo

n—oo n—oo
— --n
P11 P12 --. DIN
[ ] I P21 P22 ... DP2N
= 1m
$Yo1  Yo2 PoN oo
| PnN1 PN2 ... PNN |
m™ T ... TN
T T ... TN
= [ $Yo1 Yo2 --- $PoN ]
™ T9o ... TN

A vektor-matrix szorzat elemeit sor-oszlop szorzassal meghatarozhatjuk. A szorzat

els6 eleme:

o1 - T + o2 - T+ ... pon - T1 = T1(Po1 + Vo2 + ... + Yon) = T

mert @o1 + Qo2 + ... + won = 1, hiszen eloszlasrdl van sz6. Hasonlbéan kiszamithatd

a tobbi koordinata is, azt kaptuk tehat, hogy

lim o P" = @oll = 7.

n—oo
Ezek szerint ilyen esetekben a hatéreloszlés bele van kédolva az dtmenetvaldszintliség
matrixba, nem fiigg a kezdeti eloszlastol. Masként megfogalmazva, a kezdeti eloszlas

id6vel elveszti jelentdségét, hatdsa fokozatosan (gyorsan vagy lassan, de) elmosodik.

Legyen most 7 hatareloszlas, azaz valamely ¢q kezdeti eloszlas esetén

lim poP" =m.
n—oo

Ekkor
= lim pgP" = lim gpopnJrl = lim poP" P =17P.
n—oo n—o0 n—o0
Azt latjuk tehat, hogy ebben az esetben a 7 eloszlas nem véltozik a P atmenetvalo-

szinliség matrixszal valé szorzas hatdsara. A 7 eloszlast invaridans (vagy staciondrius,

vagy egyensulyi, vagy dllandésult) eloszldsnak nevezziik, ha

T=xP.



Figyeljiikk meg, hogy ekkor w az 1 sajatértékhez tartozo baloldali sajatvektora P-nek.

Az invarians eloszlassal kapcsolatban a kovetkezo kérdések meriilnek fel:
e Minden P sztochasztikus métrix esetén létezik invarians eloszlds?

e Az invaridns eloszlas egyértelmii-e, azaz adott P esetén csak egy invaridns

eloszlas lehet (ha van egyéltalan)?

e Milyen esetekben mondhatjuk azt, hogy

s

- s
lim P" = ,

n—00 :

s

és 1gy tetszoleges g kezdeti eloszlas esetén

lim o P" =m?

n—oo

Legyen P egy olyan sztochasztikus métrix, melynek minden eleme pozitiv. Ekkor (a

Perron—Frobenius tétel alapjén):
e az 1 egyszeres sajatértéke P-nek,

e az l-hez tartozd baloldali sajatvektorok kozott van olyan, melynek minden
eleme pozitiv (és igy egy megfeleld konstans szorzéval valdsziniiség eloszlas

készithetd beléle),

e P-nek minden mas sajatértékének az abszolit értéke kisebb, mint egy.

A fentekbdl kovetkezik, hogy ilyenkor az invarians eloszlas egyértelmii és tetszoleges

o kezdeti eloszlas esetén lim oo P" = .
n—oo

Viszont lattunk arra példdt (a 3x3-as matrix), hogy nem csak ilyen tulajdonsigi
sztochasztikus matrixok esetén létezik hatareloszlas. Az ottani atmenetvaldszini-
ség matrixra nem igaz, hogy minden eleme pozitiv, de mégis 1étezik hatareloszlas.

Tekintsiik viszont az atmenetvaldszinliség matrix négyzetét:
2

3/4 1/4 0 0,594 0,354 0,052
P?=1{1/8 2/3 5/24 | = 0,177 0,510 0,312
0 1/6 5/6 0,021 0,250 0,729



Lathatélag P? mér kielégiti a tétel feltételeit, ebbdl kiovetkezéen az 1 egyszeres
sajatértéke P2-nek a 7 invarians eloszldssal mint a hozz4 tartozé baloldali sajatvektorral,

tovabba P? minden més sajatértékének abszoliit értéke kisebb egynél.
Megallapithatjuk tehat a kovetkezot:

Legyen P eqy sztochasztikus mdtriz. Ha van olyan k € N, melyre P* minden eleme

pozitiv, akkor

e [étezik tnvarians eloszlds,
e az invarians eloszlds egyértelem,

e a hatarmdtrixz pedig

s
. s
lim P" =
n—oo
L. E -
Hogyan értelmezhetjikam = | 7y w5 ... mwy | eloszlast, illetve annak az elemeit?

A 7 vektor elemei az egyes allapotokban tartézkodas hosszu tavi valdszintiségét
adjak meg. Példaul hosszi id6 utan m; annak a valdszintisége, hogy a rendszer az
1-es allapotban lesz. Hosszi id6 alatt az id6 atlagosan mi-ed részét tolti a rendszer

az 1-es allapotban. Természtesen ez a tobbi allapotra hasonléan miikodik.

3 Allapotok osztalyozasa

Egy Markov-lanc lehetséges allapotait fogjuk csoportokba sorolni. A csoportba
sorolas elve az lesz, hogy melyik allapotbdél melyikbe juthatunk el. Két allapot
ugyanazon csoportba (osztalyba) fog tartozni, ha eljuthatunk valahany lépéssel az
egyikbdl a méasikba, és valahany (nem feltétleniil ugyanannyi) 1épéssel eljuthatunk a

masikbol az egyikbe. Precizebben:

A j allapot elérheto az ¢ allapotbdl, van olyan n 1épésszam, amelyre igaz, hogy annyi
lépéssel nem nulla annak a valdszintisége, hogy i-bol j-be jutunk, azaz van olyan n,

hogy p,(i,7) > 0.



Egy Markov-lanc ¢ és j éllapota kapcsolodd (jelolése: i <» j), ha kdleséndsen
elérhetbek egymasbol, azaz ha léteznek olyan n,m > 0 egészek, melyekre teljesiil
pm(i,7) > 0 és pu(j,i) > 0 is. Més szavakkal két allapot kapcsolédd, ha az egyikbél
a masik pozitiv valésziniiséggel elérheto, és ez forditva is igaz. Az igy definidlt <+
relacio ekvivalencia relacié az allapottéren, azaz
o reflexiv: i <> 4, hiszen pg(i,i) =1 > 0,
e szimmetrikus: i <> j-bol a definicié alapjan kovetkezik, hogy j <> 1,
e tranzitiv: hai <> j és j <> k, akkor i <> k. Ez is teljesiil, hiszen ha p,,, (i,7) > 0
és pm, (4, k) > 0, akkor
pmr‘rmz(iv k) = P(Xml-‘er = leO = Z) > P(Xm1+m2 = kaXml = ]|X0 = Z)
= P(Xml = leO = Z.)P(‘Xml-l—mz = k|Xm1 = ])
= Pmy (i,j)me(j, k) >0,
aZaZ Pmy+mo (Z> k) > 0.
Ez az ekvivalencia reldcié az allapotteret diszjunkt halmazokra osztja fel, melyeket
kapcsolodo osztalyoknak neveziink. Az i és a j allapot akkor és csak akkor tartozik

ugyanabba az osztalyba, ha i <+ j. Ha csak egyetlen osztdly van, akkor a Markov—

lanc irreducibilis (felbonthatatlan), egyébként reducibilis (felbonthato).
Mit is jelentenek ezek a tulajdonsagok?

e Minden &llapot egy osztalyban van sajat magaval.

e Ha i egy osztalyban van j-vel, akkor j is egy osztalyban van i-vel.

e Ha i egy osztalyban van j-vel és j egy osztalyban van k-val, akkor i is egy

osztalyban van k-val.

Példak

1. Tekintsiik a szimmetrikus véletlen bolyongast wvisszaverd falakkal. Konnyen
lathaté, hogy ekkor barmely allapotbdl eljuthatunk barmely allapotba, tehat
a lanc egyetlen osztalybdl &ll, irreducibilis (felbonthatatlan)
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2. Tekintsiik a szimmetrikus véletlen bolyongast elnyeld falakkal. A lanc ekkor

hérom osztalybél all: {0}, {1,2,..., N — 1} és {N}

Ekkor, ha a kezdeti allapot az 1,2,..., N — 1 éallapotok valamelyike, akkor a
Markov-lanc 1 valdszintiséggel elhagyja ezt az osztalyt és nem tér vissza. Az
ilyen tulajdonségui allapotokat tranziensnek (dtmenetinek) nevezziik, a tobbit
pedig rekurrensnek (visszatérének). Vagyis itt az {0} és az { N} allapot rekur-
rens, a tobbi tranziens. Ha egy Markov-lanc egy rekurrens osztalybdl indult,

akkor sohasem fogja elhagyni azt az osztélyt.

Feladatok

1. Egy Markov-lanc allapottere legyen S = {0, 1,2, 3,4, 5}, dtmenetvalésziniiség

matrixa pedig az alabbi:

[ 05 05 0 0 0 0

0,3 0,7 0 0 0 0

| 0 0 010 09 0
0,25 0,25 0 0 025 0,25

0 0 07 0 03 0
0 02 0 02 02 04

(a) Melyek a kapcsol6dé osztélyok? Melyek rekurrensek és melyek tranziensek?

(b) Tegyiik fel, hogy a ldnc a 0-bdl indul. Mi a valdszintisége, hogy hosszi

1do elteltével ismét a 0-ban lesz?

(c) Tegyiik fel, hogy a lanc az 5-bdl indul. Mi a valdszintlisége, hogy hosszi

ido elteltével ismét az 5-ben lesz?
(d) Mddositsuk gy az dtmenetvaldsziniiség métrixot, hogy a lanc csak egyetlen
osztalybdl alljon!

Megoldas:

(a) Az 0-bdl csak az 1-es allapotba juthatunk el (ill. sajat magdba) és vis-
zont, tehat ezek egy osztalyba tartoznak, mas allapot pedig nincs ebben

az osztalyban. Hasonlé a helyzet a 2-es és 4-es allapotokkal is. A 2-es
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bél csak a 4-es be juthatunk (ill. sajat magdba) és viszont, tehét ezek
is egy osztalyt alkotnak, mas pedig nincs ebben az osztalyban. Kicsit
mas a helyzet a 3-as és 5-0s allapotokkal. El tudunk jutni az egyikbdl
a masikba oda-vissza, tehat a 3-as és az 5-0s biztosan egy osztalyba tar-
toznak. Bel6liik viszont mashova is el lehet jutni (pl. 3-asbdl az 1-esbe)
ahonnan viszont mar nem tudunk visszajutni. fgy a kapcsolodo osztalyok:

{0, 1} rekurrens, {2,4} rekurrens, {3,5} tranziens.

0.5 05 0 0 0 0 |

0.3 0.7 0 0 0 0

0 0 01 0 09 0
P =

0,25 0,25 0 0,25

0 0 07 0 03 0

0 02 0 0,2

Figyeljik meg, hogy az egyes osztalyok elemi kozotti atmenetvaldszi-
ntliségek hogyan alakulnak. A {0,1} rekurrens osztély, a hozzatartozé
részmétrix (kék) ugyanolyan, mint egy atmenetval6sziniiség matrix, vagyis
a sorosszeg 1. Hasonlé a helyzet a {2,4} rekurrens osztéllyal is, a hozzé
tartozé részmatrixban (piros) a sordsszeg szintén 1. Ezzel szemben a {3,5}
tranziens osztaly elemei kozotti atmenetvaldszintiségeket leird részmatrix
(z6ld) nem sztochasztikus métrix, a sorésszeg mindig kisebb egynél. Ez
azt jelenti, hogy minden egyes lépésben nullanal nagyobb annak a valé-
szinlisége, hogy ezt az osztalyt elhagyja a rendszer. Vagyis ha ebbdl az
osztalybdl indulunk, akkor ezt az osztalyt egy valdszintiséggel valamikor
elhagyja a rendszer. Altaldnos esetben nem sziikséges az, hogy egy tranziens
osztaly elemei kozotti atmenetvaldszintiségeket leird részmétrix minden

soranak Osszege egynél kisebb legyen, de legalabb egy ilyen sornak lenni

kell.

Az invarians eloszlast kellene megtalalni, de tudjuk, hogy a 0-bdl indul-
tunk, tovabbd azt is, hogy a 0 rekurrens éllapot, ezért elegendé a {0, 1}

rekurrens osztaly viselkedését leiré P’ métrixszal dolgozni.

0,5 0,5
0,3 0,7

P =
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Megoldandé tehat a m = P’ egyenlet, vagyis a

o = O, 57T0 + O, 37'('1
m = 0,5m9 + 0, 7Tmy
egyenletrendszer, azzal a tovabbi informaciéval, hogy m eloszlas, azaz my+
m = 1. A megoldas: m = 3/8 =10,375, m =5/8 =0, 625.
(c) Mivel az 5 tranziens allapot, ezért a kérdéses valészintiség 0.

(d) Itt nyilvan nagyon sokféle helyes megoldas lehet. Egy viszonylag kevés

valtoztatast igénylé megoldas:

0,5 0,5 0 0 0 0

0,3 0,6 0,1 0 0 0

O 0 01 0 09 0
P =

0,25 0,25 0 0 0,25 0,25

0O 0 0.6 01 03 0
0 0,2 0102 02 03
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