Feladatok

Markov-lancok hosszu tava viselkedése

1. Tegyiik fel, hogy a holnapi idGjaras csupan a mai nap idéjarastol fiigg. Ha ma
napos az id6, akkor holnap 0, 4 valdszintiséggel lesz ismét napos, mig ha felhos,

akkor holnap 0, 2 valészintiséggel lesz megint felhos.

(a) Abrazoljuk a folyamatot dtmeneti grafon!

(b) frjuk fel a folyamat atmenetvalésziniiség matrixat!
(¢) Hosszu tdvon mekkora az felhds napok aranya?
)

(d) Koriilbeliil mennyi a felhds napok szdma egy évben?

Megoldas:
(a) A folyamat dtmeneti grafja:
0.4 0.2

0.8

0.6

(b) A Markov-lanc éllapottere S = {NV, F'} (N: napos, F: felhés). Az dtmenetva-
l16szintiségmatrix elemi koziil ismertek:
P(Naposbél Naposba) = P(X,,11 = N | X,, = N) =p(N,N) =0.4
P(Felh6sbél Felhésbe) = P(X,41 = F | X, = F) =p(F,F)=0.2
Mivel az atmenetvaldszinliség matrixban a sorosszeg egy, ezért a masik
két valdszintliségegyszeriien meghatarozhaté:



Ezzel az dtmenetvaldszinliség matrix:
0.4 0.6
pP=
[ 0.8 0.2 ]
(c) Ehhez el6szor az invaridns eloszlast (mely egyben hatéreloszlas is) kell

meghataroznunk, azaz a m = P egyenletet kell megoldanunk, ahol = =

[y mp| eloszlds. A m = P egyenlet koordinatanként kifrva:

7TN:0.47TN+0.87TF
7TF:O.67TN+O.27TF

Ebbél my = 4/37p. Felhasznéljuk, hogy eloszlds, azaz
v +rr=4/3tp+mp =1 = wp=3/7, iy =47
Tehét az invarians eloszlas m = [4/7 3/7]. Mivel mp = 3/7, ezért hosszi
tavon atlagosan a napok 3/7-ed része felhés.
(d) Az el6z6 pont alapjan egy évben atlagosan a napok 3/7 része felhés, igy

atlagosan 365 - 3/7 = 156, 43 es6s nap van, azaz kb. 156.

2. Egy Markov-lanc allapottere legyen S = {1, 2, 3}, &tmenetvaldsziniiség métrixa
pedig az alabbi:
0,4 0,2 0,4
P=106 0 04
0,2 0,5 0,3

(a) Hatdrozzuk meg az invaridns eloszlast!

(b) Hosszu id6 alatt mi a val6sziniisége, hogy a ldnc az 1 éllapotban lesz?
Megoldas:
(a) Megoldandé a = = P egyenlet. Koordindtanként kiirva:

™ = 07471'1 +0,67T2 +0,27T3
g = 0,271'1 + 0,571'3
w3 = 0,41 4+ 0,479 + 0, 373



Nulldra rendezve és tizzel szorozva:

0= —67T1 + 67'['2 + 27’1’3
0 =2m — 10my + 573
0= 47T1 +47T2 — 77'('3

Az els6hoz hozzdadva a masodik haromszorosat, tovabba a masodikhoz

hozzaadva a harmadik 2, 5-szeresét:

17

0=—-24my+ 173 = Ty = ﬁﬂ'g
25
0=12m — 12, 5m3 = ﬂlzﬂﬂ'g

Ne felejtsiik el, hogy van még egy egyenletiink: m; + m9 + 73 = 1, hiszen

7 valészintliség eloszlas. Tehat azt kapjuk, hogy

X - 925 N 17 N 25 . 17 O 66
=T T T = —T —Tr Trq = —_— —_— Tq — —T0
AV D VR AL 24 " 24 LDV

24 25 17
W3_%N0,3636, T _%~0,3788, m—%~0,2576.

(b) Ezt a valdsziniiséget m; adja meg, tehat kb. 0, 3788.

3. Baratnénk (bardtunk) minden egyes napon lehet vidam, atlagos hangulati
vagy szomoru. A holnapi hangulatat csak a mai hangulata befolyasolja. Ha
ma vidam, akkor holnap rendre 0,4, 0,5 és 0,1 valészintiséggel lehet vidam,
atlagos vagy szomoru. Ha kozepes hangulata van, akkor 0,3, 0,4 és 0,3 a

megfelel6 valoszintiségek, ha pedig szomori, akkor 0,1, 0,3 és 0, 6.
(a) Adjuk meg a baratnénk (baratunk) hangulati ingadozasait leir6 dtmenetva-
16szintiség matrixot!
(b) Hosszi tdvon mennyi a viddm napok ardnya?
(c) Feltéve, hogy ma vidam, akkor mekkora valdszintiséggel lesz holnaputén
is vidam?
(d) Ha ma vidam, akkor mekkora valdszintiséggel lesz holnaputan vidam és

harom nap mulva szomora?



(e) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy a mai viddm napot hdrom szomort

koveti?
Megoldas:

(a) Az éllapotok sorrendje legyen vidam (1), atlagos hangulatu (2), szomori

(3). Igy az dtmenetvaldszintiség métrix:

0,4 0,5 0,1
P=103 0,4 03
0,1 0,3 0,6

(b) A valaszhoz meg kell hataroznunk az invarians eloszlaszt (x), azaz a
m = wP egyenlet olyan megoldasat keressiik, melyre 7 + m + m3 =

1. Hasonléan jarhatunk el, mint az el6z6 feladatban, s igy kapjuk a

kovetkezdket:
—15~0 2542 —23~0 3898 —21~O 3559
7T1_59N7 ) 7T2_59N7 ) 7T3_59N7 .
. 1z , .. . .15
Tehat a vidam napok aranya az 0sszeshez viszonyitva 50"

(¢) A valasz formélisan a P(Xy = 1| X, = 1) = valdsziniiség meghatérozasat

kéri. Ehhez kell a kétlépéses atmenetvaldsziniiség matrix:

0,32 0,43 0,25
P*=0,27 0,40 0,33
0,19 0,35 0,46

A keresett valészintiség a P? matrix (1,1) eleme, tehat 0, 32.
(d) A mai nap legyen a kezdeti (0) idépont. Igy a holnaputdn a 2., a hdrom
nap mulva pedig a 3. iddpillanat.
P(X3:3éSX2:1|X0:1):P(X3:3,X2:1|X0:1):

P(X35=3,Xo=3,X; =3Xo=1)
= P(X3=3|Xy=3) - P(X; =3|X; =3)- P(X; = 3| X, = 1)
=0,6-0,6-0,1=0,036



4. A médiahatésag hat csoportra osztja az embereket TV nézési szokasaik szerint:
0 (sohasem néz TV-t), 1 (ritkdn és csak ismeretterjeszté miisorokat néz), 2
(gyakran néz tévét), 3 (fiiggd), 4 (a viselkedése valtozas alatt), 5 (agyhalott).
Az emberek szokésai valtozhatnak, ezeket a valtozasokat modellezziik Markov-
lanccal. Allapotok: {0,1,2,3,4,5}. Az dtmenetvalészinliség matrix pedig

1 0 0 0 0 0
05 02 03 0 0 0
01 0 05 03 0 0.1
0 0 0 07 01 02
1/3 0 0 1/3 1/3 0
0 0 0 0 o0 1

(a) Hatdrozzuk meg a kapcsolddé osztalyokat! Vannak-e elnyel6 (egyelemii

rekurrens) osztalyok?

(b) Tegyiik fel, hogy valaki gyakran néz tévét. A modell szerint mi a valészi-

nisége annak, hogy sok id6 muiilva is ebbe a kategériaba fog tartozni?

(¢) Melyik mér ismert modellhez hasonlit ez a folyamat?
Megoldas:

(a) A 0 allapothdl csak a 0-ba léphetiink, ezért ez egy egyelemii osztdly:
{0}. Hasonl6 a helyzet az 5-6s allapottal is, ezért az is egy egy elemil
osztalyt alkot: {5}. Ezekbél az osztilyokbdl nem lehet ki 1épni, mind-
ketto rekurrens. Vizsgdljuk most a tobbi allapotot. Minden allapotra
igaz, hogy sajat magdba el lehet jutni egy 1épéssel (a matrix féatléjaban
csak nem nulla elemek allnak). Ezen kiviil a 3-as és 4-es allapotokbdl oda-
vissza lépegethetiink, ezért ezek biztosan egy osztalyba tartoznak. Az 1-es
allapotba csak sajat magabdl juthatunk el ez is egy egy elemii osztaly:
{1}. A 2-es allapotba sajat magabdl és az 1l-esbdl juthatunk el, de az
1-esbe nem tudunk visszajutni, ezért ez is egy egyelemi osztdly. Tehat az

osztalyok:

{0} : rekurrens
{1} : tranziens
{2} : tranziens
{3,4} : tranziens

{5} : rekurrens



gyakran néz tévét’ a 2-es allapotot jelenti, amely tranziens. Sok id6
b) A ‘gyak b7 tévét’ a 2-es allapotot jelenti ly t i Sok id6
mulva mar nem fog ebben az allapotban tartézkodni a rendszer, tehéat a

kérdéses valoszintiség 0.

(¢) A modell két darab egyelemti rekurrens osztalyt tartalmaz (ezeket gyakran
elnyel6 allapotoknak nevezziik), ebbél a szempontbdl hasonlit a boly-
ongasos modellre elnyel6 falak esetén. A hasonlésag természetesen nem
teljes, hiszen itt tobb tranziens osztaly van.

5. Tekintsiik a kovetkez6 atmenetvalészintiség matrixszal rendelkezd Markov-lancot

(allapotok: 0 és 1):
l—p p
g 1-—gq

Tegyiik fel, hogy pénzfeldobassal valasztjuk ki a kezdeti allapotot.

P =

Mi lesz a kezdeti eloszlas?

(a
(b
(c
(d) Hatérozzuk meg a P(X5=0,X; =1 | X, = 1) valdsziniiséget, ha p = 1/3
és q = 1/4!

Egy 1épés utan mi lesz az eloszlas?

)
)
) Két 1épés utédn mi lesz az eloszlas?
)

(e) 1000 1épés utédn mi lesz az eloszlas, ha p = 1/3 és ¢ = 1/47
Megoldas:

(a) Feltéve, hogy a pénzérme szabdlyos a kezdeti eloszlds ¢y = [0.5 0.5].
(b) Ehhez a ¢qP szorzatot kell meghataroznunk:

1 l—p+q p+1-—
o1 = goP = [0.5 0.5] L :{ bra P q}
q 1—gq 2 2

(c¢) Az el6z6h6z hasonléan ¢y = @1 P, azaz

l—p+q p+l—q]|1-p p
SOF%P:{ 2o H q 1—QI
:[(1—p+q)(1—p)+(p+1—q)q (1—P+q)p+(p+1—q)(1_q)}
2 ’ 2
:[1+<1—p)2—(1—q)2 1+(1—q)2_(1_p>1
2 ’ 2

Vegyiik észre, hogy a (b) pontban kapott eredmény hasonlé szerkezetii
(cseréljiik ki a kettes kitevét egyre).

6



(d) P(X3=0,X1=1|Xo=1)=P(X3=0|X, = 1)P(X, =1| X, = 1),
azaz P(két 1épéssel 1-bol 0-ba)P(egy 1épéssel 1-bdl 1-be). A kétlépéses

atmenetvaldsziniiség métrix p = 1/3 és ¢ = 1/4 esetén:

pr_ | 23 1/3 27 19/36 17/36
1/4 3/4 | | 17/48 31/48

Ezzel:
P(X3=0,X1=1|Xo=1)=P(X5=0|X;=1D)P(X;=1|Xo=1)=
=17/48 - 3/4 = 51/192 ~ 0.2656

(e) Az egyik lehetséges megoldds, hogy valamilyen szoftver segitségével kiszamitjuk
a matrix 1000. hatvanyat és azzal megszorozva a kezdeti eloszlast megkapjuk
©v1000-€t. A masik megoldas az, hogy tudjuk azt, hogy sok 1épés milva a
kezdeti eloszlas szerepe elmosddik, az eloszlas az invarians eloszlashoz tart
(ehhez figyeljiik meg, hogy amatrix minden eleme pozitiv). Elegend6 tehét

az invarians eloszlast meghatarozni: m = 7 P. Koordinatanként kifrva:

2 +1 1 1 4
o = =T —TT — —Tg = =T — T = =T
0 3 0 4 1 3 0 4 1 1 3 0
1
71:§7T0+Z7T1

T+ T = 1, tehat o + %7’(’0 = 1, amibol o = %, T = %, tehat ©1000 ~

7. 7]



