Markov-lancok tovabbi tulajdonsagai

1 Periodus

Tekintsiink egy irreducibilis Markov—lancot (reducibilis lanc esetén tekinthetjiik kiilon-

kiilon az egyes rekurrens osztalyokat). Az i éllapot periddusan a
Ji=4{n>0:p,(i,i) >0}

halmaz elemeinek legnagyobb kozos osztéjat értjiik. Ha ez az érték 1, akkor azt
mondjuk, hogy a lanc aperodikus (nem periodikus). A periddus definici6ja a kdvetkezét
jelenti: vegyiik az 6sszes olyan 1épésszamot (n), amellyel visszatérhetiink valamekkora
nem nulla valészintiséggel i-bél indulva az i dllapotba (ezek a l1épésszamok alkotjik
J; elemeit), majd vegyiik ezen értékek legnagyobb kozos osztéjat. Pl ha 3 és 5
1épéssel is visszatérhetiink a kiindulasi allapotba, akkor a periddus 1; ha csak 2,4, ...

lépésszammal térhetiink vissza, akkor a periédus ketto stb.

A periédus osztalytulajdonsag, azaz egy rekurrens osztalyon beliill minden allapot
periédusa ugyanaz. Ha a Markov-lanc irreducibilis, akkor minden allapot periddusa
ugyanaz, de ha reducibilis, akkor lehetséges, hogy vannak kiilonb6z6 periédusu allapotok
is.

Az aperiodikussag segitségével is megfogalmazhatunk feltételt az invaridns eloszlas

létezésére:

Legyen P eqy irreducibilis, aperiodikus Markov-ldnc dtmenetvalosziniség mdtriza.

Ekkor

e cqyértelmiien létezik invarians eloszlds, mely kielégiti a

T =xP

—_



egyenletet, tovdabbd
o tetszolges o kezdeti eloszlds esetén

lim poP" =m.
n—oo

Példa

Tekintstik a szimmetrikus véletlen bolyongést visszaverd falakkal, az allapottér pedig
legyen S = {0, 1,2,3,4}. A Markov-ldnc nyilvdnvaléan irreducibilis, hiszen barmely
allapotbdl elérhetiink barmely mas allapotba, masrészt arrdl is konnyt meggyo6zodni,

hogy a periédus 2. Az dtmenetvalésziniiség matrix az alabbi:

0 1 0 0 o0 |

0,5 0 0,5 0 0

P=| 0 05 0 05 0
0 0 05 0 0,5
0 0 0 1 0 |

P viselkedése fiiggeni fog n paritasatol.

Ez is nyilvanvald, hiszen paros szamu,

illetve paratlan szamu lépéssel mas helyekre juthatunk el, példaul az 1-esbdl csak

paros szamu lépéssel juthatunk el a 3-asba, mig a 4-esbe csak paratlan szamuval.

e Ha n paratlan, akkor
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Tudjuk, hogy aperiodikus esetben a hosszu tavi viselkedést az invarians eloszlas irja
le, vagyis tetszoleges kezdeti eloszlas esetén a hatéareloszlas az invarians eloszlés lesz.

Mi lehet periodikus esetben az invarians eloszlds szerepe?
A 7 = 7P egyenlet megoldéasa, vagyis az invarians eloszlas a példaban
= [ 0,125 0,25 0,25 0,25 0,125 | .

Lathatélag ez nem egyezik meg P soraival egyik esetben sem, de vegyiik észre, hogy

a fenti két matrix atlaga a kovetkezo:

0,125 0,25 0,25 0,25 0,125
0,125 0,25 0,25 0,25 0,125
,}EEO%(P”P”H): 0,125 0,25 0,25 0,25 0,125

0,125 0,25 0,25 0,25 0,125
0,125 0,25 0,25 0,25 0,125

Azt mondhatjuk tehat, hogy ekkor 7(7) nem annak valdszintisége, hogy hosszu tavon
a rendszer az i allapotban lesz (hiszen ez a valésziniiség fiigg n paritdsatdl), hanem

az 1 allapotban eltoltott atlagos idot adja meg.

Altalénosan, ha P egy irreducibilis Markov—lanc atmenetval6szintiség matrixa, melynek
periédusa d, akkor 1étezik invaridns eloszlas (), de tetszoleges o kezdeti eloszldsnal
nagy n esetén poP" d kiillonbozé eloszlason halad végig ciklikusan. Az invarians

eloszlés ezek éatlaga lesz, azaz

1
lim — (chP" + o P L+ goOP”+d_1) =T.

n—oo

2 Visszatérési ido

Legyen X, egy irreducibilis Markov—lanc, az atmenetvalészinliség matrixa pedig

legyen P. Tekintsiik az n id6 alatt a j allapotban eltoltott idot:
Y(jn) =Y 1(Xm=1),
m=0

ahol I az indikator fiiggvényt jeloli, vagyis értéke 1, ha a jelolt esemény bekovetkezik,
és 0, ha nem. Az el6z6 szakaszbol kovetkezik, hogy ha az invaridns eloszlas «, akkor
1 1 <
lim ——E[Y(j,n)|Xo =] = lim —— %  P(X,, = j|Xo =) = 7(j),
=0

n—00 N, + n—oo M + 1
m




azaz m(j) azt adja meg, hogy hosszi tdvon az id6 hanyadrészét tolti a rendszer a j

allapotban.

Tegyiik fel, hogy X = 1. Legyen T az els6 visszatérésig eltelt ido, azaz
T=min{n>1:X, =i} .

Mivel a lanc irreducibilis, ezért T' < oo 1 valdszinliséggel, és megmutathato, hogy

E(T) < oo is teljesiil.

Tekintstik most a k-adik visszatérésig eltelt idot. Ez az id6 megadhato fliggetlen,
azonos eloszlasu valdszintliségi valtozok osszegeként: Ty + Ty + ... + T}, ahol T;, az
m — 1l-edik és az m-edik visszatérés kozott eltelt idot jeloli. Nagy k esetén a nagy
szamok torvénye szerint

1

vagyis kE(T') 1épés alatt dtlagosan k visszatérés torténik. De tudjuk azt is, hogy n
16péshil dtlagosan n(i)-szer lesz a rendszer az i allapotban. Igy n helyére kE(T)-t

helyettesitve kapjuk a kovetkezot:

1
EET)r(i) =k — FET)=—=.
(i)
Vagyis az ¢ allapotbol indulva a visszatéréshez sziikséges 1épések szamanak varhato
értéke az invaridns valoszintiség reciproka. A fenti gondolatmenet természetesen nem

teljesen preciz, de a matematikailag teljesen korrekt levezetés is ezt az eredményt

szolgéltatja.

Példa Tekintsiik az id6jarasos példat. Az allapotok: napos (N), felhés (F). Az

atmenetvaloszinliség matrix pedig

04 0.6
0.8 0.2

Tegyiik fel, hogy ma napos az id6, vagyis a folyamat az N allapotban van. Atlagosan
hany nap milva all el6 djra ez az allapot (vagyis atlagosan mennyit kell varni egy

napos nap utan, hogy ujra ilyen legyen az id6jérés)?



Lattuk, hogy az invaridns eloszldas 7 = [4/7, 3/7], tehdt 7y = 4/7. A napos
allapotbdl indulva az ugyanide torténd visszatéréshez sziikséges 1épések szamanak
varhaté értéke az invaridns valészintliség reciproka, azaz most 7/4 = 1.75. Tehat

atlagosan 1.75 nap mulva lesz ugyanez az allapot.

Vizsgaljuk meg most altaldnosabban, hogy mennyi az ¢ allapotbdl indulva a j allapotba
jutdshoz sziikséges 1épések szdmanak varhato értéke. Legyen T;; az i-bdl a j-be valo

eljutashoz sziikséges ido, azaz
T;; =min{n >1: X, = j|X, =1} .

1

Azt mar tudjuk, hogy E(T};) = ——=. Nézziik azt az esetet, amikor ¢ # j. Mddositsuk
(1

a Markov—lancot egy tjabb éllapot (h) bevezetésével, a rd vonatkozé atmenetvalo-

szintiségek pedig legyenek a kovetkezok:
P X, =iX,=h)=1 é P(X,;.1=hX,=7)=1.

fgy a h-bdl h-ba jutas utvonala: h — ¢ — 7 — h. Ebbol kovetkezden a visszajutdshoz

sziikséges 1épések szamanak varhato értéke:
E(Twn) =1+ E(Ti;) + 1 =2+ E(Ty) ,
ebbdl pedig E(T;;) meghatarozhatd, hiszen
E(Ty) = E(Thn) — 2
Az eljards 1épésenként:

e Felirjuk a moédositott atmenetvaldsziniiség matrixot: az 1uj h allapotbdl csak az
i-be lehessen 1épni (1 valdsziniiséggel), a j-bol pedig csak a h-ba lehessen 1épni
(1 valészintiséggel). Tehat a j-b6l mashova (nem h-ba) lépések valdszintiségét

nullara valtoztatjuk.

e Meghatarozzuk az 1j matrixhoz tartozé invaridns eloszlds h-hoz tartozé kom-

ponensét (7).

e A h-bdl h-ba jutdshoz 1épések szamanak véarhaté értéke E(Tyy) = 1/my,.



o Végil:
BE(T;) = — —2
(Ty) = —
Példa Tekintsiik a djra az id6jardsos példat. Az éllapotok: napos (N), felhés (F).

Az atmenetvaldsziniiség matrix

04 0.6
0.8 0.2

Tegyiik fel, hogy ma napos az ido. Atlagosan héany nap mulva lesz felh6s?

A kérdés az, hogy az N allapotbdl atlagosan hany 1épéssel jutunk el F-be. Vezessiik
be az 1j h allapotot gy, hogy h-bdl csak N-be lehessen 1épni, F-bdl pedig csak h-ba.

Ekkor a modositott matrix:

N F h

N |04 06 0
PP=r| 0 0 1
h 1 0 0

Megoldandé6 a «’ = ' - P’ egyenlet, ahol ' = [g]. Ebb6l a megoldandé egyenletrend-

szer (plusz még az az informdcié, hogy mn + mp + m, = 1):

7TN:O.47TN+7Th
7TF:O.67TN

Th = TF

Ebbél 7, = 6/22 (a tobbi nem fontos szamunkra). Tehat az N éllapotbdl az F

allpotba jutashoz sziikséges 1épések szamanak varhato értéke:

1 10
E(Typ)= — —2=—.
Th 6

Vegyiik észre, hogy ebben az egyszerii esetben ezt az eredményt masképp is megkaphat-
tuk volna. Mivel csak két allapot van, ezért tekinthetjiik igy a rendszert, hogy addig
varunk, amig az N — F' atmenet be nem kovetkezik. Ekkor a sziikséges 1épések
szédma geometriai eloszlasi, a paraméter (a valdszintliség) 0.6, igy a varhaté érték

ennek a reciproka, azaz 10/6.



3 Tranziens allapotok

Legyen P az X,, Markov-lanc atmenetvaldsziniiség matrixa. Tegyiik fel, hogy 1étezik
néhany tranziens allapot is. Ekkor az atmenetvaldszinliség matrix atrendezhetd az
aldbbi alakra, ahol P a rekurrens, Q pedig a tranziens allapotoknak felel meg:
PO Pl 0

S| Q Sn | Q"

Példa Tekintsiik a szimmetrikus véletlen bolyongést elnyeld falakkal az S = {0, 1,2, 3,4}

allapottéren. Ekkor az dtmenetvaldszinliség matrix:

1 0 0 0 0
0,5 0 0,5 0 0
P=|0 05 0 05 0
0 0 05 0 0,5
o 0 0 0 1

Atrendezve az llapotokat (0,4,1,2,3):

1 00 0 0]
0 1,10 0 0
P=105 0|0 05 0
0 0105 0 05
0 050 05 0 |

A blokkmatrixban () egy uin. szubsztochasztikus matrix, vagyis elemei nemnegativak
és Osszegilk minden sorban kisebb vagy egyenld, mint egy. Mivel a () matrix altal
reprezentalt allapotok tranziensek, ezért Q™ — 0, ha n — oo. Ebbdl kovetkezden @)
minden sajatértéke abszoliut értékben szigorian kisebb egynél, igy az I — () matrix

invertalhato, vagyis definialhatjuk a kovetkezot:

M=(-Q) ™.



Legyen i egy tranziens allapot, és legyen Y, az i-be tett latogatasok teljes szama,

azaz

Y, = f:](Xn =1).
n=0

Mivel 7 egy tranziens allapot, ezért ez az osszeg 1 valdszintiséggel véges. Tegytik fel,

hogy a Xy = j, ahol j egy masik tranziens allapot. Ekkor
EYiXo=4]=E ) I(X,=i)|Xo=j| =) P(X,=ilXo=j) =Y palj,i).
n=0 n=0 n=0

Vagyis azt kaptuk, hogy j-bdl indulva az i-be tett latogatasok szamanak varhato
értéke az I + P + P? + ... métrix (j,4) eleme. Mivel mindkét dllapot tranziens,
ezért ez ugyanaz, mint az I +Q + Q? + ... métrix (J,7) eleme. Egyszer(i szdmitdssal

igazolhatd, hogy
T+Q+Q*+..)I-Q)=1,
azaz

I+Q+Q*+..=I-Q)'=M.

Tehat azt mutattuk meg, hogy j-bol indulva az i-be tett latogatasok szamanak

varhato értéke az M maétrix (j,1) eleme. Az el6z6 példaban:

0 0,5 0 1,5 1 0,5
Q=105 0 05|, M=I-Q) '=| 1 2 1
0 0,5 0 0,5 1 1,5

Tehat példaul az 1-es allapotbdl indulva a 3-as dllapotba tett latogatasok szamanak
varhato értéke 0,5. Az elnyel6dés elétt a 1épések szaméanak varhatéd értéke pedig

1,5+1+40,5=3.

Az itt megismert eljarast alkalmazhatjuk akkor is, amikor egy irreducibilis Markov—
lanc esetében a j allapotbdl az i allapotba jutashoz sziikséges lépések szamanak
varhaté értékét akarjuk meghatarozni. El6szor rendezziik 4t az atmenetvaldszintiség

matrixot ugy, hogy az ¢ allapot szerepeljen az elsé helyen:

p_ p(i,i) | R
S 1@



Ezutén valtoztassuk i-t elnyel6 allapotta:

110
S1Q

Legyen T; az ¢ allapot eléréséhez sziikséges lépések szama, vagyis a legkisebb n,

A tobbi £ allapot esetében T} a k allapotba tett ldtogatasok

P =

amelyre X,, = 1.

szama az 1 allapot elérése el6tt. Ekkor

D Tkl Xo = j]

ki

E[T|Xo=j]=FE

:ZMJ'k

ki

Tehat a j allapotbdl indulva az ¢ allapot eléréséhez sziikséges lépések szamanak

varhaté értéke az M matrix j-edik soraban levé elemek Osszege.

Példa
Tekintsiik a szimmetrikus véletlen bolyongdast visszaverd falakkal az S = {0, 1,2, 3,4}

allapottéren. Ekkor az atmenetvaldsziniiség matrix:

Meghatarozzuk, hogy a 4-es allapotbdl varhatéan hany 1épésben jutunk el a 0-ba.

0O 1 0 0 0
0,5 0 05 0 0
P=|0 05 0 05 0
0 0 05 0 0,5
0 0 0 1 0 |

0 05 0 0 2.2 21
0,5 0 0,5 0 » 2 4 4 2
0 0,5 0 0,5 2 4 6 3
0 0 1 0 | (2 46 4|

Tehat a 4 allapotbdl varhatéan 2 + 4 + 6 + 4 = 16 1épésbol jutunk el a 0 allapotba.

Tegyiik fel most, hogy legalabb két rekurrens osztdly van. Vizsgaljuk azt, hogy egy
adott j tranziens allapotbdl indulva mi a valészintisége, hogy egy elore kiszemelt
rekurrens osztalyba keriil a rendszer. Feltehetjiik azt, hogy a rekurrens osztalyok
mindegyike csupan egyetlen elemet tartalmaz (uis. most nem vizsgaljuk, hogy a

rekurrens osztalyon beliil mi torténik).



Legyenek a rekurrens allapotok 71, rs, ..., 7k, a tranziens allapotok pedig t1, to, . . . , ts.
Rendezziik 4t az atmenetvaldszinliség matrixot oly médon, hogy a rekurrens allapotok

megelézzék a tranziens allapotokat:

1|0
S1Q
Jelolje a(t;,r;) (i=1,...,s, j=1,...,k) annak val6szintliségét, hogy a t; tranziens

allapotbdl indulva valamikor az r; rekurrens allapotba ériink. Legyen tovédbba (ter-
mészetszertileg) a(rj,,r;,) = 1, ha ji = j2, és a(rj,,rj,) = 0, ha j; # jo. Ekkor

minden ¢; tranziens allapot esetén:

a(t;, Tj) = P(X, = r; valamikor | Xo = t;)
= ZP(XI = z|Xo = t;) P(X,, = r; valamikor |X; = x)

€S

= Zp(ti, z)a(x,r;).

TE€S

Legyen A az a(t;,r;) elemeket tartalmazé s x k-as matrix. Ekkor a fenti egyenlGség

matrix formdaban felirva:

A=S+QA.

Ebbdl az A métrix:
A:(I—Q)_lS:MS.

A kapott matrix (7, j) eleme tehat annak valdsziniiségét adja meg, hogy a ¢; tranziens

allapotbdl indulva végiil az r; rekurrens allapotba jutunk.

Példa

Tekintsiik a szimmetrikus véletlen bolyongdst elnyeld falakkal az S = {0,1,2,3,4}
allapottéren. Rendezziik az allapotokat 0,4, 1,2, 3 sorrendbe, mert a 0 és a 4 rekur-
rens allapotok (egyelemti rekurrens osztlyok), az 1, 2 és 3 pedig tranziensek. Igy az

atmenetvaldszintliség matrix:

1 00 0 0]
0 1,10 0 0
P=]05 0|0 05 o0
0 0105 0 05
0 05/ 0 0,5 0

10




Az ebbdl meghatarozott matrixok:

0,5 0 1,5 1 0,5 0,75 0,25
S=10 0|, M=(I-Q'=| 1 2 1 |, A=MS=| 05 0,5
0 0,5 0,5 1 1,5 0,25 0,75

A kapott A matrixbdl kiolvashatd, hogy pl. az 1-es allapotbdl indulva 0,75 a valo-

szinlisége annak, hogy végiil a 0 allapotba jutunk.

4 Egy fontos alkalmazas: PageRank

Adott n darab weboldal, melyeket fontossdg szerint szeretnénk sorba rendezni. Az
egyes oldalakhoz rendelt fontossagok legyenek x1, xo, ..., x,. A fontossdgok értékének
meghatarozasahoz az oldalak kozotti linkek strukturajat haszndlhatjuk fel, vagyis egy
iranyitott grafot. Tulajdonképpen tekinthetiink tigy minden egyes bemeno élre, hogy

egy szavazat az adott oldalra fontossag szempontjabol.

Az aldbbiakban a kovetkez6 példan fogjuk bemutatni az egyes probalkozasokat, azok
hatranyait, majd a megoldast: Legyen n = 4, az egyes cstcsok kozotti kapcsolatok

pedig az alabbiak:

e Az l-esbdl mutat link az 6sszes tobbibe;
e a 2-eshdl mutat link a 3-asba és a 4-esbe;
e a 3-asbdl csak az 1-esbe mutat link;

e a 4-esbdl az 1-esbe és a 3-asba.

Tehat a graf struktaraja:

11



Az els6 probalkozas az, hogy minden egyes oldal fontossaga legyen annyi, mint az
oda bemend linkek szama. A példaban ekkor az egyes csticsok a kovetkezo értékekket
kapnak: z1 =2, 2o = 1, 3 = 3 és x4 = 2. Természetes elvaras azonban az, hogy egy
fontosabb oldalrdél bejovo link kapjon nagyobb stlyt, mint egy random blogrol jovo,

igy ezt az otletet elvethetjiik.

Prébalkozzunk esetleg azzal, hogy x, legyen a k-ba beérkez6 fontossagok oOsszege.

Ekkor a példaban a kiévetkezd egyenletrendszert kapjuk:

T1 = T3+ 24
To = T1
T3 =21+ Ta+ 24

$4:$1+l’2

Itt a j6 hir az, hogy ennek az egyenletrendszernek van megoldéasa. A rossz hir viszont
az, hogy csak trividlis megolddsa van ( 1y = xo = x3 = x4 = 0). Tovabbi probléma,
hogy ha egy oldalrél sok kimend link van, akkor az befolydsosabb lesz (random blogrol

linkek mindenhova).

A rangsorolasi problémara megoldast Sergey Brin és Larry Page adott 1998-ban, az ez
alapjan kifejlesztett PageRank algoritmus a Google keresémotor legfontosabb eleme.
Legyen az xj, értéke az x;/n; értékek Osszege, ahol az Gsszegzés azon j oldalakra
vonatkozik, melyekbdl mutat link k-ba, n; értéke pedig a j-bdl kimend linkek szama,
azaz

mr=Y

n;j

Tehat minden egyes oldal tulajdonképpen szétosztja afontossagat azon oldalak kozott,

ahova beldle link mutat. A példankon ez a kovetkezd egyenletrendszerre vezet:

1
Ty = T3+ 51’4
1
To = gl’l
o1
T3 = 3[L’1 2%2 21‘4
Ty = 5.1'1 + 5332

12



Az egyenletrendszer matrixos alakban:

1/3 1/3 1/3 ]
0 1/2 1/2
1 0 0 0
12 0 1/2 0

o O

Ty T2 I3 1’4}:[% To X3 T4

P
Konnyen észrevehetjiik, hogy a P métrix egy atmenetvaloszintiség matrix, a feladat
pedig tulajdonképpen az invarians eloszlas meghatarozasa. Az egyenletrendszert

megoldva a példankban a kovetkezo értékeket kapjuk:

T = 12 ~ 0.387
341

To = % ~ 0.129

T3 = % ~ 0.290

Ty= g7 ~ (0.193

(")sszegzés: Adott n darab weboldal, a linkstruktira alapjan készitsik el a P

matrixot. Az i-edik sor j-edik eleme:

1

—, ha ¢-bdl mutat link j-be
Dij = T

0 kilonben.

, ahol n; az i-bdl kiindulé linkek szdma. Mivel ) . ni = 1 minden sorra, ezért P

atmenetval6szinliség matrix lesz.
Problémak:
e létezik-e mindig megoldas? (nem)

e cgyértelmii-e a megoldds? (nem)

Lattuk, hogy ha az atmenetvalésziniiség matrix minden eleme pozitiv, akkor 1étezik
invarians eloszléds, tovabba az invarians eloszléas egyértelmi. Ezért a kapott P matrixot

kicsit médositjuk, hogy mindig létezzen és egyértelmi legyen az invarians eloszlas:
P'=(1-d)-P+d-[1/n]

13



ahol [1/n] egy olyan mdtrix, aminek minden eleme 1/n, d pedig egy 0 és 1 kozotti
szorztényez6 (csillapitas), szokédsos értéke 0.15. Mivel a kapott P’ métrix minden

eleme pozitiv, ezért létezik és egyértelmii az invarians eloszlas.

Megjegyzések:

e Az [1/n| métrix tekinthetd a véletlenszer(i netezé megjelenitésének, aki nem
mindig a linkek koziil vélaszt, hanem egy valamekkora (0.15) val6szintiséggel

1j oldalt tolt be.

e A PageRank alkalmazasakor nem sziikséges az invarians eloszlast pontosan
meghatdrozni, ezt nem is teszik meg. Addig folytatjdk az iterdcidt (1, @o, ...
sorozatos kiszamitdséat), amig az eloszldsban az egyes oldalak valdszintiségek

szerinti sorrendje nem allandoésul.
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