Feladatok

Markov-lancok tovabbi tulajdonsagai

1. Egy Markov—lanc éllapottere legyen S = {1, 2, 3}, dtmenetval6sziniiség matrixa

pedig
0,4 0,2 0,4

P=106 0 04
0,2 0,5 0,3

(a) Hatarozzuk meg az invarians eloszlast!

(b) Tegyiik fel, hogy az 1-es dllapotbdl indulunk. Vérhatéan hany 1épés mulva

ériink vissza az 1-esbe?

(c) Tegyiik fel, hogy az 1-es dllapotbdl indulunk. Vérhatéan hany 1épés mulva

érunk eloszor a 2-esbe?
Megoldas:

(a) Vegylik észre, hogy ezzel az atmenetval6sziniiség matrixszal mar talalkoztunk,

és az invarians eloszlast is meghatéaroztuk:
25 17 24
= — = = —=0,2 = — = .
T 56 0,3788, w9 56 0,2576 3 56 0, 3636

(b) A vélasz az invaridns eloszlds 1-es dllapothoz tartozd elemének reciproka,
1 66
azaz E(T1) = — = — = 2,64.
a7 ( 11) 7T1 95 )
(c) E(Ty2) =7 Bévitsik ki az eredeti atmenetvaldsziniliség matrixot egy h
allapottal, melyre az dtmenetvalészintiségek P(X, 11 = 1|X, =h) =1 és

P(X,41 = h|X,, = 2) = 1 (azaz h-bdl csak az 1-esbe, a 2-esbdl csak h-ba



léphetiink). Az 1ij dtmenetvaldsziniiség métrix:

[ 0,4 0,2 0,4 0]
0 0 0 1
0,2 0,5 0,3 0
1 0 0 0

X
I

A hozza tartozo invaridns eloszlas:

35 17 20 17
= —=0,3933 = — =~ 0,1910 = — ~ 00,2247 = — ~0,1910.
1 39 ) ) ]9 ) T3 9 ) y  Th ]9 ’
., 1 89 .
Ez alapjén E(Ty,) = — = 7~ 5,2353. Tudjuk, hogy E(Th,) = 2 +
Th

, 55
E(Tp), igy E(T12) = -~ 3,2353.

2. Egy bolha ugral az alabbi grafon oly médon, hogy mindig valamely szomszédos

csucsba ugrik és a lehetdségei koziil egyenlo valészintiséggel valaszt.

(3 .

(a) Hosszui id6 alatt az id6 hédnyad részét tolti az A cstcsban?

(b) Tegyiik fel, hogy az A cstcsbdl indult. Varhatéan hany 1épés milva ér

vissza A-ba’?

(c) Tegyiik fel, hogy a C csticsbdl indult. Varhatéan hényszor jut el B-be,

miel6tt elérne A-ba?

(d) Tegyiik fel, hogy a B csticsbdl indult. Mi a valészintisége, hogy hamarabb
éri el C-t, mint A-t7



0 1/3 1/3 1/3 0 |
1/3 0 13 0 1/3
P=|1212 0 0 0
12 0 0 0 1/2
0 12 0 1/2 0 |

Megoldas: A folyamat allapotai a graf csiicsai. Az éllapotok sorrendje legyen

A, B, C, D, E. Ekkor az dtmenetvaldsziniiség matrix:

(a) Ehhez az invaridns eloszlast kell meghatdroznunk. A © = P egyenletet

kielégito eloszlas:

A

1
4’

TR —

1

Z? TC =

L
6 )

:6’

1
Tp —

!
-

Tehét hosszu id6 alatt az id6 kb. 1/4-ét tolti az A csicsban.

1
(b) E(Taa) = — = 4, tehat varhatéan 4 1épés mulva ér vissza A-ba.

TA

(c) Viéltoztassuk A-t elnyel6 dllapotta. Ekkor a kérdés az, hogy C-bél indulva

varhatéan hanyszor jut el B-be, miel6tt elnyelédne. Az 1j dtmenetvalo-

szinliség matrix:

1 0 0 0 0
1/3 0 1/3 0 1/3
PP={1/212 0 0 0
1/2 0 0 0 1/2
0 12 0 1/2 0 |

Itt mar csak egy rekurrens allapot van (A), a tobbi tranziens. A tranziens

allapotoknak megfelel6 () métrix:

0 13 0 1/3]
12 0 0 0
Q:
0 0 0 1/2
12 0 12 0

A vélaszt az M = (I — Q)~! mdtrix C sordnak B eleme jelenti. Mivel itt



az allapotok sorrendje B, C, D, E, ezért ez a masodik sor elsé eleme.

(18 6 4 8 |
MZU—Qr%vL 9 14 2 4
Il 6 2 16 10

|12 4 10 20 |

1,6364 0,5455 0,3636 0,7273
0,8182 1,2727 0,1818 0,3636
0,5455 0,1818 1,4545 0,9091
1,0909 0,3636 0,9091 1,8182

Q

Tehat C-bél indulva atlagosan 9/11-szer jut el B-be, mielétt eljutna A-ba.

(d) Tegyiik fel, hogy a B csticsbdl indult. Mi a valészintisége, hogy hamarabb
éri el C-t, mint A-t? Most az A-t és a C-t is elnyelo allapotta kell alakitani.

Igy az 1j atmenetvaldszinliség matrix:

1 0 0 0 o0 |
1/3 0 1/3 0 1/3
P=|0 0 1 0 0
/2 0 0 0 1/2
0 12 0 1/2 0

Rendezziik gy az allapotokat, hogy az elnyeléek legyenek elol: A, C' B, D,

E. Az atrendezésnek megfelel6 matrix:

1 0|0 0 0
0O 1[0 0 0
P'=11/3 1/3] 0 0 1/3

Ebbol az S és az ) matrixok:

1/3 1/3 0o 0 1/3
S=11/2 0 |, Q=] 0 0 1/2
0 0 1/2 1/2 0



Tovabba

9 2 4 4 3

1 1
JW=U—®”:§ 310 6 |, Msz? 6 1
6 6 12 5 2

A vélaszt az M S matrix B soranak C' eleme adja meg. Mivel az allapotok
sorrendje A, C' B,D, E volt, ezért ez az els6 sor masodik eleme. Tehat

3/7 annak a valdszintisége, B-bél indulva elébb éri el C-t, mint A-t.

3. Egy Markov-lanc allapottere legyen S = {1,2,3,4,5}, atmenetval6sziniiség

matrixa pedig

0 1/3 2/3 0 0
0 0 0 1/4 3/4
P=10 0 0 1/2 1/2
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

a) Irreducibilis-e a Markov—-lanc?

(a)

(b) Hatarozzuk meg a periédust!

(c) Hatarozzuk meg (kozelitoleg) a p1ooo(2, 1), p1ooo(2, 2) és prooo(2, 4) értékeket!
)

(d) Tegyiik fel, hogy 1-esbél indulunk. Legyen T az elsé visszatérésig eltelt
ido. Hatarozzuk meg T eloszlasat és varhaté értékét! Mit mondhatunk

ez alapjan m(1)-r6l?

(e) Hatdrozzuk meg az invarians eloszlast! Ezt felhasznédlva adjuk meg, hogy

a 2-esbol indulva varhatéan hany 1épés mulva ériink vissza a 2-esbe!
Megoldas:

(a) Bérmely é&llapotbdl eljuthatunk barmely allapotba, igy a Markov-lanc
irreducibilis, vagyis egyetlen osztalybdl all, ez természetesen rekurrens

osztaly. Pl. az 1,2,5,1, 3,4, 1 tdtvonalon kérbemehetiink az allapotokon.



(b) Mivel a lanc egyetlen osztdlybol all, ezért elég egy éllapot periédusat
meghatarozni, az érvényes lesz minden més allapotra is. Az atmeneti graf
felrajzolasa utédn (vagy P elemzése utdn) latszik, hogy az 1-esbél indulva

harom 1épésbdl mindig vissza fogunk jutni, tehat a periodus 3.

[ 00,3333 0,6667 0 0o |
0 0 0  0,4167 0,5833
P~ 109 0 0  0,4167 0,5833
1 0 0 0 0
1 0 0 0 0

A métrix alapjén p1000(2, 1) = 0, p1000(2, 2) =0 és p1000<2, 4) ~ 0, 4167.

(d) Az dtmeneti graf alapjan mér tudjuk, hogy ha az 1-esbdl indulunk, akkor

minden harmadik 1épésben visszatériink oda. fgy T eloszlasa:

1 2 3
001

1
Ez alapjan a varhato érték: E(T) = 0-1+0-24+1-3 = 3. Mivel E(T) = —,

™
ezért m = —.
3
(e) Az invaridns eloszlés:
12 48 B 7
T30 ™T36 ™36 ™MT360 7 360
1 36
E(Ty) = —=2=9
( 22) 9 4



4. Egy Markov-lanc allapottere legyen S = {1,2,3,4,5}, dtmenetvaldszintiség

matrixa pedig

0 1/2 1/2 0 0
0 0 0 1/5 4/5
0

1

pP= 0 0 2/5 3/5
0 0 0 O0
12 0 0 0 1/2

Irreducibilis-e a Markov-lanc?

(a
(

)

b) Periodikus-e a Markov—lanc?

(c) Hatarozzuk meg az invaridns eloszlast!
)

(d) Tegyiik fel, hogy az 1-esbdl indulunk. Véarhatéan hény 1épés mulva értink

ujra az l-esbe?

(e) Tegyiik fel, hogy az 1-esbél indulunk. Varhatéan hény 1épés milva ériink

a 4-esbe?

(f) Tegyiik fel, hogy az 1l-esbdl indulunk. Mi a valészintisége, hogy el6bb

ériink az 5-0sbe, mint a 3-asba?
Megoldas:

(a) Rajzoljuk fel az atmeneti grafot:



()

(e)

Lathaté, hogy minden allapotbdl el tudunk jutni mindenhova, pl. az
1,2,5,1, 3,4, 1 dtvonalon korbementiink az osszes allapoton, tehat a Markov-

lanc irreducibilis.

A Markov-lanc tartalmaz egy hurkot (5 — 5) ezért ebbe az allapotba
egyetlen 1épéssel is visszajuthatunk. fgy a lépésszamok legnagyobb ko6zos
osztéja csak az egy lehet, vagyis a Markov—lanc nem periodikus (aperi-

odikus).

A megoldandé egyenletrendszer

1

T = T4 + 3™

1
T = 57’(’1

1
T3 = 571'1

1 2
T4 = 571'2 + 571'3

4 3 1
Ty = 571'2 + 57'('3 + 57’(’5

Minden valtozo kifejezheto m-gyel, felhasznalva, hogy m és m3 mar meg-

van: my = %7?1, T = %m. Ezzel (a val6szintiségek Osszege 1 kell, hogy
legyen):
1+ 1 n 1 n 3 n 14 37 1
/ﬂ' —_— —_— —_— _— prm— 7T _— =
! 22710 10 '10
Ebbdl, valamint a visszahelyettesitésekbol:
10 5 5 3 14
m = — TTo — — T —= — Ty = — T —= —
S A Y A - VA Y A T
Mivel m; = ;—g, ezért az 1-esbdl indulva a visszatéréshez sziikséges lépések

szamanak varhato értéke ennek a reciproka, azaz 3.7.

Vezessiik be a h allapotot tugy, hogy h-bdl csak az 1-esbe lehessen 1épni,



a 4-esbdl pedig csak h-ba. Ekkor az 1j atmenetvaldszintiség matrix:

1 2 3 4 5 h

o 1212 0 0 0]

2l 0 0 0 1/5 4/5 0
L8| 0002585 0
(o 0 0 0o o0 1
s12 0 0 0 120
1 0 0 0 0 0

A 7, meghatarozasahoz sziikséges egyenletrendszer:

7T1:§7T5—|—7Th

1
7T2:§7T1

1
7'('3:571'1

1 2
7T4237T2+57T3

o

Ty = —T - =T
5 5 2 5 3 9 5
Tp =— T4

Fejezzlink ki mindent 7j,-val: a masodik és harmadik egyenletbdl kovetkezik,

hogy m = w3, a negyedik és a hatodik egyenlet felhasznalasaval: m =

Ty = gwh. A masodik egyenletbdl m = %ﬂh, ezt beirva az elsébe
5 = %ﬁrh. Osszerakva és kihaszndlva, hogy az Osszeg 1:
10+5+5+1+14+1 40 N 3
| —+ =+ = — = mp— T = —
"\3 "3"3 3 "3 " 40

Végil az 1-esbdl indulva a 4-esbe jutashoz sziikséges lépések szamanak

varhatd értéke:

1 40 34 .
E(Ty)=—-2=——-2=—=113
T 3 3

Valtoztassuk a 3-as és 5-0s allapotokat elnyeléekké. Ekkor ez a két allapot

rekurrens a tobbi tranziens lesz. Rendezziik at a maéatrixot ugy, hogy a



sorrend 3,5,1,2,4 legyen:

3 5 1 2 4
s 1 0 0 0 0]
sl o 1 0 0 o0
P=1|1/2 0 01/2 0
2| 0 4/5 0 0 1/5
o 0o 10 0

1/2 0 0 1/2 0

S=10 45|, @=]0 0 1/5

0 0 1 0 0

Tovébba
3 5

10/9 5/9 1/9 1| 5/9 4/9
M=(I-Q)"=12/9 109 2/9 |, MS=2|1/9 8/9
10/9 5/9 10/9 4| 5/9 4/9

A vilasz az els6 sor mésodik eleme, vagyis cimkék szerint a matrix (1,5)
eleme (annak valészintisége, hogy az 1-esbél indulva 5-6sben nyelddik el):

4/9.

10



