Megszamlalhatéan végtelen allapotterii

Markov-lancok

1 Bevezetés

Olyan Markov-lancokrol lesz sz6, melyek allapottere valamely megszamlalhatéan

végtelen halmaz. Ilyen halmazok példaul az alabbiak:

e természetes szamok: N,
e egész szamok: Z,

e a sik azon pontjai, melyeknek koordinatéi egész szamok (vagyis a racspontok):

Z2

Y

e a d dimenziés tér azon pontjai, melyeknek koordinatdi egész szdmok: Z¢,

racionalis szamok: Q,

e sth.

A fenti halmazok és a természetes szamok halmaza kozott egy-egy értelmii megfelel-
tetés 1étesitheto. Ezzel szemben a kovetkezo halmazok nem megszamlalhatoan végtelen

szamossaguak (,,sokkal tobb elemiik van, mint N-nek”).

e valds szamok: R,
e irraciondlis szamok: R\ Q,

e komplex szamok: C,



a sik pontjai: R2,

a d dimenziés tér pontjai: R,

e a [0, 1] intervallum pontjai,

e stb.

Az elozoekhez hasonldéan jelolje most is X,, a Markov—lancot, S pedig a lehetséges
allapotok halmazat, vagyis az allapotteret. A véges allapotteri Markov—lancoknal
megismert tulajdonsagok koziil szdmos most is érvényes lesz, néhany esetleg egy
kicsit mas formaban. Itt is beszélhetiink dtmenetvaldszinliség matrixrél, de ez most
egy végtelen matrix lenne, ezért nem hasznaljuk a matrixos frasmodot, hanem csak

egyszerliien az atmenetvaldszintiségeket:
p(x>y):P(X1:y’X0:x)v SC,:I/ES.

Az atmenetvalészintiségek nyilvanvaléan nem negativak, és minden x € S esetén

teljesiil, hogy

> pla,y) =1.

yeSs

Beszélhetiink az n-1épéses dtmenetvaldszintiségekrol is:
pu(z,y) = P(X, =y|Xo=1x).
Tekintsiik az allapottér z,y, z elemeit. Ekkor 0 < m,n < oo esetén

pern(xay) = P(Xm+n = y|XO = JJ) = ZP(Xern =y, Xm = z‘XO = 37)

z€S

— me(x, 2)pn(2,y) -

z€S

Ezt az egyenletet CHAPMAN-KOLMOGOROV-egyenletnek nevezik.
Példak

1. Bolyongas félig elnyel$ fallal: Legyen az allapottér S = {0,1,2,...} és

0 < p < 1. Az dtmenetvaldszintiségek:

p(r,z—1)=1-p, p(z,z+1)=p, hax>0, ¢é p(0,0)=1-p, p(0,1)=p.



2. Szimmetrikus véletlen bolyongas Z%ben: Jelolje Z¢ a d dimenzids tér
azon pontjainak halmazat, melyeknek minden koordinataja egész szam. Fi-
gyeljiikk meg, hogy Z? minden elemének pontosan 2d szomszédja van (olyan
elemek, melyek t6le egységnyi tavolsdgra vannak). A véletlen bolyongds soran
minden egyes lépésben csak szomszédos pontba ugorhatunk at, egyenl6 valo-
szintiséggel valasztva a lehetoségek koziil. Tehat egy olyan Markov—lanc irja le

a folyamatot, melynek allapottere S = Z¢, az dtmenetvalészinfiségek pedig

&, halz—y[=1,

p(z.y) = .
0, kilonben.

3. Sorbanallasi modell: Tekintsiink egy olyan tomegkiszolgalasi rendszert, amely-
ben egyetlen kiszolgaldegység van, a varakozé igények alkotta sor hossza pedig
nem korlatozott. Minden egyes idéintervallumban p valdszintiséggel érkezik
1j igény, a legels6 igényt pedig ¢ valdsziniiséggel elégitik ki (ekkor ez az igény
tavozik a rendszerbdl). Legyen X, a rendszerben levé igények szdma (az éppen
kiszolgdlds alatt levivel egyiitt). Ekkor ez a folyamat Markov—ldnc, melynek

allapottere S = {0, 1,2,...}, az dtmenetvaldsziniiségek pedig

ha x > 0, akkor:

plr,z+1)=p(1—-q), plz,z—-1)=1-plg plr,r)=pg+(1-p)(1-q)
ha x = 0, akkor:

Miként a véges allapotteri Markov—lancokndl, most is a hosszi tavu viselkedés
vizsgalata a célunk. Itt is beszélhetiink kapcsolédd allapotokrdl, osztélyokrdl. Ha
csak egyetlen osztaly 1étezik, akkor a Markov—lancot most is irreducibilisnek nevezziik.
A periddus fogalma is ugyanugy értelmezett, mint véges esetben. Azonban el-
lentétben a véges allapotteri esettel, itt nem mindig igaz, hogy irreducibilis, aperi-

odikus Markov-lanc az invarians eloszlashoz tart.



2 Visszatéroség

Legyen X, egy irreducubilis Markov-lanc megszamlalhatéan végtelen S allapottérrel.

Azt mondjuk, hogy X,, rekurrens, ha minden x € S allapotra igaz, hogy
P(X, = x végtelen sok n-re) =1,

vagyis a lanc végtelen sokszor visszatér az x allapotba. Ha egy irreducibilis lanc
egy bizonyos allapotba végtelen sokszor visszatér, akkor minden allapotba végtelen
sokszor visszatér. (Ha ugyanis y egy masik allapot, akkor pozitiv valésziniiséggel
elérhet6 y x-bol. Ha az z allapotban végtelen sokszor vagyunk, akkor végtelen
sokszor lesz 0-t6l kiilonbozoé esélyiink arra, hogy az y allapotba jussunk. Ha egy
eseménynek pozitiv valosziniisége van, és végtelen sok kisérletet hajtunk végre, akkor

ez az esemény 1 valdszintliséggel végtelen sokszor be fog kovetkezni.)

Ha a lanc nem rekurrens, akkor minden allapot csak véges sokszor fordul el6. Ebben
az esetben azt mondjuk, hogy a lanc tranziens. Gyakran nem koénnyt feladat azt

eldonteni, hogy egy Markov—lanc rekurrens vagy tranziens.

Tekintstik az z € S éallapotot, és legyen Xy = x. Jelolje R az x-be tett latogatasok

teljes szamat, beleértve a kezdeti allapotot is. Ekkor

R:i](Xn:x).

Itt I az indikatorfiiggvényt jeloli, amely 1, ha az esemény bekovetkezik, egyébként
pedig 0. Ha a lanc rekurrens, akkor R végtelen, ha pedig tranziens, akkor R értéke

1 valészintiséggel véges. Hatdrozzuk meg R varhato értékét:

d (X, = :@] =Y P(X,=12)=)Y pulz.z).

E(R) =E

Hatarozzuk meg most F(R)-t mas modon. Legyen T az x allapotba vald els6 vis-
szatérésig eltelt ido:

T=min{n>0:X,=a}.

Ha a lanc sohasem tér vissza x-be, akkor azt mondjuk, hogy T' = co. Tegytlik fel, hogy
P(T < o) = 1. Ekkor 1 valdszintiséggel a lanc mindig visszatér, és 1 val6szintiséggel

végtelen sokszor tér vissza, tehat a lanc rekurrens.
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Tegyiik fel most azt, hogy P(T < o0o) = ¢ < 1, és hatdrozzuk meg R eloszlasat.
Eldszor is, R = 1 akkor és csak akkor, ha a lanc sohasem tér vissza, vagyis P(R =
1) = 1 —gq. Legyen m > 1, ebben az esetben R = m akkor és csak akkor, ha a
ldnc m — 1-szer visszatér, de m-szer mar nem, vagyis P(R = m) = ¢" (1 — q).

Hatarozzuk meg R véarhato értékét, kihaszndlva, hogy ¢ < 1:

E(R)=) mP(R=m)=2 mg"'(1—q) =(1-q)) mg""

1 1
:<1_Q)(1—q)2:1—q<oo'

A véarhaté értékre kapott két eredmény alapjan kijelenthetjiik a kovetkezot:

Egy wrreducibilis Markov—lanc akkor és csak akkor tranziens, ha eqy dllapotba valo

visszatérések szamdnak varhato értéke véges, vagyis akkor és csak akkor, ha

an(x, r) < 00.
n=0

Példa

Tekintsiik a szimmetrikus véletlen bolyongést Z%ben. Mivel barmelyik allapot elérhetd
barmelyikbol, ezért irreducibilis Markov—lancrol van szo, tehat a visszatéroséget elég
egy allapotra vizsgalni. Az egyszertiség kedvéért legyen ez a 0 allapot A visszatéroség
vizsgalatdhoz most sziikségiink lesz az analizisb6l ismert STIRLING-formuléra, mely

szerint

n!l ~V2mn (E>n )

(&

A ~ jelentése aszimptotikusan egyenlo, vagyis a két kifejezés hanyadosa 1-hez tart,
han — oco. Ez persze nem jelenti azt, hogy a kiilonbségiik 0-hoz tartana, sét. Példaul
n = 100 esetén a hanyados értéke kb. 1,0008, a kiilonbségiik pedig kb. 7,7 - 1054,
n = 500 esetén pedig a hanyados kb. 1,0002, a kiilonbségiik pedig kb. 1,3 - 1086,

1. Legyen eloszor d = 1. Ekkor az atmenetvaldszintiségek:

1 1
plr,x+1) = Y plz,x —1) = 3



Vegyiik észre, hogy a visszatéréshez mindkét (bal-jobb) irdnyba azonos szamiit
kell 1épni, vagyis visszatérés csak paros szamu, 2n 1épésben lehetséges. Annak

valoszintisége, hogy 2n 1épésben visszatériink:

on\ (1\" /1\" /20 [1\7"  [2n\ 1 n)! 1
mon= () G) G) -GG - (e =Tors
Az itt szereplo faktoridlisokat a Stirling-formula segitségével becsiiljiik. Ezzel:

i 27r2n (?n) 2M4nn2ne—2n i 1
L /2 ()" 4n 2rnn2re=2n 4n L\ /mn’

Azt kaptuk tehat, hogy

1
p2n<07 0) ~ \/ﬁ .

oo
Mivel 21 \/iﬁ = 00, ezért
"= 0o
> p2a(0,0) =00
n=0
ami annyit jelent, hogy a lanc rekurrens (visszatéro).

. Legyen most d = 2. Vegylik észre, hogy a visszatéréshez mindkét koordinata

szerint vissza kell térni. Mivel a koordinatak fiiggetlenek, ezért ez az eset a

BISAO

kifejezés vizsgalatat igényli. Az el6zoek alapjan

[BIORONEES

Z p?n(07 O) =
n=0

ami annyit jelent, hogy a lanc most is rekurrens.

oo
. 1 _ 7
Mivel ) = = 00, ezért
n—

. Legyen d = 3. A visszatéréshez mind a harom koordinédta szerint vissza kell

térni. Mivel a koordinatak fliggetlenek, ezért ez az eset a

e G
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kifejezés vizsgalatara vezet. Az el6zoek alapjan
e 6T~

oo
Most viszont . -5 < oo, ezért !
n=1"n2

Nlw

o
> p2a(0,0) < o0,
n=0
ami annyit jelent, hogy a lanc most tranziens (nem visszatéré).

A kapott eredményeket POLYA GYORGY? nevezetes tételében foglalhatjuk ossze:

A szimmetrikus véletlen bolyongds Z%-ben d = 1 és d = 2 esetén visszatérd, d > 3

esetén pedig nem visszatéro.

3 Pozitiv rekurrens és nullrekurrens lancok

Legyen X,, egy irreducubilis, aperiodikus Markov—lanc megszamlalhatéan végtelen
S allapottérrel. Azt fogjuk vizsgédlni, hogy mely esetekben létezik hatareloszldas. A
m(x), x € S hatdrvaldszinliségek valdszintliség eloszlast hatdroznak meg S-en, ugy

hogy minden z,y € S esetén
lim p,(y,z) = 7(z).
n—oo

Ha X, tranziens, akkor

lim py(y,2) =0,
minden x,y € S esetén, azaz nem létezik hatareloszlas. Létezhet viszont olyan
rekurrens lanc, melyre a fenti hatarérték szintén 0. Tekintsiik példaul a szimmetrikus
véletlen bolyongést az egész szamokon (ez éppen periodikus lanc, de nem baj). Ez
mint lattuk rekurrens, de py,(0,0) — 0, ha n — oo. Egy Markov-ldnc nullrekurrens,
ha rekurrens, de

lim p,(y,z) =0.
n—oo

o0
A Y # végtelen sor ¢ > 0 esetén konvergens.
n=1

2Magyar matematikus, tanftvanya volt pl. Neumann Janos is.
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Egyébként a rekurrens lanc pozitiv rekurrens. A pozitiv rekurrens lancok nagyon
hasonlé viselkedést mutatnak, mint a véges allapotteri lancok. Ha X, irreducibilis,

aperiodikus, pozitiv rekurrens Markov—lanc, akkor minden x,y € S esetén a
lim p,(y, ) = 7(z) > 0
n—oo

hatérérték létezik, és fliggetlen y-t6l. A m(x)-ek invaridns valészintiség eloszlast

hataroznak meg az allapottéren, azaz

> wyp(y,x) = w(x).

yes

Tovabba, ha pl. az x allapotba val6 visszatéréshez sziikséges idot vizsgaljuk,
T =min{n > 0|X, =z},
akkor pozitiv rekurrens lanc esetén
B(T|X) =) = —
=) = —.
" m(x)

Ha X, nullrekurrens, akkor 7' < oo 1 valdsziniiséggel, de E(T') = oo. Tranziens lanc

esetén T' = oo pozitiv valdszinliséggel.

Egy moédszer annak eldontésére, hogy egy lanc pozitiv rekurrens vagy sem az, ha
megprobaljuk megtalalni az invarians eloszlast. Bebizonyithatd, hogy ha egy irre-
ducibilis lanc pozitiv rekurrens, akkor egyértelmtien létezik invarians eloszlds, mig
ha a ldnc nem pozitiv rekurrens, akkor nem létezik invaridns eloszlas. Ez utébbi

esetben a lanc lehet nullrekurrens, vagy tranziens.

4 Bernoulli—folyamat

Legyen X, olyan sztochasztikus folyamat, amelyben X, értéke az el6zményektol
fiiggetleniil vagy 0, vagy 1. Ez persze igy csak véges allapotterti folyamat, hiszen S =
{0,1}. Ennek ellenére érdemes vele foglalkozni, mert a bel6le szdrmaztatott folya-
matok és eloszlasok igen fontosak a diszkrét idejii tomegkiszolgalasi modellekben,
masrészt nagyon hasonld tulajdonsagokkal bir, mint a folytonos idejii megfelel6je, a

kés6bbiekben targyaland6 Poisson—folyamat.



Legyen X, eloszldsa a kévetkezo6 (indikator eloszlas, karakterisztikus eloszlds, Bernoulli-

eloszlés):

0 1
X, :

I-p p

Varhato értéke és szorasa:

E(X,)=p é D(X,)=+/p(l—Dp)

A Bernoulli-folyamat egymastdl fiiggetlen, Bernoulli—eloszlasu valoszintiségi valtozok
sorozat. Mivel a lehetséges értékek 0 és 1, ezért egy lehetséges realizaci6 (pontosab-

ban az eleje) példaul a kévetkezo:
000011001110000011110101011 ...

A 0 és 1 értékek helyett tekinthetiink mast is: sikeres—sikertelen, jott igény a tomegkiszolgald
rendszerbe vagy nem jott stb.

Milyen tovvabbi kérdesek mertilnek itt fel?
e Adott n hosszisagu szakaszon mi a valdszintisége annak, hogy pontosan k darab
l-est (sikert) latunk?

A siker (1) valészintisége fliggetlentil az el6zményektsl mindig p, igy n kisérlet

esetén annak a valdszintisége, hogy pontosan k darab sikereset latunk:
” . ny n—k
P(n-bdl pontosan k sikeres) = (k)p (1—p)
azaz a sikeresek szama binomialis eloszlassal irhato le.

e Mi a valészintisége annak, hogy pontosan k kisérlet kell a kovetkezo sikerhez?

Mivel a kisérletek kimenetelei egymastol fliggtelenek, ezért ezt egy geometriai
eloszlasu valdszintiségi valtozoval jellemezhetjiik (kK — 1 darab sikertelen utan

a kovetkezo sikeres):

P(k kisérlet kell a kovetkez6 sikerhez) = (1 — p)*'p

e Mennyit kell varnunk a kovetkezo sikeres kisérletre? Azaz: mennyi az els6

(vagy a kovetkezd) sikeres kisérletig tett probalkozasok szamanak varhato értéke?
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Mivel geometriai eloszlasrol van szo, ezért a varhato érték:

1
E(kovetkez6 sikeresig tett kisérletek szama) = —
p

o Tegylik fel, hogy mar egy ideje varunk egy sikeres kisérletre, mi a valészintisége

annak, hogy még legalabb k darab kisérletre lesz sziikségiink?

Jelolje Z az elso sikeres kisérletig tett probalkozasok szamat. Ekkor Z geomet-
riai eloszlasi valdszinliségi valtozo. A kérdést pedig feltételes valdszintliség
forméjaban irhatjuk fel:
P(Z>k+r) (1—prtrt

P(Z >r) (1—p)r
=(1-p''=PZ2k)

P(Z>k+r|Z>r)=

Az atalakitasok sordan azt hasznaltuk fel, hogy

P(Z > r) = P(az els6 r sikertelen) = (1 — p)"
P(Z > k) = P(az elsé k — 1 sikertelen) = (1 — p)*~!

Azt kaptuk tehat, hogy
P(Z>k+r|Z>r)=P(Z>k)

Vagyis a sikertelen kisérletsorozat hosszanak (r-nek) nincs szerepe a keresett va-

l16szintiségben. Masként megfogalmazva: az eloszlas emlékezet nélkiili, orokifju.

Melyik folytonos eloszlasnak vannak hasonlé tulajdonsagai?
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