Feladatok
Megszamlalhatéan végtelen allapotterii

Markov-lancok

A feladatok megoldéasa soran két végtelen sor Osszegét is fel fogjuk hasznédlni. Az

els6 az ugynevezett végtelen mértani sor:

ka:1+x+x2+...
k=0

Vegyiik el6szor véges sok tag osszegét és hasznaljuk fel a mértani sorozat Gsszegére

vonatkozd formulat:

n n+1_1 n+1_1
Zxk:1+x+x2+...+w”:1-x _ 7
— z—1 rz—1

Ennek felhasznalasdaval a végtelen mértani sor Osszege, ha |z| < 1:

° n+1_1 1
Sort=tim >t = T
k=0
Azaz, ha |z| < 1, akkor ixk: !
Y 9 — 1_x

A masodik végtelen sor a kovetkezo alaku:
Zk-mk_1:1+2x+3m2+...

Ennek 0sszegéhez felhasznaljuk az imént latott végtelen mértani sor 0sszegét:

k=1

Azaz, ha |z| < 1, akkor Zk Pl =

k=1



1. Legyen a Markov-lanc allapottere S = {0,1,2,3,...} (a nem negativ egészek).

Az atmenetvaldsziniiségek pedig

p(n,n+1)=p p(n,0)=1—p

Tehat a jobbra 1épés valészintisége mindig p, de minden egyes allapotbdl 1 — p
valészintiséggel visszakeriilhetiink a 0-ba. A p valdszintiségmely értékeire lesz

a Markov-lanc tranziens, nullrekurrens illetve pozitiv rekurrens?

Megoldas:

A folyamat atmeneti grafja (természetesen végtelen, a mintazat folytatédik):
p p p p
L—p
l-p

Vegyiik észre azt, hogy ha p = 1, akkor a lanc tranziens, hiszen folyamatosan
lépegetiink (visszatérés nélkiil) jobbra. Ekkor a lanc még felbonthaté is. Ha
p < 1, akkor minden allapot egy osztdlyba tartozik (a ldnc felbonthatatlan,
irreducibilis), hiszen pozitiv valdsziniiséggel eljuthatunk barhonnan béarhova.
A 0-ba jutds valdszintiisége minden 1épésnél 1 — p, tehat hossza tavon 1 valo-
szinliséggel visszatériink a nullaba (és kezdjiik az egészet elolrdl), tehat a lanc

rekurrens.

Matrixos alakban az atmenetvaldszintiségek:

0 1 2 3
0_1—pp 0 0 |
1| 1—p O 0
P=2|1—-p 0 0 p
3| 1—p 0 0 O

A lanc pozitiv rekurrens, ha létezik invarians eloszlasa, azaz a

T = Z Tmp(m,n)
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egyenletnek van olyan megoldésa, ami eloszldas. A p(m,n) valésziniiségekrol a

kovetkezoket tudjuk:

p(n,n+1)=p
p(n,0)=1-p
p(0,0)=1-p

Az Gsszes tObbi valészintiség 0. Ennek megfeleléen, ha n > 0, akkor 6sszegben

csak egyetlen tag szerepel:
Tp = Tp—1-"pP

Ezt tovabb kifejtve:

Tp = Tp—-1°"pP = (7rn—2p)p = 7rn—2p2 = ... = Wﬂpn

Ha n = 0, akkor az Osszeg

W0:Z7rk(1—p):(1—p)27rk:(1—p)~1:1—p

Tehat a kapott valészintiségek:

Ezek 6sszege valéban egy, mert

;ang%(l—p)p"=(1—19);19”:(1—19)1%]9:1

Tehét p < 1 esetén 1étezik invaridns eloszlds. Osszegezve a kapott eredményeket:
a Markov-lanc tranziens, ha p = 1; pozitiv rekurrens, ha p < 1; és sohasem

nullrekurrens.

. Legyen a Markov—lanc éllapottere most is az S = {0,1,2,3,...} halmaz, az

atmenetvaldsziniiségek pedig a kovetkezok:

2 1
2 _ — 0 — —
p(0,1) =1 p(n,m) = 0 minden més esetben

(a) Feltéve, hogy Xy # 0, mi a val6szinfisége, hogy X, X, ..., X,, mindegyike
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(b) Mik a kapcsolédé osztélyok?

)
(¢) Mely osztélyok pozitiv rekurrensek, nullrekurrensek, illetve tranziensek?
(d) Adjuk meg az invarians eloszlast az Gsszes pozitiv rekurrens osztalyra!

)

(e) Tegyiik fel, hogy Xy = 0. Atlagosan hany 1épés milva tér vissza a lanc
ebbe az allapotba?

Megoldas:

A folyamat atmeneti grafja (természetesen végtelen, a mintazat folytatodik,
példdul a 4-esbdl a 8-asba, az 5-6sbél a 10-esbe léphetiink 2/3 valdsziniiséggel
stb.):

1/3

P(Xy,... Xy #0| Xo#0) = P(Xy,...,. X1 #0 [ Xo #0)
=P(Xp #0 [ Xyt Z0)P(Xp1 #0 | Xpp #0) ... P(X5 # 0| Xo #0)
=HP<Xi¢0|Xi1¢0>=(§)

Figyeljiikk meg, hogy ha n tart végtelenbe, akkor ez a valészintiség nullahoz

tart. Tehat nulla annak a valdszintisége, hogy sohasem ériink a 0-ba.

(b) Konnyen ellenérizhets, hogy a kovetkezd édllapotok (és csak ezek) egy
osztalyban vannak: 0,1,2,4,8,... (vagyis 0 és a 2 hatvanyai). Az Osszes
tobbi allapot egyelemii osztalyokat alkot.

(¢) Minden egyelemii osztaly tranziens. A {0,1,2,4,8,...} osztily pozitiv

rekurrens. Nullrekurrens nincs az osztalyok kozott.
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(d) Az invaridns eloszldshoz a kovetkezd egyenletet kell megoldanunk:

T = Z Tmp(m,n)

Ha n = 2% és k > 2 (vagyis az n = 4,8,16,... esetekben), akkor az

2 2\ 2 2\ "
Tok = Mok—1— = Tok—2 | = | =...=m1 | =
2k 2k13 2k—2 3 1 3

T = Ty

egyenlet

Tovabba

Mivel az eloszlasban szereplo valdszintiségek Gsszege 1, ezért

2 /2\°  [/2)°
1:7T0+7Tl+7T2+7T4+7Tg+...:7T0 1+1—|—§+ g + g —+ ...

tmo 1424 (2 2+ 2 3+ + T
=m+m s+ 13 - =Tt me——s =
0 0 3 3 3 0 01_§
:71'0'4

Tehat az eloszlas:

1 1 1 /2\"
o= mME 72'“:71(5) (k=12.)

(e) Nullabdl indulva a visszatéréshez sziikséges 1épések szamdanak varhaté

értéke az invarians eloszlas megfelel6 tagjanak reciproka:

1
E(Too) - 7'('_ - 4
0

3. Tekintsiik a véletlen bolyongast a nemnegativ egészeken (bolyongés félig vis-

szaver6 fallal), ahol az dtmenetvaldszintiségek az alabbiak:

p(n,n+1) =

p(0,1)

pn,n—1)=1-p

p
p p(0,0)=1-p

Vagyis p valdszintiséggel 1épiink egyet jobbra, 1 — p valdszintiséggel lépiink
balra. Ha a 0-ban vagyunk, akkor p valdoszintiséggel 1épiink az 1-esbe és 1 — p

valészintliséggel maradunk a 0-ban.

Az dtmeneti graf:



Milyen p esetén lesz a folyamat pozitiv rekurrens?

Megoldas:

Matrixos alakban az dtmenetvaldszintiségek:

Az invarians eloszlashoz a kovetkezo egyenletrendszert kell megoldani:

Ty = Z Tmp(m,n)

Egyenletenként kiirva és mindig behelyettesitve a mar kifejezettet:

o= (1—p)m+ (1 —p)m =T = 1—p7TO
» 2
1 :p70+(1—p>71'2 = Ty = (]_Tp) o
» 3
o :p7r1+(1—p)7r3 = T3 = (1—) o
- P
Hasznéaljuk fel, hogy a m;-k Osszege egy:
p p P\’
1:7T0—|—7T1—|—7T2—|—7T3—|—...:7T0 1—|— —|— —I— D — + =
l—p I—p I—p

Ez a végtelen mértani sor akkor és csak akkor konvergens, ha 1% < 1. Ez

pontosan akkor teljestil, ha p < 1/2. Tehat a folyamat pontosan akkor pozitiv
rekurrens, ha p < 1/2 (masképp: ha 1 —p > 1/2). Mit jelent ez? Akkor lesz ez
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a folyamat pozitiv rekurrens, ha a nulla felé 1épés valészintisége nagyobb, mint

a végtelen felé 1épés valdszintisége.

Tovabb folytatva a végtelen mértani sor 0sszegével megkapjuk m értékét:

1 1-— 1-2
3 P = g = P

Tehat az invarians eloszlas:

1—-2p P "
Ty = .
1—»p 1—p

. Tekintsiink egy olyan tomegkiszolgalési rendszert, amelyben egyetlen kiszolgalé-

egység (szerver) van, a varakozé igények alkotta sor hossza pedig nem korlétozott.
Minden egyes idointervallumban p valdszintiséggel érkezik 1j igény, a legelso
igényt pedig ¢ valdsziniiséggel elégitik ki (ekkor ez az igény tavozik a rend-
szerbol). Legyen X, a rendszerben levé igények szdma (az éppen kiszolgalds
alatt levével egyiitt). Ekkor az allapottér S = {0,1,2,...}, az d&tmenetvaldszi-
niiségek pedig az alabbiak szerint alakulnak.

Ha n > 0, akkor:

p(n,n+1)=p(l—q) 1j igény érkezik p valdszintiséggel és 1 — ¢

valoszintiséggel nem tavozik a rendszerbdl igény;

p(n,n—1)=(1—-p)q nem jon 1j igény 1 — p valdszintiséggel és

q valészintiséggel tavozik a rendszerbdl egy igény;

p(n,n) =pg+ (1 —p)(1 —q) p valdsziniiséggel jon egy igény és ¢ valosziniiséggel
tavozik egy, vagy 1 — p valdszinliséggel nem jon 1]

igény és 1 — ¢ valészinliséggel nem tavozik.

Ha n = 0, akkor:
p(0,0)=1—p 1 — p valdsziniiséggel nem jon 1j igény;

p(0,1)=p p valdsziniiséggel jon 1j igény.
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Az atmeneti graf:

Milyen p és q esetén lesz a folyamat pozitiv rekurrens (vagyis milyen p és ¢

esetén létezik invaridans eloszlas)? Pozitiv rekurrens folyamat esetén mennyi a

rendszerben levo igények szamanak varhaté értéke?

Megoldas:

Az invarians eloszldshoz megint csak a kovetkezo egyenletrendszert kell megoldani:

T = Z Tmp(m,n)

Egyenletenként kiirva:

o= (1 —p)mo + (1 — p)gm
m = pmo + [pg + (1 = p)(1 — g)]m + (1 — p)gms
Ty =p(1 —q)m + [pg + (1 = p)(1 — @)]m2 + (1 — p)gms

Az els6 egyenletbol azt kapjuk, hogy

pro=(1—p)gm —m = o

q(1 —p)

A masodik egyenlet atrendezése:

m = pro + [pg + (1 = p)(1 — g)]m + (1 — p)gm

[(1=p)g+ (1 —q)plm = pmo + (1 — p)gm

Felhasznéljuk, hogy pmy = (1 — p)qm, tehat ezek kiesnek:

(1—-q)pm = (1 =p)gmy — 7= u



A harmadik egyenlet rendezése hasonlo:

m = p(l —g)m + [pg+ (1 = p)(1 — g)lm2 + (1 — p)gms
[(1—=p)g+ (1 —q)plme =p(1 —q)m + (1 — p)gms

Felhasznéljuk, hogy (1 — ¢)pm; = (1 — p)gms, tehat ezek kiesnek:

_ C(—qp_ ((—qp\’
(1 —q)pma = (1 —p)grs — 73 = A= (1—> ™

Ezt az eljarast folytathatjuk az Osszes tobbi komponensre is, és azt kapjuk,

1_ k—1
T = (M) m, hak>1.
(1—=p)g

Az eloszlas tagjainak meghatarozasahoz hasznaljuk fel, hogy az 6sszegiik egy:

hogy

1:7T0+7Tl+7'l'2+ﬂ'3+...
. (L-ap  ((L-ap)
o 1<1+(1—p)q+((1—p)Q) +>

A zardjelben levo végtelen Gsszeg pontosan akkor konvergens, ha % <1

(azt tudjuk, hogy ez a tort 0 < p,q < 1 esetén mindig pozitiv). Ebben az

esetben a zardjelben allo kifejezés értéke

1
_ (=qgp-
1 (1-p)g
Ezzel az eloszlas tagjainak osszege:
1— 1—
1:7T1+7Tl 1—q) = Ty + 1 ( p)q :Wo+ﬂlﬂ
=T (1—=p)g—(—qp ¢—p

Felhasznalva, hogy m = ﬁwoz

= (1 ) = (145




Tehat az eloszlas tagjai:

p p q—p _p q—p
7T p— —
q(1—p) ¢ g (1

w=n (i) =i (o)

Milyen feltétel kellett ahhoz, hogy ezt az eloszlast megkapjuk? Az, hogy az

8:%2 < 1 egyenlétlenség teljesiiljon. Alakitsuk ezt at:
1—
A-gp _,
(1—p)g

(1-qgp<(1-p)g
p—qp<q—pq

P <4q

Azt kaptuk tehét, hogy akkor lesz a folyamat pozitiv rekurrens (és akkor létezik
invaridns eloszlds, hosszi téavi egyensulyi allapot), ha p < ¢. Vagyis akkor,
ha az 1j igény beérkezésének valdszinlisége kisebb, mint annak a valdszinii-
sége, hogy egy rendszerben levé igény tavozik. Masképp: lassabban jonnek az

igények, mint a kiszolgalas atlagos sebessége.

Hatérozzuk meg a rendszerben levé igények szdménak varhato értékét (hosszu
tavon atlagosan hany igény van a rendszerben). Jeloljiik N-nel a rendszerben

leve igények szamat, ennek varhaté értéke:

E(N):Zk-wk:0-7T0+1-7T1+2-7T2+3-7r3+...:Zk‘-ﬁk
k=0 k=1
Ezzel a varhato érték:

p)q
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Felhasznaljuk, hogy io: okt = (1——1x)2:
B [1_ <1—q>p1 R (e Ol
1<1_%>2 ¢l (A=pla] [A-pla—Q0-qpP
_P. (1 —p)g _ (1-pp
g I-pg—1-gp (A-pg—(1-qp
_(d—pp
q—p

Lattuk, hogy a folyamat akkor pozitiv rekurrens, p < ¢, tehat a tort nevezoje
pozitiv. Mi torténik akkor, ha fenndll a p < ¢ egyenlotlenség, de p mar nagyon
kozel van ¢g-hoz? Ekkor a tort nevezéje nulldhoz tart (a pozitiv irdnybdl, mert
q > p), a szamlalé pedig a nem nulla ¢(1 — ¢)-hoz, igy E(N) végtelenhez
tart. Vagyis haz érkezési valoszinliség nagyon kozel van a kiszolgalédsi valoszi-

ntiséghez, akkor nagyon hosszu sor alakul ki. Példaul

ha p = 0.5 és ¢ = 0.6, akkor E(N) = 2.5;
ha p = 0.55 és ¢ = 0.6, akkor E(N) = 4.95;
ha p = 0.599 és ¢ = 0.6, akkor E(N) = 240.119.
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