Folytonos idejii Markov-lancok

1 Bevezetés

Eddig olyan folyamatokkal foglalkoztunk, amelyekben az allapotvaltds csak dis-
zkrét idGegységenként torténhetett meg. FEzekben az esetekben a folyamatot is
és az m-edik idéponthoz tartozé valdszintiségi valtozét is X,,-nel jeloltiik, ahol n
értéke lehetett 0,1,2,.... A kovetkezOkebn olyan folyamatokkal vizsgalunk, ame-
lyekben az allapotvéltozas tetszoleges idépontban 1étrejohet, azaz nincs megkotés
arra nézve, hogy milyen id6koézonként valtozhat a folyamat/rendszer. Azt fogjuk
mondani, hogy ekkor a folyamat folyatonos idejii. Szokdsos jeldlése X; (és ugyanigy
jeloljiik a ¢ id6ponthoz tartozé valdszintliségi valtozot is), a t az id6index, amelyre
altaldban fennéll, hogy ¢ € [0,00). Elészor olyan folyamatokat vizsgalunk, ahol az
id6 folytonos, a lehetséges allapotok viszont megszamlalhaté halmazt alkotnak (azaz

véges sok vagy megszamlalhatéan végtelen sok édllapot lehetséges).

2 Poisson-folyamat

Képzeljiink el egy boltot, és legyen X; a t idépontig érkezett vevok szama. Az id6t
most folytonosnak tekintjiik, igy ¢ lehetséges értékei a nemnegativ valés szamok. A

vasarlok érkezésérol az aldbbiakat tételezziik fel:

e Az egy bizonyos idéintervallumban érkezett vasarlok szamat nem befolydsolja

egy masik idéintervallumban érkezett vasarlok szama.

o A vevok szamanak idébeli atlaga hossza tavon allando.



e Egyszerre csak egy vevo érkezik.
Fogalmazzuk meg ezeket matematikailag precizebben.

e Tekintsiik az s1 < t; < 59 < tp < ... < 5, < t, idopontokat. Ekkor az

Xy — Xo,, Xy, — X,y oo, Xy, — X, valoszintliségi valtozok fiiggetlenek.

e Legyen a vevok érkezési intenzitasa A, vagyis t id6 alatt atlagosan At vevot
varunk. A kicsiny [t, t+ At] intervallumban igy kb. AAt valészintiséggel érkezik

Ujabb vevo. Formaélisan ez a kovetkezoket jelenti:

P(Xt+At = Xt) =1-)At -+ O(At) s
P(Xt-i-At = Xt + 1) = )\At =+ O(At) .

e A harmadik feltétel szerint egyszerre csak egy vevo érkezik. Ez formélisan a
kovetkezdt jelenti:

P(Xiiat > X +2) = o(At).

A fenti kifejezésekben szereplé o(At) olyan mennyiséget jelol, amely kis At esetén

sokkal kisebb At-nél, azaz
o(At)

——=0.
At—0 At
Legyen X, olyan sztochasztikus folyamat, melyre a fentiek teljesiilnek, tovabba legyen

Xo = 0. Az igy kapott folyamat A paraméterii homogén Poisson-folyamat.

2.1 Az érkezések szamanak eloszlasa

A kovetkezokben meghatarozzuk X, eloszlasat kétféle médon is.

Legyen n pozitiv egész. Ekkor

n

X, = Z [th/n — X(j—l)t/n] ’

j=1
vagyis X;-t eléallitottuk n darab fliggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozo

Osszegeként. Ha n nagy, akkor annak valdszintisége, hogy ezen valdszintliségi valtozdk



koziil valamelyiknek az értéke legalabb 2, nagyon kicsi:

P(Xjim — X(j—1yt/n > 2 valamely j < n-re ) <

< ZP(th/n — X(—1)/n = 2) =nP(Xym > 2).
j=1

Itt az utolsé kifejezés tart nulldhoz, ha n — oo. Ezek szerint kozelithetjiikk X,
olyan fliggetlen valdszintliségi véltozdk Osszegével, melyek mindegyike A(t/n) valo-
szintiséggel 1 és 1 — A(t/n) valdsziniiséggel 0. Tudjuk, hogy a binomidlis eloszlas

elallithato ilyen tipusu valdszinliségi valtozok osszegeként, ezért

om0 () () (-2
- () (2) (-2

A fenti hatarérték meghatarozasahoz tekintsiik az aldbbiakat:

SOt,

I n\ 1 y n! ’ Inn—1)...(n—k+1)
1m — = m ——— = IIm —
n—oo \ k) nk  nooo kl(n — k)Ink  n—ooo k! nk
. lnn—-1 n—k+1 1
= lim — — = —
nsokln n n k'
tovabba

n—=k n —k
lim (1 - &) = lim (1 — ﬁ) lim (1 — ﬁ) =e M,
n—o0 n n—o0 n n—oo n

Ezeket az eredményeket felhasznélva kapjuk, hogy

k
P(X;=k) = —(A];) e,

tehat X; Poisson-eloszlasi a At paraméterrel.

Most meghatarozzuk X; eloszlasat egy masik modon. Ehhez vezessiik be a kovetkezo
jelolést:

Pt) = P(X, = k).

Tudjuk, hogy FPy(0) = 1 és ha k > 0, akkor P,(0) = 0. Képezzik Py(t) differ-

encialhanyadosat:
/ P At) — P, P(X =k)—P(X, =
P.(t) = lim bt + AY) (t) = lim (Xisar = F) (Xi = ) .
At—0 At At—0 At



A teljes valdszintiség tétele szerint

P(Xt-l—At - k) - P(Xt - kf) P(Xt—l—At - k|Xt - k) +

N 7 \\ J/

P;E:) 1—)\AX0(At)
Pk:(t) AAtJ:;(At)
+P(Xt Sk—2>P(Xt+At:k|Xt S k—2> -

o(At)

= Pu(t)(1 — AAL) + Po_y (H)AAL + o(AL) .

Ezt felhaszndlva:

Pl(t) = lim Pt + A — Pu(t) . Bu(t)(1 = AAL) + Py (HAAL + o At) — Pi(t)

At—0 At At—0 At ’

azaz

Py(t) = APe_1(t) — APi(t) .

Ez tulajdonképpen végtelen sok differencidlegyenlet, hiszen k értéke tetszoleges nem
negativ egész lehet. Rekurziv médon azonban meg tudjuk adni a megoldast. £ =0

esetén az egyenlet:

/

Pi(t) = —APy(t), Py(0)=1.

A megoldasa pedig
Po(t) = 67>\t .

A k > 0 esetek megoldasahoz vezessiik be a kovetkezot:
fk(t) = GAth(t) .
Ekkor fo(t) = 1, a differencidlegyenlet pedig

Folt) = M), fu(0)=0.

Teljes indukcioval belathatd, hogy

és igy




2.2 A kovetési id0O eloszlasa

Vizsgaljuk a vevok érkezése kozott eltelt id6 eloszlasat. Legyen T, az n — 1-edik és az
n-edik vevo érkezése kozott eltelt id6. Ekkor az n-edik vevo érkezéséig eltelt osszes

idoY, =Ty+1Ty+ ...+ T, . Mésrészt
YV,=inf{t: X;=n}, é T,=Y,—Y, 1.

A T;-k fiiggetlen, azonos eloszlasu val6szintiségi valtozdk, melyeknek emlékezet nélkiilieknek
kell lenniiik, azaz ha mar s ideje varunk a vevo érkezésére és még nem érkezett meg,
akkor annak valdszintisége, hogy a kovetkezd t idoben megérkezik, pontosan annyi,

mintha most kezdték volna a varakozast. Matematikailag ez annyit jelent, hogy
P(T; > s +4|T, > s) = P(Ty > 1).
Ha T; eloszlasfiiggvénye F'(x), akkor ez anyit jelent, hogy
1—F(s+t)=(1—-F(s))(1—=F(t)).

Ez csak akkor teljesiilhet, ha F(z) = 1 — e . Vagyis T; exponencidlis eloszldst,
melynek véarhaté értéke 1/b. Mennyi lehet a b paraméter értéke? Nagy t esetén
kb. At szamu vasarlét varunk, azaz Yy, &~ t. De a nagy szamok torvénye szerint

Y, ~ nE(T;) = n/b. Ezeket tsszevetve
1
th,\t%)\tg = b= ).

Ezzel ijabb moédszert kaptunk arra, hogy hogyan konstrualjunk Poisson-folyamatot.
Vegyiink 14,75, ... fliggetlen, A paraméterii exponencialis eloszlasi valdszintiiségi

valtozokat, és legyen
Yn:T1+T2+Tn, és Xt:n, haYn§t<Yn+1.

Ekkor X; a leirtak szerint Poisson-folyamat.

Persze ha tudjuk, hogy X; Poisson-folyamat, akkor a kovetési ido eloszlasa egyszertien
meghatarozhato:

P(Ty >t) = P(X, = 0) = e,

amibol kovetkezik, hogy T; egy A paraméterli exponencidlis eloszlasi valdszintiségi

valtozo.



2.3 Az infinitezimalis generator

A Poisson—folyamat abbdl a szempontbél nem til izgalmas, hogy az X; valoszintiségi
valtozd értékei csak egyféleképpen véltozhatnak, mindig csak néhetnek, mégpedig
eggyel. A kovetkezOkben olyan folytonos idejii Markov—lancokrol lesz sz6, ahol az

egyes allapotok kozotti atmenet ennél Osszetettebb is lehet.

Tekintsiik az X; folytonos idejii Markov—lancot, az allapottér pedig legyen S. Az X;

folyamat rendelkezzen a Markov—tulajdonsaggal, azaz
P(X; =y|X,, 0<r <s)=P(X; =y|Xy), yes,
és legyen idében homogén, vagyis
PXy=y|lXs=2)=PX;—s=ylXo=2), z,yes.

Minden x,y € S allapothoz rendeljiink egy nem negativ a(x,y) értéket, mely ha-
sonldéan a Poisson—folyamathoz, az x allapothdl az y allapotba ugrés ,,intenzitasat”

adja meg. Ezekre az értékekre nyilvanvaléan teljesiil, hogy
a(z,2) = a(z) = 3 alz,y).
yF

Az atmenetvaldszintiségek:

P(Xiint = 2| Xy =) =1 — a(x)At + o(At),
P(Xiyar = y| Xy = ) = a(z, y) At + o(At), T F Y.

Maés szavakkal, annak valészintisége, hogy a rendszer az x allapotbdl egy masik, y
allapotba ugrik egy At hosszisdgi iddintervallumon beliil, kozelitéleg a(z,y)At.
Hasonlbéan a Poisson—folyamathoz, ezek az atmenetvaldszintiségek most is differ-
encidlegyenletet eredményeznek. Legyen p,(t) = P(X; = x). A teljes valésziniiség
tétele szerint:

P(Xppar =) = P(Xppar = 2| Xy = 2) P(X, = 2) + Y P(Xypa0 = 2| X, = y) P(X, =

[\ 7 \\

ka(x)XHo(At) p;a) y7e a(y,z) At+o(At) p;@)



Ezzel a derivalt:

P(Xiynr =) — P(X; = x)

Pe(t) = AI%I—ISO At -
o (L 0@+ o A1) + Ty oy 2)A £ o( AP (1) ~ pelt)
At—0 At
= —a(@)pa(t) + ) aly, x)py(t).

y#x
Amit kaptunk, az tulajdonképpen egy linedris differencidlegyenlet rendszer, amelyet
gyakran métrix alakban fejeznek ki. Legyen A egy olyan matrix, melynek (y,z)
eleme a(y,r), ha v # y, és —a(x), ha v = y. A p(t) vektor pedig tartalmazza a
P(X; = z) valésziniiségeket minden x € S-re. Ekkor a differencidlegyenlet rendszer

a kovetkezd alakot olti:

p(t) =pt)A.
Az A maétrix neve: infinitezimdlis generdtor (a folyamat vagy a Markov—lanc in-
finitezimalis generatora). Figyeljiik meg, hogy A-ban az egy sorban levé elemek
osszege mindig nulla, a féatloban all6 elemek nem pozitivak, a tobbiek pedig nem

negativak, minden sorban a féatlébeli elem a tobbi Osszegének —1-szerese.

A kapott differencidlegyenlet a p(0) kezdeti feltétel ismeretében egyértelmiien megold-

hato, és a megoldas
p(t) = p(0)e'.

Miként diszkrét ideji esetben, itt is a folyamat hosszi tavi viselkedése érdekel min-
ket, legf6képpen az, hogy mi a folyamat hatdreloszlasa (invarians eloszlasa, m). Mivel

m id6ben nem valtozik, ezért a ¢ szerinti derivaltja nulla, igy

0=rmA.

Legyen most p;(z,y) = P(X; =y, Xo = x), és legyen P, egy olyan métrix, melynek
(x,y) eleme py(x,y). Ekkor a kévetkezé métrixegyenletet kapjuk:

d
&Pt:PtA7 POZI

Ebbdl a P, métrix:

.PtZQtA.



Legyen tlim P, = 11, melynek sorai az invarians eloszlassal egyeznek meg. A hatarmatrixra
—00
igy az alabbi egyenletet kapjuk:
O=1IIA.

Példa

Tekintstink egy olyan egyszerti folytonos idejii Markov—lancot, melynek csupan két
allapota van, S = {0,1}. Legyen «(0,1) = 1, és «(1,0) = 2. Ekkor az infinitezimélis

generator:

|
—_
—_

A folyamatot leiré graf:
080
2

Az e matrix kiszdmitdsdhoz diagonalizdlnunk kell A-t. Mivel A sajatértékei 0 és
—3, ezért

1 1 0 0 2/3  1/3

1 =2 0 -3 1/3 —1/3

-~ -~ -~

Q D Q1

Ennek segitségével meghatarozhatjuk P,-t

— OOtQDQ OOQtDQl 1 0|
_ tA 1 _
R DL e Sl LR ) el A ) B o
2/3 1/3 3t 1/3 —1/3
= e
2/3 1/3 —-2/3  2/3
Mivel lim e 3 = 0, ezért
t—o0
2/3 1/3
lim P, =11 = / /
o0 2/3 1/3



Most hatarozzuk meg az invarians eloszlast a 0 = wA egyenlet alapjan. Az eloszlas

vektor m = [mg, 1], a koordindtédnként kiirt egyenletek:

0= —7T[)+27T1

0:71'0—271'1

Tudjuk tovabba azt is, hogy mo+m; = 1. Az egyenletekbdl azt kapjuk, hogy my = 271,
ezzel a stacionarius eloszlas:

x=[2/3, 1/3]

Ez természetesen megegyezik a hatarméatrix (tlim P,) egyik (barmelyik) soraval.
—00

2.4 Sziiletési és halalozasi folyamatok

A folytonos ideji Markov-lancok egy igen fontos osztalyat a sziiletési és halalozasi
folyamatok alkotjak. FEkkor az allapottér S = {0,1,2,...}, és dtmenet csak a
szomszédos allapotok kozott lehetséges, vagyis az n-edik allapotbdl csak az n — 1-
edikbe vagy az n + l-edikbe ugarhat a rendszer (vagy marad). Maga az elnevezés
egy populacié dinamikai modellbol szarmazik, melyben az egyedek szama jelenti az
allapotot, és az egyedek szama mindig csak eggyel nohet vagy eggyel csokkenhet.
Egy ilyen folyamat leirdsdhoz sziikségiink van a sziiletési intenzitdsokra, A, (n =
0,1,2,...), és a haldlozasi intenzitasokra, pu, (n = 1,2,3,...). Ha a populdci6
létszama éppen n, akkor )\, intenzitdssal sziiletik egy egyed, és u, intenzitassal

tavozik. Legyen X, a rendszer éllapota (egyedek szdma) a ¢ idépontban. Ekkor
P(Xiint =n+ 11Xy =n) = N, At + o(At) ,
P(Xiiae =n— 11Xy =n) = u, At + o(At) ,
P(Xipne=n|Xy=n) =1— (A + pn) At + o(Al) .
Az el6z6ekhez hasonldéan ezeket is atkonvertalhatjuk differencidlegyenletekké. A
pn(t) = P(X; = n) jeloléssel:
Pn(t) = ftng1Pnr1(t) + Ancapn—1(t) — (A + pin)pa(t) -

A pi(m,n) = P(X; = n|Xo = m) dtmenetvalészintiségek meghatarozdséhoz a fenti
egyenletrendszert kell megoldani a p,,(0) = 1, p,(0) = 0, (n # m) kezdeti feltételek

mellett.



Példak!

1. A Poisson—folyamat sziiletési és haldlozasi folyamat a A\, = X\ és u, = 0

paraméterekkel.
A A A A A
2. Képzeljink el egy populaciot, ahol az egyedek egymastdl fiiggetleniil A\ inten-
zitassal hoznak 1étre egy 1j egyedet, és p intenitassal halnak meg. Legyen X, a
populéacié 1étszama a t idépontban. Ekkor X, sziiletési és haldlozasi folyamat

a A\, = nA és p, = nu paraméterekkel, és az S = {0, 1,2,...} édllapottérrel. A

folyamat infinitezimalis generatora:

[0 0

wox A 0
A=10 2u * 2\ 0
0 0 3u = 3\

Vegyiik észre, hogy a 0 allapot elnyelo allapot. Ha p = 0, akkor ezt a folyamatot

Yule-folyamatnak is nevezik.
1A 2\ 3\ A\
OBOBOBOBOD
1p 21 3 4p ft

3. Tegyiik fel, hogy az egyedek ugyanigy szaporodnak, illetve meghalnak, mint az

el6z6 példdban, de most 1) egyedek is érkeznek a populdciéba v intenzitassal.

LA * mindig a vele egy sorban lev$ elemek sszegének —1-szeresét jeloli.
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A kapott folyamat most is sziiletési és haldlozasi folyamat a A,

= n\+ v és

1y = nu paraméterekkel. A folyamat infinitezimadlis generatora:

* U 0

ook A+v 0

0 2u * 2 +v 0
0 0 3u * 3N+v
v+ 1A v+ 2)\ v+ 3X

oBoNORONOD
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v+4A



