Feladatok

Folytonos idejii Markov—lancok

1. Tekintsiink egy szervert, melyhez X intenzitassal érkeznek az igények, a kiszolgalas
intenzitasa pedig p. Legyen X; a t idopontban a rendszerben levé igények
szama. Adjuk meg a folyamat infinitezimalis generatorat és a folyamatot leird

grafot!
Megoldas:

Sziiletési és haldlozasi folyamatot kaptunk a A\, = A és p,, = p paraméterekkel,
ésaz S =1{0,1,2,...} allapottérrel. A folyamat infinitezimdlis generdtora (a *
mindig a vele egy sorban levd elemek Gsszegének —1-szeresét jeloli):

*x A 0
wox A 0 0
0O p x X 0

A folyamatot leir6 graf:



2. Modositsuk az elozé példat ugy, hogy N darab szerver legyen a rendszerben.
Legyen X; most is a t idépontban a rendszerben leve igények szdama. Adjuk

meg a folyamat infinitezimalis generatorat és a folyamatot leir6 grafot!
Megoldas:

Most is sziiletési és halalozési folyamatot kaptunk, A, = A. A kérdés az, hogy
mi lesz a kiszolgalasi intenzitas. Ha csak egy igény van a rendszerben, akkor
csak egy egyetlen szerver dolgozik. Ha ketto, akkor kettd, tehat a kiszolgalasi
intenzitds megduplazddik (idSegység alatt tobb igényt szolgalnak ki). Vegyiik
észre, hogy ha kevesebb igény van a rendszerben, mint ahany szerver, akkor az
allé szerverek természetesen nem jatszanak szerepet a kiszolgalasban (hidba van
nyitva négy pénztar a vasutallomason, az nem gyorsitja fel egyetlen kiszolgalas
idejét). Ha N igény van a rendszerben, akkor mind az N szerver dolgozik,
a kiszolgdlasi intenzitas ekkor Npu. Ezzel el is érte a rendszer a kiszolgaldasi
intenzitasanak maximumat. Ha N +1 igény van a rendszerben, akkor N igényt

éppen kiszolgalnak, a maradék egy pedig varakozik. Ezzel

kp ,ha0<k<N
Nu ,hak>N '

Hn =

A folyamat infinitezimalis generatora (a * mindig a vele egy sorban levé elemek

Osszegének —1-szeresét jeloli):

R~
= %
* >
> O

A folyamat grafja N = 3 esetén:

A A A A A
1p 21 3 S 3p



3. Modositsuk az el6zé feladatot 1igy, hogy a szerverek szama mindig az igények
szamahoz igazodik (végtelen szamu szerver all rendelkezésre). Adjuk meg a

folyamat infinitezimalis generatorat és a folyamatot leir6 grafot!
Megoldas:
Most is sziiletési és haldlozasi folyamatrdl van szo, A\, = A és u, = npu.

A folyamat infinitezimadlis generdtora (a * mindig a vele egy sorban lev$ elemek

Osszegének —1-szeresét jeloli):

A folyamat grafja:
A A A A A
1p 21 3 4p ft

4. Egy boltba a vevok Poisson-folyamat szerint érkeznek, féléranként atlagosan
négy.
(a) Mi a valdszinlisége annak, hogy fél 6ra alatt ketténél kevesebb vevé jon?
(b) Mi a valdsziniisége annak, hogy negyven perc alatt pontosan négy vevo
jon?
(c¢) Vérhatéan mennyi id6 alatt érkezik hisz vésérl6?

(d) Tegyiik fel, hogy az els6 6rdban 10 vevé érkezett. Mi a valdszintisége,

hogy a kovetkezo féléraban pontosan harom vevé érkezik?

(e) Tegyiik fel, hogy az els6 6rdban 10 vevé érkezett. Mi a valdszintisége,

hogy az els6 negyedérdban pontosan harom vevo érkezett?

(f) Tegyiik fel, hogy pontosan k vevé érkezett az elsé két 6raban. Mi a valé-

szinlisége, hogy pontosan j vevo érkezett az elso féloraban?



Megoldas:

(a) A vevok érkezési intenzitasa A = 4 vevé/féléra. A t idé alatt érkezd
vevok szama At paraméterti Poisson-eloszlassal irhaté le, vagyis most a
paraméter 4. Legyen X; a t ido alatt érkezo vevok szama, az idot pedig

mérjik fél oras egységekben. Ezzel a keresett valdszintiség

40 41
e+ et =5e"420,0916.

P(X;1 <2)=P(X; =0)+ P(X; =1) = 1

(b) Most a paraméter 4 x 4/3 = 16/3, hiszen 40 percrél van sz6. Ezzel a

keresett valoszintiiség

16/3)*
P(Xy3=4) = %6‘16/3 ~ 0,1627.

(c¢) Az adatok szerint dtlagosan négy vevo érkezik fél éranként, ezért 20 vevo

atlagosan 2 és fél éra alatt érkezik.

(d) Mivel a diszjunkt idSintervallumokban érkezé vevék szdma egyméstol
fiiggetlen, ezért itt a feltételnek nincs semmilyen szerepe, tehat
3

4
P(X3—Xy, =3|X,=10) = P(X3-X,=3) = P(X; =3) = 56—4 ~ 0,1954.

(e) Nagy kiilonbség az el6z6 kérdéshez képest, hogy most az idéintervallumok
nem diszjunktak, tehat szerepe van a feltételnek is. A paraméterek: ne-

gyedorara 2, haromnegyed érara 6, egy érara 8. A keresett valdszintiség:

P(Xi/=3¢és X2 =10

P(X, = 10)
_ P(X1/2 =3 és X2 — X1/2 = 7)
P(X; = 10)

I T B Ti] 2\° (6\"

- 81;(;;6—8 3171\ 8 8)
10\ /1\? /3\”

- Z — ~ 0.2503.
(5)(3) (3) =o

(f) A feladat hasonlé ez el6z6hoz, a paraméterek: fél 6rdra 4, masfél érara



12, két érara 16. A keresett valdszintliség:

PXi=7éXy=k

P(X, = k)
_P(XlzjéSX4—X1:k—j)_
P(X,=Fk)

47 —412k-7 12

_JC G K AN (12\"7

S e Ik —5)l \16 16 B
E\ /1) /3\F7

() G) G)

5. Legyen X, és Y; két fiiggetlen Poisson-folyamat, A\; és Ay paraméterekkel,

melyek a beérkezo hivasok szamat jelzik két telefonnal. Legyen Z; = X, + Y.

(a) Igazoljuk, hogy Z; Poisson-folyamat és hatarozzuk meg a paraméterét!
(b) Mi a valészinlisége annak, hogy az els6 hivés az els§ telefonra érkezik?

(¢) Legyen T az az idépont, amikor az els6 hivds beérkezik valamelyik tele-

fonra. Hatarozzuk meg T eloszlasfliiggvényét és siriiségfiiggvényét!
Megoldas:

(a) Meg kell hatdroznunk a P(Zy ny = Z;) és a P(Zyine = Z; + 1) valdszinti-
ségeket.

Ha Z;, A+ = Z;, akkor a At hosszusagu idointervallumon beliil nem érkezett

hivas egyik vonalon sem. Ennek valdszintisége:

P(Zt-i-At = Zt) = (]_ — AlAt)(l — )\QAt) + O(At) =
=1- >\1At — )\QAt + /\1)\2At2 + O(At) =
=1— (M + A)At+o(At).

Az utolsé egyenléséget az indokolja, hogy At? o(At) nagysdgrendii men-
nyiség.
Ha Z; A+ = Z;+1, akkor a At hossziségu iddintervallumon beliil pontosan

egy hivas érkezett, azaz az egyiken egy, a masikon nulla, vagy forditva.



Ennek valészintisége:

= )\1At — /\1)\2At2 + )\gAt — )\1)\2At2 + O(At)

Az utolsé egyenl8séget most is az indokolja, hogy At? o At) nagységrendii
menyiség.
Végiil annak valdszintisége, hogy a At hosszisagu idéintervallumon beliil

egynél tobb hivas érkezik:
P(Zt-‘rAt Z Zt + 2) - 1 - [P(Zt-f—At - Zt) + P(Zt+At - Zt + 1)] - O(At) .

Azt kaptuk tehat, hogy Z; Poisson-folyamat, a paramétere pedig A; + \o.

A kérdés kicsit atfogalmazva: feltéve, hogy t ideig egyetlen hivas érkezett,
mi a valdszinlisége annak, hogy az az elsé telefonra érkezett? Tudjuk,
hogy a t idétartam alatt beérkez6 hivasok szama A\t paraméterti Poisson-

eloszlasu. Ezt felhaszndlva a keresett valdszintiség:

P(t ideig az elsé telefonra egy hivas|t ideig Gsszesen egyetlen hivés) =

_ P(t ideig az elsé telefonra egy hivas és a mdsodikra nulla)

P(t ideig Osszesen egyetlen hivés)

B (Aﬁ)leﬂ\lt(/\éf)o o hat B ApteMte et
a MG*O\HHQ)I‘/ N (/\1 + )\2)156_()‘1*"\2)1"
A+ Ao

T az els6 hivasig eltelt id6. Annak valészintisége, hogy T legalabb ¢ (vagyis
az els6 hivasig legalabb ¢ ideig kell varni):

(A1 + A)t)?
0!

67(}\1+)\2)t — 67()\1+)\2)t )

P(T>t)=P(Z =0) =

Ebbdl kovetkezik, hogy P(T < t) = 1 — e~ M+t tehdt T A\ + Ay

paraméterii exponencialis eloszlasu, igy az eloszlasfiiggvénye és a stirtiségfiiggvénye



1 — e Wtrdt ha g <¢

0 kilonben

(AL + Ag)e” Rt ha 0 <t
0 kiilonben

6. Legyen X, és Y, két fiiggetlen Poisson-folyamat, A4 és Ap paraméterekkel,

melyek az A és B boltokba érkezo vevok szamat mérik.

(a) Mi a valdszintisége annak, hogy az els§ vev az A iizletbe érkezik?

(b) Mi a valésziniisége annak, hogy az elsé éraban a két tizletbe Gsszesen négy

vevO érkezik?

(c) Tegyiik fel, hogy a két boltba Gsszesen négy vevé érkezett az elsé raban.

Mi a valdszinlisége annak, hogy mind a négy az A tizletbe ment?

(d) Legyen T az az idépont, amikor az els6 vevé megérkezik a B iizletbe.
Ekkor X7 az A iizletbe érkezett vevok szama, amig az elsé vevo megérkezik

B-be. Hatarozzuk meg X eloszlasat!
Megoldas:

(a) Az eléz6 feladat alapjan: ﬁ.

(b) A két iizletbe Osszesen érkezé vevok szama a t idépontig: X;+Y;. Errél az
el6z6 feladatbdl tudjuk, hogy A 4+ g paraméterti Poisson-folyamat, az egy
bizonyos id6tartam alatt (pl. (0,t)) érkezett vevok szama pedig Poisson-
eloszldssal irhato le, melynek paramétere (Mg + Ap)t. fgy a kérdéses va-

16szintiség (feltéve, hogy az érkezési intenzitdsok egy orara vonatkoznak):

P(elsé 6raban a két iizletbe Gsszesen négy vevo érkezik)

A+ Ag)1]* A+ Ag)t
:P(X1+Y1:4)=—[( 4 1 5)1 e “A“B”:—( A I 5) e~ (Aatis)

(¢) A kérdés forméalisan: P(X; = 4|X; +Y; =4) =7
P(X, =46 Y, =0)
P(X, + Y, = 4)
%e‘“%—%e‘” ( A )4
A+ A '

P(X, =4|X; +Y) =4) =

- ()\A‘Z')\Byl e—(Aatip)

7



(d) Rogzitett T esetén Xp Poisson-eloszldsi, a paraméter pedig As7T. Most
viszont T' értéke fligg a véletlentdl (valdszintliségi valtozd), igy a P(Xr =
k) valdszintiséget a rogzitett T-kre kapott valdszintliségek stlyozott dtlagaként

kapjuk. Tulajdonképpen a teljes valdszintiiség tételét kell alkalmaznunk:

N—_———
P(A)

=Y P(Tid8 alatt k vev$ A-ba| B-nél az els§ vevsig T idd)
T P(A|B))

- P(B-nél az els6 vevoig T 1d6) .

. i

P(Ei)
Mivel T folytonos eloszlasu valdszintiségi valtozd (1attuk azt is, hogy Ap

paraméterii exponencidlis eloszldsi), ezért az Gsszegzést az integral véltja

fel, P(B;)-t pedig a stiriiségfliggvény:

0 k
P(XT — k)) — / (>\AT) e*)\AT . )\Bef)\BT dT = (
0

DY D VA
k!

A+ A Aa+ A’



