Tomegkiszolgalasi modellek

1 Sorbanallasi modellek

A sorbanéllési (tomegkiszolgalasi) modellek alkotjdk a sziiletési és haldlozési folyam-
atok egyik legfontosabb alkalmazasi teriiletét. Ezekben a modellekben a rendszer
allapotat a rendszerben tart6zkodo igények szama adja. Az egyes modellek leirasahoz
sokféle jellemzdre van sziikségiink: hogyan érkeznek az igények, milyen folyamat sz-
erint torténik a kiszolgdlas, hany kiszolgaldegység van a rendszerben, mekkora a rend-
szer befogaddképessége, milyen protokoll szerint torténik a kiszolgalds. Altaldban
feltételezziik, hogy az egyes igények beérkezései kozott eltelt id6 fiiggetlen és azonos
eloszldsu, valamint az igények kiszolgalasi id6i egymastdl és az érkezési folyamattdl

is fiiggetlenek.

2 A tomegkiszolgalasi rendszerek osztalyozasa

Egy tomegkiszolgdlasi rendszert egy, az aldbbi szerkezet(i kéddal jellemezhetiink!:
A/B[m[k/n/P,

ahol

o A az egymast koveto igények beérkezése kozott eltelt id6. Ez lehet

— D determinisztikus (konstans),

'Ez az in. Kendall-féle jel5lés



— M exponenciélis (vagyis az igények Poisson—folyamat szerint érkeznek,

tehdt a beérkezés markovi),

— G altalanos (tetszoleges).

B a kiszolgalési id6. Ez lehet

— D determinisztikus (konstans),
— M exponencialis (markovi),

— G éltaldnos (tetszéleges).

m a kiszolgal6 egységek (szerverek) szama.

k a rendszer befogado képessége (legfeljebb mennyi igény lehet jelen a rendszer-
ben). Ha ezt kiilon nem tiintetjiik fel, akkor azt feltételezziik, hogy a rendszer

befogadd képessége végtelen.

e n az igényforrasok szama. Ha ezt kiilon nem tiintetjiik fel, akkor végtelennek

tekintjik.

P a kiszolgalési protokoll. Példaul
— az els6 beérkezot szolgaljak ki elészor (FIFO: first in, first out; FCFS: first
customer, first service),

— az utolsé beérkezét szolgaljak ki elészor (LIFO: last in, first out; LCFS:

last customer, first service),
— véletlenszeri kiszolgalas,

— az igényekhez rendelt prioritas alapjan torténo kiszolgalés.

Ha ezt kiilon nem tiintetjiik fel, akkor FIFO rendszert tételeziink fel.

3 A Littleformula

A kovetkezokben levezetiink egy egyszerti de fontos Osszefiiggést a rendszerben tar-

tozkodo igények dtlagos szama és a rendszerben eltoltott atlagos idé kozott. Ehhez



be kell vezetniink néhany jelolést.
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a (0,t) idéintervallumban beérkezett igények szama,
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a (0,t) idSintervallumban tévozott igények szama .

Ekkor a rendszerben tartézkodd igények szama (feltéve, hogy a t = 0 id6pontban

nem tartézkodott igény a rendszerben) nyilvdnvaléan
N(t) = a(t) —d(t) .

Legyen A(t) az igények érkezési intenzitdsa (igények szama/idéegység) a (0, t) idéintervallumban,

tehat

Tekintsiik a (0,¢) idéintervallum sordn az igények dltal a rendszerben eltoltott Gsszes
id6t, jelolje ezt y(t). Legyen tovabba T'(t) az egy igényre esé rendszerbeli id6 atlaga

a (0,t) idSintervallumban (Gsszes id6/6sszes igény). Ekkor

Legyen végiil N (t) a rendszerben tartézkodé igények dtlagos szama a (0, ¢) idéintervallumban.
Ezt megkaphatjuk, ha a rendszerben eltoltott osszes idot elosztjuk az intervallum

hosszaval (t):

()
o

Ezt atalakitva:

N(t) = Vf) _ O‘ff) ZE?) — MNOT(1).

Tegyiik fel, hogy az adott sorbanallasi rendszerben léteznek a kovetkezo hatarértékek:

A= lim A(t),

t—o0

E(T)= lim T(t) = lim M

t—o00 t—o00 04({;)
Ekkor N(t) hatérértéke is létezik, és
E(N) = tlggo N(t).
Mindezeket Osszevetve kaptuk tehét a kovetkezét (Little-formula):

E(N) = \E(T),
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azaz

(a rendszerben levd igények dtlagos szdma) =

= (az igények érkezési intenzitdsa) x (a rendszerben eltoltott atlagos id6) .

4 Az M/M/1 rendszer

Az ismertetett jelolések szerint most az igények Poisson—folyamat szerint érkeznek (a
paraméter legyen \), a kiszolgélasi id6 pedig exponencialis eloszlasu (az exponenciélis
eloszlds paramétere legyen p). Tételezziik fel azt is, hogy u > A, vagyis egységnyi idé
alatt dtlagosan tobb igényt tudnak kiszolgdlni, mint amennyi érkezik (kiilénben a sor
hossza a végtelenségig ndvekedne, a rendszer Osszeomlana). Csak egyetlen kiszolgalo
egység van, a rendszer kapacitdsa végtelen (akarmennyi lehet a vérakozdk szama),

az igények forrasa végtelen, a kiszolgdlasi protokoll FIFO.

A rendszer allapota legyen a rendszerben levé igények szama: S = {0,1,2,...} .

Ekkor a folyamat infinitezimalis generatora:

x* A0
wox A 0 0
0O p x X 0

Az invaridns eloszlas meghatarozasahoz a 0 = wA egyenletet kell megoldanunk.

Koordindtanként kiirva:

A
0= —Amo + pmy = T = —Tp

1

A A\
0:)\71'0—()\4—/11)71'1—’—#71'2 :}71'2:;7(1: ; o

A A\
0:A7T1—(/\+M)7T2+,M7T3 :71'3:;71'2: ; o

A A\ °
0= Aﬂ-k—Q - ()\ + M)ﬂ-k—l + pum, = T = pﬂ'k_l = (—) o



Mivel  valdszintiség eloszlas, ezért az elemeinek Osszege 1, tehat

iﬂ'k: 1=
k=0

A A\ A\ °
=Tg+m+met+ms+...=m+ —To+ | — T+ | — T+ ... =
u u u
XA A 1 A
= Ty 1+—+1(— + | — ... | =T N — 7T0:1——.
po \p u 1-2 m
b

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy
(=06
m=(1—— -] .
w) \p
Hatérozzuk meg a rendszerben levé igények szamanak varhat6 értékét (E(N)).
sn=3am =320 (1-3) (3) -2 (-3) ()
= 7Tk = _—— _— = _—— —_— =
k=0 k=0 w7 \H b1 VAN
00 k—1
A\ A 1
B0 -6y
p) =" \p fu (1 B A)

A Little-formula segitségével konnyen meghatarozhatjuk a rendszerben eltoltott ido
varhaté értékét:

E(N) = AE(T) — E(T):E()\N):Mi/\% —.

A tomegkiszolgalasi folyamat egy igényre nézve két {6 részbol all. Eloszor az igény
arra var, hogy sorra keriiljon (addig nyilvan az el6tte 1évieket szolgdljék ki), majd
az 0 kiszolgalasa kovetkezik. Hatdrozzuk meg most a varakozo igények szamanak
varhat6 értékét (E(N,)). Ha csak egy igény van a rendszerben, akkor az nem

varakozik, hanem egybdl sorra keriil, ha pedig k igény van a rendszerben, akkor



egyet éppen kiszolgdlnak, a tobbi k — 1 pedig varakozik. Tehat

(DB DO O

A Little-formula segitségével a varakozassal eltoltott id6 varhaté értéke (E(T),)):

E(N,) X 1 1 X 1
E(N,) = AE(T,) —s BT)="Ne) X 1 1 A1
A por—=AN = A
Tehét M /M /1 rendszer esetén:
a rendszerben levo igények szamanak varhaté értéke: E(N) = Y
M J—
1
a rendszerben eltoltott id6 varhatd értéke: E(T) = —
M —
) L s . L soas A
a varakozé igények szdmanak varhato értéke: E(Ny)=———~
o= A
A 1
a varakozassal eltoltott id6 varhatd értéke: E(T,) = — —
fop—
Példa

Egy hivatalban egyetlen ablaknal intézik az tigyeket. Az tigyfelek Poisson-
folyamat szerint érkeznek, éranként atlagosan 10, a kiszolgalasi id6 exponencialis
eloszlasu 5 perc varhaté értékkel. Tekintsiik a hivatalban tartozkodé tigyfelek

szamat.
(a Atlagosan hany tigyfél tartézkodik a hivatalban?
(

b Atlagosan mennyi idot tolt egy tigyfél a hivatalban?

)
)
(c) Atlagosan hényan vérakoznak?
(d) Atlagosan mennyi telik vérakozdssal?
)

(e) Véletlenszerli idépontban érkeziink meg. Mi a valészintisége annak, hogy

legfeljebb ketten allnak elottiink?
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(f) Mit mondhatndnk a folyamatrdl, ha a kiszolgalas atlagos ideje 8 perc

lenne?

Megoldas

Az érkezési intenzitas 10 tigyfél/éra, a kiszolgalasi pedig 12 tigyfél/éra, tehat
most A = 10 és pu = 12.

N) = = ﬁ = b ligyfél van atlagosan a hivatalban.

S

b

S

(a
(

T) = = 12 5 = 0,5 orat tolt dtlagosan egy ligyfél a hivatalban.

Dj

T = 17 oo 5 ugyfél varakozik atlagosan.
1

) = A _ 10 _1 5
w L op—Xx 12 12-10 12

Dj

(d ora telik atlagosan varakozassal.

)
)
()
)
)

(

(T) =

(w) %1_102 1yl
(T;

(

(e) P(legfeljebb ketten éllnak el6ttiink) = P(0,1 vagy 2 ember van a rendszerben) =
T+ M1+ T =

12 (L2 () () s B - s0as

(f) Ekkor a kiszolgéldsi intenzitas 7,5 tigyfél/6ra, azaz p = 7,5 lenne. Mivel

ekkor A > p, ezért a rendszer hosszi tédvon nem tudnd kiszolgdlni a

beérkezo igényeket.

Az M /M /1 rendszer esetében kapott formuldk természetesen nem alkalmazhatdak pl.
M /M /m vagy M /M /1/k rendszerre, de a mddszer, ahogyan a formulakat levezettiik

ezekben az esetekben is hasznalhatd.

5 Az M/M/oco rendszer

Tételezziik fel, hogy olyan tomegkiszolgalasi rendszerrel van dolgunk, ahol a szerverek
szama az igények szamdhoz igazodik: ha 1j igény jelenik meg a rendszerben, akkor
egybdl hozzarendel6dik egy szerver is. Ekkor az igénybe veheto kiszolgalbegységek
szama nem korlatozott, hanem végtelen. Legyen az érkezési intenzitds most is A
(igény /idGegység), a kiszolgalasi intenzitds pedig minden szerver esetében . Allapotnak

most is a rendszerben levé igények szamat tekintjiik.



A folyamat infinitezimalis generatora:

(@]
<
*
>
(@]

A folyamat grafja:
A A A A A
1 2u 3 4p ofL

Most meghatarozzuk az invaridans eloszlast, ebbdl kiindulva pedig az egyenstlyi
allapotot jellemz6 mennyiségeket (E(N), E(T)). Invaridns eloszlas esetén 0 = A,
ebbdl az egyenletrendszerbdol meghatarozhatjuk a mg, w1, mo, . . . értékeket. Egy masik
lehetséges modszer a grafon alapul: minden egyes allapotban a kimeno és bejovo in-
tenzitdsoknak egyenl6eknek kell lennitik (ez persze a 0 = mA egyenlet dtrendezésébdl

is addédik). Ekkor balrdl jobbra haladva a gréafon:
A

)\71'0 = U7 — M1 = —Ty
A A2
AT = 2y — My = ﬂm 2M2 To
A A3
ATy = 3 — 2
Up) Hs T3 = 3M7T2 6M3 o
)\k
ATp—1 = kpumy — T = Eﬂk—l = Wﬂo
Fejezziik ki mg-at, majd pedig azzal az Osszes tobbit:
A \2 A3 2 \E
l=nmg+m+m+m3+...= (1—%”—0—2—4—@ >: Zk_



Analizisbdl ismert, hogy
k

> X
637:2?
k=0

Ezt felhasznéalva:

) )\k B
1:71’0'2]{:!—’“]{:71'0'6/\/“ —)71'()26)\/“
k=0

Az invarians eloszlas altalanos tagja pedig

A M1
T = e Y = (‘) e k=012,
I p -

Ez nem mds, mint egy A/u paraméterii Poisson-eloszlés.
A rendszerben levé igények szamanak varhato értéke a fenti Poisson-eloszlas varhaté

értéke. Ismert, hogy a Poisson-eloszlds varhato értéke megyegyezik a paraméterével,

tehat

A
E(N)=-
i
A rendszerben eltoltott id6 varhatéd értéke a Little-formula alapjan:
E(N 1
E(T) = (V) =—
A It

Ezt persze mésképp is megkaphattuk volna. Mivel a kiszolgalasi intenzitds pu, ezért
az atlagos kiszolgdlasi idé 1/p. A rendszerben nincs varakozas, ezért ez lesz a rend-
szerben eltoltott teljes id6 varhato értéke is. Mivel minden egyes tjonnan érkezo

igény azonnal sorra keriil, ezért
E(N,)=0 ¢és E(T,) =0

Figyeljiik meg, hogy a rendszer tetszéleges A és u esetén miik6déképes (nem sziikséges
a A < p feltétel). Valds rendszerekben persze nem lehetséges végtelen szamu szerver
jelenléte. Azért fontos ez a példa, mert a tobbszerveres valos rendszerek valahol az

egyszerveres ¢és a végtelen szerveres eset kozott helyezkednek el.

Feladatok

1. (M/M/3) Egy hivatalban hirom ablaknal intézik az iigyeket. Az tigyfelek
Poisson-folyamat szerint érkeznek, éranként atlagosan 12, a kiszolgalasi id6
pedig exponencialis eloszlasu 4 perc varhato értékkel. Tekintsiik a hivatalban

tartozkodé tigyfelek szamat.



(a) Adjuk meg a folyamat infinitezimalis generdtorat!
(b) Adjuk meg az invaridns eloszlast!

(c) Véletlenszert idépontban érkeziink a hivatalba. Mi a valdszintisége, hogy

sorba kell allnunk?
(d Atlagosan hany tigyfél tartézkodik a hivatalban?

e Atlagosan hanyan varakoznak?

—

(
(
(g
(h

)
)
) Atlagosan mennyi idot tolt egy tigyfél a hivatalban?
) Ebb6l mennyi forditédik varakozasra?

)

Mi torténne, ha az egyik ablak bezarna? Es ha még egy?

2. (M/M1/4) Egy lakételepi kisboltba mindéssze négy vasarld fér be. Ha egy
potencialis vevo azt tapasztalja, hogy tele van a bolt, akkor be sem megy a
boltba. A boltban egyetlen elad6 dolgozik, 6 exponenciélis eloszlasu id6 alatt
szolgélja ki a vevOket, az atlagos kiszolgalasi id6 hat perc. A potencialis vevok
Poisson-folyamat szerint érkeznek, éranként &tlagosan nyolc?. Tekintsiik a
boltban tart6zkodé vevek szamat!

Adjuk meg a folyamat infinitezimalis generatorat!

Adjuk meg az invarians eloszlast!

Az id6 mekkora hanyaddban van tele a bolt?

A potencidlis vevék hany szazalékdbdl nem lesz vevé (mert nem tudtak

bejutni a boltba)?

(e) Véletlenszerli idépontban érkeziink a boltba. Mi a valészintisége, hogy

legfeljebb egy ember van el6ttiink?

Tegyiik fel, hogy bejutottunk. Mi a valészintisége, hogy nem kell varakoznunk?
Atlagosan hény vevo tartézkodik a boltban?

Atlagosan héanyan varakoznak?

Atlagosan mennyi id6t tolt egy vevo a boltban?

(j) Ebb6l mennyi forditédik varakozéasra?

2iigyeljiink arra, hogy a potencidlis vevék még nem biztos, hogy vevék!
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3. (M/M/2/5) Egy fodrészatban két mester dolgozik. Az tizlet elég kicsi, mindossze
harom varakozé tigyfél szaméara van benne hely. Mindkét mester exponencidlis
eloszlasu id6 alatt végez egy klienssel, melynek varhaté értéke negyedora. A
potencialis tigyfelek Poisson—folyamat szerint érkeznek, éranként atlagosan ot.
Tekintsiik a fodraszatban tartézkodé kliensek szamét!

(a) Adjuk meg a folyamat infinitezimalis generatorat!

(b) Adjuk meg az invaridns eloszlast!

(c¢) A potenciélis tigyfelek hédnyadrésze lesz ténylegesen tigyfél (azaz még be

tud menni az lizletbe)?
(d) Az id6 hény szazalékdban dolgozik mindkét mester?
(e) Az id6 hany szazalékdban nincs senki a mestereken kiviil a fodraszatban?

(f) Tegyiik fel, hogy bejutottunk. Mi a valészintisége, hogy nincs el6ttiink

varakozo6 igyfél?

Tegyiik fel, hogy bejutottunk. Mi a valészintisége, hogy nem kell varakoznunk?
Atlagosan hédnyan vannak a fodrészatban?

Atlagosan héanyan varakoznak?

Tegyiik fel, hogy bejutottunk. Varhatéan hanyan vannak el6ttiink?

Tegyiik fel, hogy bejutottunk. Varhatéan mennyi id6 alatt végziink?

Ebbdl mennyi id6 forditédik varakozéasra?
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