Feladatok

Tomegkiszolgalasi modellek

1. (M/M/1és M /M /2 &sszehasonlitdsa) Egy bankfiokban egyetlen ablaknal intézik
az ugyeket. Az tigyfelek dtlagosan 10 perc alatt végeznek, tovabba azt is
tudjuk, hogy atlagosan éranként 5.8 iigyfél érkezik. Tételezziik fel, hogy a rend-
szer befogadoképessége végtelen. Hogyan alakulnak a rendszert leiré mérészamok?
Mennyivel csékkene a sor hossza, ha még egy (ugyanilyen kiszolgald képességii)
ablakot nyitnanak?

Megoldas:
Ha csak egy egyetlen ablak van, akkor egy M /M /1 rendszerrel van dolgunk,
amelyben az érkezési intenzitds A = 5.8 iigyfél/éra, a kiszolgdlasi intenzitds

pedig u = 6 tigyfél/6ra. A rendszerre jellemz6 értékek:

A 0.8
E(N) = = =29
() p—A 6-5.8
1 1
E(T) = = =56
M) =X ~G5-5s 2%
AA 5.8 5.8
E(Ny)=———=— = 28.033
(Vo) W — A 6 6—5.8
Al . 1
E(T,) _ 58 = 4.83 6ra = 4 6ra 50 perc

W =X 6 6—58
Ha még egy ablakot nyitnak, akkor M /M /2 rendszert kapunk, amire mar nem

alkalmazhatdak a fenti (M /M /1-re levezetett) formulak. Viszont az ott alka-

Imazott elv alapjan meg lehet hatarozni a kivant mennyiségeket.

Az M /M /2 rendszer gréfja:



A A A A A
OBOBOBOBOS
1 21 241 241 24

Az M /M /2 rendszerhez tartozé egyenstlyi egyenletek:
A

)\71'0:/,671'1 — T = —T
A
ATy = 21y — Ty = —T =
24
A A\
ATy = 2ums — T3 = — Mg = (—> T
20 2u
A\ A\ Al
A1 = 2y, =T = — T = (—) T
20 21

Felhasznéljuk, hogy egy eloszlas elemeirol van szo:

1:7T0—|—7T1—|—7T2—|—7T3—|—...

A A\’ 1
:7T()—|—7T1 1-‘-@4- ﬂ 4+ ... :7TO+7T11_A:

2p
24 A 24 2\
p— = _— . pummy 1
7T0+7T12u—>\ 7T0+M7r0 2“—)\ 7T0( +2/L—)\)
2+ A
=
02,u —A
2 — A
Ebbdl azt kapjuk, hogy my = ST Behelyettesitve a megadott A = 5.8 és
L
o 6.2 o 31 , ’ A
p = 6 értékeket my = 178 ~ 0.3483 (pontos érték: 5), tovdbbd m = STy R

0.3367 (pontos érték: m; = =2).

31
My = —
07 89
k—1
L NEI R
2670 \ 60



Az invarians eloszlas ismeretében meghatérozhatjuk E(N)-et:

899 /29\* "' 899 X /29\*!
k i I N it
Z = Z 2670 <60) 2670 £~ (60)
%9 1

= 60 [ = Y - 1.2613

Ebbdl a Little-formula segitségével a rendszerben eltoltott atlagos ido:
1
E(T)= XE<N) ~ 0.2175 éra ~ 13.05 perc
A varakozok szaménak varhaté értékének meghatarozasandal vegyik figyele-
meb, hogy most két ablak van, tehat akkor van véarakozé tigyfél, ha legalabb
harom tigyfél van a rendszerben. Ha k darab iigyfél van a rendszerben, akkor

ketto az ablakoknal van, a tobbi k — 2 pedig varakozik.

- - 899 /29\*" 899 & 29\ """
BN =S (k—2m =S (k-2 (22} =N (-9 (2
(Vo) ;( ) kzzg( )3670 (60) 2670 H( ) (60)

899 <~ . /29" 899 (29 Qi. 20\’
“ 267047 \60) 2670 \60) =7 \60

29\% 1

S0 (0N

2670 \ 60/ (1 — 22)
60

Ebbdl a Little-formula segitségével a varakozasra forditott id6 is meghaatorzhato:

1
E(T,) = XE(Nw) ~ 0.0508 dra ~ 3.05 perc

Persze tgy is gondolkodhattunk volna, hogy FE(T) és E(T,) kiilonbsége az
atlagos kiszolgalasi id6 (10 perc).

. (M/M/3) Egy hivatalban hiarom ablaknal intézik az iigyeket. Az tigyfelek
Poisson-folyamat szerint érkeznek, éranként atlagosan 12, a kiszolgalasi id6
pedig exponencialis eloszlasu 4 perc varhato értékkel. Tekintsiik a hivatalban

tartézkodo tgyfelek szamat.
(a) Adjuk meg a folyamat infinitezimdlis generdtorat!

(b) Adjuk meg az invarians eloszlést!

(c) Véletlenszerti idépontban érkeziink a hivatalba. Mi a valészintisége, hogy

sorba kell allnunk?



(d Atlagosan hany tigyfél tartézkodik a hivatalban?
(e) Atlagosan hanyan vérakoznak?
(

(g
(

)
)
f) Atlagosan mennyi id6t t6lt egy tigyfél a hivatalban?
) Ebbd6l mennyi forditédik varakozasra?

)

h) Mi torténne, ha az egyik ablak bezdrna? Es ha még egy?

Megoldas:

*

(a) A folyamat infinitezimalis generatora (a * mindig a vele egy sorban levé

elemek Osszegének —1-szeresét jeloli):

x A
wox A0
0 2u *x A
A=10 0 3u x X O
3 x A

Az M/M/3 rendszer grafja:
A A A A A
1p 20 B0} 877} 3p

(b) A feladat sz6vege alapjan az érkezési intenzitas A = 12 £&/éra, a kiszolgalasi

intenzitds (szerverenként) p = 15 £6/éra.



Az M /M /3 rendszerhez tartozé egyenstlyi egyenletek:

A

)\770:,um — T = —T

)\2

AT = 2 — Ty = 2—7r1 = 2—M27T0
A

ATy = 3ums — M3 = -T2
3
A A\

ATy = 3Ty =My =—m3=—] m
3 817}

ATp—1 = 3Ty, > T = 5 TMg—1 = | 5 2
3 3
Felhasznéljuk, hogy egy eloszlas elemeirol van szo:
1:7T0+7T1+7T2+7T3+...
A 1
:7T0+7T1+7T2 1—|——+ + —7T0+7T()—+7T2 By
3 1- 5
L A n A2 14 /\ A2 3u
=Tg+ To— + To——= =T -4+ —
0Ty 02p21— 0 2,u23u A

Behelyettesités és egyszeriisitések utan az eloszlas tagjai:

To = 95 0.4479

123
44
88
= — ~0.1431
"= 615

12\"7% 88
=|— —, k>2
T (45) 615"
(¢) Akkor kell sorbadllnunk (varakoznunk), ha minden ablak foglalt, azaz ha

legalabb harom tigyfél van a hivatalban. Ennek valdszintisége:

583 32
P(X;>3)=1-P(X; <3)=1—(mp+m+m) = 1—@ =& ~ 0.052



(d) Atlagosan hany iigyfél tartézkodik a hivatalban?
[e'S) ) 00 A k—2
E<N):Zkﬂk271+zkﬂk271+zk(@> Up)
k=1 k=2 k=2
3 & 3\ kL 3 (& 3\ kL
= — k{— = — k{— -1
LSSy <3u) e (2 (5

1
:’/T1—|—7T2—'u ——1

A 2\ 2
(1-3)
Behelyettesitve az értékeket: E(N) = 0.8189.

(e) Atlagosan hanyan varakoznak? Akkor van varakozé tigyfél, ha legalabb
négyen vannak az tigyfelek. k darab tigyfél esetén harom az tigyeit intézi,

a tobbi k — 3 varakozik. Igy

E(N,) = i(/g — 3)m, = i(k: —3) (i)k_z s

k=4 k=4 p

o A Jjt+1 \ 2 00 \ j—1
SHORSOISIE

e 31 3 = 3

() =
= _— 7T2—

3 2
o (-3)

Behelyettesitve az értékeket: E(N,,) = 0.0189.

(f) Atlagosan mennyi id6t t6lt egy iigyfél a hivatalban? A Little-formula
alapjan
E(N)

E(T) = — 7 0.0682 dra ~ 4.0945 perc

4 perc, ezért atlagosan csupan 0.0945 percet (kicsit kevesebb, mint 6

méasodpercet) kell varakozni (tehat gyakorlatilag semennyit).

(h) Ha egy vagy két ablak bezarna, akkor a rendszer M /M /2, illetve M /M /1
rendszerré vélna. Mivel 20 > A\, > A (15 > 12), ezért mindkét rendszer

mikodoképes lenne.

3. (M/M1/4) Egy lakételepi kisboltba mindossze négy vasarlé fér be. Ha egy

potencialis vevd azt tapasztalja, hogy tele van a bolt, akkor be sem megy a
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boltba. A boltban egyetlen elad6 dolgozik, 6 exponencidlis eloszlasu id6 alatt
szolgalja ki a vevoket, az atlagos kiszolgaldsi id6 hat perc. A potencialis vevik
Poisson—folyamat szerint érkeznek, oranként atlagosan nyolc!. Tekintsiik a
boltban tart6zkodd vevok szamat!

Adjuk meg a folyamat infinitezimalis generatorat!

Adjuk meg az invarians eloszlast!

Az id6 mekkora hanyaddban van tele a bolt?

A potencidlis vev6k hany szazalékdbdl nem lesz vevé (mert nem tudtak

bejutni a boltba)?

(e) Véletlenszerli id6pontban érkeziink a boltba. Mi a val6sziniisége, hogy

legfeljebb egy ember van el6ttiink?
(f) Tegyiik fel, hogy bejutottunk. Mi a valdszintisége, hogy nem kell varakoznunk?
(g) Atlagosan hény vevd tartézkodik a boltban?
(h) Atlagosan hanyan varakoznak?
(i

) Atlagosan mennyi id6t tolt egy vevo a boltban?
(j) Ebb6l mennyi forditédik varakozéasra?

Megoldas:

A feladat szovege szerint az érkezési intenzitds A = 8 vevd/dra, a kiszolgalasi

intenzitas pedig u = 10 vevé/éra.

(a) Mivel a boltba legfeljebb négy vevé fér be, ezért az allpottér S = {0,1,2,3,4}.

Az infinitezimélis generator:

[« A 00 0]
wox A 00
A=10 pu = X 0
0 0 x 0\
_000,u>|<_

A folyamat grafja:

Liigyeljiink arra, hogy a potencidlis vevék még nem biztos, hogy vevok!
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A A A A
[t [t 1t [t

(b) A rendszerhez tartozo egyensilyi egyenletek:

A
ATy = iy — T = —T

14

== ()
AT = o — Ty =—m =|—] @

Iz Iz

()
)\71'2:,[171'3 — T3 = —Ty = | — 7o

1 1

== ()
A3 = Ty —my=—-m3=|—] mo

L

Felhasznaljuk, hogy egy eloszlas elemeirol van szo:

1:7T0+7T1+7T2+7T3+7T4
G0 G)

=m|1+=+ (=) +(=) +(=
N I I

= 7]’0—
2 _1q
1]

Behelyettesités és egyszertlisitések utan az eloszlas tagjai:

625

Ty = 2701 ~ 0.2975
500

T = % ~ 0.2380

Ty = % ~ 0.1904

T3 = % ~ 0.1523

Ty = 2701 ~ 0.1218

(c) Annak a valészintlisége, hogy egy véletlenszeriien valasztott idépontban

tele van a bolt (négy vevé van benn) 7, = 0.1218.

(d) A potencidlis vevék hany szazalékabdl nem lesz vevé (mert nem tudtak

bejutni a boltba)? Abbdl nem lesz vevd, aki akkor érkezk, amikor tele
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van a bolt. Ez az id6 12.18%-dban torténik meg, tehat a potencialis
vevok atlagosan 12.18%-4bdl nem lesz vevo.

(e) Véletlenszerli idépontban érkeziink a boltba. Mi a valészintisége, hogy
legfeljebb egy ember van elottiink?

1125
P(X;=0vagy 1) =my+m = 3101~ 0.5355

(f) Tegyiik fel, hogy bejutottunk. Mi a valészintisége, hogy nem kell varakoznunk?

P(bejutottunk és nem kell varni)

P(nem kell varni | bejutottunk) =

P(bejutottunk)
125
= = — ~ 0.3387.
1—my 369
(g) Atlagosan hény vevd tartézkodik a boltban?
- 3284
E(N) = km, = 2n2 43 47y = —— ~ 1.563.
( ) ; Tk 7T1—|— T2 + 7Tg+ T4 2101
(h) Atlagosan hanyan vérakoznak?
. 1808
E(Ny) =) (k= 1)m = my + 275 + 374 = 101~ 0-8605.

k=2

(i) Atlagosan mennyi id8t t6lt egy vevé a boltban? A Little-formula alapjén
dolgozhatunk, azonban figyelniink kell arra, hogy az eredeti érkezési inten-
zitas a potencidlis, nem pedig a tényleges vevokre vonatkozik. A tényleges
vevok érkezési intenzitdsa: N = A(1 — my) = 7.0252. Ezzel

E(N
E(T) = % ~ 0.2225 éra = 13.35 perc.
(j) Ebb6l mennyi forditédik varakozéasra?

E(Nu)
)\/

E(T,) = ~ 0.1225 éra =~ 7.35 perc.

Figyeljiik meg, hogy E(T') és E(T,,) kiilonbsége éppen az atlagos kiszolgalasi
id6 (hat perc).

4. (M/M/2/4) Egy fodrészatban két mester dolgozik. Az iizlet elég kicsi, minddssze

két véarakozo ligyfél szamara van benne hely. Mindkét mester exponencidlis
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eloszlasu id6 alatt végez egy klienssel, melynek varhaté értéke negyedéra. A
potencialis tigyfelek Poisson—folyamat szerint érkeznek, éranként atlagosan ot.
Tekintsiik a fodraszatban tartézkodé kliensek szamat!

(a) Adjuk meg a folyamat infinitezimalis generatorat!

(b) Adjuk meg az invarians eloszlast!

(c) A potencidlis tigyfelek hanyadrésze lesz ténylegesen tigyfél (azaz még be

tud menni az {izletbe)?
(d) Az id6 hény szazalékdban dolgozik mindkét mester?
(e) Az id6 hany szazalékdban nincs senki a mestereken kiviil a fodraszatban?

(f) Tegyiik fel, hogy bejutottunk. Mi a valészintisége, hogy nincs el6ttiink
varakozo6 ligyfél?
(g) Tegyiik fel, hogy bejutottunk. Mi a valészintisége, hogy nem kell varakoznunk?

h) Atlagosan hinyan vannak a fodraszatban?
( g y
(i

) Atlagosan hanyan varakoznak?
(j) Tegyiik fel, hogy bejutottunk. Varhatéan mennyi id6 alatt végziink?
)

(k) Ebbd6l mennyi id6 forditédik varakozésra?

Megoldas:
A feladat szovege szerint az érkezési intenzitds A = 5 vevd/dra, a kiszolgalasi

intenzitas pedig u = 4 vev6/éra (fodraszonként).

(a) A fodrészatban legfeljebb ketten varakozhatnak, ehhez még hozzajon az
a ketto, akit a két fodrasz éppen emberi formara prébal hozni, ezért az

allapottér S = {0,1,2,3,4}. Az infinitezimélis generator:

* A 0 O
nwox A 0 0
A=10 2u * X 0
0 0 2u * A
_O 0 0 2u *

A folyamat grafja:
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A A A A
H 21 20 2u

(b) A rendszerhez tartozo egyensilyi egyenletek:

A

ATy = pumy — T = —Tp = 2—

@ 2p

A A\’
ATy = 21 — Mg = —m = 2 <—) o

2u 2u

A A\°
ATy = 2ums — T3 = —T9g =2 (—) 7t

20 21

A A\*
ATy = 20Ty —my=—m=2—1 m

20 20

Felhasznaljuk, hogy egy eloszlas elemeirdl van szo:

1:7T0+7T1+7TQ+7T3+7T4

_, 1+)\+)\2+)\3+)\4
R SRR G 2% 2%

Behelyettesités és egyszertiisitések utan az eloszlas tagjai:

2048

mo = % ~ 0.2615
™= % ~ 0.3268
Ty = % ~ 0.2043
Ty = @ ~ 0.1277
Ti = ooam A~ 0.0798

(c) Akkor lesz valaki ténylegesen tigyfél, ha be is tud jutni, vagyis akkor
érkezik, amikor négynél kevesebben vannak benn. Ez az idé 1 — my-ed
részében (kb. 92%-aban) fordul eld, tehét a potencidlis tigyfelek atlagosan
92%-4bdl lesz ténylegesen tigyfél.

(d) Akkor dolgozik mindkét mester, ha legalabb ketten vannak a fodraszatban.
Ennek valészintisége:

3225
P(legalabb ketten) = mo + w3 + m4 = a3 0.4117

11



Tehat atlagosan az id6 kb. 41%-aban dolgoznak mindketten.
(e) P(senki) = my ~ 0.2615, az id6 kb. 26%-dban nincs vendég a fodréaszatban.

(f) Tegyiik fel, hogy bejutottunk. Mi a valészintisége, hogy nincs el6ttiink

varakozé vendég?

P(bejutottunk és nincs varakozo)

P(nincs varakozo | bejutottunk) =

P(bejutottunk)
0 + T + o 776
om0 0.8613.
1—my 901 08613

(g) Tegyiik fel, hogy bejutottunk. Mi a valészintisége, hogy nem kell varakoznunk?

P(bejutottunk és nem kell varni)

P(nem kell varni | bejutottunk) =

P(bejutottunk)
To + 71 576
= — = — =~ 0.6393.
1—my 901
(h) Atlagosan hanyan vannak a fodrdszatban?
4 11260
E(N) = kmy, = 21243 A1y = —— =~ 1.4375.
( ) ; Tk 7T1+ T2 + 7T3+ T4 7833
(i) Atlagosan hényan vérakoznak?
! 2250
E(N,) =S (k—2)m, = Iy = ——on A 0.2872.
(Nu) = Y (k= 2)m, = m 4 2my = —ag ~ 0.287

k=3

(j) Tegyiik fel, hogy bejutottunk. Varhatéan mennyi id6 alatt végziink?
Megint a Little-formula alapjan dolgozhatunk, a tényleges vendégek érkezési

intenzitdsa: X' = A(1 —my) = 5-0.9202 = 4.601.

E(N
E(T) = W) _ 0.3124 éra = 18.75 perc.

N

(k) Ebbél mennyi id6 forditédik varakozdsra?

E(Nuw)
>\l

E(T,) = = 0.0624 6ra = 3.75 perc.

Figyeljiik meg, hogy E(T') és E(T,,) kiilonbsége most is egy atlagos kiszolgalds
ideje (15 perc).
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