Stacionarius folyamatok

1 Varhato érték és korrelacid

Amikor valdszinliségi valtozokat vizsgalunk, akkor gyakran prébaljuk egy-két szam-
értékbe stiriteni a valdszintiségi valtozok legfontosabb tulajdonsagait. Ilyen szam-
érték példaul a varhato érték és szoras. Tobb valdszintiségi valtozo esetén a kiilon-
kiilon torténo vizsgélat, jellemzés mellett fontos szerepet kap az is, hogy a valdszint-
ségi valtozok hogyan fliggenek egymastol. Ha ismerjiik az egyik értékét, akkor meg
tudjuk-e mondani a masikét? Vagy legaldbb tudunk-e pontosabb becslést adni arra,
hogy nagy valészintiséggel milyen hatérok kozé esik? Példaul ha valakinek ismerjiik
a magassagat, akkor ez mennyi tobblet informéciét jelent, ha testsilyat szeretnénk

megtippelni?

Eloszor nézziikk a varhaté érték fogalmat. A sztochasztikus folyamat azt jelenti,
hogy a folyamat allapotat minden egyes idépontban egy-egy valdszintiségi valtozo
irja le. Minden egyes valdszintiségi valtozonak meghatarozhatjuk a varhaté értékét,
igy minden egyes id6ponthoz tartozni fog egy-egy varhato érték. Ezek méar nem va-
16szintiségi valtozok, hanem determinisztikus értékek, egy az ebbdl kapott fliggvény

is determinisztikus lesz:

Az X; sztochasztikus folyamat varhatoérték-figguénye a kovetkezd determinisztikus
figgeény:

px(t) = E[X].
A folyamat varhaté érték fiiggvénye jellemzi a folyamat dtlagos idobeli lefutasat.

Ehhez hasonléan meghatarozhatjuk minden egyes idépontban X, szérdsit (vagy

szorasnégyzetét, idegen kifejezéssel élve a varianciajat). Ehelyett inkdbb az ugynevezett



autokovariancia figgvényt adjuk meg. Auto, mert a folyamat sajat magaval vett
kapcsolatat nézzik, kovariancia, mert azt nézziik, hogy mennyire valtoznak egyiitt a
folyamat értékei. Két val6szintiségi valtozé esetén a kovariancidjuk (Cov(X,Y")) azt
jelzi, hogy az X valészinliségi valtozé mennyi informéciét ad az Y-ra vonatkozdlag.
Amikor ez az érték nagy, akkor az X-re vonatkozd megfigyelés ismeretében pontosab-
ban be tudjuk hatarolni Y értékét, ellenben ha a kovariancia kicsi (kozel nulla), akkor

az egyik értékébol nem igazan lehet kovetkeztetni a masik értékére.

Sztochasztikus folyamatok esetében a két valdszintiiségi valtozdt a folyamathoz kiilon-
boz6 idépontokban tartozd valdszinliségi valtozok jelentik. Tegyiik fel, hogy a folya-
mathoz rendelt valészintiségi valtozok kozotti kapesolatot adott 7 iddeltolas mellett
vizsgaljuk, vagyis azt nézziik, hogy milyen kapcsolat van a t és a t+ 7 idopontban fel-
vett értékek kozott (és ezt minden lehetséges t-re elvégezziik). Ennek a kapcsolatnak

az id6beli (t szerinti) lefutdsat az autokovariancia fiiggvény adja meg:

Az X; sztochasztikus folyamat autokovariancia figguénye:
OX (t, 7') = Cov [Xta Xt_H—] =F [Xt . Xt—l—T] —F [Xt] E [Xt+7] .

Figyeljik meg, hogy 7 = 0 esetén az autokovariancia fiiggvény éppen a ¢ idéponthoz

tartozd X, valoszintiségi valtozo szérasnégyzete (variancidja), ugyanis
Cx(t,0)=E[X,  X;] - E[X,]E[X,] = E [X}] — E* [X;] = D*[X].

Az autkovariancia fiiggvényhez szorosan kapcsolédik az autokorrelacios fiiggvény: Az

X, sztochasztikus folyamat autokorreldcios figgvénye:
Rx(t,7) = E[X;  Xiir]-
Vegyiik észre, hogy az autokovariancia és az autokorrelécids fiiggvényre fennall, hogy
Cx(t,7) = Rx(t,7) — px (O px(t + 7).

Természetesen felmeriilhet az a kérdés, hogy ha Cx(t,7) és Rx(t,7) kozott ilyen
szoros kapcsolat van, akkor mi sziikség van mindkettére. A vélasz az, hogy az autoko-
variancia fiiggvény hasznosabb, ha X, ismeretében X, értékét akarjuk elorejelezni,

méasrészt Ry (t,7) a jelteljesitmény meghatarozasanal jatszik fontos szerepet.



Példa

Egy digitélis szlir6 bemenete fliggetlen, azonos eloszlasi valészintiségi valtozdk soro-
zata: ..., X_1, Xo, X1, .... A valdszintuségi valtozokra fennall, hogy varhaté értékiik
E[X;] = 0 és szérasnégyzetiik D?[X;] = 1. A kimenet szintén valészintiségi véaltozok
sorozata: ..., Y 1,Yy, Y], .... Abemenet és a kimenet kdzotti kapcsolatot a kovetkezd

formula adja meg:

Y, =X, + X,
Hatarozzuk a kimenet varhato érték fiiggvényét, autokovariancia és autokorreldciés
fiiggvényét!
Megoldas
Mivel 6sszeg varhato értéke a varhato értékek osszege, ezért

Tudjuk, hogy fiiggetlen valészintiségi valtozdk esetén a szorzatuk varhato értéke meg-
egyezik a varhaté értékeik szorzataval. Ebbol azonnal adodik, hogy fiiggtelen valé-

szintiségi valtozok kovariancidja nulla. Tovabba a feladatban

, mert F[X,] = 0. Mivel a feladat szerint X, fliggetlen valdsziniiségi valtozdk

sorozata, ezért

1 ha k=0,

Az Y, autokovariancia fiiggvénye (kihasznalva, hogy E[Y (n)] = 0, valamint azt, hogy
E[X, Xk = Cx(n,k)):
Cy(n,k) = E[Yy, - Yoy — E[Y;] - EYoi] = E[Y, - Yo
= E[(Xn + Xn1) - (Xngr + Xogr1)]
=E[X, Xogr + X1 - X + X0 - X1 + X1 - X1
= E[X,, - Xogk] + B[ X1 - Xogi] + E[Xn - Xogra] + B[ X1 - Xk
=Cx(n,k)+Cx(n—1,k+1)+Cx(n,k—1)+Cx(n—1,k)

A Cy(n, k)-ra kapott kifejezést kell kiértékelntink minden k-ra. Tudjuk, hogy Cx(n, k) =
0, ha k # 0.



Ha |k| > 1, akkor sem k, sem k+ 1, sem pedig k£ — 1 nem lesz nulla, tehat ekkor
a teljes jobb oldal nulla, vagyis Cy(n, k) = 0.

e Ha k£ =0, akkor

Cy(n,()) = Cx(n, 0) + Cx(n - 1, 1) —+ Cx(n, —1) + Cx(n — 1,0)
=14+04+0+1=2.

e Ha k = —1, akkor

OY(nv_l) = CX(na_1)+CX<n_ 1a0> +OX(na_2)+CX(n_ 1a_1)
=0+1+0+0=1.

e Ha k =1, akkor

Oy(n,l) = Cx(n, 1) +Cx<n— 1,2) +Cx(n,0) +Cx(n— 171)
=0+0+1+0=1.

Mindezeket Osszerakva Y, autokovariancia fliggvénye a kovetkezo:

2 ha k=0,
Cy(n,k)=¢ 1 hak=+1,

0 minden mas esetben

Az autokorreldcids fliggvény meghatarozasahoz hasznéljuk fel, hogy Cx(n,k) =
Rx(n,k) — E[X,|E[X,14], azaz Rx(n, k) = Cx(n,k) + E[X,]E[X,x]. De tudjuk,
hogy a feladatban E[X,] = 0, ezért Rx(n,k) = Cx(n, k), tehat most az autokor-

relaciés fliggvény és az autokovariancia fliggvény megegyezik.

2 Stacionarius folyamatok

Egy sztochasztikus folyamatban minden egyes id6pillanatban egy-egy valdszintiségi
valtozd irja le a folyamat lehetséges allapotait. Ilyen médon minden egyes ¢ idoponthoz
tartozik egy X, valdszintiségi valtozé (diszkrét esetben n idéponthoz X,,). Legyen

ennek a valésziniiségi véltozénak a stlirtiségfiigvénye fy,(z). Ez a striiségfiiggvény
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altaldban fiigg t-t6] (példaul, ha a napi hémérsékleteket vizsgdljuk, akkor télen alac-

sonyabb értékeket véarunk és kapunk).

A sztochasztikus folyamatok egy fontos osztélyaban fx, (x) nem fligg t-t6l, tetszolges
7 idGeltolasnél ugyanaz lesz a strtségfiiggvény, vagyis a t + 7 idépillanathoz tartozo

strtiségfiiggvény megegyezik a t-hez tartozoval:

th(l') = th+r($)

Staciondrius folyamatok esetén a folyamat statisztikai tulajdonsdgai nem valtoznak
idoben. A fenti egyenl6ség ehhez sziikséges, de még nem elegendé feltétel. Mivel
egy sztochasztikus folyamat statisztikai tulajdonsagait az [Xy,, ..., Xy, | valdszini-
ségi vektorvaltozok egyiittes eloszldsa (egyiittes silirliségfiiggvénye) irja le minden
lehetséges m és tq, ..., 1, esetén, ezért a stacionaritas folyamatot a kovetkezoképpen

definialjuk:

Az X, sztochasztikus folyamat akkor és csak akkor staciondrius, ha minden lehetséges
m €s ty,...,t, esetén, valamint minden lehetséges T idoeltoldsra teljesil, hogy az

egytittes striségfigguény invaridns az idoeltoldsra, azaz

thl,...,Xtm (./El’ A 7Im) - th1+T,..‘,Xtm+7- (xIJ R 7Im)

A stacionarius folyamatok idéinvariancidjanak szamos kovetkezménye van: a varhaté
érték minden pillanatban ugyanaz, az autokovariancia és az autokorreldcié csak a 7

idéeltolastol fiigg.

Az X, staciondrisu sztochasztikus folyamat esetén a vdrhato értékre, az autokovari-

ancidra €s az autokorreldcios figguényre fenndll, hogy

px(t) = ux (konstans, nem fiigg t-t6l)
Rx(t,7) = Rx(0,7) = Rx(7) (csak 7-t6l fiigg, t-t6] nem)
Cx(t,7) = Rx(7) — p3% = Ox (1) (csak 7-t6l fiigg, t-t6l nem)

A fenti egyenléségeket bizonyitasa:



e A stacionarius folyamat definicidja szerint, ha X; stacionaris, akkor a t idoponthoz

tartozd stirtiségfiiggvény ugyanaz, mint a 0-hoz tartozé. Ezzel

px(t) = 7 rfx,(z)de = 7 fxo() dz = px(0)

tx(0) konstans (a 0 id6ponthoz tartozé varhato érték), jelolhetjitk px-szel.

[ ]
Rx(tﬂ') =FK [XtXt—i-T] = / /9615172th,Xt+T($175U2)dil?ldl'z
= / / 11%2 fxo.x. (21, 22) dzydzy = Rx(0,7) = Rx (1)
o Végil

Cx(t,7) = Rx(t,7) — px = Rx (1) — px = Cx ()

3 Masodrendben gyengén stacionarius folyamatok

A gyakorlati alkalmazasokban sokszor nem ismert a rendszer vagy folyamat teljes va-
16szintiségi modellje, de szamottevd eredményt elérhetiink részleges informéciokkal
is. Ezek a részleges informaciok altalaban statisztikai mérdszamok: varhatéd érték,
szoras, kovariancia, korreldcié. ha ezek a folyamatra nézve kielégitik a stacionaritas
feltételeit, akkor a folyamatot mdsodrendben gyengén staciondriusnak vagy gyengén

staciondriusnak vagy tagabb értelemben staciondriusnak nevezzik. Azaz
Az Xy sztochasztikus folyamat akkor és csak akkor mdsodrendben gyengén staciondrius,
ha
E[X:] = nx (konstans, nem fiigg t-t6l)
Rx(t,7) = Rx(0,7) = Rx(T) (csak 7-t6l fiigg, t-t6l nem)
Vegyiik észre, hogy a fentiekbdl kovetkezik a Cx (t,7) = Cx(7) egyenléség is.

Maésodrendben gyengén staciondrius folyamat esetén a varhaté érték dllandé (nme til
izgalmas), viszont az autokorreldcids fiiggvény (Rx(7)) rendelkezik néhany érdekes

tulajdonsaggal:



Ha X; mdsodrendben gyengén staciondrius sztochasztikus folyamat, akkor az Rx(T)

autokorreldcios fiigguényre fenndll, hogy

A fentiek bizonyitasa:

e Tudjuk, hogy
Rx(0) = Rx(t,0)=FE [Xﬂ .

Mivel X2 > 0, ezért F'[X?] > 0.

Rx(1) = Rx(t,7) = E[X; X44,] = B[ X4, X)) = Rx(t + 7, —7)

Mivel X; gyengén staciondrius, ezért Ry (t+71, —7) = Rx(—7), kdvetkezésképpen

Rx (1) = Rx(—71).
e Az utolso igazolasa egy kicsit tobb munkat igényel. Tudjuk, hogy
Cx(t,7) = E[XiXo4s] — B [X] E[Xp1r]
Ebbdl pedig
Cx(t,0) = E[X: X,] — B[ X, E[X;] = D*(X}).

Mivel gyengén stacionarius folyamatrol van szd, ezért az autokovariancia fiiggvény
nem fiigg az id6t8l (¢), csak az idSeltolastol (1), igy D?(X;) = Cx(0). Tovéabbd
ismert két valdsziniiségvéltozo kovariancidjara, hogy Cov(X,Y) < D(X)D(Y).
Ebbdl kdvetkezik, hogy Cx (¢, 7) < D(X;)D(X;4,). A gyenge stacionaritas mi-
att D(X,)D(X,.,) = D(X,)D(X,) = D*(X,) = Cx(0). Tehat

Cx(t,T) S Cx<0>



Ebbol pedig

2 2

Cx(t,7)+uk | < |Cx(0)+ 1k
—_— —_—
Rx(t,T)ZRx(T) Rx(O)
R% (1) < R%(0)
|Rx(7)] < Rx(0)

4 Numerikus példak

Legyen X, fiiggetlen, standard normalis eloszldsti (azaz olyan normaélis eloszldst,

melynek varhaté értéke 0 és szordsa 1) valdszintliségi véltozdk sorozata. Ekkor
Ux = 1 és RX(O) =1

, mert Rx(0) = F[X?] = D*(X,,) + E?[X,)] = 1. Mivel X,, fiiggetlen val6sziniiségi
véltozok sorozata, ezért E[X,X,1x] = E[X,] - E[Xyuik] = 0-0 = 0. Ebbdl az
kovetkezik, hogy k # O-ra Rx(k) = 0. Alabb lathaté a folyamat egy realizécidja és

az abbdl szamolt autokorrelacids fiiggvény.
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Generaljunk az el6z6 X, sztochasztikus folyamatbdol més folyamatokat. Eloszor

legyen
Y,=X,+ Xn
Ekkor
E [Yn] =K [Xn + anl] =L [Xn] + E [Xn71] =04+0=0.
Tovabba

Ry(0)=E Y| =E[(Xo+ Xp1)?] = B[ X + X7 +2X,X,1]
=E[X]+E[X | |+ER2X, X, q]=1+1+0=2.

Bar itt mar nem teljesen fiiggetlenek a folyamat egymast koveto értékei, még mindig
nem veheto ki valamiféle mintazat. Tovabba a korrelacios fiiggvény értéke most is

nagyon gyorsan lecsokken a nullat elhagyva.
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Menjiink egy kicsit tovabb, legyen most Y,, értéke mindig X,, tiz elemének Gsszege,
azaz

Yo=X,+ X1 +.. ..+ X,

Ekkor

EY,|=F[X,+ X, 1+..+ X9 =FE[X,]+...+E[X;,9/=0+...40=0.

Tovabba
)=FE [Y,ﬂ E[(Xn+ ...+ Xn)’]
:E[ +X29+2XXn1+ +2X, X, o)
:E[X} LA E[X )+ ERX X 4+ E2X, X )

I+...+14+0+...+0=10.

A folyamat egy realizacidja és az abbdl szamolt autokorrelaciés fliggvény:

-100 -50 0 50 100
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Végiil nézziik meg, hogy mi a helyzet, ha 30 elemet adunk Ossze:

29
Yn = Z Xn—i
=0

Az elézbéekhez hasonldan a varhaté érték:

29 29
ZX,”-] =Y E[X,i]=0+...40=0
=0 =0

Az eléz6 esetben latott médon meghatérozhatjuk Ry (0) értékét:

E[Y,|=E

Ry(0)=E[Y? =E (Z X,H) = 30

A folyamat egy realizacidja és az abbdl szamolt autokorrelacids fiiggvény:
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Kérdések

1. Az autokorrelacios fiiggvényeken lathaté, hogy a nullanal felvett érték hol

kisebb, hol nagyobb a szamitott értéknél. Miért?

2. Miért ,,hizott meg” az autokorrelacios fiiggvény a nulla kornyékén?
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