Sztochasztikus folyamatok
Mintavizsga
Megoldasok

1. Egy Markov-lanc allapottere S = {1, 2, 3}, atmenetvaloszintiség méatrixa pedig az alabbi:

1/3 0 2/3
P=1]1/3 2/3 0
0 2/3 1/3
a) P(X2 = 1|X0 = 2):7
b) Legyen Xy = 2. Atlagosan hany lépés milva lesziink tjra a 2-es allapotban?
¢) Legyen a kezdeti eloszlas ¢g = [1/4, 1/2, 1/4]. P(X3 =1, X; =2)="

Megoldas:

a) A valasz a P? matrix (2,1) eleme.

1/9 4/9 4/9
PE=11/3 4/9 2/9 |,
2/9 2/3 1/9
tehat P(XQZHXQZQ):l/B

b) Ehhez elgszor az invarians eloszlast kell meghatéarozni:

1
7T1:§7T1+§772 — T = 2m;
2 +2 . 1
Ty = -y + =7 T3 = —TMy =T
2 3 2 3 3 3 2 2 1
7T3:§7T1+§773
Felhasznalva, hogy w1 + mo + m3 = 1:
1 1 1
1= 1 2 1 — = - = — 3= —.
ﬂ-l( +2+ ) 1 47 2 27 3 4

A valasz a kérdésre az invarians eloszlas méasodik elemének reciproka, azaz

1

2
c)
3
P(X3=1,X;=2)=) P(Xs=1, X, =2| X =1) P(Xo=1)
=1
3
=Y P(X3=1|X1=2)-P(X; =2]| Xo=1i)-P(Xo=1)
=1 P2 (2,1) eleme P masodik oszlopa o elemei
3
=1/3-> P(X1 =2 Xo=1)- P(Xo=1)
=1
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2. Egy Markov-lanc allapottere legyen S = {1,2,3,4,5}, atmenetval6szintiség matrixa pedig

a)
b)

c)

1/3 1/4 1/6 1/6 1/12
1 0 0 0 0
P=|1/5 0 0 0 4/5
0 0 0 1/3 2/3
o 0 0 1/8 7/8

Adjuk meg a Markov-lanc az osztalyait! Melyek tranziensek és melyek rekurrensek ?
Tegyiik fel, hogy az 2-esbdl indulunk. Mi a valoszintisége, hogy sok id§ milva ismét a
2-esben lesziink ?

Tegyiik fel, hogy a 4-esbdl indulunk. Mi a valdszintisége, hogy sok id§ milva ismét a
4-esben lesziink 7

Megoldas:

a)

b)

Az dtmeneti graf a kovetkezd:

Ez alapjén a kovetkez6 osztalyokat azonosithatjuk: {1,2,3} tranziens; {4,5} rekurrens.
Mivel a 2-es tranziens allapot, ezért elegendGen sok id6 milva mar 1 valészintséggel
nem tartézkodhat ott a rendszer, tehat nulla annak a valészintisége, hogy sok id6
miulva ismét ott lesziink.

A 4-es rekurrens allapot, tehat itt sok id6 mulva is el¢fordulhatunk. Ennek a val6szint-
ségét az invarians eloszlashol kapjuk meg. Mivel a 4-esbdl indultunk, ezért a folyamat
csak a {4,5} allapotokat veheti fel. Igy nem teljes P-vel, hanem a {4,5}4llapotok
kozotti atmenetvalosziniiségeket leirs P’ részmatrixszal kell szamolnunk.

P,:[l/?) 2/3}_

1/8 7/8
1 +1 16
T4 = —T -7 — = —TI.
4 3 4 ] 5 5 3 4
2 7
7T5:§7T4+§7T5

Felhasznalva, hogy m4 + 75 = 1:

l=my+75= 1+E — _ 3
=Ty T T5 = T4 3 7r4—19

Tehat sok id6¢ mulva 3/19 valoszintiséggel lesziink a 4-esben.
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3. Szerencsejatékot jatszunk, minden egyes menetben 0.51 valdszintiséggel nyeriink egy egységet,
0.49 valosziniiséggel pedig veszitiink ugyanennyit. Kezdetben nekiink 30 egységiink van, el-
lenfeliinknek pedig 60. A jaték addig tart, amig valaki el nem vesziti az Gsszes pénzét.

a) Mi a valészintisége, hogy nyeriink ?
b) Ha az ellenfeliink vélaszthatja meg a tét nagysagat, akkor mit érdemes valasztania?

¢) Ekkor mekkora val6sziniiséggel nyernénk ?

Megoldas:

@)

. <1 - 0.51)30
0.51

) TN 0.7185.
0.51

b) Mivel a jaték az ellenfeliink szaméara kedvezétlen, ezért szaméra az a jobb, ha minél
nagyobb téttel jatszunk. Mivel nekiink 30, neki pedig 60 egysége van, ezért 30 egység
a legmagasabb tét, amivel lejatszhato a jaték, ezt célszert valasztania.

P(nyeriink) =

¢) Ebben az esetben a nyerésiink valoszintdsége a kovetkezd lenne (nekiink egy darab

30-asunk van, neki 2 darab 30-asa):
1-0.51
t- ( 0.51 )
2/~ 0.3468.
1 1-0.51
0.51

4. Egy tomegkiszolgald rendszerbe Poisson-folyamat szerint jonnek az igények, éranként at-
lagosan 40. A kiszolgélasi id8 exponencidlis eloszlasi, a kiszolgalds atlagosan 1 percet vesz
igénybe.

P(nyeriink) =

a) Az id6 hanyad részében van igény a rendszerben?
b) Mi a valoszintisége, hogy a rendszerben legalabb harom igény tartozkodik?

¢) Mi a valésziniisége, hogy pontosan annyi igény van a rendszerben, amennyi a rend-
szerben tart6zkodo igények szdmanak varhat6 értéke?

d) Mi a valoszintisége, hogy pontosan annyi igény varakozik, amennyi a varakozo igények
szamanak varhato értéke?

e) Atlagosan mennyi id6t tolt egy igény a rendszerben ?

f) Atlagosan mennyi idét tolt egy igény varakozéssal ?

Megoldas:
A feladat szovege alapjan egy M /M /1 rendszerrel van dolgunk. Az érkezési intenzitas A =
= 40 igeény /ora, a kiszolgalasi intenzitas pedig u = 60 igény/ora.
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a) Annak a val6szintisége, hogy van igény a rendszerben:

A\ A 40 2
T u 60 3

P(van igény) =1—mg =1— (1 — —
o

Ennek alapjan az id6 2/3-ad részében van igény a rendszerben.

b) Oldjuk meg a feladatot altalanosan:

P(legalabb k igény) =1 — [mo +m1 + ... + 7p—1]

o+ mTo— + ...+ 7o <>
W 1%

=1-—mg

¢y

Ezt felhasznalva az eredeti kérdésre a valasz:

AN 740\ 2)?
P(legalabb 3 igény) = (M) = <68> = (3) = ;7 ~ 0.2963.

¢) El6szor hatarozzuk meg a rendszerben tart6zkodo igények szamanak varhato értékeét:

=1

A 40

EN: = =
(N) [L—X _ 60—40

2.

Annak a valoszintisége, hogy pontoisan ennyi igény van a rendszerben:

A (A 40\ [40\> 4
P(pontosan 2 igény) = my = (1 — M) (N) = (1 - 68) <68> =g 0.1482.

d) El6szor hatarozzuk meg a varakozo igények szaménak varhato értékét:

A A 40 40 4

E(N,)=-"—"—=— =_.
(Vo) up—XA  6060—40 3

A varakoz6 igények tényleges szdama mindig egész szam, ezért lehetetlen, hogy 4/3
igény varakozzon, tehat ennek nulla annak a val6szintsége.
¢)
1 1 1

= = — 0 :3 .
L— X\ 60_40 20T opUC

E(T) =

f)
A1 40 1 1

T up—X_ 6060—40 30

E(Ty) 6ra = 2 perc.
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5. Egy kicsi boltban egyetlen elado6 dolgozik, aki dtlagosan 10 perc alatt szolgal ki egy ligyfelet.
A potenciélis vevk Poisson-folyamat szerint érkeznek, 6ranként atlagosan 8. Sajnos az tizlet
befogadoképessége kicsi, egyszerre mindossze négyen férnek be, beleértve azt is, akit éppen
kiszolgal az eladé.

a) Mi a valoszintisége, hogy legalabb két vevd van a boltban?
b) A potencialis vevSk hany szdzaléka nem jut be a boltba?
¢) Atlagosan hany vevé van a boltban?

d) Atlagosan kb. mennyi id6t tolt egy vevé a boltban?

Megoldas:

A feladatban szereplS rendszer M /M /1/4. Az érkezési intenzitas A\ = 8 vevg/ora, a kiszol-
galasi intenzitas pedig p = 6 vevs/ora. Mivel a rendszer befogadoképessége korlatos, igy
nem okoz gondot az, hogy A > p, mert nem alakulhat ki végtelen hosszu sor.

a) Az els6 kérdes megvalaszolasahoz elGszor az invarians eloszlast kell meghatarozni. A
rendszer miikodését szemléltets graf:

A A A A
1t T 0 [

Az egyensilyi egyenletek:

A
ATy = pmy — T = —To

7

=)
AT = pmo —me=-m=[—-] @

iz M

== (3)
ATy = ums —m3=—mo=[—] mo

iz M

== (3)
A3 = umy —m=-m3=—] mo

iz K

Felhasznaljuk, hogy egy eloszlas elemeirdl van sz6:
A /AN AN N
l=mp+m+mo+m3+mg=mg|1+—4+|— + (= + (-
o \p [ 1
L8 (8 2+ 8 3+ 8\* 781
= T — — —_ —_ = Tn—
0 6 \6 6 6 0781
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Az eloszlas tagjai:

81
— 0 0.1037
0= 781

108
— —° ~0.1383
=78

144
=_— ~0.1844
T 1 0.18

192
=— =024
3 1 0.2458

256
= 2 £ 0.3278
=781

A vilasz a kérdésre:

P(legalabb 2 vevs) =1 — (mg + 71) = % ~ 0.7580.

b) Egy potenciélis vev akkor nem jut be a boltba, ha olyankor érkezik, amikor a bolt
tele van, azaz négy vevd tartézkodik bent. Annak a valoszintsége, hogy a bolt tele
van 74 &~ 0.3278, igy hosszu tavon atlagosan az id6 32,78%-aban van tele a bolt. Mivel
a potencialis vevdk fliggetleniil érkeznek, ezért hosszu tavon 32,78%-ukboél nem lesz
ténylegesen vevd.

4
108 144 192 256 1996
EN)=S "k my= o 42,00 4 3. 202 4 4. 220 _ 2990 9 5557,
(N) =2 k- my 71 T4 e T st T e T sl

k=1
d) A kérdés természetesen a tényleges vevkre vonatkozik, vagyis azokra, akik bejutottak
a boltba. Mivel az id6 m4-ed részében a potencidlis vevébél nem lesz veves, ezért a
tényleges vevek érkezési intenzitasa N = A(1 — my4), ezzel kell hasznélnunk a Little-
formulat:

_B(N) _ E(N) _ e 490

N MI—mg) 8- (1—25) 1050

~ 0.4752 6ra =~ 28 és fél perc.
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