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Technikai megjegyzések a jegyzet hasznalatidhoz.

Ez a tananyag egy elektronikus jegyzet.

2013-ban, a megjelenés évében annyira elterjedtek az elektronikus tartalomfogyasztdsra alkalmas eszkozok,
hogy batran feltételezhetjiik: az egyetemistak ttilnyomo tobbsége rendelkezik sajat szamitogéppel, tablet-géppel
vagy elektronikus konyvolvaséval. A tananyag elektronikus formaja sok elénnyel rendelkezik a nyomtatotthoz
képest:

e Aktiv tartalmak: az elektronikus valtozatban bels6é kereszthivatkozasok, kiils6 linkek, mozgoképek, stb.
helyezhetok el. A tartalomjegyzék fejezetszamai, az egyenlet- és dbrasorszamok automatikusan bels6 linket
jelentenek, igy biztositjak a kényelmes és gyors bels6 hivatkozast, de a Szerzoé tetszoleges helyre tud akar
a dokumentum belsejébe, akar egy kiilsé webhelyre mutat6 linket elhelyezni, ami a szokdsos klikkentéssel
aktivizalhatd.

e Rugalmassag: a nyomtatott konyv statikus, mig az elektronikus jegyzet esetében konnyti hibajavitasokat,
frissitéseket alkalmazni.

e Eré6forrds-takarékossdg, kornyezetvédelem: az elektronikus formaban valo terjesztés sokkal kisebb terhelést
jelent a kornyezetre, mint a nyomtatott. Kiilonosen igaz ez, ha a tananyagban sok a szines abra.

A haszndlt fajlformatum: PDF.

A Portable Document Format az Adobe altal kifejlesztett formatum, mely igen széles korben elterjedt. Sok
helyrdl szerezhetiink be programot, mely a PDF fajok olvasdsara alkalmas. Ezek egy része azonban nem
tartalmazza a teljes szabvany minden elemét, ezért specidlis tartalmak nem, vagy nem pontosan jelenhetnek
meg, ha nem az Adobe olvaséjat, az AdobeReader-t haszndljuk. (Letolthet6 innen.)

A legtobb megjelenitéprogram jol fogja kezelni az alapszoveget, abrakat és linkeket, de gondok lehetnek
a specialisabb funkciokkal, pl. a bedgyazott dokumentumok kezelésével, az aktiv tesztek, kérddivek
haszndlataval.


http://www.adobe.com
http://get.adobe.com/reader/
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A jegyzet képernydn valé megjelenitésre lett optimalizdlva.

A jelenlegi altaldnosan elérhet6 konyvolvasé hardverek mérete és felbontdsa kisebb, mint a nyomtatott
konyveké és a szamitdgépek monitorai dltaldban fektetett helyzetliek. Ehhez igazitottuk a formatumot arra
optimalizalva, hogy fektetett kijelz6n teljes képernyds iizemmodban lehessen olvasni. Ehhez allitottuk be a
karaktertipust és -méretet valamint azt is, hogy csak kis margét hagyunk, minél tobb pixelt biztositva ezzel a
tartalomnak. Azért, hogy teljes képerny6s tizemmoddban is lehessen navigalni, a margon kis navigal6-ikonokat
helyeztiink el, melyek a megszokott médon kezelhetok:

e Lapozas elOre és hatra: a fliggbleges oldalak kozepén elhelyezett, nyujtott nyilakkal.
e Cimoldalra ugras: kis haziké szimbolum a bal fels6 sarokban.

e Vissza és el6reugrds a dokumentumban: két kicsi szimbdlum a bal fels6 részen. Ezek nem azonosak a
lapozassal, hanem a web-bongészok vissza- és elérelépéséhez hasonléan a hiperlinkeken valé navigalast
szolgaljak.

A jegyzet segitséget nyujt a tanulds litemezésében.

A megtanuland6 tanagyag a szokasos fejezet-alfejezet felosztason tul leckékre val6é bontést is tartalmaz. A
leckék kiilonb6z6 szamu alfejezetbdl allhatnak, de kozos benniik, hogy a Szerz6 megitélés szerint egy lecke
»egyllté helyben” megtanulhatd, azaz varhatéan 1-1,5 éra alatt feldolgozhaté.

A leckék elején rovid leirds taldlhatd a targyalt témakorokrdl, a sziikséges elGismeretekrdl, a végén pedig
onellen6rzé kérdések, melyek sok esetben a PDF fdjlban (AdobeReader-rel) aktiv tartalomként jelennek meg
feleletkivélasztds teszt, szamszer(i vagy képletszerti kérdés formajaban. Erdemes tehat leckénként haladni
a tanuldsban, mert ez segit az iitemezés tervezésében illetve a leckevégi ellenérzések segitenek annak
eldontésében, tovabb szabad-e haladni vagy inkdbb ezt vagy az el6z6 leckéket kell djra el6venni.

Ha a tananyag indokolja, nagyobb egységeket ,modulokba” szerveziink és a modulok végén a leckevégi
onellenérzéshez képest komolyabb feladatblokkot talalhatunk.
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1. Bevezetd

A valéds életben 1épten-nyomon taldlkozunk olyan eseményekkel, melyek kimenetelét elére nem tudjuk teljes
magabiztossaggal megmondani, de a mindennapi életiinket jelentés mértékben befolyasoljak. Bizonytalan,
elére pontosan nem meghatarozhat6 ideig tart egy vasarlds, nem tudjuk elére, hogy hanyan fognak el6ttiink
sorban allni a postan, a munkahelyre valo eljutashoz sziikséges idé sem josolhaté meg teljes biztonsaggal, még
ha a megszokott titvonalon haladunk is.

A miszaki alkalmazasok teriiletén is béségesen el6fordulnak a fentiekhez hasonld véletlen jelenségek. Ilyen
lehet példdul egy termék élettartama, valamely mérés pontatlansaga, egy forgalmi csomoéponton adott id6
alatt athalad6 jarmtivek szama, helyi tomegkozlekedésben résztvevé autdbusz utasainak szdma egy adott
pillanatban, az autébusz tényleges menetideje, egy telefonvonal leterheltsége egy adott id6szakban, a hibds
pixelek szdma egy monitoron stb.

A valészinliség-szamitds témdja véletlen tomegjelenségekre vonatkozd torvényszerliségek megallapitdsa.
Véletlen jelenségne azt nevezziik, aminek a kimenetelét a tekintetbe vett, vagy az ésszer(iség hatarain beliil
tekintetbe vehetd, rendelkezésre 4allé feltételek még nem hatdrozzdk meg egyértelmlien. Tomegjelenségen
olyan jelenséget értiink, amely nagy szdmban megy végbe egyszerre, vagy (legalabbis elméletben) tetszblegesen
sokszor megismételhet6. Az ezekbdl levonhatd torvényszerliségek statisztikai jellegliek, azaz nagy szamu
végrehajtas sordn atlagosan érvényes torvények.
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A jegyzet haszndlata

A jegyzet hét nagyobb részre, modulra tagolodik, melyek egy-egy nagyobb anyagrészt 6lelnek fel. A modulok
fejezetekre, azok pedig leckékre tagolédnak. Az egyes leckékben megjelend tananyag nagysagat ugy alakitottuk
ki, hogy annak megértése, feldolgozasa masfél-két ora alatt lehetséges legyen. A matematikai témaju egyetemi
tankonyvekben megszokott Definicid, Tétel, Bizonyitds harmas mellett a kovetkezd tartalmi elemek is megjelenek:

e Ondlid feladat: A lecke mélyebb megértését elésegits ellenérzé feladatok, melyek megolddsa nem szerepel
a jegyzetben.

e Erdekesség: A lecke elméleti anyagahoz kapcsolédd, a valés életbdl szarmazé példak.

e Aktivitds: Onalléan (sokszor a gép melldl felkelve) elvégzendd, altaldban nem a szokédsos matematikai
feladatmegoldast igénylo, gyakran kisérletek, megfigyelések elvégzését kovetelo feladatok.

Minden lecke végén talalhat6 egy-egy rovid feladatsor (Ellendrzd kérdések). A feleletvalasztds kérdéseknél a
helyesnek gondolt valasznak megfelel6 négyzetbe kell kattintani, a vdlaszadas utdn latszik, hogy a valasz jo
volt-e. A szamitasi feladatok végeredményét a feladat utan szerepl6 téglapba kell beirni, a magyar szokasoktol
eltéréen nem tizedesvessz6vel, hanem ponttal (ezutdn a biztonsag kedvéért nyomjuk meg az Enter-t is). A
helyes vélasz az Ans gombra kattintva tekinthet6 meg.

A nagyobb anyagrészeket felolelé6 modulokat Modulzdré feladatsor zarja. A helyes véalaszok itt mar nem jelennek
meg, csak a teszt kitoltése végén jelenik meg a helyes valaszok szdma.
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|. MODUL







E lecke |l oldal
2. A valdszinliség-szamitas axiomai
2.1. Események, miiveletek eseményekkel

Kisérlet alatt egy véletlen tomegjelenség megfigyelését értjiik. Tekintsiink egy ilyen kisérletet. Ennek egy
lehetséges kimenetele az elemi esemény. Az egy kisérlethez tartozd elemi események Osszessége az eseményter,
amelyet 2-val jeloliink. Az eseménytér részhalmazait eseményeknek nevezziik. Az esemény definicidja szerint az
elemi események egyetlen elemet tartalmazo események. Ha egy A eseményre vonatkozdan kisérletet végziink,
és a kisérlet sordn adddé a elemi esemény eleme az A-nak (a € A), akkor azt mondjuk, hogy az A esemény
bekovetkezik.

Példa: Dobjunk fel egy dobdkockdt. Ennek a kisérletnek hat lehetséges kimenetele van, igy az eseménytér
Q={1,2,3,4,56}.

Legyen A az az esemény, hogy 7-nél kisebbet dobunk, B az, hogy nyolcast dobunk, C' az, hogy 3-ndl kisebbet
dobunk, D az, hogy kettest dobunk, mig F az, hogy legalabb négyest dobunk. Ekkor

A = {172737475’6}’ B = ®7 C = {172}7 D = {2}? E = {4’576}'

Latszik, hogy az A esemény a kisérlet minden kimenetele esetén bekovetkezik. Az ilyen eseményt biztos
eseménynek nevezziik. Mivel a biztos esemény az Osszes elemi eseményt tartalmazza, ezért a biztos eseményt
is -val jeloljiik. A B esemény viszont sosem kovetkezik be; az ilyen eseményt lehetetlen eseménynek nevezziik
és (mivel egyetlen elemi eseményt sem tartalmaz) ()-zal jeloljik.

Figyeljiik meg tovabb4, hogy a D esemény bekovetkezése esetén a C' esemény is bekovetkezik, mig a D és az E
események nem tudnak egyszerre bekovetkezni (kizarjak egymast).
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Ha az A és B esemény egyszerre sohasem kovetkezik A B
be, akkor az A és B eseményeket egymadst kizaro
eseményeknek nevezziik. Halmazokkal kifejezve ez azt
jelenti, hogy AN B = ().

Az el6z6 oldali példaban a C' (3-nél kisebbet dobunk) és
E (legalabb 4-est dobunk) egymast kizdré események.

Q

2.1. abra. Egymadst kizdré események.

Ha az A esemény bekovetkezésekor minden esetben egy
masik, B esemény is bekovetkezik, akkor azt mondjuk, B
hogy az A esemény bekovetkezése maga utdn vonja a B
esemény bekovetkezését. Halmazokkal kifejezve ez azt
jelenti, hogy A részhalmaza B-nek, azaz A C B.

Az el6z6 oldali példaban a C' esemény (kettest dobunk)
bekovetkezése maga utan vonja a D esemény (3-ndl
kisebbet dobunk) bekovetkezését. Q

2.2. abra. Az A esemény maga utdn vonja B-t.

Aktivitas: [rjon fel a fiizetébe a kockadobéssal kapcsolatosan hdrom, egymdst paronként kiz4ré eseményt!

Az események kozott (a halmazmiiveletekhez hasonléan) az alabbi miiveleteket értelmezziik:



E lecke oldal

Az A és B események A + B Osszege az az esemeény,
amely akkor kovetkezik be, ha az A és B események A B
koziil legalabb az egyik bekovetkezik.

Példa: Legyen az A esemény, hogy parosat dobunk a
dobodkockaval, a B pedig, hogy legalabb 6t6st dobunk.
Ekkor

A+ B={2456}.

Q

2.3. dbra. Az A és B események Gsszege.

Az A és B események A - B szorzata az az esemény, A B
amely akkor kovetkezik be, ha A és B is bekovetkezik.
Legyen az A esemény, hogy parosat dobunk a
dobdkockaval, a B pedig, hogy legaldbb 6tost dobunk.
Ekkor

A-B={6}.

Q

2.4. dbra. Az A és B események szorzata.
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1. Legyen az A esemény, hogy 3-mal oszthat6 szamot dobunk, a B pedig, hogy 4-nél kisebbet. Mivel egyenl6
A+ B?

{1,2,3} {1,2,3,6} {3} {6}

Az A és B események A — B kiilonbsége az az
esemény, amely akkor kovetkezik be, ha az A esemény
bekovetkezik, de a B esemény nem.

Példa. Legyen a kockadobasndl az A esemény, hogy
négyest vagy hatost dobunk, B pedig, hogy o6tnél
kisebbet dobunk. Ekkor

A—B={6}, B—A=1{123]}.

Q

2.5. dbra. Az A és B események kiilonbsége.

2-1. 6nall6 feladat: Legyen A az az esemény, hogy az 6toslottd htizdson mind az 6t kihtizott szdm pdros, mig
B az az esemény, hogy legfeljebb egy paros szdm van a kihtuzottak kozott. Irja fel, hogy mit jelentenek az
A— B, B— A, A, B események!

2.1. feladat. Egy irodahdzban harom lift mtkodik. Jelolje A1,As, illetve A3 azt az eseményt, hogy egy nap
folyaman az els6, masodik, illetve harmadik lift hibamentesen miikodik. Fogalmazzuk meg, hogy mit jelentenek
a kovetkez6 események:

a) Ay - Ay - Az, b) Ai+As+ A3, o) Aj-Ag- A3, d) Ay Ay As, e) Ay (Aa+ A3), Al + A+ As .
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Az A esemény A ellentettje (komplementere) az az A
esemény, amely akkor kovetkezik be, ha az A esemény
nem kovetkezik be. Az A esemény komplementere
nem mas, mint az  eseménytér és az A esemény
kiilénbsége: A = Q — A.

Példa. Legyen a kockadobasndl az A esemény, hogy
primszadmot dobunk. Ekkor

A = {146} Q

2.6. dbra. Az A esemény komplementere.

Megoldds:

a) Hérom esemény szorzatarol van szd, ezért a szorzat esemény azt jelenti, hogy mindharom lift hiba nélkiil
mikodik.

b) Mivel itt 0sszegr6l van szd, ezért a megadott esemény azt jelenti, hogy vagy az elsd, vagy a mdsodik, vagy
a harmadik gép meghibadsodik a nap folyamdan, amit réviden ugy is mondhatunk, hogy legalabb az egyik
lift meghibasodik.

¢) Az esemény azt jelenti, hogy mindegyik lift elromlik a nap folyaman.

d) Itt éppen az a, rész komplementer eseményérdl van sz6, azaz annak az ellentettjérél, hogy mindegyik
lift jol miikodik. Ennek a komplementere az, hogy nem mindegyik lift m{ikddik joél, amit egyszer(ibben
ugy is mondhatunk, hogy legaldbb az egyik meghibdsodik. Vegyiik észre, hogy ez megegyezik a b-beli
eseménnyel! (Vigydzat: gyakori hiba, hogy valaki a mindegyik lift jol miltkédik ellentettjének a mindegyik
lift meghibdsodik-ot tartja; ne essiink ebbe a hibaba!)

e) A megadott esemény azt jelenti, hogy az elsé gép jol mlikodik, a masik kett6bdl viszont legalabb az egyik
meghibasodik.
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f) Az A1+ As+ Az esemény azt jelenti, hogy legalabb az egyik lift j6l miikddik; igy ennek a komplementere az,
hogy egyik lift sem mtikodik jol. Vegyiik észre, hogy a megadott esemény megegyezik a c-beli eseménnyel!

<«<2.1. feladat

2.2.feladat. Egy dolgozé minden reggel autéval megy a munkahelyére. Utja soran hdrom vastiti
keresztez6désen kell athajtania. Jelolje A; azt az eseményt (i = 1,2,3), hogy az i. atjarén varakozds nélkiil
haladhat 4t (azaz nem jon a vonat). Fejezziik ki az A; események segitségével a kovetkezé eseményeket:

a) mindhdrom &tjarénal pirosan villog a szemafor; b) a masodik atjaréndl varakoznia kell, a masik kett6nél
nem; ¢) legaldbb egy atjdréndl varakoznia kell; d) pontosan egy atjdréndl kell varakoznia.

Megoldds:
a) A hirom esemény egyike sem kovetkezik be, azaz a mindhdrom eseménynek a komplementere kovetkezik

be, vagyis az A;, As, A3 szorzatdrdl van szd. Tehdt a mindhdrom dtjdrdndl vdrni kell esemény a kovetkez

lesz
Ay - Ay - Ag.

b) Az A, esemény nem kovetkezik be, mig A, és A3 igen, igy az Ay, Ay, A3 események szorzatdt kell venni,
vagyis a mdsodik dtjdrondl vdrni kell, a mdsik kettonél pedig nem esemény az alabbi lesz:

Ay Ay - As.

c) Vegyiik észre, hogy a legaldbb egy dtjdrondl vdrakozni kell esemény nem mads, mint a mindegyik dtjdron
vdrakozds nélkiil haladhatunk dt esemény komplementere, ezért a kovetkez6 alakban irhato:

Ap - Ay As.

d) A pontosan egy dtjdrondl kell vdrnunk esemény haromféleképpen kovetkezhet be: vagy az elsé atjaronal
kell varnunk, és a masik ketténél nem, vagy a masodikndl kell varnunk és a masik kett6nél nem, vagy
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a harmadiknal kell varnunk, és a masik ketténél nem (ezek koziil a masodik eseményt a b részben mar
felirtuk). Tehat ennek a harom eseménynek kell venniink az 6sszegét, igy a pontosan egy dtjdrondl kell
vdrnunk esemény a kovetkez6 alakban irhato:

Ay Ay As+ Ay Ay Az + Ay - Ay - As.
<2.2. feladat

Mivel az eseményeket halmazként értelmeztiik, ezért az események kozotti 0sszeadds, szorzas ugyanolyan
tulajdonsagokkal rendelkezik, mint a halmazok korében az unid és a metszet, azaz

kommutativ: A+B=B+A A-B=B-A
asszociativ: (A+B)+C=A+(B+C) (A-B)-C=A-(B-0C)
disztributiv: A-(B+C)=A-B+A-C A+B-C=(A+B)-(A+0O)

Egy tetszleges A esemény, a komplementere (A), a biztos esemény (£2) és a lehetetlen esemény () kozott
érvényesek a kovetkez6 egyszeri muveleti tulajdonsagok:

A+ A=A A- A=A
A+Q=0Q A-Q=A
A+Dh=A A-0=0
A+ A=Q A-A=0

Két esemény (A és B) kiilonbsége atalakithatd szorzatta:
A—-B=A-B.
Itt is érvényesek a halmazok kérében ismert De Morgan azonossagok:

A+B=A-B A-B=A+B.
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2.3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges A, B és C' eseményekre teljesiil az (A — B)-C = (A-C) - B
Osszefiiggés!

Megoldds: 1. modszer:
(A-B)-C=(A-B)-C=(A-C)-B=(A-C) - B.

Az 1. és 3. egyenl6ségnél az A— B = A-B azonossdgot, mig a masodik egyenl&ségnél a szorzat kommutativitdsat
és asszociativitdsat hasznaltuk fel.

2.mébdszer: Az allitdst Venn-diagramok segitségével szemléletesen is ,,bizonyithatjuk".

Abrazoljuk elszoér a bal oldalt. Az A — B eseménynek az dbran az A és B halmazok kiilonbsége felel meg; ezt
lathatjuk a 2.7. 4dbra bal oldaldn. Az A — B és a C esemény szorzatdnak az dbrdn az A — B és a C' halmazok
metszete felel meg. Az igy kapott, (A — B) - C eseménynek megfelel6 halmazt a 2.7. dbra jobb oldali részén
lathatjuk.

Most dbrazoljuk a bizonyitand¢ 4llités jobb oldalat. Az A - C' eseménynek az A és C' halmazok metszete felel
meg; ezt lathatjuk a 2.8. 4dbra bal oldalan. Az (A-C') — B eseménynek pedig az A - C' és B halmazok kiilonbsége
felel meg; ezt lathatjuk a 2.8. abra jobb oldalan. A két abra jobb oldalat 6sszehasonlitva valéban azt kapjuk,

hogy
(A-B)-C=(A-C)-B.

<«=2.3. feladat
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2.7. ébra. Bal oldal: az A — B esemény; jobb oldal: az (A — B) - C esemény (2.3. feladat).

C

C

C

2.8. dbra. Bal oldal: az A - C esemény; jobb oldal: az (A - C) — B esemény ( 2.3 feladat).
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2.2. A valészintiség-szamitas axiomai

Ha egy véletlen tomegjelenséget (A) nagyon sokszor, azonos koriilmények kozott megfigyeliink, akkor a
tapasztalat szerint a bekovetkezések és az Osszes kisérletek szamanak ardnya egy meghatdrozott szamérték
koriil ingadozik, és az ingadozasok a kisérletek szamanak novelésével altalaban egyre kisebbek lesznek (lasd
az 2.9 abrat). Azt a szamot, amely koriil ez az arany ingadozik, az esemény valdszinliségének nevezziik és
P(A)-val jeloljik.

2.1. definicié: Ha egy kisérletet n -szer azonos koriilmények kozott megismételve az A esemény k4 esetben
kovetkezik be, akkor ezt a k4 szdmot az A esemény gyakorisdganak nevezziik. A gyakorisdg és a kisérletek

A et pedig az A esemény relativ gyakorisaganak hivjuk.
n

szamanak hanyadosat,

N \/AW o Al

0 20 40 60 80 100 0 200 400 600 800 1000
(a) n =100 (b) n = 1000

2.9. abra. A fej relativ gyakorisdgdnak id6beni alakuldsa egy 100 és egy mdsik, 1000 dobdsbdl dllo fej vagy irds
kisérletsorozatban.
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, , : . ka . o . P .
Mivel a fentiek szerint az A esemény — relativ gyakorisdga az esemény P(A) valészinliségéhez tart, ezért a
relativ gyakorisdg tulajdonsdgaibol kovetkeztethetiink a valészin(iség tulajdonsagaira is.

Ha egy kisérlettel kapcsolatos A esemény gyakorisdga k4 , akkor nyilvanvald, hogy az A esemény relativ

gyakorisdga 0 és 1 kozotti érték, azaz

0§k—A§1.
n

Mivel az A esemény relativ gyakorisaga az A esemény valdsziniisége koriil ingadozik, a
0<PA)<1

feltételnek is igaznak kell lennie.

A biztos esemény mindig bekovetkezik, ezért relativ gyakorisdaga mindig 1, azaz

ke

n

=1.
Ezért a

PQ)=1
egyenl6ségnek is teljestilnie kell.

Ha A és B egymast kizaré események, akkor az A + B esemény (ks + kp)-szer kovetkezik be. A relativ
gyakorisdgokra attérve innen azt kapjuk, hogy

ka+p _kA+kB_ki+k£

n n n n

Mivel az A + B esemény relativ gyakorisdga az A + B esemény valdszinlisége koriil ingadozik, az A, illetve
a B esemény relativ gyakorisagai pedig az A, illetve a B esemény valodszintisége koriil, ezért egymast kizard
események esetén a

P(A+ B)=P(A)+ P(B)

egyenldségnek is fenn kell dllnia.



E Iecke Ly oldal

A relativ gyakorisdg tulajdonsdgai alapjan célszeri a kovetkezdket tekinteni a valdszinliség-szamitds
axidmdinak:
1. Az adott 2 eseménytér minden egyes A eseményéhez tartozik egy 0 és 1 kozé es6 P(A) szdm, azaz
0<PA) <1,
amelyet az A esemény valdszinliségének (valdszintiségi mértékének) neveziink.

2. A biztos esemény valdszintisége 1, azaz P(Q2) = 1.

3. Az egymast paronként kizar6 események 6sszegének valdszinlisége az egyes események valdsziniiségeinek
osszegével egyenld, azaz ha az A;,As, ... Ay, ... események esetén A; - A; = () (ha i # j), akkor

Tomorebben:

P (zk: Ak> = zk: P(Ay).
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2.3. Az axiomak egyszeriibb kovetkezményei

2.1. tétel: Az A esemény komplementerének valdszintisége 1 — P(A).

Bizonyitas: Tudjuk azt, hogy 2 = A + A, tovdbbd azt is, hogy A és A egymaést kizérjdk (A - A = (), tehat
alkalmazhatjuk a 3. axiomat:

1=P(Q)=P(A+ A) = P(A) + P(A).
Az elsé egyenl6ségnél azt haszndltuk, hogy a biztos esemény valdszinlisége 1 (2. axidma). Kifejezve a

komplementer esemény valdszintiségét azt kapjuk, hogy P(A) =1 — P(A). O

2.2. definicié: Az Aq,As,... A, események teljes eseményrendszert alkotnak, ha egymast paronként
kizdrjak és osszegiik a biztos esemény, azazha A; - A; =0 (hai # j),és A1+ Ay +... + A, = Q.

A teljes eseményrendszer tulajdonképpen az eseménytér felbontasa
olyan diszjunkt részhalmazokra, melyek egyiittesen lefedik a teljes
eseményteret. Az abrdan a B, By...,Bs események teljes
eseményrendszet alkotnak.
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Példa: Felirjuk egy-egy cédulara 1-t6l 8-ig az egész szamokat, és a cédulakat beletessziik egy dobozba. Ezutan
kihtizunk a dobozbdl egy cédulat. A kovetkez6 események teljes eseményrendszert alkotnak:

1. A;: a kihtizott szam az egyes; As: a kihtizott szam nem az egyes. Ekkor A; és A, teljes eseményrendszert
alkot, mert egyrészt kizarjak egymast, hiszen egyszerre nem kévetkezhetnek be, masrészt a kett6 koziil az egyik
biztosan bekovetkezik, igy 6sszegiik a biztos esemény.

2. A;: a kihuzott szam négynél kisebb; A,: a kihtzott szam a négyes As: a kihtzott szam négynél nagyobb.
Az Ay, Ay és Az események most is teljes eseményrendszert alkotnak, hiszen egyszerre nem kovetkezhet be
bel6liik kett6 (barmelyik kettd kizarja egymast), masrészt viszont valamelyik biztosan be fog koziiliik kovetkezni
(6sszegiik a biztos esemény).

Aktivitas: A fenti példdban adjon meg legaldbb 2 tovabbi teljes eseményrendszert!

2.2.tétel: Ha az A;,A,, ..., A, események teljes eseményrendszert alkotnak, akkor valészintiségeik 0sszege 1,
azaz P(A;) + P(As) + ...+ P(A,) = 1.

Bizonyitds: Mivel a teljes eseményrendszer tagjai egymadst paronként kizdrjdk, ezért a 3. axidma miatt az
Osszegiik valészinlisége megegyezik a valdszintiségeik 6sszegével. Mdsrészt a teljes eseményrendszer tagjainak
Osszege a biztos esemény, melynek a valdszinlisége a 2. axidma miatt 1. Ebbdl mar kovetezik az allitas.
Formdlisan:

P(Q) :P(A1+A2+...+An) :P(A1)+P(A2)+...+P(An)
1 :P(A1)+P(A2)+...+P(An)

2.3. tétel: Az A és B események A — B kiilonbségének valdszintisége

P(A—B)=P(A) -~ P(A-B).
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Bizonyitas: Mivel az A — B és A - B események Osszege A, tovabbd az A — B és A - B események kizarjak
egymast, ezért alkalmazhatjuk a 3. axiémat.

P(A)=P((A—B)+(A-B)) = P(A— B) + P(A- B),

amibdl atrendezéssel azt kapjuk, hogy P(A — B) = P(A) — P(A - B). O

Aktivitas: Venn-diagram segitségével gy6z6djon meg rdla, hogy az A — B és A - B események egyrészt
kizarjak egymast, masrészt osszegiik A-val egyenld!

A fenti tétel specidlis esete a kovetkezo:

2.4.tétel: Ha A C B, akkor P(B — A) = P(B) — P(A).

2.5. tétel: Az A és B események 0sszegének valdszintisége
P(A+B)=P(A)+P(B)—P(A-B).
Bizonyitas: Az A és B — A egymast kizar6 események (A - (B — A) = (), masrészt 0sszegilik az A + B esemény.
A 3. axioma alkalmazdasdval azt kapjuk, hogy
P(A+B)=P(A+(B—A))=P(A)+ P(B—-A).
A P(B — A) tagra alkalmazva a 2.3. tételt kapjuk, hogy

P(A+ B) = P(A+ (B — A)) = P(A) + P(B — A) = P(A) + P(B) — P(A- B).
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Aktivitas: Venn-diagram segitségével gy6z6djon meg rdla, hogy az A és B — A események egyrészt kizarjak
egymast, masrészt 6sszegiik A + B-vel egyenld!

2.4. feladat. Legyen az A esemény valoszinlisége 0,4, a B esemény valdszinlisége 0,8, az egyiittes bekovetkezés
valészintisége pedig 0,3. Hatarozzuk meg az alabbi valdszintiségeket:

a) P(A+ B) b) P(A — B) 0) P(B — A) d) P(A)
e) P(B) f P(A-B) g) P(B - A) h) P(A+ B).
Megoldds:
a)
P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A-B)=04+08-0.3=09.
b)
P(A-B)=P(A) - P(A-B)=04-03=0,1.
9]
P(B—A)=P(B)—P(A-B)=08-03=0,5.
d)
P(A)=1-P(A) =1-04=06.
e)

P(B)=1-P(B)=1-08=0,2.
f) Vegyiik észre, hogy a De-Morgan azonossdg szerint A - B = A + B. Ezt felhaszndlva

P(A-B)=P(A+B)=1-P(A+B)=1-0,9=0,1.
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g) Hasznaljuk fel a két esemény kiilonbségére vonatkozé Osszefiiggést!
P(B-A)=P(B-A)=PB-A)=03.
h) A De-Morgan azonossag szerint A + B = A - B. Ezt felhasznélva

P(A+B)=PA-B)=1-P(A-B)=1-03=0,7.
<=2.4. feladat

Megjegyzés: Az ilyen tipusu feladatoknal hasznos lehet, ha Venn-diagrammal abrazoljuk magunknak az
eseményeket. Példdul az f részben rajzoljuk fel el6szor az A esemény komplementerét (ami az A-nak megfeleld
halmaz komplementere), utana rajzoljuk fel a B esemény komplementerét, majd vegylik a két esemény
Osszegét, ami a két felrajzolt rész unidjanak felel meg. Eszrevehetjiik, hogy pontosan az A - B rész maradt
ki, vagyis azt kaptuk, hogy A + B = A - B. Igy a feladatot akkor is meg tudjuk oldani, ha nem jut esziinkbe
valamelyik azonossag!

2.5. feladat. Az A esemény bekovetkezése maga utdn vonja a B esemény bekovetkezését. Fejezziik ki az :
a) P(A+ B) b) P(A- B) c) P(B—A) d) P(A— B)
e) P(A-B) f) P(A-B) g) P(B - A) h) P(A — B).
valdszintiségeket a P(A) és P(B) valdszinliségek segitségével.

Megoldds: Az, hogy az A esemény bekovetkezése maga utdn vonja a B esemény bekovetkezését, pontosan azt
jelenti, hogy A C B.

a) Mivel A C B, ezért A+ B = B, igy P(A+ B) = P(B).

b) Mivel A C B, ezért A- B = A, igy P(A- B) = P(A).
c) P(B—A)=P(B)—P(A-B)=P(B)—P(A).
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d) Az A — B esemény azt jelenti, hogy A bekovetkezik, B viszont nem. Mivel jelen esetben A C B, ezért ez
sosem fordulhat el6, igy A — B = (), igy P(A— B) = P(0) = 0.

e) Mivel A C B, ezért ha A bekévetkezik, akkor B is bekovetkezik, igy P(A - B) = P() = 0.
f) Mivel A C B,ezért B C A, igy P(A-B) = P(B)=1— P(B).

g P(B—A)=P[B-A)=P([B-A) = P(A).

h) P(A—B)=P(A-B)=P(A-B) = P(A).

<«=2.5. feladat

2.6. feladat. Egy lizemben az elkésziilt termékek a min6ség szempontjabdl elsé-, masod-, illetve
harmadosztalytaak lehetnek. Jelentse A azt az eseményt, hogy a raktarbol véletlenszeriien kivéalasztott termék
els6osztalyt, B azt, hogy mdsodosztalyd, C' pedig azt, hogy harmadosztalyd. Tudjuk,hogy P(A) = 0,3, mig
P(B) =0,5. Szdmoljuk ki a kovetkez6 valdszintiségek értékét!

a) P(C) b) P(A+ B) ¢) P(A+B)

Megoldds:

a) Mivel mindéség szempontjabél minden termék pontosan az egyik osztalyba esik bele, igy a hdrom esemény
teljes eseményrendszert alkot, ezért P(A) + P(B) + P(C) = 1. Ebbdl a C' esemény valdszinliségére 1 —
0,3 — 0,5 = 0,2 adddik.

b) Az A és B egymadst kizaré események, ezért P(A - B) = P(()) = 0. Ebbdl azt kapjuk, hogy P(A + B) =
P(A)+P(B)— P(A-B)=0,3+05—0=0,8.

c) Az A + B esemény azt jelenti, hogy egy termék vagy nem elsGosztélyu, vagy nem mdsodosztalyu. Vegytk

észre, hogy ez minden termékre igaz, vagyis az A és a B események Osszege a biztos esemény. Ebbé] azt
kapjuk, hogy P(A + B) = P(Q) = 1.
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Maésik médon is megkaphattuk volna az eredményt. A De Morgan azonossag szerint A+ B = A - B, amib6l
P(A+ B) = P(A-B) = 1 — P(A- B) adédik. Mivel egy termék nem lehet egyszerre elsSosztalyu és
masodosztalyd is, ezért A- B =(. gy P(A+ B)=1—-P(#)=1-0=1.

<=2.6. feladat
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1. Legyen A, B és C hdrom esemény. Mit jelent az A - (B + C) esemény?
Mindharom esemény bekovetkezik.
Pontosan két esemény kovetkezik be.
Az A esemény bekdvetkezik, és a B és C koziil is bekovetkezik legaldbb az egyik.
Legaldbb az egyik esemény bekovetkezik.
2. Az alébbi események koziil melyik fejezi ki azt, hogy az A és B események koziil pontosan az egyik

kovetkezik be?
A+ B A+B A-B A-B+A-B
3. Az alabbi események koziil melyik fejezi ki azt, hogy az A, B, C események koziil egyik sem kovetkezik be?
A+B+C A+B+C A-B-C A+B-C

4.Ha P(A) = 0,7, P(B) = 0,5 és P(A- B) = 0,4, akkor mennyi P(A + B)?

5. Tudjuk, hogy a B esemény maga utdn vonja az A eseményt, és P(A) = 0,8, P(B) = 0,5. Mennyi P(A - B)
valoszinliség értéke?

6.Az A, B és C események teljes eseményrendszert alkotnak. Tudjuk, hogy P(A) = 0,1 és P(B) = 0,5.
Mennyi a P(A + B) valdszintiség értéke?
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3. A Kklasszikus és a geometriai valdszinliségi mezo6
3.1. A klasszikus valdszin{iségi mezo

3.1. definicié: Ha egy kisérlettel kapcsolatban az elemi események szdma véges (n), és minden elemi

esemény valoszinlisége egyenl6 (%), akkor a k féleképpen bekdvetkezd A esemény valdszintisége

P(A) kedvezo esetek szama  k
Osszes eset szdma n’
Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az események és ezek valdszintiségei klasszikus valdszintiségi mezot

alkotnak.

Mint majd latni fogjuk, a kedvezd, illetve az Osszes eset szdma a legtobb esetben kombinatorikus tton
hatarozhatd meg a legegyszertibben, ezért elészor példak segitségével attekintjiik a kombinatorika alapeseteit.

3.1.1. Kombinatorika

3.1. feladat. Az 1,2,3,4,5 szamjegyek felhasznaldasaval hany olyan otjegyli szam készithet6, melyben minden
szamjegy csak egyszer szerepel?

Megoldds: Az els6 helyre még barmelyik szamjegyet irhatjuk. Bamit is irunk az els6 helyre, utdana a masodik
helyre mdr csak 4, a harmadik helyre méar csak 3, a negyedik helyre 2, az 6todikre pedig egyetlen lehetéségiink
marad. Igy Osszesen 5-4 -3 -2 -1 = 5! = 120 szam készitheto. +3.1. feladat

Teljesen hasonl6 gondolatmenettel belathatd, hogy n kiilonb6z6 elem 0sszes lehetséges sorrendjének (az n elem
permutdcidinak) a szama:
n-(n—1)----2.-1=nl
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3.2. feladat. Hany kiilonb6z6, nem feltétleniil értelmes tizbetlis szé (igynevezett anagramma) készithetd a
MATEMATIKA sz6 bet(iib61?

Megoldds: A feladat tehat az, hogy harom A, két M, két T, és egy-egy E,I, illetve K bet(i felhaszndlasaval hany
tizbetlis sz6 készithetd. Els6 nekifutdsra kiilonboztessiik meg egymastol az azonos bettiiket (példaul legyen egy
piros, egy kék, és egy sarga A beti, stb). Ekkor a 10 bet(ib6l 10! sz6 készitheté. fgy azonban minden egyes sz6t
tobbszor is megszamoltunk: az A bet(ik miatt minden szét 3!-szor szamoltunk meg, a 7' betik miatt mindent
2!-szor, mig az M bet(ik miatt mindent 2!-szor. Ezért az 6sszes kiilonboz6 10 betlis anagramma szama:

10!

<«=3.2. feladat

Ugyanigy lathaté be, hogy ha adott n elem, melyek kozott vannak megegyezdek is, nevezetesen az 1. tipusu
elembdl n; , a masodik tipustibdl no, ... a k. tipusibdl n, darab van (n; + ng + ...n; = n), akkor az n elem
Osszes lehetséges sorrendjének (az ismétléses permutdcidinak) a szama:

n!

3.3. feladat. Hdany haromjegyl szam készithetd az 1,2,3,4,5, szdmjegyekbdl, ha minden szdmjegy legfeljebb
egyszer szerepelhet?

Megoldds: Az elsé helyre még ot szamjegy koziil valaszthatunk. Ha az elsé szamjegyet leirjuk, akkor a masodik
helyre mar csak négy lehet6ségiink marad, végiil az utolsé helyre mar csak harom szamjegy koziil valaszthatunk.
Igy Osszesen 5 - 4 - 3 szam készithet6 a megadott modon. =323, feladat

Hasonléan beldthaté, hogy az n elembdl készithet6 olyan k hosszu sorozatok szama (k < n), melyben egy elem
legfeljebb egyszer szerepelhet:
n-(n—1)-...-(n—k+1).
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3.4. feladat. Feldobunk nyolcszor egy dobdkockat, és a kapott szdmokat egymas utan irjuk. Hany kiilonb6z6
nyolcjegyl szamot kaphatunk igy?

Megoldds: Mivel mind a nyolc szdmjegy hatféle lehet, ezért 68 = 1679616 féle nyolcjegy(i szdmot kaphatunk.

<=3.4. feladat

Hasonldan belathato, hogy az n elembdl készithet6 olyan i hosszti sorozatok szama, melyben egy elem tobbszor
is szerepelhet:

nk.

3.5. feladat. Az 6t6slottéon 90 szambdl sorsolnak ki 6t6t. Hany kiilonb6z6 végeredménye lehet a sorsolasnak?

Megoldds: Az elsé htizdsndl még 90 szadm koziil vélaszthatunk, a mésodikndl mdr csak 89 koziil, a harmadiknal
88 koziil, a negyediknél 87, mig az utolséndl 86 koziil; ez dsszesen 90 - 89 - 88 - 87 - 86 lehetGség. Igen am, de
igy a hazas sorrendjét is figyelembe vettiik, ezért minden egyes lehetéséget 5!-szor megszadmoltunk (hiszen 5
szamot ennyiféleképpen lehet sorbarendezni). Ezért a kiilonb6z6 végeredmények szama:

90-89-88-87-86
5!

= 43949 268.
<«=3.5. feladat

Vezessiik be a kovetkez6 jelolést: legyen 0 < k < n, és legyen (Z) (olvasd: ,n alatt a £") azzal a szammal
egyenld, ahanyféleképpen n kiilonb6z6 elembdl ki lehet valasztani k& darabot (az el6z6 feladat megoldasa tehat
(). Az el6z8 gondolatmenettel beldthatd, hogy n kiilonbézé targybdl k darabot

<Z>_n-(n—1)-.].€.!-(n—k:—|—1)

féleképpen lehet kivalasztani.
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3.6. feladat. : Harom fajta fagyibdl (eper, vanilia, csoki) hanyféleképpen éllithatunk 6ssze egy négygombdcos
sétaldkelyhet (egy fajtabdl természetesen tobbet is vehetiink)?

Megoldds: Minden sétalokehelyhez rendeljiink hozza egy egyesekbdl és nullakbdl allé sorozatot a kovetkezo
modon: el6szor irjunk egy 1-est (ez felel meg az epernek), majd irjunk utdna annyi nullat, ahany gombdcot
vesziink az eperbdl; ezutdn ismét irjunk le egy 1-est (ez felel meg a vanilidanak), majd irjunk utdna annyi
0-t, ahdny gombdcot vesziink a vanilidbdl; aztdn megint irjunk egy 1-est (csoki), és utdna annyi O-t, amennyi
gombdcot a csokibdl vesziink. Példaul egy 2 eperbdl és 2 csokibdl allé6 kehelynek az 1001100 sorozat felel
meg. Egy ilyen sorozatban harom darab 1-es lesz (hiszen 3 fajta fagyi van), négy darab O lesz benne (hiszen
4 gombdcot vesziink), és 1-essel fog kezd6dni. Viszont minden ilyen tulajdonsagu sorozatnak (amely 1-essel
kezdédik, harom darab 1-es és négy darab 0 van benne) egyértelmiien meg tudunk feleltetni egy sétalokelyhet.
Ez azt jelenti, hogy a kiilonb6z6 sétaldkelyhek szama megegyezik az elébb felsorolt tulajdonsagu sorozatok
szamdval. Tehdat azt kell megmondani, hogy hany olyan hét tagbdl 4116, nulldkat és egyeseket tartalmazé sorozat
van, mely 1-essel kezdodik, és négy darab O van benne. Ezeknek a szama viszont (Z) (hiszen a négy darab 0O-t
hat hely valamelyikére kell elhelyezniink), igy a kiilonboz6 sétalokelyhek szdma (2) = 15. +3.6. feladat

Ugyanezen gondolatmenet segitségével belathaté, hogy ha n kiilonb6zé elem koziil £ darabot akarunk
kivalasztani ugy, hogy egy elemet tobbszor is valaszthatunk, akkor a lehetséges kivdlasztasok szdma

1)
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A kombinatorikai alapesetek dtnézése utan lassunk most néhany klasszikus valdszintiségi mezo6vel kapcsolatos
feladatot.

3.7. feladat. Bankkartydnk PIN-kddjanak egy valddi négyjegy(i szdmot kell megadnunk. Véletlenszerien
valasztjuk ki a szamot. Mi a valdszintisége, hogy

a) a kédunk mind a négy szamjegye kiilonb6zo;
b) a kédunkban van 1-es szdmjegy;

¢) a kédunkban pontosan egy darab 6-os szamjegy van?
Megoldds:

a) A valédi négyjegy(i szamok szdma 9 - 10? (hiszen az elsé helyre 9, a mdsik harom helyre 10 szdmjegy koziil
vdlaszthatunk), igy az 6sszes eset szdma 9000. A jo esetek szdma 9 -9 - 8 - 7, hiszen az els6 helyre kilenc
szamjegy koziil valaszthatunk, ezutdan a masodik helynél szintén kilenc (nem irhatjuk ugyanazt, amit az els6é
helyre) lehet8ségiink van, a harmadik helynél mér csak 8, mig a negyediknél 7. igy a keresett valészintiség

9-9-8.7 __
JOET = 0,504,

b) Ebben az esetben egyszeriibb a komplementer eseménynek kiszamolni a valdszintiségét. A kédban van 1-es
esemény komplementere a kédban nincs 1-es esemény. Mivel 8 - 9 - 9 - 9 olyan valédi négyjegy(i szdm van,
melyben nincs egyes, igy

8-9-9-9

P(a kédban van 1-es) = 1 — P(a kédban nincs 1-es) =1 — 9. 10°

= 0,352.
¢) Az, hogy a kédban pontosan egy darab hatos van, négyféleképpen valosulhat meg: vagy az els6, vagy a
masodik, vagy a harmadik, vagy a negyedik helyen van 6-os, a tobbi helyen pedig nem 6-os van. Igy a jo

esetek szdma 1-9-9-9+8-1-9-9+8-9-1-9+8-9-9-1 = 2025. Ebb6] a kérdéses valdszinliség: 2022 = 0,225.
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<=3.7. feladat

3.8. feladat. Egy rejtvénypdlyazatra 30 férfi és 20 né kiildott be j6 megoldast. A helyes megfejték kozott
3 dijat sorsolnak ki: egy TV-t, egy telefont és egy porszivot. Mindenki legfeljebb egy dolgot nyerhet. Mi a
valoszintisége, hogy

a) csak néi nyertes lesz; b) Kovéacs ut nyer valamit?

Megoldds:

a) A sorsolds mindegyik lehetséges kimeneteléhez rendeljliink hozza egy harom tagbdl 4llé sorozatot: az elsé
tag legyen a TV-t nyer6 személy, a masodik a telefont nyerd személy, mig a harmadik a porszivét nyerd
személy. Az Osszes eset szama megegyezik az 50 palyazébol képezhetd, 3 tagbdl 4llé sorozatok szamadval,
ezek szama pedig 50-49-48. A j6 esetek szama, tehat amikor csak n6i nyertes lesz 20-19- 18, igy a kérdéses

valdszintiség 23458 ~ 0,058.

b) Kétféle modon is eljarhatunk. 1. moédszer: Az, hogy Kovdcs ur nyer valamit, haromféleképpen valdsulhat
meg: vagy a TV-t, vagy a telefont, vagy a porszivot nyeri meg. Szamoljuk meg kiilon-kiilon a harom
lehet6séghez tartozd eseteket, majd ezek Osszegeként kapjuk a jo esetek szamat. Ha Kovacs nyeri a TV-t,
akkor a telefont 49-en, mig a porszivot 48-an nyerhetik meg, igy azon esetek szdma, amikor Kovacs nyeri a
TV-t 1-49-48. Hasonldan szdmolhatjuk meg azon esetek szadmat, amikor Kovdcs ur telefont, illetve porszivot
nyer. Ebbél a kérdezett valészinliség:

1-49-48449-1-484+49-48-1

P(Kovécs tr nyer valamit) = 50 - 49 - 48

= 0,06.

2. médszer: Hasznéljuk fel a P(A) = 1 — P(A) dsszefiiggést. Azon esetek szdma, amikor Kovacs Ur nem
nyer semmit 49 - 48 - 47, hiszen a TV-t 49, ezutdn a telefont 48, mig a porszivét 47 embernek adhatjuk oda.

49 - 48 - 47

P(Kovécs 4 lamit) = 1 — P(Kovécs 1 ) =1- o1~
(Kovécs ur nyer valamit) (Kovécs ur nem nyer semmit) 5049 . 48

1-0,94 = 0,06.
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<=3.8. feladat
Aktivitas: Szamolja ki az el6z6 feladatbeli valészintiségeket abban az esetben is, ha egy ember tobb dijat is
nyerhet!

3.1.2. Visszatevéses és visszatevés nélkiili mintavétel

A kiilonb6z6 mintavételi eljarasok szamos teriileten jatszanak fontos szerepet. Tegylik fel példdul, hogy
mindségellendrzés soran egy cég meg akarja vizsgalni, hogy az aznap gyartott termékek hany szazaléka
hibas. A legtobb esetben nincs lehet6ség az Osszes termék megvizsgaldsara, mert az tul sok pénzbe és idébe
keriilne. Ezért egy szokasos eljards az, hogy véletlenszeriien kivdlasztanak néhany terméket (mintat vesznek),
és a benniik taldlhat6 hibas termékek szamabdl , kovetkeztetnek” az Osszesben taldlhatd hibdsok szamara. A
kozvéleménykutatasok hasonloképpen miikodnek: egy part tdimogatottsaganak megallapitdsdhoz nem kérdezik
meg az orszag Osszes lakosat, hanem csak néhany kivalasztott embert (egy reprezentativ mintat), és az 6
valaszaikbdl vonnak le az orszag teljes lakossagara vonatkozé kovetkeztetést.

Aktivitas: Nézzen utana az interneten, hogy Magyarorszagon a kozvéleménykutatasokkor koriilbeliil hany
embert szoktak megkérdezni!

Visszatevéses mintavétel

Visszatevéses mintavétel esetén a minta elemeit egyesével valasztjuk ki, majd a vizsgdlat utdn visszatessziik
Oket, és ezutan vessziik a kovetkez6t, stb.

3.9. feladat. 100 termék kozott 20 selejtes van. Visszatevéses mintavétellel kivalasztunk 6 terméket. Mi a
valdszinlisége, hogy

a) az els6 4 termék selejtes, a tobbi jo;



E lecke E oldal

b) az els6 2 termék jo, a tobbi selejtes;

¢) pontosan 4 selejtes van a kivalasztott termékek kozt?

Megoldds:

a)

b)

c)

Mivel minden egyes huizasndl 100 termék koziil vdlaszthatunk, igy az 6sszes eset szdma 100°. A j6 eseteknél
az elsé 4 hizésnal 20, az utolsé 2 hiizdsnal 80 termék koziil valaszthatunk, igy a jé esetek szdma 20 - 80°.
Igy a kérdezett valdszinliség:

j6 esetek sza 20% - 802 20 \4
P(els6 4 selejt, utolso 2 jo) = jo esetek szama _ 20 - 80 :( O) .(80

2
= — — = 1024.
dsszes eset szama 1006 100 100) 0,0010

A j6 esetek szdma 807 - 20%, igy a kérdéses valdszintiség:

P(elsé 2 jo, utolsé 4 selejt) =

i6 esetek szd 2. 904 2 ,20\4
.:]0 esete szar,na _ 80 0 _ (ﬂ) _ <7O> — 0,001024,
0sszes eset szama 1006 100 100

A kihuzottak kozott pontosan 4 selejtes esemény felbonthaté egymast kizaré események Osszegére: (az
els6 négy termék selejtes, a tobbi j6)+(az 1.,2.,3.,5. termék selejtes, a tobbi j6)+.... Az el6z6 két rész

2 4
1y Iy / v - . ; IO N 80 20 .
alapjan vilagos, hogy a felbontdsban szereplé mindegyik esemény valdszintisége (W) . <W) . Mér csak

az a kérdés, hogy hany esemény van a felbontdsban? Eppen annyi, ahdnyféleképpen kivalaszthatjuk annak
a 4 hazédsnak a sorszdmdt, amikor selejteset akarunk hizni; ezek szdma (2). Felhaszndlva, hogy egymast
kizar6 események 6sszegének a valdszinlisége a valdszintiségek Gsszege, azt kapjuk, hogy

2,90 \4
P(pontosan 4 selejtes van) = (Z) (%) . (%) =0,01536.

<=3.9. feladat
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A 3.9. feladat eredményét konnyen dltaldnosithatjuk: Legyen adott NV termék, melyek kozott a selejtesek szama
s. Visszatevéses mintavétellel vesziink egy n elem@ mintat. Az egyszeriiség kedvéért a selejtesek ardnyat jeloljiik
p-vel (azaz p = §7). Ekkor a megoldds soran haszndlt médon beldthatd, hogy

P(a mintdban k selejtes van) = (Z) pF (1 —p)nh,

J6 tandcs: A képlet ,bemagolasa” helyett probdljuk inkdbb azt megérteni és megjegyezni, hogy hogyan ,,jon
ki”. Ha ez sikertil, akkor mindig fel tudjuk majd idézni a formulat.

Visszatevés nélkiili mintavétel

A visszatevés nélkiili mintavételnél az elemeket kivalaszthatjuk egyszerre (nem szamit a sorrend), vagy
egyesével is, ligyelve arra, hogy a mar kivdlasztott elemeket ne tegyiik vissza (ebben az esetben szdmit a
sorrend). Oldjuk most meg a 3.9. feladatot visszatevés nélkiili mintavétellel.

Adott tehat 100 termék ,melyek koziil 20 selejtes. Visszatevés nélkiili mintavétellel kivalasztunk 6 terméket. Azt
akarjuk meghatarozni, hogy mennyi annak a valdszintisége, hogy 4 selejtes van a kivalasztott termékek kozt.

Tegylik fel el6szor, hogy a termékeket egyszerre valasztjuk ki (a sorrend nem szamit). Ekkor az Osszes eset
szama (120), hiszen ennyiféleképpen lehet 100 termékbdl 6-ot kivalasztani. Most nézziik a jo esetek szamat: a
kivalasztott termékek kozt akkor lesz 4 selejtes, ha a selejtesekbdl 4-et, a j6 termékekbdl pedig 2-t valasztunk

ki, igy a j6 esetek szdma (%) - (%). Ebbél azt kapjuk, hogy
<20> <80>
4 2
AL~ 00107
6

Gondoljuk meg, hogy mi valtozik, ha az elemeket egyesével vdlasztjuk ki (vagyis a sorrend is szamit). Tegytik
fel példaul, hogy a mintavételnél az 1,2,3,4,5,6 termékeket valasztottuk ki. Ha a kivdlasztds sorrendje nem

P(4 selejtes termék) =
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szamit, akkor ez egy esetnek felel meg, mig ha sorrend is szamit, akkor 6! -féleképpen valaszthattuk ki ezt a hat
terméket. Altaldban is elmondhaté, hogy minden egyes, a kivalasztds sorrendjét nem szamité esetnek 6! eset
felel meg, ha a sorrendet is figyelembe vessziik. Ez azt jelenti, hogy a sorrendet figyelembe vévé a jo esetek
szama 6!-szorosa lesz a sorrendet nem szdmold esetek jé esetek szdmdnak, mig a sorrendet figyelembe véve az
Osszes eset szama 6!-szorosa lesz a sorrendet nem szamolo Osszes eset szamanak. Vagyis mind a jé esetek, mind
az 0sszes eset szama a 6!-szorosara no, igy a hanyadosuk nem valtozik, vagyis a kérdéses valdszinliség marad
ugyanaz.

Fogalmazzuk most meg az eredményeinket altalanosan is: Ha N szdmu termékbdl s szamu selejtes, akkor
visszatevés nélkiili mintavétellel kivalasztva a termékek koziil n darabot, annak a valdszinlisége, hogy a
kivalasztott termékek kozt k selejtes van

(1) (o)
. k n—=k
P(k selejtes) = N ,
n
és a valdszinliség nem fiigg attdl, hogy a termékeket egyszerre, vagy pedig egyesével valasztjuk ki.
Természetesen a képlet bemagoldsa helyett inkabb a képlet ,logikajanak” a megértése javallott!

3.10. feladat. = Egy szinhazi el6adas sziinetében a jelenlevé 420 nézé kozott kisorsolnak 10 darab
szinhazbérletet a kovetkez6 évadra. Mennyi a valdszinlisége, hogy egy négytagu csaladnak legalabb az egyik
tagja nyer bérletet? (1 ember csak 1 bérletet nyerhet).

Megoldds: Az, hogy legalabb az egyikiik nyer, azt jelenti, hogy 1,2,3 vagy 4 csalddtag nyer. Egyszer(ibb lesz

a dolgunk, ha a komplementer esemény, azaz annak a valdészinliségét szamoljuk ki, hogy egyikiikk sem nyer
bérletet. Mivel 420 ember koziil sorsolnak ki 10-et, igy az 6sszes eset szdma (41200). Az, hogy egyikiik sem nyer
semmit, azt jelenti, hogy mind a 10 nyertest a tobbi 416 ember koziil sorsoljdk ki. Ezen esetek szdma (41106).
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Igy azt kapjuk, hogy

<416>
10/ 10,9078 = 0,0923.

420\
10

3.11. feladat. Oldjuk most meg az el6z6 feladatot abban az esetben, ha egy ember tobb bérletet is nyerhet!

P(valamelyikiik nyer) = 1 — P(egyikiik sem nyer) = 1 —

<=3.10. feladat

Megoldds: Miként el6bb, itt is a komplementer esemény valdszinliségébdl fogjuk meghatarozni annak
valdszinliségét, hogy a csalad legaldbb egy tagja nyer valamit. Mivel most 420 ember koziil igy sorsolnak
ki 10-et, hogy egy ember akér tobbszor is nyerhet, ezért az 6sszes eset szama 420'°. Azon esetek szdma, amikor
egyikiik sem nyer semmit (vagyis amikor a nyertesek a tobbi 416 ember koziil keriilnek ki) 41619, gy azt kapjuk,

hogy

41610 <416

10
il 420> 0,9087 = 0,0913

P(valamelyikiik nyer) = 1 — P(egyikiik sem nyer) = 1 —
<«=3.11. feladat

A 3.10. és a 3.11. feladatokban kapott eredmények lathatélag igen kozel vannak egymdshoz. Tudjuk azt, hogy
ha visszatevéses modellel szdmolunk (3.11.), akkor a sorsolds folyaman végig allandé annak a valdszintisége,
hogy nem a csaladhoz tartozé nézé nyer. Mivel a Kisorsolt bérletek szdma (10) viszonylag kevés az Osszes
nézo6 szamahoz (420) és a nem a csalddhoz tartoz6 nézok szamahoz (416) képest, ezért ha visszatevés nélkiili
modellel szamolunk (mint a 3.10. feladatban), a sorsolas folyaman akkor is csak kis mértékben valtozik meg
ez a valoszinlség, igy a kapott végeredmény is igen kozel lesz a visszatevéses modellel szamitott értékhez. Ezt
részletesebben fogjuk majd targyalni a 14. leckében.
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3.12. feladat. Egy kapards sorsjegyen azt olvassuk, hogy minden negyedik sorsjegy nyer. Vesziink 3 sorsjegyet.
Mennyi a valdszintisége, hogy pontoson két nyertes lesz koztiik?

Megoldds: Mivel egy kivalasztott sorsjegyet nem adhatunk vissza, ezért itt visszatevés nélkiili mintavételr6l
van szd. Azonban visszatevés nélkiili mintavételnél a kérdezett valdszintiség kiszamitasahoz ismerniink kellene
az Osszes sorsjegy szamat is! Mit lehet ilyenkor tenni? El6szor is feltételezhetjiik, hogy az Osszes sorsjegy
szama elég nagy, bizonyara milliés nagysagrendi. Mivel a kihuzott sorsjegyek szama mind a nyertes, mind a
nyeretlen sorsjegyek szamahoz képest kicsi, ezért akdrmilyen sorsjegyet htizunk elsére, a nyertes szelvények
aranya gyakorlatilag nem valtozik; ugyanez mondhaté el a t6bbi huzds esetén is. Vagyis dolgozhatunk ugy,
mintha a nyertes szelvények ardnya minden egyes huzds sordn 1/4 lenne. Ez pedig azt jelenti, hogy visszatevés
nélkiili mintavétel helyett visszatevésessel szamolunk, természetesen igy a kérdéses valdszintliség egy kozelitd
értékét kapjuk.

.. . . . . . . . . . 1
A feladat szbvege szerint minden negyedik sorsjegy nyer, ami azt jelenti, hogy a nyertes szelvények aranya 7,
azaz p = %. Igy a kérdéses valdszintiség kozelitd értéke

P(2 nyertes sorsjegy) ~ (;) . (i)Q : (%)1 = 0,140625.

Arra, hogy mikor alkalmazhatd ez mddszer, a 14. leckében még visszatériink. =312 feladar
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1. A0,1,2,3,4,5 szamjegyekbdl hany valédi hatjegy(, 5-re végz6d6 szdm készithetd, ha minden szamjegyet csak
egyszer hasznélhatunk fel?
2. Kitoltlink egy otoslottd szelvényt. Mennyi a valdszintisége, hogy legaldabb két taldlatunk lesz?
0,0233 0,225 0,0314 0,0195

3. Nyolcan moziba mennek. Egy nyolc székes sorba {ilnek le, a jegyeket véletlenszertien osztjdk el egymas
kozt. Mennyi a valdszintisége, hogy Andras és Viki egymds mellett fog tilni?

4. A 32 lapos magyar kartya csomagbdl visszatevéses mintavétellel kivdlasztunk 3 lapot. Mennyi a
valészinlisége, hogy pontosan egy piros lesz a kivalasztott lapok kozott? Az eredményt harom tizedesjegy
pontossaggal adja meg!

5. Feldobunk egy dobdkockat haromszor egymas utdn. Mi a valdszintisége, hogy a dobott szamok kozt lesz
paros is?
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3.2. A geometriai valdszin(iségi mezo

A Kklasszikus valdszinliségi mez6 csak olyan esetekben hasznalhaté, amikor véges sok elemi eseményiink
van, és ezek valdszinlsége megegyezik. El6fordulhat azonban, hogy egy kisérletben a szdba joheté elemi

események szama nem véges, de még csak nem is megszamlalhatéan végtelen. Ilyenkor a klasszikus értelmezés
jO esetek szama

természetesen nem alkalmazhaté. Ennek ellenére bizonyos esetekben szamolhatunk a - .
0sszes eset szama

formulaval analég médon.

3.2. definicié: Ha egy kisérlettel kapcsolatos események egy geometriai alakzat részhalmazainak
feleltethet6k meg tgy, hogy az egyes események valdszinlisége az eseményekhez rendelt részhalmaz
geometriai mértékével (hosszusag, teriilet, térfogat) aranyos, akkor az események és valdszintiségeik
geometriai valészintiségi mez6t alkotnak. Legyen A egy ilyen kisérlettel kapcsolatos esemény. A kisérlettel
kapcsolatban szdba jovo teljes alakzat mértéke legyen M, az A eseménynek megfelel6 részalakzaté pedig m
. Az A esemény valdszintisége ekkor a kovetkez6 moédon szamolhatd:

A definicié szerint tehat akkor beszéliink geometriai valdsziniiségi mezérél, ha a teljes eseménytérnek egy
geometriai alakzat feleltethet6 meg, tovabba minden eseménynek ennek az alakzatnak egy részhalmaza
feleltethet6 meg oly mdédon, hogy az esemény valoszintisége csak az alakzat mértékétdl (hossz/teriilet/térfogat)
fligg, mig az alakzat elhelyezkedésétol és alakjatdl fiiggetlen.
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Példa: Két telepiilést két kilométer hosszt egyenes fout kot 6ssze. A rendbrség az egyik nap sebesség ellenérzést
tart ezen az uton. Tegyiik fel, hogy a traffipaxot az ut mellett véletlenszerlien helyezik el, azaz annak a
valoszinlisége, hogy egy adott ttszakaszon van traffipax, az utszakasz helyzetét6l nem, csak az utszakasz
hosszatdl fiigg. Ekkor annak a valdszintisége, hogy egy d kilométer hosszi (0 < d < 2) ttszakaszon van
traffipax, az ttszakasz és a teljes tit hosszanak aranyaval egyezik meg, azaz

P(d hosszt dton van traffipax) = g

[ T C T ] 2 [ s

3.13. feladat. Egy kor alaku asztallap sugara 1 méter, az asztallap szélén egy 20 cm széles korgytirGi fabol
van, mig az asztal kdzepe iivegb6l. Egy pingponglabdat ejtiink le véletlenszer(ien az asztallapra merélegesen.
Mennyi a valészintisége, hogy a labda a fabdl késziilt részen pattan?

Megoldds: +3.13. feladat

A véletlenszerliség azt jelenti, hogy annak a valdszinlisége,

hogy a labda egy kijelolt részre esik, az adott rész teriiletével
ardnyos. Igy dolgozhatunk a geometriai valészin(iségi mezével.
Az eseménytérnek a nagy kor felel meg, mig a j6 eseményeknek a 100 em
korgytlr, a kérdezett valészinliség pedig a két alakzat teriiletének
hanyadosaval lesz egyenld. A korgylrl teriiletét egyszerlien tveg

megkaphatjuk, ha a kor teriiletébdl kivonjuk a bels6é kisebb kor

tertiletét, igy P(a labda a fa részre pattan) = % = 0,36.
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3-1. 6nall6 feladat: Egy gyalogos-dtkel6helynél a lampa 3 percig mutat pirosat és 20 mdsodpercig zoldet. A
zebran valé atkelés 6 masodpercet vesz igénybe. Mi a valdszintisége, hogy az atkel6hoz érve a lampa éppen

zoldet mutat, és az atkelés végéig nem is valt pirosra?

3.14. feladat.  Véletlenszerlien kivalasztjuk egy egységnyi oldalhosszisagi négyzet egy pontjat. Mi a
valoszintlisége, hogy a valasztott pont a négyzet egy adott csticsatol 1 egységnél kisebb tavolsagra lesz?

Megoldds: Helyezziik el a négyzetet a koordindta-rendszerben gy, hogy az adott csucsa legyen az origd, tovabba

egyik oldala az x tengely pozitiv felére, egy masik oldala pedig az y tengely pozitiv felére essen.

Egy (x,y) koordinatdji pontnak az origdtél vald
tavolsdga /x? + y2, igy a kivalasztott pont akkor lesz
1 egységnél kisebb tdvolsagra az adott csucstol (azaz
az origotdl, ha koordinataira teljesiil az /22 + 2 < 1
egyenl6tlenség, ami viszont ekvivalens azzal, hogy

z? +y? < 1. Azonban a koordinétasikon azon pontok
halmaza, melyek koordinétdira x> + y?> < 1, éppen az
origd kozept, 1 sugard korlap. Ezért a jo eseteknek
megfelel6 pontok halmaza az origd kozepd, 1 sugara
korlap négyzetbe es6 részével egyezik meg. Ismét
hasznalhatjuk a geometriai valdszinliségi mezét.

A kérdéses valdszinliség a negyedkor és a négyzet teriiletének a hanyadosdval lesz egyenld, azaz

P(a kivélasztott pont tavolsdga a négyzet adott csticsatdl 1-nél kisebb ) =

1

x2+y?<1

— el

<=3.14. feladat
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Erdekesség: Tudjuk, hogy egy kisérletet sokszor elvégezve, egy esemény relativ gyakorisiga az esemény
val6szintisége koriill ingadozik. Igy a 3.14. feladat szerint T kozelitését megkaphatjuk az alabbi
moédon: generaljunk véletlenszer(ien ,,sok” pontot a négyzetben, szamoljuk meg, hogy hany esik koziilitk
a negyedkorbe, majd ezeknek a szamat osszuk el az Osszes pont szamaval , igy 7 kozelitését kapjuk.
Ezzel a mddszerrel tehat valdszintiség-szamitasi megfontoldsok alapjan kapjuk meg 7 egy kozelit6 értékét!

Informatikusoknak érdemes egy kis programot irni, és elvégezni a kisérletet!

Az el6z6 feladatoknal vildgos volt, hogy milyen alakzat felel meg az eseménytérnek, illetve a j6 eseményeknek.
Szamos feladatndl azonban nem ez a helyzet, ilyenkor nekiink kell a megfelelé alakzatokat megtaldlnunk.

3.15. feladat. Egy aruhdzba az egyik nap két kamion érkezik 8 és 12 dra kozott véletlenszertien. Mindkét
kamion kirakoddsa 20 percet vesz igénybe, azonban egyszerre csak az egyik kamionrél lehet lerakodni az arukat,
vagyis a kés6bb érkez6 kamionnak varnia kell, ha a kordbbival még nem végeztek. Mi a valdszintisége, hogy a
késobb érkez6 kamionnak varnia kell a pakolassal?

Megoldds: Jeldlje A azt az eseményt, hogy a kés6bb érkez6 kamionnak véarakoznia kell. Jel6lje tovabba z azt,
hogy az egyik kamion 8 6ra utan hany perccel érkezik, és y azt, hogy a masik kamion hany perccel érkezik
8 utdn. Ekkor 0 < x < 240 és 0 < y < 240, az eseménytér pedig az Osszes ilyen (z,y) parbdl 4ll. Vegyiik
észre, hogy az ilyen parok éppen egy négyzetet hatdroznak meg, vagyis ez fog megfelelni az eseménytérnek.
Hatarozzuk most meg a jo események halmazat. Két eset lehetséges:

1. Ha az els6 kamion érkezik el6ébb, azaz = < y, akkor a masodik kamionnak pontosan akkor kell varakoznia,
haz <y <z + 20.

2. Ha a masodik kamion érkezik el6bb, azaz y < x, akkor a kés6bb érkez6 kamionnak pontosan akkor kell
varakoznia, ha y < x < y + 20 teljestil.

A két esetnek a 3.1. dbran a sotétebb rész felel meg. Ezek alapjan az A esemény valdszintisége

2 220-220
Tysrerepp 2407 — 2 2557

P(A) = - ~ 0,1597 .
( ) Tnégyzet 2402




E lecke oldal

A sotétebb rész teriiletét tigy kaptuk meg, hogy a négyzet teriiletébdl levontuk a kimaradé két kis haromszog
tertiletét.

0 20 240

3.1. dbra. A 3.15. (,kamionos™) feladat j6 eseményeinek halmaza egy hatszog.

<=3.15. feladat

a4

Erdekesség: Szamoljuk ki annak a valészintiségét, hogy az el6z6 feladatban a két kamion egyszerre érkezik!
Ekkor a kedvez6 eseteknek a négyzet azon pontjai felelnek meg, melyek z és y koordinatdi megegyeznek,
ez pedig éppen a négyzet origdbdl induld atldjanak pontjaira teljesiil Mivel az atl6 (egy szakasz) teriilete 0,
ezért annak a valdszintsége, hogy a két kamion egyszerre érkezik, 5 402 = 0. A két kamion egyszerre érkezik
esemény természetesen nem lehetetlen esemény, a valészintisége azonban mégis 0!
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3.16. feladat. Egy két méteres rud alkotdja mentén véletlenszertien kivalasztunk két pontot, és a rudat ezen
a két helyen elftirészeljiik. Mennyi a valdszinlisége, hogy a keletkezett 3 kis rad mindegyike legalabb 40 cm
hosszu?

Megoldds: Legyen a két kivalasztott helynek a rid bal oldali végpontjatol vett tavolsaga x, illetve y centiméter.
Ekkor az eseménytér az olyan (x,y) parokbdl all, melyekre 0 < x < 200 és 0 < y < 200 teljesiil. Ezen pontok
Osszessége a sikban egy olyan négyzetnek felel meg, melynek az oldaldnak a hosszuisaga 200 egység.

Jelolje A azt az eseményt, hogy mindhdrom keletkezé rud hosszuisdga legaldbb 40 cm. Két eset lehetséges:
1. © < y. Ekkor a kis rudak hossza rendre x, y — x és 200 — y, vagyis ebben az esetben a jé eseményekhez a
négyzet azon pontjai tartoznak, melyek (z,y) koordindtdira az

r>40 y—2x>40 200—y > 40
egyenl6tlenségek mindegyike teljesiil.

2. y < z. Ekkor a kis rudak hossza rendre y, z — y és 200 — x, vagyis ebben az esetben a j6 eseményekhez a
négyzet azon pontjai tartoznak, melyek (x,y) koordindtdira az

y>40 xz—y>40 200—2z > 40

egyenl6tlenségek mindegyike teljestil.

A 3.2. dbran a sotétebb rész mutatja a j6 eseményeknek megfelel6 halmazt. Lathato, hogy a sotétebb rész két
egybevagd, egyenld szari derékszogili haromszogbdl all, ezért elegend6 az egyik teriiletét kiszamolni. A bal
fels6 derékszogli haromszog derékszognél 1évo csucsa az x = 40 és y = 160 egyenesek metszéspontja, igy ennek
a koordinatdi (40,160). Ugyanennek a hdromszognek egy mdsik pontja az x = 40 és y = z + 40 egyenesek
metszéspontja, igy koordinatdit ennek a két egyenletbdl 4llé egyenletrendszernek a megoldasaként kapjuk:
(40;80). A derékszogli haromszog befogdjanak a hossza ennek a két pontnak a tavolsagaval egyezik meg, ami

160 — 80 = 80 cm. Igy egy haromszog teriilete 8080 = 3200 cm?. Ebbél az A esemény valdszinlisége:

Tssierebb _ 2-3200
Thégyzer | 40000

P(A) =
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200

160

40

0 40 160 200

3.2. dbra. A 3.16. (,,rudas”) feladat jé eseményeinek halmaza két hdromszog.

<=3.16. feladat
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1. Fogalmazza meg a sajat szavaival, hogy mikor beszélhetiink geometriai valészin{iségi mezo6rél!
2. Egy 4cmx5cm-es téglalapnak véletlenszertien kivalasztjuk egy pontjat. Mi a valdszinlisége, hogy a
kivalasztott pont mindegyik oldaltdl legaldbb 1cm tdvolsdgra van?
0,3 0,4 0,5 0,6
3. Egy 5 cm sugart, kor alaku céltablat véletlenszertien eltalal egy 16vés. Mi a valdszinlisége, hogy a talalat
helye a kor kozéppontjatol legalabb 2, de legfeljebb 3 cm-re van?
0,16 0,2 0,25 0,3
4. Véletlenszertien kivalasztunk a [0,1] intervallumon 2 szdmot. Mennyi a valdsziniisége, hogy a két szdm
Osszege legalabb 1,2?
5. Egy 2 cm oldalhosszisagu négyzetben véletlenszertien kivalasztunk egy pontot. Mi a valészintisége, hogy a
kivalasztott pont az atlék metszéspontjatdl kevesebb, mint 0,2 cm-re van?
0,031 0,068 0,185 0,263
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4. Feltételes valdszintiség, fiiggetlenség
4.1. Feltételes valoszintiség

Sokszor el6fordul, hogy egy kisérlettel kapcsolatos A esemény valdszinliségének meghatdrozasakor
rendelkeziink valamilyen informaciéval a kisérlet kimenetelével kapcsolatban, példaul tudjuk, hogy egy B
esemény bekovetkezett. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az A esemény valdsziniiségét a B feltétel mellett adjuk
meg. Nézziink most erre egy egyszerti példat.

Példa: Egy targyat 30 jarmtimérnok és 20 kozlekedésmérnok hallgaté vett fel. Ev végén a jarmiimérnokok

koziil 24-en, a kozlekedésmérnokok koziil 15-en mentek 4t a vizsgdn. Véletlenszertien kivalasztunk a tdrgyat
felvettek koziil egy hallgatdt. Ekkor annak a valdszintisége, hogy atment a vizsgan

dtmentek szama 39

osszes hallgat6 szdama 50

0,78.

Tegyiik most fel, hogy valaki elarulja nekiink, hogy jarmiimérnok hallgatét valasztottunk ki. Ekkor annak a
valdszinlisége, hogy atment a vizsgan

dtmentek szdma a jarmiimérnokok kozt 24

jarmimérnokok szdma E

0,8.

A madsodik valdszinliség egy feltételes valdszinliség volt, hiszen arra voltunk kivancsiak, hogy mi a
valészintisége, hogy egy hallgaté dtment a vizsgdn, feltéve, hogy a hallgatd jarmiimérnok. Figyeljilk meg,
hogy a nevezében a feltételnek (jarmiinérnok hallgatd) megfelel6 esetek szdma 4ll, mig a szamlaloban azoknak
az eseteknek a szdma, amikor a feltétel és a kérdezett esemény egyszerre bekovetkezik (jarmtimérnok és atment
a vizsgan). Tulajdonképpen azt csinaltuk, hogy a teljes eseményteret (hallgatok) lesziikitettiik annak egy
részhalmazara (jarmimérnokok), és ezen az 1j, szlikebb eseménytéren hataroztuk meg a kérdéses esemény
valoszinliségét.

A feltételes valdszintiséget dltaldnos esetben is az el6z6 példdhoz hasonlé mdédon, azaz a

egylittes bekovetkezés valdszintisége
feltétel valdszintisége
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képlettel hatdrozhatjuk meg.

4.1. definici6: Ha A és B egy kisérlettel kapcsolatos két tetszéleges esemény és P(B) > 0 , akkor az A
esemény B -re vonatkozo feltételes valdszintiségét a

P(A - B)

P(AIB) = —55;

kifejezéssel definialjuk.

4.1. feladat. Legyen P(A) = 0,4, P(B) = 0,8 és P(A|B) = 0,2. Mennyi a P(B|A) valészinliség értéke?

Megoldds: A definici6 szerint, P(B|A) = £ }S?A?), ezért meg kell hatdroznunk P(B - A)-t. Ismét a definicidt és az

adatokat hasznalva a

02=P(alp) = T = FED

egyenletet kapjuk. Ezt dtrendezve P(A - B) = 0,2 - 0,8 = 0,16 adédik. Igy

(B-4) 0,16
= =04.
PA) 04 0

pBla) =L

<=4.1. feladat

4.2. feladat. Feldobunk harom dobdkockat. Feltéve, hogy legalabb 2 hatost dobunk, mi a valdszintisége, hogy
mindharom dobas hatos lesz?

Megoldds: A definicid szerint

, _ P(3 hatos és legaldbb 2 hatos) P(3 hatos )
P(3 hatos| legaldbb 2 hatos) = P(legalabb 2 hatos) ~ P(legalébb 2 hatos)
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Mivel az 6sszes eset szama 63, és 3 hatost csak egyféleképpen dobhatunk, ezért P(3 hatos) = ﬁ. Az, hogy

legalabb 2 hatost dobunk, azt jelenti, hogy vagy pontosan 2 hatost dobunk, vagy 3 hatost dobunk. Pontosan
2 hatost tigy tudunk dobni, hogy az egyik kockaval nem hatost dobunk, a masik kett6vel pedig hatost; ezért
ezeknek az eseteknek aszdma5-1-1+1-5-1+4+1-1-5 = 15. Ebbdl

15+1 16
P(legalabb 2 hatos) = = —
(legald atos) 516 516’
amibdl a kérdezett valészintiség:

=
(=)

P(3 hatos| legalabb 2 hatos) = 216 _ % = 0,0625.

[\]
(@)}

<=4.2. feladat

4.3. feladat. Tudjuk, hogy egy volt osztdlytdrsunknak 2 gyereke van. Tegyiik fel, hogy a fiuk és lanyok
sziiletésének egyenld a valdszintisége.

a) Mennyi a valdszintisége, hogy mindkét gyerek fit?
b) Egy kozosségi portdlon latunk egy fotdt a csaladrdl, amibdl kideril, hogy az egyik gyerek fit. Mi a
valoszinlisége, hogy a masik is az?

Megoldds:

a) Jelolje F, illetve L a fid, illetve lanygyereket. Az eseménytér, ) = {FF,FL,LF,LL}, ahol az els6 tag az
els6sziilottnek felel meg. Mivel a fitk és lanyok sziiletésének egyenl a valdszintisége, ezért alkalmazhatjuk
a klasszikus valdszinliségi mez6t:
jO esetek szama 1

P(mindkét gyerek fil) = = — = .
( &Y ) osszes eset szama 4
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b) Ez a feladat az el6adasokon rengeteg vitat szokott kivaltani. Sokan egybdl ravagjak, hogy a megoldas %
(hiszen a masik gyerek ugyanolyan valdszintiséggel lehet fiti vagy lany), masok meg azt, hogy % (hiszen a
feladat ugyanaz mint az el6bb). Nézziik meg, hogy valdjaban mi a helyzet!

Vegyiik észre, hogy az el6z6 részhez képest az az eltérés, hogy most egy feltételes valdszinliségrol van szo!
A kérdés gyakorlatilag az, hogy mi a valdszinlisége, hogy mindkét gyerek fiti, feltéve, hogy legalabb az
egyik fiu. A definiciét hasznalva:

y . P(2fiiéslegaldbb 1 fi)  P(2fiq)
P(2 fid] legaldbb 1 fit) = ——5q T b7 fia)  — P(legalabb 1 fid)

INYJUIING
w

Ha a kedves olvaso esetleg tovabbra is hitetlentil csévalna a fejét, akkor gondoljuk meg a kovetkezét: mivel
tudjuk, hogy az egyik gyerek fit, ezért a LL eset nem fordulhat el6, ezért az Osszes eset szdma harom
(FF,FL,LF). A j6 esetek szdma egy (amikor mindkét gyerek fit), igy a valdsziniiség %

<=4.3. feladat

4.2. definicié: A feltételes valdszintiség definicidjat felhaszndlva P(A - B) kifejezhetd
P(A-B)=P(A|B)- P(B)

alakban, amit a valdszintiségek szorzasi szabdlyanak neveziink.

4.4. feladat. Egy ldddban 8 piros, 5 zold és 3 kék golyd van. Visszatevés nélkiil kihuzunk 3 goly6t. Mennyi a
valdszinlisége, hogy elsére pirosat, masodikra kéket, harmadikra pedig zoéldet hizunk?

Megoldds: Legyen A az az esemény, hogy elsére pirosat htizunk, B az, hogy masodikra kéket, C' pedig az, hogy
harmadikra zoldet. A feladat az A - B - C' esemény valdsziniiségének a kiszamitasa. Tobbszor alkalmazva a



E lecke oldal

szorzdsi szabdlyt azt kapjuk, hogy
P(A-B-C)=P(C-B-A)=P(C|B-A)-P(B-A)=P(C|B-A)-P(B|A)-P(A).

Els6re 1% val6szintiséggel hizhatunk pirosat (hiszen a 16 golyé koziil 8 piros), igy P(A) = 3. Ha els6re pirosat
huzunk, akkor masodikra % valészinliséggel hiuzhatunk kéket (hiszen ekkor mar csak 15 goly6 van, melyek
koziil 3 kék), azaz P(B|A) = 1% Végiil annak a valdszintisége, hogy harmadikra zoldet hizunk, feltéve, hogy
elsére pirosat, masodikra pedig kéket huztunk 1—54 (a maradék 14 golyé kozott 5 zold van), azaz P(C|A-B) = %.

Ebbdl a kérdéses valdszinliség:

8 3 5

<=4.4. feladat

4.2. A teljes valdszintiség tétele és a Bayes-tétel

Gyakran taldlkozunk olyan feladattal, amelyben ismerjiik egy teljes eseményrendszerhez tartozé események
valoszinliségét, tovabba egy masik A eseménynek, a teljes eseményrendszer egyes eseményeire vonatkozo
feltételes valdszintiségeit. A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy ezen adatok birtokdban az A esemény
valdszintisége is kiszadmithato.

4.1. tétel: (A teljes valdszintiség tétele) Ha a By,Bs,...,B, események teljes eseményrendszert alkotnak, és
P(B;) > 0minden i = 1,2,...,n esetén, valamint A egy tetszéleges esemény, akkor

P(A) =) P(A|B)- P(By).
=1

Bizonyitas: Mivel a B;,Bs,...,B, események teljes eseményrendszert alkotnak, ezért B; - B; = 0 (i # j),
tovabba By + Bs + ... + B, = (). Ezt felhasznalva atirhatjuk A-t mas alakba:

A=A-Q=A-(Bi+Bs+...+B,)=A-Bi+A-Ba+...+A-B,.
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A kapott események pdaronként kizarjdk egymadst, mivel
(A-B;)-(A-Bj)=A-(B;-Bj)=A-0=0.
A 3. axioma alapjan ezért
P(A)=P(A-Bi+A-By+...+A-B,)=P(A-B))+P(A-By)+...+ P(A-B,).
A szorzasi szabdly miatt azonban P(A - B;) = P(A|B;) - P(B;), igy

P(A)=P(A-Bi1+A-By+...+A-B,)=P(A-B))+P(A-By)+...+ P(A-By) =
— P(A|By) - P(B1) + P(A|By) - P(Bs) + ...+ P(A|By) - P(By) =

= P(A|B)- P(By).
i=1

4.1. dbra. A teljes valdsziniiségtétele szerint az A esemény valdsziniisége kiszdmithaté az egymdst kizdro A - B;
események valoszintiségeinek Osszegeként.



E lecke oldal

4.5. feladat. Egy ilizemben hiarom gép gyartja ugyanazt a terméket. Az elsé gép a teljes termelés 50%-at,
a masodik gép a 30%-at, a harmadik pedig a 20%-at adja. Tapasztalataink szerint az els6 gép altal gyartott
termékek 5%-a, a mdsodik gép 4ltal gydrtott termékek 3%-a, mig a harmadik gép altal gyartott termékek 2%-a
selejtes. A nap végén a termékeket beviszik a raktarba (itt mar nem allapithaté meg, hogy melyik gép gyartotta
a terméket). Mi a valdszintisége, hogy a raktarbdl véletlenszertien valasztott termék selejtes?

Megoldds: Jelolje A azt az eseményt, hogy a kivalasztott termék selejtes, Bi,Bs, illetve Bs pedig azt, hogy a
terméket az elsé, masodik, illetve a harmadik gép gyartotta. A feladat szévege alapjan ismerjiik a B; események
val6szintségét: P(B;) = 0,5, P(Bg) = 0,3 és P(B3) = 0,2. Ismerjiik tovdbbd az A eseménynek a B; feltételek
melletti valészintiségét: P(A|B;) = 0,05, P(A|B2) = 0,03 és P(A|Bs) = 0,02. A teljes valdszinliség tételét

alkalmazva: 5

P(A) =Y P(A|B;)- P(B;) = 0,05-0,5+0,03- 0,3+ 0,02 0,2 = 0,38.
i=1
<=4.5. feladat

4.6. feladat. Visszatevés nélkiil kihtizunk a 32 lapos magyarkartya-csomagbdl 2 lapot. Mi a valdszintisége,
hogy mdsodikra pirosat htizunk?

Megoldds: Legyen A az az esemény, hogy masodikra pirosat htizunk. Legyen a teljes eseményrendszer az, hogy
elsére milyen szinl lapot huzunk: B; jelentse, hogy pirosat, Bs, hogy zo6ldet, B3, hogy makkot, B4, hogy tokot.
Természetesen P(B;) = mindegyik i-re. Ha els6re nem pirosat huzunk, akkor annak a valdszintisége, hogy

4
mésodikra pirosat htizunk -, hiszen 31 lap kéziil 8 piros; igy P(A|Bs) = (A]Bg) P(A|By) = . Ha elsére

317
pirosat htizunk, akkor annak a valdszintisége, hogy masodikra is pirosat htizunk -~ 37, hiszen a 31 lap kozott 7
piros marad; igy P(A|B;) = 31 A teljes valdszintség tételét alkalmazva
4
7 1 8 1 8§ 1 8 1
P(A|By) =— -4+ — -4+ = -4 —--=0,25
Z: | Bl=giatsiatsiata 1= 0%

A feladatot teljes valdszinliség tételének felhasznaldsa nélkiil ,jézan paraszti ésszel” is megoldhattuk volna:
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nyilvanvalo, hogy a feladatban a piros szinnek semmilyen jelent6sége nincs, igy annak a valdszintisége, hogy
masodikra pirosat hizunk, ugyanannyi, mint annak a valdszinlisége, hogy masodikra zoldet/tokot/makkot
hizunk. Mivel ezek egymast kizard események és Osszegiik a biztos esemény (azaz a 4 esemény egy teljes
eseményrendszert alkot), ezért

P(maésodikra piros) + P(mdsodikra zold) + P(masodikra makk) + P(mdasodikra tok) = 1.

Mivel mind a négy valészinliség ugyanakkora, ezért annak a valdszinlisége, hogy masodikra pirosat htizunk
0,25. Ugyanennyi a valoszintisége, hogy masodikra zoldet (makkot, tokot) htizunk. <4.6. feladat
4.2. tétel: (Bayes-tétel) Ha a By,Bs,...,B, események teljes eseményrendszert alkotnak és P(B;) > 0 minden

i=1,2,...,n esetén, valamint A egy tetsz6leges pozitiv valdszinliségli esemény, azaz P(A) > 0, akkor

P(A|By) - P(By)

P(By]A) =

n

ZP(A|Bi)'P(Bi)
i—1

Bizonyitas:  Alakitsuk at a P(By|A) valdsziniliséget a feltételes valdszinliség definicidja szerint, majd a
szamldléban alkalmazzuk a szorzdsi szabalyt, a nevez6ben pedig a teljes valoszinliség tételét:

P(By-A) _ P(A-By) _ P(A|By)-P(Bk)) _ P(A|By) - P(By)

P(By|A) = _ _ S .
> P(A|B;) - P(B;)
i=1

P(A) P(A) P(A)

O

A Bayes-tétel segitségével meghatarozhatjuk, hogy az A esemény bekovetkezése esetén milyen valészintiséggel
kovetkezik be a teljes eseményrendszernek valamely eseménye.
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4.7.feladat. Tapasztalatok szerint az egyik gyarban az elkésziilt termékek 0,1%-anak a feliiletén taldlhaté
valamilyen hiba (pl. apré karcolas). Az elkésziilt termékek feliiletét egy munkas ellenérzi. A munkas egy olyan
terméket, amelynek a feliilete hibatlan, 2% valdszintiséggel mindsit tévesen hibdsnak; mig egy hibas terméket
1% valészinliséggel mindsit (szintén tévesen) hibatlannak.

a) Mennyi a valdszinlisége, hogy a munkds hibdsnak mindsit egy terméket?

b) Egy terméket a munkas hibdsnak mindsit. Mennyi a valdszintisége, hogy a termék valéban hibas?

Megoldds:

a) Jelolje A azt az eseményt, hogy egy terméket a munkds hibasnak minésit. Jeldlje tovabba B; azt az
eseményt, hogy egy termék hibas, mig By azt, hogy hibatlan. Ekkor B; és B, teljes eseményrendszert
alkotnak. A feladat szovege alapjdn tudjuk, hogy P(B;) = 0,001, amibél P(By) = 1 — 0,001 = 0,999.
Mivel a munkas a hibas terméket 1% valdszinliséggel jénak mindsit, ezért 99% valédszintiséggel a hibas
teméket hibasnak mindsiti, azaz P(A|B;) = 0,99. A sz6vegbdl szintén kiolvashatd, hogy P(A|Bs) = 0,02.
Hasznaljuk a teljes valoszinliség tételét:

P(A) = P(A|B,) - P(By) + P(A|By) - P(By) = 0,99 - 0,001 + 0,02 - 0,999 = 0,02097,

vagyis a munkas koriilbeliil 2 szazalékos valdszintiséggel mindsit egy terméket hibasnak.

b) A kérdés az, hogy mennyi a valdszinlisége annak, hogy egy termék hibas, feltéve, hogy a munkas
hibasnak mindsiti, vagyis a P(B;|A) valdszintiséget kell kiszdmolnunk. Irjuk fel a Bayes-tételt a kérdéses
valoszinGségre:

P(A|By) - P(By) 0,99 - 0,001

= ~ 0,047,
(A|By) - P(B1) + P(A|By) - P(B2) 0,99 - 0,001 + 0,02 - 0,999

P(B1|A) = P

azaz koriilbeliil 4,7 szazalék annak a valészintisége, hogy egy, a munkas altal hibasnak talalt termék tényleg
hibds.
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<=4.7. feladat

Azt kaptuk tehat, hogy ha egy terméket a munkds hibasnak mindésit, akkor kicsi annak a

valdszinlisége (mindossze 4,7 szazalék), hogy a termék tényleg hibas. Vajon mi értelme lenne
akkor egy ilyen munkatarsat alkalmazni?! A valaszhoz el6szor gondoljuk meg a kovetkez6t:

Aktivitas: Szamitsa ki annak a valdészinliségét, hogy egy, a munkas &ltal hibatlannak mindsitett termék
valéban hibatlan!

Lassan korvonalazddik a munkatars haszna. Képzeljiik el, hogy 1étezik egy draga berendezés, amellyel pontosan
meg lehet allapitani egy termékrdl, hogy van-e a felszinén hiba. Azonban a vizsgélat sokkal tovabb tart, mint
a munkas altali szemrevételezés, ezért az Osszes termék megvizsgaldsa gyakorlatilag lehetetlen. Ehelyett a
kovetkez6képpen jarunk el: a munkas megvizsgalja a terméket, és ha jonak taldlja, akkor szinte biztosak
lehetiink benne, hogy a termék hibatlan (lasd az el6z6 aktivitdsbeli feladatot). Ha a munkds hibasnak taldlja
a terméket, akkor megvizsgdljuk a berendezéssel is, igy dontjiik el, hogy valéban hibds-e a termék. Mivel egy
terméket a munkds 0,02 valdsziniiséggel minésit hibdsnak, igy dtlagosan csak minden 50. terméket kell a

berendezéssel megvizsgalni, és igy rengeteg id6t (és vele pénzt) takaritunk meg.

Erdekesség: Az egészségiigyben hasonlé elven miikédik szdmos sziirvizsgalatra szolgald teszt. A
Down-szindrémat példdul a magzat kromoszédmavizsgalataval ki lehet mutatni, ez azonban egy rendkiviil
kockazatos beavatkozast igényel, amely noveli a vetélés esélyét. Ezért ehelyett a Down-szindréma sz{irésére
kiilonféle, kockazatmentes teszteket fejlesztettek ki (jelenleg az in. kombinalt teszt a legjobb). Ha a teszt
negativ eredményt ad, akkor a sziiletend6 gyerek ,szinte biztosan” nem lesz Down-szindromas (kozel 1
a valdszintisége). Ha a teszt pozitiv eredményt ad, még akkor is kicsi a valoszinlisége, hogy a sziiletend6
gyerek Down-szindromas lesz (vagyis nem kell egyb6l megijedni!). Ilyen esetekben azonban a kismamaknak
felajanljak, hogy elvégzik a magzati kromoszémavizsgalatot.
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4.3. Események fiiggetlensége

A hétkoznapi életben akkor szoktunk két eseményt fliggetlennek tekinteni, ha egyiknek sincs semmilyen
y,hatasa” a masikra. A valdszinlség-szamitasban a fiiggetlenséget masképp definidljuk, de majd egy késébbi
tétel biztositja, hogy az igy definialt fiiggetlenség pontosan a hétkoznapi értelemben elvart fiiggetlenségnek
felel meg.

4.3. definicié: Két eseményt fiiggetlennek neveziink, ha az egyiittes bekovetkezésiik valdszintisége egyenld
a valészintiségeik szorzataval, azaz
P(A-B)=P(A)-P(B).

Definici6 szerint tehat 2 esemény akkor fiiggetlen, ha az egyiittes bekdvetkezésiik valdszinlisége egyenl6 a
kiilon-kiilon vett bekovetkezésiik valoszintiségeinek szorzataval.

4.8. feladat. Egy magyarkartya-paklibdl kihtzunk egy lapot. Legyen A az az esemény, hogy a kihuzott lap
piros, mig B, hogy a kihuzott lap 4sz. Fiiggetlen-e a két esemény?

Megoldds: Nyilvan P(A) = % és P(B) = %. Mivel az A - B esemény azt jelenti, hogy a kihuzott lap a piros asz,
ezért P(A - B) = 5. De ekkor

P(A-B)= o =< =P(4) P(B)

| =
ol =

ezért a definicié szerint A és B fiiggetlenek. =48, feladar

Természetesen nem csak két, hanem tobb esemény fiiggetlenségérdl is beszélhetiink. Az események
fliggetlenségének a fenti definicidjat kis mddositassal kiterjeszthetjiik tobb eseményre is.
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4.4. definicié: Az A;,As,...,A, eseményeket (teljesen) fiiggetleneknek nevezziik, ha bdrhogyan is

valasztunk ki koziiliik k¥ darab eseményt (k = 2,3,...,n), ezek szorzatanak valdsziniisége egyenls az egyes
események valdszintiségeinek szorzataval. Az A;,As, ..., A, események fliggetlensége esetén tehat a
P(A;-Aj- k) =P(A4;) - P(4;) - P(Ax) 1<i<j<k<n

P(Ay-Ay-...-Ay) = P(A1)- P(Ay) -...- P(Ay)

egyenl6ségeknek mind teljestilniiik kell.

Vagyis tobb esemény akkor fiiggetlen, ha barhogy is vélasztunk ki koziilik néhdnyat, ezek szorzatdnak a
valészinlisége meg kell, hogy egyezzen az egyes események valdszintiségeinek a szorzataval. Vigyazat: vegyiik

észre, hogy itt Osszesen Z (Z) = 2" — n — 1 feltételnek Kkell teljesiilni!
k=2

Az alabbi tétel a feltételes valdszinliség és az események fliggetlenségének a definicidjaval egyszertien belathatd
(a bizonyitast az olvasora bizzuk).

4.3. tétel: Ha A és B fliggetlen események, akkor
P(A|B)=P(A) és P(B|A)=P(B).
A tételben szerepl6 két allitas felel meg az események hétkoznapi értelemben haszndlt fiiggetlenségének, ui. a

tétel azt mondja ki, hogy ha két esemény fiiggetlen, akkor egyik bekovetkezése sem valtoztatja meg a madsik
bekovetkezésének a valdszinliségét (nincs ra hatassal).



E nlecke LN oldal

4.4. tétel: Ha A és B fiiggetlen események, akkor A és B, A és B, valamint A és B is fiiggetlen események.

Bizonyitds: Az atalakitdsok sordn azt fogjuk kihaszndlni, hogy A - B = A — B, a kiilonbség valdszin(isége
P(A— B)= P(A) — P(A- B), tovabba azt, hogy ha A és B fiiggetlenek, akkor P(A - B) = P(A) - P(B).

P(A-B) = P(A— B) = P(A) — P(A- B) = P(A) — P(A) - P(B) = P(A) - (1 — P(B)) =

— P(A)- P(B).
Azt kaptuk, hogy P(A - B) = P(A) - P(B), tehat A és B fiiggetlenek. Hasonléan lathat6 be a tétel mdsik két

allitsa is. g

4.9. feladat. Egy iroddban harom 4j fénymdsoldt vesznek, amelyek aztan egymadstdl fliggetleniil miikodnek. Az
els6t 0,3, a masodikat 0,4, a harmadikat 0,5 valdszintiséggel kell 1 éven beliil javitani. Mennyi a valdszintisége,
hogy

a) 1 éven beliil egyikhez sem kell szerel6t hivni,
b) legaldbb az egyik elromlik 1 éven beliil,

¢) pontosan 2 romlik el egy éven beliil?
Megoldds:

a) Jeldlje A, B, illetve C azt az eseményt, hogy az els6, a masodik, illetve a harmadik fénymasolo elromlik 1
éven beliil. Ekkor felhaszndlva, hogy fliggetlen eseményekr6l van szé:

P(egyik sem romlik el 1 éven beliil) = P(A- B-C) = P(A) - P(B) - P(C) =0,7-0,6 -0,5 = 0,21.

b) A legaldbb egyik elromlik esemény komplementere az egyik sem romlik el, igy felhasznalva az el6z6 rész
eredményét:

P(legalébb 1 elromlik 1 éven beliil) = 1 — P(egyik sem romlik el 1 éven beliil) = 1 — 0,21 = 0,79.
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¢) Az, hogy pontosan 2 gép romlik el, felbonthaté 3 esemény Osszegére: az elsé nem romlik el, a mésik kett6
igen+ a masodik nem romlik el, a masik kett6 igen+ a 3. nem romlik el, a masik ketté igen. Igy

P(pontosan ketté romlikel) = P(A-B-C+A-B-C+A-B-C)=P(A)- P(B)- P(C)+

+P(A)-P(B) - P(C) + P(A)- P(B)-P(C) =0,7-04-0,5+0,3-0,6-0,5+0,3-0,4-0,5 = 0,29.

<=4.9. feladat



LIKILS < locke B2

1. Tudjuk, hogy P(A) = 0,5, P(B) = 0,6 és P(A|B) = 0,7. Mennyi a P(A + B) valdsziniiség értéke?

2. Feldobunk 2 dobdkockat. Feltéve, hogy dobunk paratlan szamot, mennyi a valésziniisége, hogy dobunk

hatost?
6 27 3 6
36 36 27 27

3. Egy véarosban a lakossag 48 szazaléka férfi, 52 szazaléka nd. A férfiak 65, a n6k 70 szazaléka 6tven évnél
fiatalabb. Véletlenszertien kivalasztjuk a varos egy lakosat. Mennyi a valészinlisége, hogy legaldbb 50 éves?

4. Ha az el6z6 feladatban egy véletlenszertien kivdlasztott lakos 50 évnél fiatalabb, akkor mi a valészintisége,
hogy férfi?
0,462 0,778 0,6 0,667

5. Egy gydrban harom gép miikodik egymastdl fiiggetleniil. Az els6 gép 0,03, a mdsodik 0,05, mig a harmadik
0,02 valdszintiséggel romlik el egy nap. Mennyi a valdsziniisége, hogy egy nap legalabb az egyik gép
elromlik? Az eredményt 6t tizedesjegy pontossaggal adja meg!
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5. Modulzaré feladatok

Njeladel Az aldbbi kérdések megvalaszolasara 1 6rdja van:

Egy tizletkozpontban két bankautomata és két mozgdlépcs6é van. Jeldlje A; és Ao, hogy az elso, illetve
masodik bankautomata miikodik egy nap; jelolje tovabba By és B, hogy egy nap folyaman az elso, illetve
mdsodik mozgdlépcs6é miikodik. Mit jelent az (A; + Asg) - (B1 + Ba) esemény?

Mindegyik mozgdlépcsé és bankautomata miikodik.
Legalabb az egyik bankautomata, és legalabb az egyik mozgdlépcsé mikodik.
A 4 berendezés koziil legalabb az egyik miikodik.

A 4 berendezés koziil legaldbb az egyik nem miikodik.
Az A és B események fiiggetlenek. Tudjuk, hogy P(A) = 04 és P(B) = 0,8. Mennyi a P(B — A)
valoszinliség értéke?
Véletlenszertien leiiltetiink nyolc embert egymas mellé egy sorba. Mennyi a valdszintisége, hogy Andras és
Bea egymas mellett fog iilni?
Véletlenszertien kivédlasztunk egy valédi 6tjegy(i szamot. Mennyi a valdszintisége, hogy a kivéalasztott szdm
szamjegyei kozt lesz legaldbb egy darab 1-es vagy 2-es?

0,615 0,681 0,734 0,804

A 32 lapos magyarkartya-csomagbol visszatevés nélkiil kivalasztunk négy lapot. Mennyi a valészintisége,
hogy pontosan egy asz lesz a kivdlasztottak kozt?

0,258 0,364 0,415 0,462



E lecke oldal

Egy lizembe két cég szdllitja az alkatrészeket. Az els6 cég az alkatrészek 40, a masik pedig a 60 szazalékat
szallitja. Az els6 cégnél az alkatrészek 3 szazaléka, a masodikndl az alkatrészek 2 szdzaléka hibas. Egy
napon mindkét cég meghozza az arut, amit aztan bevisznek a raktarba Mennyi a valdszintisége, hogy egy, a
raktarbdl véletlenszeriien vdlasztott alkatrész hibds?

Ha az el6z6 feladatban egy, a raktarbdl véletlenszerien valasztott alkatrész hibatlan, akkor mennyi a
valdszintlisége, hogy az elsé cégtdl szarmazik?

0,352 0,365 0,388 0,398

Feldobunk harom dobdkockat. Feltéve, hogy a dobott szamok szorzata paratlan, mennyi a valdszintisége,
hogy a dobott szamok szorzata primszam? (Az 1 nem primszam!)

0,222 0,333 0,444 0,510

Egy haz egyik 5 x 3m-es (téglalap alaku) oldalfalan két 1,5 x 1,5m-es ablak van. Egy darazs véletlenszerien
raszall a haz faldra. Mi a valésziniisége, hogy az egyik ablakra fog raszallni?
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6. A valdszintliségi valtozo

Sok esetben egy kisérlet elvégzése soran az elemi eseményekhez egy szamérték is tartozik: példaul a
kockadobasnal a pontok szama. Léteznek azonban olyan kisérletek is, ahol az eseménytér nem szamokbdl
all: ha példaul arra vagyunk kivancsiak, hogy mennyi annak a valdszintisége, hogy egy kétgyerekes csaladban
mindkét gyerek lany, akkor az eseménytér az ) = { FF,F'L,LF,LL} halmaz (F a fiut, L a lanyt jeloli). Ilyenkor is
megtehetjiik azonban, hogy minden elemi eseményhez hozzarendeliink egy szamot: rendeljiik hozza mondjuk
ebben az esetben minden elemi eseményhez a lanyok szdmat (vagyis az F'F-hez a 0-t, az F'L, illetve LF-hez
az 1-et, mig a LL-hez a 2-t rendeljiik hozzd). Ily médon ebben az esetben is minden egyes elemi eseményhez
tartozik pontosan egy szamérték. Mivel ezen szamérték megjelenése az elemi esemény bekovetkezésétol fiigg,
ezért beszélhetiink a szdmérték bekovetkezésérdl is.

6.1. A valdsziniiségi valtozé

6.1. definicio: Ha egy kisérlettel kapcsolatos elemi események mindegyikéhez egyértelmiien
hozzéarendeliink egy-egy valds szamot, akkor az elemi események (2 halmazan egy X :  — R fiiggvényt
értelmeziink. Ezt a fliggvényt valoszinliségi valtozénak nevezziik.

Az, hogy milyen szamot rendeliink az egyes elemi eseményekhez, valdjaban csak téliink fiigg, igy- mint ahogy
arra mindjart példat is néziink- ugyanahhoz a kisérlethez tobb valészinliségi véltozot is megadhatunk. A
kovetkezd két dolgot érdemes azonban szem el6tt tartani: ha az egyes elemi eseményekkel egyiitt valamilyen
szamértékek is addédnak és ezek mindegyike fontos a tovabbi vizsgalatok szempontjabdl, akkor érdemes az
egyes elemi eseményekhez a veliik egyiitt megjelen értékeket rendelni. Ellenben, ha az elemi eseményekhez
kozvetleniil nem tartozik szamérték, akkor az eseményekhez rendelt szamértékeket tigy célszeri megvalasztani,
hogy a tovabbi elemzés, szdmolds sordn ne okozzanak felesleges bonyodalmakat.
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Példa. Feldobunk két dobdkockat. Ha szamunkra csak az érdekes, hogy a dobott szamok 0sszege paros-e, akkor
valaszthatjuk a kovetkez6 valdszintiségi valtozoét:

X, — 0, ha a dobott szamok 6sszege paratlan;
! 1, ha a dobott szamok 6sszege paros.

Ha az érdekel minket, hogy hany hatost dobtunk, akkor valaszthatjuk a kovetkezé valészintiségi valtozot:

0, ha nem dobtunk hatost;
X9 =< 1, ha 1 hatost dobtunk;
2, ha 2 hatost dobtunk.

Végezetiil ha szamunkra az a fontos, hogy a két szdm koziil mekkora a nagyobbik, akkor tekinthetjiikk a
kovetkez6 valdszintiségi valtozot:

ha a dobott szdmok maximuma az 1;
ha a dobott szamok maximuma a 2;
ha a dobott szdmok maximuma az 3;
ha a dobott szamok maximuma a 4;
ha a dobott szamok maximuma az 5;
ha a dobott szamok maximuma a 6.

Xo

O O W N =

Aktivitas: [rjon fel a fiizetébe tovabbi két valdszintiségi valtozét ugyanezzel a kisérlettel kapcsolatban!

Ha egy kisérlet sordn az a; elemi esemény kovetkezik be és a valdszinliségi valtozé megadasakor ehhez az z;
értéket rendeltiik, akkor azt mondjuk, hogy az X valdszinliségi valtozé az x; értéket veszi fel, az x; -t pedig az
X egy lehetséges értékének nevezziik. Példaul a fenti X; valészin(iségi valtozd a 0 és 1 értékeket veheti fel.
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6.1.1. Diszkrét valdszin(iségi valtozo

6.2. definici6: Egy valdszinliségi valtozdt diszkrétnek neveziink, ha a lehetséges értékeinek halmaza
megszamlalhaté (azaz véges sok vagy megszamldlhatéan végtelen sok lehetséges értéke van).

Példa. Kitoltiink egy otoslotto szelvényt. Legyen az X valdszin(iségi valtozd a taldlataink szama. Ekkor X
lehetséges értékei: 0,1,2,3,4,5, igy a lehetséges értékek szama véges.

Példa. Tamas és apukaja megbeszélik, hogy minden este jatszanak egy sakkpartit egészen addig, amig Tamads
nem nyer. Legyen a val6szin(iségi valtozé értéke, hogy hany partit fognak lejatszani. Ekkor a lehetséges értékek
halmaza végtelen: 1,2... (nincs fels6 korlat).

Ha egy 2 eseménytéren értelmezett X diszkrét valdszinliségi valtozo lehetséges értékei az xy, (kK = 1,2,...)
valds szamok, és egy esemény bekovetkezésekor az X értéke zy , akkor azt mondjuk, hogy az {X = x;}
esemény kovetkezik be, és az esemény bekovetkezési valészinliségét p, = P(X = zy)-vel jeloljiik.

6.3. definicio: Az X diszkrét valdszinliségi valtozé lehetséges értékeihez tartozd bekovetkezési
valoszintiségek Osszességét X eloszlasanak nevezziik. Azaz, ha X lehetséges értékei az x5 , (k = 1,2,...)
szamok, akkor X eloszldsa a pr = P(X = z) (k = 1,2,...) bekovetkezési valoszintiségek Gsszessége.

Egy diszkrét valdszinliségi valtozo eloszlasanak megadasahoz tehat egyrészt meg kell mondani, hogy milyen
értékekeket vehet fel a valdszinliségi valtoz6, masrészt meg kell adni, hogy az egyes értékeket milyen
valészintiséggel veszi fel.
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6.1. feladat. Andréas és Béla a kovetkezd jatékot jatsszak: mindketten feldobnak egy dobdkockét. Ha egyikiik
sem dobott hatost, akkor Béla fizet Andrasnak 10 Ft-ot. Ha pontosan az egyikiik dob hatost, akkor Andras fizet
Bélanak 20 Ft-ot, ha pedig mindketten hatost dobnak, akkor Andrds 60 Ft-ot fizet Bélanak. Legyen X Béla
nyereménye. [rjuk fel X eloszlasat.

Megoldds: A valdszinliségi valtozé lehetséges értékei: —10, 20, 60. Szamoljuk ki, hogy milyen valészintiségekkel
veszi fel X ezeket az értékeket!

Béla akkor fizet Andrasnak 10 Ft-ot, ha egyikiik sem dob hatost. Ennek a valdszin(isége % (hiszen az 0Osszes
esetek szdma 6 - 6, mig a jé esetek szdma 5 - 5, igy P(X = —10) = %.

Béla akkor nyer Andrastél 10 Ft-ot, ha pontosan egyikiik dob hatost. Mivel ez tizféleképpen fordulhat el6, ezért
ennek a val6szintisége 12, igy P(X = 10) = 1.

Végezetiil Béla akkor nyer 60 Ft-ot, ha mindketten hatost dobnak. Ez csak egyféleképpen fordulhat eld, igy
ennek a valészintisége ==, azaz P(X = 60) = %. A fentieket 0sszefoglalva X eloszlasat megadhatjuk az alabbi

36°
modon (az els6 sorban X lehetséges értékei, mig a masodik sorban az adott értékhez tartozé valdszinliség
szerepel):
—-10 20 60
X:{ 25 10 1 . ol
36 36 36
Megjegyzés: Arra a kérdésre, hogy kinek kedvezoé ez a oal
jaték, a késobbiekben visszatériink.
0,2
0 e

-10 20 60

6.1. abra. A feladatban szerepld eloszlds.

<=6.1. feladat
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6.2. feladat. Egy urndban 3 piros és 7 kék golyé van. Kihuzunk egy golydt, majd visszatessziik az urndba,
és egészen addig huzunk igy visszatevéssel, amig pirosat nem kapunk. Legyen az X valdszinlségi valtozo a
huzasok szama. Adjuk meg X eloszlasat!

Megoldds: Az X valdszinliségi valtozo most végtelen sok értéket vehet fel, hiszen nincs felsé korldtja annak,
hogy hanyadikra hizunk el6szor pirosat, igy X lehetséges értékei 1,2.... Ahhoz, hogy az Osszes lehetséges
értéknél megmondjuk, hogy X milyen valdszinliséggel veszi fel az adott értéket, most célszerli egy képletet
keresni. Nyilvdn annak a valdszintisége, hogy elsére pirosat huzunk, %. Legyen most k egy 1-nél nagyobb
egész szam. Ekkor az, hogy éppen a k. htizasra htuzunk el6szor pirosat, azt jelenti, hogy az els6é k& — 1 htzas
soran mindig kéket huztunk, mig a k. huizasra pirosat htiztunk. Mivel ezek fiiggetlen események, ezért az

egylittes bekovetkezés valdszinlisége egyenld a kiilon-kiilon vett valdszintiségek szorzataval, azaz

P(k-ra huzunk el6szor pirosat) = P(elsére kéket htizunk) - P(mdsodikra kéket huzunk) - . ..

k—1
- P((k — 1)-re kéket htizunk) - P(k-ra pirosat hizunk) = % : % e 1—70 13—0 = (%) : 13—0
N—_——
(k—1) darab

Vegyiik észre, hogy a képlet k£ = 1 esetén is igaz, hiszen annak a valdszintisége, hogy elsére pirosat hizunk,
valéban
( 7 )0 3 3
10/ 10 10
Vagyis az X valdszintiségi valtozé eloszlasat a

P(X:k):(llo)k_l-% k=12...

valészinliségek hatdrozzdk meg. A 6.2. abrdn az eloszlas abrazolasat lathatjuk. 6.2, feladat

Megjegyzés: A nemsokara ismertetésre keriil6 nevezetes diszkrét valdszintiségi valtozok eloszlasat is képlet
segitségével fogjuk megadni.
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0,3F

0,2

0 - - >
0 2 4 6 8 10 12 14 16

6.2. dbra. A 6.2. feladatbeli eloszlds.

6.1.2. Folytonos valdszintiségi valtozo

Nem minden valdszintiségi valtozonal tudjuk a lehetséges értékeket felsorolni. Példaul legyen az X
valoszintliségi valtozo értéke egy tijonnan atadott négyemeletes haz esetén az els6 beazasig eltelt id6 napokban
szdmolva (ez természetesen lehet nem egész szam is). Ekkor a lehetséges értékek halmaza a [0,00) félegyenes,
igy a valdszinliségi valtozonak nem megszamlalhatéan végtelen sok értéke van.

6.4. definici6: Egy valoszinliségi valtozot folytonosnak neveziink, ha a lehetséges értékei egy vagy tobb
intervallumot alkotnak (lehet nem korlatos is).

A folytonos valdszinliségi valtozokat a hamarosan ismertetésre keriil6 eloszlas-, illetve stirtiségfiiggvényiikkel
lehet megadni.

Aktivitas: Taldljon ki még legalabb két folytonos valdszintiségi valtozadt!
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6.2. Az eloszlasfiiggvény

6.5. definici6: Az X valdszinliségi valtozd eloszlasfiiggvényének nevezziik azt az F fliggvényt, amely
minden val6s = értékhez hozzarendeli annak valdszintiségét, hogy az X valdszin(iségi valtozd z-nél kisebb

értéket vesz fel, azaz
F(z)=P(X <z z e R.

6.3. feladat. Adott az X diszkrét valdszintiségi valtozé eloszldsa:

-1 2 5
X'{ 0,1 04 05

[rjuk fel, és dbrazoljuk z eloszlasfiiggvényét!

Megoldds:

— Széamoljuk ki a definici6 alapjan az eloszlasfiiggény értékét néhany pontban! Definicié szerint F'(—2) annak
a valdszintiségével egyenld, hogy a valoszinliségi valtozé —2-nél kisebb értéket vesz fel. Mivel X sosem vesz
fel —2-nél kisebb értéket, ezért F'(—2) = 0. Hasonléan kapjuk, hogy F(—1,6) = 0, s6t F'(z) = 0 minden
olyan x értékre, melyre z < —1.

— Definici6 szerint F'(0) annak a valdszintiségét adja meg, hogy X 0-ndl kisebb értéket vesz fel. Ez csak ugy
lehet, ha X a —1 értéket veszi fel. Mivel ennek a valdsziniisége 0,1, ezért F(0) = 0,1. Hasonl6an kapjuk,
hogy F'(1,5) = 0,1, s6t F(z) = 0,1 minden olyan z-re, melyre —1 < z < 2 teljesiil.

— Definici6 szerint F'(3) annak a valészinliségét adja meg, hogy X 3-nal kisebb értéket vesz fel. Ez tigy lehet,
ha X a —1 vagy 2 értékeket veszi fel, ennek a valészintisége 0,1+0,4 = 0,5. Ezért F'(3) = 0,5, s6t hasonléan
belathatd, hogy F'(xz) = 0,5 minden olyan x esetén, melyre 2 < z < 5 teljesiil.
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— F(7) = 1, hiszen X biztos, hogy 7-nél kisebb értéket fog felvenni. Hasonléan adddik, hogy F(x) = 1
minden 5 < z esetén.

Osszefoglalva: az X valdszinfiségi valtozé eloszlasfiiggvénye a kovetkezd alakban adhaté meg:

0, ha z<-1;
0,1, ha -1<z<2;

F =
() 0,5, ha 2 <z <5
1, ha 5<u.
<6.3. feladat
1 o
0,5F o0
0,1
o——o
- L >
-1 0 2 5

6.3. abra. Diszkreét eloszldsu valoszintiségi vdltozo eloszldsfiiggvénye ,lépcsos” fiiggvény (az dbrdn a 6.3. feladatban
meghatdrozott eloszldsfiiggvény ldthato).
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Az eloszlasfiiggvény definicidjabdl kovetkeznek az aldbbi tulajdonsagok:

6.1. tétel: Legyen X egy tetszéleges valdsziniiségi valtozd, az eloszlasfiiggvénye pedig legyen F'(z). Ekkor
F(x) rendelkezik az aldbbi tulajdonsdgokkal:

1. 0< F(z) < 1.
2. Monoton névé, azaz ha a < b, akkor F'(a) < F(b).
3. lim F(z)=0 ¢és lim F(z)=1.

Tr—00

T——00
4. F(x) minden pontban balrdl folytonos, azaz lim . F(z) = F(a).
r—a—

Bizonyitas:

1. Mivel az eloszlésfiiggvény értéke egy esemény valdszintiségét adja meg, igy 0 < F(x) < 1.

2. Haa < b, akkor {X < b} ={X <a}+{a < X < b}. Ezzel az {X < b} eseményt egymdst kizdr6 események
Osszegeként irtuk fel, igy a 3. axidéma miatt a valdsziniisége ezen két esemény valdszinliségének az 6sszege,
azaz P(X < b) = P(X < a)+ P(a < X < b). Az eloszlasfliggvény definicidja alapjan ez atirhatd
F(b) = F(a) + P(a < X < b) alakba. Mivel P(a < X < b) > 0, ezért F'(a) < F(b).

A 3. és a 4. tulajdonsdgot nem bizonyitjuk.
([

Az eloszlasfiiggvény definicidja alapjdn, ha az X valdszinliségi valtozd eloszlasfiiggvénye F'(x), akkor az
{X < a} esemény valészinlisége F'(a). Az aldbbi tétel azt mutatja meg, hogy az {X > a}, {a < X < b}, {X > a}
és az {X = a} események valdsziniisége hogyan szdmithaté ki az eloszlasfiiggvény segitségével.
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6.2. tétel: Legyen az X valészinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye F'(x). Ekkor

1. P(X >a)=1- F(a)

2. P(a< X <b)=F(b)— Fla)
3. P(X >a) = —mli}g}_OF(fL‘)
4. P(X:a)—zggr}roF(x)—F(a)

Bizonyitas:
1. Az {X > a} esemény az {X < a} esemény komplementere, ezért
P(X>a)=1-P(X <a)=1-F(a).

2. Az {a < X < b} esemény az {X < b} és az {X < a} események kiilonbsége, rdaddsul e két esemény
kozott fenndll az {X < a} C {X < b} reldcié is. Az események kiilonbségének valoszintiségére vonatkozd
Osszefiiggés alapjan kapjuk, hogy

Pla<X <b)=PX<b—P(X<a)=F(b)—F(a).

1 1
3. P(X >a)= lim P<X>a—|—> = lim (1—P(X<a+>> =1— lim F(z).
n—00 n n—00 n z—a+0
4. Az {X =a} esemény az {X > a} és az {X > a} események kiilonbsége, tovabbd teljesiil az is, hogy
{X >a} C {X > a}. Az események kiilonbségének valészinliségére vonatkozd Osszefiliggés és a tételbeli
1. és 3. pontok alapjan kapjuk, hogy

P(X:a):P(XZa)—P(X>a):1—F(a)—<1— lim F(a;))z lim F(x)— F(a).

r—a+0 z—a+0



E mlecke LAl oldal

O

Nézziik meg most egy konkrét példan, hogyan lehet az eloszlasfiiggvény segitségével kiilonféle valdszinliségeket
kiszamitani!

6.4. feladat. Adott az X valdszintiségi valtozd eloszlasfiiggvénye:

1-— ?83 ha2 <z
Fa) = { 0 kiilonben .

Hatarozzuk meg a kovetkez6 valdszintiségeket:

a) P(X < 1) b) P(X < 5) c) P(X =6)
d) P(X <4) e) P(X >6) f P(X >3)
2 P6E<X<9) h) P(X > 8|X > 6) ) P(X <9|X >3)

Megoldds:

a) Az eloszlasfiiggvény definicidja szerint P(X < 1) = F(1) = 0.

b) Ismét a definici6t hasznélva P(X < 5) = F(5) =1 — & = 0,936.

c) A6.2. tétel szerint P(X =6) = h]gi OF(as) — F(6). Vegyiik észre, hogy az eloszlasfiiggvény folytonos,
z—

ezért lim = F(6), amibdl
z—6+0

P(X =6) = lim F(x) - F(6) = F(6) ~ F(6) = 0.

Hasonldan belathatod, hogy ha az X valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye folytonos, akkor tetszéleges a
valds szdmra P(X = a) = 0 teljesiil.
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d) Az el6z6 pontbeli megjegyzésiink miatt P(X = 4) = 0. Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
8
P(X <4) = P(X <4) + P(X =4) = F(4) + 0 = 1 - 75 = 0,984375.

e) Az X > 6 esemény komplementere az X < 6 esemény. Hasznéljuk fel a P(A) = 1 — P(A) 6sszefiiggést:

8
P(Xzﬁ):1—P(X<6):1—F(6):1—(1—63)x0,037.

P(X>3):1—P(X§3):1—[P(X<3)+P(X:3)]:1—(F(3)—|—0):1—<1—3i>m0,296.

g) A6.2. tétel szerint P(a < X < b) = F(b) — F(a), igy
8 8
P(6<X <9)=F(9) ~F(6) =1~ g5 — (1 - &5 ) ~0.0033

h) Vigyazzunk arra, hogy most egy feltételes valdszintiséget kell kiszamitanunk! A feltételes valdszinliség
definicidja szerint:
P(A-B)
P(B)

A feltételes valdszintiség definicidjat, illetve a kordbbi pontok eredményeit felhaszndlva:

P(A|B) =

8
P(X>8ésX>6)_P(X>8)_1—F(8)_1_<1_83>

P(X > 6) P(X>6)1—F(6)1_(1_8)”~*0,422.

P(X >8|X >6) =
63
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)

8 8
1———(1- =
CP(X<9éX>3) PB<X<9) F@O)-F3) = 9 < 33>~
P(X <9|X >3) = PX>3) = FXs3 - 1-F0) " 1_( 8) ~ 0,963.

<=6.4. feladat

6.5. feladat. Egy ujonnan 4tadott tutszakasz dllapotdt kiilonféle paraméterek alapjan (pl. nyomvalyud)
rendszeresen osztalyozzdk. Ha az utszakasz allapota egy bizonyos szint ald siillyed, akkor valamilyen
beavatkozast kell végrehajtani (pl. fel kell gjitani). Az X valdszinlségi valtozd legyen az elsé beavatkozdsig
eltelt id6 évben szdmolva (természetesen X nem csak egész értékekeket vehet fel). Tegyiik fel, hogy X

eloszlasfiiggvénye:
0, ha x <0;
Fa)={ & hao<s<6
€Tr) = - .
216" AU SE=D
1, ha 6<x.

Mennyi a valészintisége, hogy az elsé ot évben nem lesz sziikség beavatkozasra?

Megoldds: Az, hogy az els6 5 évben nincs sziikség beavatkozasra, azt jelenti, hogy az els6 beavatkozasig eltelt
id6 legaldbb 5 év, azaz az X > 5 esemény valdszinliségére vagyunk kivancsiak. A korabbi ismereteinket
felhasznélva:

3
P(els6 5 évben nem kell beavatkozni) = P(X >5)=1—-F(5) =1— %6 ~ 0,421.

Vagyis koriilbeliil 42 szadzalék annak az esélye, hogy az els6 5 évben nem kell semmilyen beavatkozast
végrehajtani. +6.5. feladat
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Megjegyzés: Sok esetben az X valdszinliségi valtozo egy alkatrész, termék, gép stb. élettartamat adja meg.
Ekkor annak a valdszintisége, hogy a gép még ¢ id6 elteltével is mtikodik, 1 — F'(¢)-vel egyenld, ahol F' az X

//////



LIKILS Y locke B2

.Az 1,2...,10 szdmok koziil véletlenszer(ien kivadlasztunk egyet. Az X valdsziniiségi valtozé értéke legyen
a kivalasztott szam 6-tal valdé osztds utdni maradéka. Milyen értéket vesz fel az F' eloszlasfiiggvény a 3,5
helyen, azaz mivel egyenl6 F(3,5)?

. Az X valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye:

0, ha z<0;
2

F(z) = x;fx, ha 0<a<4;
1, ha 4<uz.

Mennyi a P(X > 5) val6szintliség értéke?

. A 2. 6nellen6rzé feladat esetén mennyi a P(2 < X < 3) valészinliség értéke?

17 15 7 9
24 24 24 24
. Az X valoszinlségi valtozo eloszlasfiiggvénye:

0, ha z <0;
F(z) = { 1—e 2 ha 0<ux.
Mennyi a P(X > 1) val6szintiség értéke?
0,135 0,368 0,865 0,632
. A 4. 6nellen6rz6 kérdés esetén mennyi a P(X > 2|X > 1) valészinliség értéke?
0,018 0,245 0,865 0,135
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6.3. A stirliségfiiggvény

A valdszintliségi valtozok kozott kiilon figyelmet érdemelnek azok, melyek eloszlasfiiggvénye el6all egy masik
fliggvény integraljaként.

6.6. definici6: Az X valodsziniiségi valtozdt folytonos eloszlasunak nevezziik, ha az eloszlasfiiggvénye
(—oo-hez tartozo) integralfiiggvény, azaz van olyan f fiiggvény, amelyre

/f(t)dt:F(m) x eR.

A fenti definicié szerint adott F-hez kereslink megfelel6 f-et. Azonban a definiciéban szereplé f korantsem
egyértelmd, hiszen ha egy, a feltételnek megfelels f fiiggvény értékeit megszamldlhaté (véges vagy
megszamlalhatéan végtelen) sok helyen megvaltoztatjuk, akkor az az integral értékét nem befolyasolja.
A definicionak megfelel6 f fliggvények koziil olyat célszeri valasztani, ami a legkevesebb helyen nem
folytonos.  Tudjuk azt is, hogy abszolut folytonos fliggvény majdnem mindeniitt differencidlhatd és
egyenl6 a derivaltjanak hatarozatlan integréljaval, igy abszolit folytonos F esetén a f = F’ megfelel
a fenti kovetelményeknek. A kérdés mdr csak az, hogy mit tegylink azokban a pontokban, ahol F
nem differencidlhaté. Megtehetnénk azt is, hogy ezeken a helyeken f-et nem definidljuk, s6t akar
tetsz6leges értéket is adhatndnk neki, az az integral értékét nem fogja befolydsolni. Mi itt azt a (mdszaki
alkalmazdsokban elterjedt) megoldast valasztjuk, hogy ezeken a helyeken f értékét 0-nak definidljuk.

6.7. definici6: Legyen az X valdszintiségi véltozo eloszlasfiiggvénye F'(x). Ha F(z) abszolut folytonos,
akkor legyen f(z) = F'(z), ha pedig egy pontban F(z) nem differencidlhato, ott f(x) értéke legyen 0. Az igy
definidlt f(x) fliggvényt az X valdszinliségi valtozo strliségfliiggvényének nevezziik.
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A stiriségfiiggvény definiciéjabol kovetkeznek az alabbi tulajdonsagok:

6.3. tétel: Legyen X egy tetszOleges folytonos eloszlast valdszinliségi véltozod, az eloszlasfiiggvénye legyen
F(x), a stiriségfiiggvénye pedig legyen f(x). Ekkor f(z) rendelkezik az aldbbi tulajdonsagokkal:

1. Nem negativ, azaz f(z) > 0.

2. /Oof(x)da; =1.

Bizonyitas:

1. Mivel az eloszldsfiiggvény monoton noévé, ezért derivdltja nem negativ azokon a helyeken, ahol F
differencidlhatd, a tobbi pontban pedig a definici6 szerint 0 a stirtiségfiiggvény értéke.

2. Mivel a stirtiségfiiggvény olyan fiiggvény, amely megfelel a 6.6. definicié feltételének, ezért

xT

/ f(z)dr = xli_g)lo f(z)dz = lim F(z)=1.

T—00
—0o0

O

Lathato, hogy a strlségfiiggvény hasonléan viselkedik folytonos eloszlasu valészinliségi valtozéknal, mint az
eloszlds a diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozoknal. Ott az eloszldsban szerepld valdszintiségek (melyek
nyilvdnval6an nem negativak) 0sszege 1, mig itt a sliriségfliggvény nem negativ és a teljes szamegyenesen vett
integrdlja 1. Ha X diszkrét eloszldst valdszinliségi valtozd, akkor az {X < a}, {X > a} és az {a < X < b}
események valoszinlisége a valdsziniiségi valtozonak a relacionak megfelel6 értékeihez tartozé valdszintiségek
Osszegeként 4ll el6. Ezzel teljesen analég mdédon hatdrozhatéak meg a kérdéses valdszintiségek folytonos
eloszldsu X esetén.
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Az aldbbi tétel azt mutatja meg, hogy az {X < a}, {X > a} ésaz {a < X < b} események valdszinlisége hogyan
szamithatd ki a strlségfiiggvény segitségével.

6.4. tétel: Legyen X egy tetszéOleges folytonos eloszldsu valdszinliségi valtozd, az eloszlasfiiggvénye legyen
F(x), a stiriségfiiggvénye pedig legyen f(x). Ekkor

3, P(a§X<b):/f(x)da:.

a

Bizonyitas:

1. P(X < a) = F(a) = / f(z) da.

2. P(X >a)=1—-F(a) = 7f(x)dx/af(a:)dx:70f(az)dx
b a b
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O

A 6.3. tétel elsé pontja azt jelenti, hogy egy folytonos valdszintiségi valtozé sliriségfiiggvénye nem vehet fel

negativ értékeket, mig a masodik pont szerint a siirliségfiiggvénynek a minusz végtelentdl a végtelenig vett
improprius integralja 1-gyel egyenlo.

A 6.4. tétel szerint a P(X < a), P(X > b) és P(a < X < b) valdszintiségek értékét ugy kaphatjuk meg, hogy a
stirtiségfiiggvényt rendre integraljuk a megfelel6 intervallumon. Ismert, hogy a hatarozott integral a gorbe alatti

teriiletet adja meg, igy a P(X < a), P(X > b) és P(a < X < b) valészinliségek értékei rendre megegyeznek a
(—o0,a), (b,00), és (a,b) intervallumokon a stiriségfiiggvény alatti teriilet mérészamdval.

f(x) f(x) f(x)
P(asX<b)

P(X<a) P(X=b)
a a b b

6.4. dbra. Valdszintiségek szdmoldsa a stiriiségfiiggvénnyel.

A fentiek szerint, ha adott egy folytonos eloszlasu valdsziniiségi valtozo stiriségfiiggvénye, akkor a kiilonféle
valoszinliségek meghatarozasahoz hatadrozott, illetve improprius integralokat kell kiszdmitanunk, ezért
sziikségiink lesz az integralasi ismereteink felfrissitésére.

Aktivitas: Keresse meg és jegyzetelje ki a fiizetébe az alapintegralokat, illetve az integralasi szabalyokat!
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Erdekesség: A stirtiség fogalmaval mindenki talalkozott mér az 4ltaldnos iskolai fizikaérdkon. A mérnok
hallgaték a fizika, kémia, mechanika targyakban tovabbi strtiségfogalmakkal (pl. dramstrliség) fognak
talalkozni.

6.6. feladat. Az X valdszin(iségi valtozé eloszlasfiiggvénye az alabbi fliggvény:

0, ha z<0;
Fz)={ Y%

1, ha 4<uz.

Hatarozzuk meg X strtségfiiggvényét!

Megoldds: Tudjuk, hogy a sliriiségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivéltja, ezért gyakorlatilag az F’(x)
fiiggvényt kell meghataroznunk.

Mivel a (—o00,0) intervallumon F konstans, ezért x < 0 esetén f(x) = F'(z) = 0.

Ha 0 < x < 4, akkor
/ /
ey = (V) (L) 2L L el
f(x)_F(x>_<2>_(2m) T2 T

A (4,00) intervallumon F konstans, ezért 4 < z esetén f(z) = F'(z) = 0. Az z = 0 és az x = 4 helyeken F(z)
nem derivédlhatd, igy a definicid szeroint itt a slir(iségfiiggvény értéke 0.

A fentieket 0sszefoglalva X stirliségfiiggvénye az alabbi mdédon irhat6 fel:

, hat <z <4;
flx)=9 4-Vz
0 kilonben.

<=6.6. feladat
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1,5

4
0 2 0 2

6.5. dbra. A 6.7. feladatban szerepld eloszldsfiiggvény (bal oldal) és stirtiségfiiggvény (jobb oldal).

6.7. feladat. Az X valdszinliségi véltozo eloszlasfiiggvénye az alabbi fiiggvény:
{ 0, ha z <2;

8
1- =
x3’

F(z) = ha 2<ax.

Hatarozzuk meg X slrtségfiiggvényét!

Megoldds: Tudjuk, hogy a slriiségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivéltja, ezért gyakorlatilag az F’(x)
fiiggvényt kell meghataroznunk. Mivel a (—o0,2) intervallumon F konstans, ezért x < 2 esetén f(x) = F'(z) =
0.

F(z) nem derivalhaté az = = 2 helyen, ezért ott a stiriségfiiggvénye a definicid szerint 0. Ha 2 < x, akkor

8 ! -3 / 4 24
A fentieket 0sszefoglalva X strliségfiiggvénye az alabbi mdédon irhaté fel:

0, ha z<2

flx) = { 24

W ha 2 < x.
T
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<=6.7. feladat

A 6.3. tétel szerint a slrlségfliggvény csak nemnegativ értékeket vehet fel, és minusz végtelentol végtelenig
vett integralja 1-gyel egyenld. Beldthatd, hogy az 4llitds megforditasa is igaz, azaz ha egy, a valés szamokon
értelmezett fliggvény csak nemnegativ értékeket vesz fel, és a fliggvénynek a (—oo,00) intervallumon vett
integralja eggyel egyenld, akkor a fiiggvény egy valdszinliségi valtozé stirliségfiiggvényének tekinthetd.

6.8. feladat. Hatdrozzuk meg a ¢ paraméter értéket gy, hogy a kovetkezd f(x) fliggvény egy valoszinliségi

valtozd stiriségfiiggvénye legyen!

(x +3)%’
0 kiilonben.

¢ ha —1<z<3;
-

Megoldds: Ahhoz, hogy a megadott f fliggvény slrliségfiiggvény legyen, egyrészt annak kell teljesiilnie, hogy
f(xz) > 0 minden = esetén, mdsrészt f-nek a teljes szdmegyenesen vett integrdljdnak 1-gyel kell egyenlének
lennie.

Mivel 1/(x + 3)? sosem vehet fel negativ értéket, ezért az elsd feltételbsl azt kapjuk, hogy ¢ > 0. A masodik

[e.@]
feltételbdl kiszamithato c értéke. A feltétel szerint / f(x)dx = 1. Az integdldsndl tigyelniink kell arra, hogy a
—0o0
stirliségfiiggvény csak a —1 < x < 3 esetén egyezik meg c¢/(x + 3)?-nel, minden més z érték esetén f(z) = 0.
Ezért az integrdlban a (—o00,00) intervallumot szétbontjuk 3 részre.

1:/f(:l:)dx: /f(x)dm+/f(x)dx+7of(x)dx:/Ide+/(x 3)2dx+700dm:
e e 7 2 s 7
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Azt kaptuk tehdt, hogy 1 = ¢/3, vagyis ¢ = 3 esetén lesz a megadott fiiggvény siiriségfiiggvény. +6.8. feladat

A
0,75

1/12\O

* T

6.6. dbra. A 6.8. feladatban szerepld stiriiségfiiggvény.

6.9. feladat. Hatdrozzuk meg a ¢ paraméter értéket gy, hogy a kovetkezd f(x) fliggvény egy val6szinliségi
valtozo strlségfliggvénye legyen!

.5 _ i
f(x):{cx, ha —2 <2 <4;

0 kiilonben.

Megoldds: Ahhoz, hogy a megadott f fliggvény slrliségfiiggvény legyen, egyrészt annak kell teljesiilnie, hogy
f(z) > 0 minden x esetén, masrészt f-nek a teljes szdmegyenesen vett integrdljanak 1-gyel kell egyenlének
lennie.

Vegyiik észre, hogy az z° fiiggvény a (—2,4) intervallumban pozitiv és negativ értékeket is felvesz; ezért ha
¢ # 0, akkor példdul f(—1) = —c és f(2) = 32¢ biztosan kiilonbozé eldjeld lesz. Azaz ¢ # 0 esetben f negativ
értéket is felvesz, ezért csak a ¢ = 0 eset johet szoba. Ekkor azonban f(z) = 0, igy f(x) teljes szdmegyenesen
vett integralja is 0, vagyis a masodik feltétel nem teljesiil. Azt kaptuk tehdt, hogy nem létezik olyan ¢ szam,
mellyel az f fliggvény strtségfiiggvény lenne.
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<=6.9. feladat

Azt mar lattuk, hogy egy folytonos valoszintliségi valtozd eloszlasfiiggvényébdl hogyan lehet a stirtiségfiiggvényt
meghatdrozni. Most nézziik meg, hogyan lehet a stirlségfiiggvénybdl az eloszlasfliggvényt megkapni!

6.10. feladat. Hatarozzuk meg az X valdszinliségi valtozo F eloszlasfiiggvényét, ha a stirliségfiiggvénye

1.2

0 kiilonben

Megoldds: A strliségfiiggvény definicidja szerint
Pla) = / (1) dt.

Ha x < 1, akkor

F(x):/xf(t)dt:/detzo.

—0o0

Ha 1 < z < 4, akkor

x 1 x 1 x
2 31% 3
F(x):/f(t)dt:/f(t)dt+/f(t)dt:/0dt+ ;dt:o+[ég]1:fg3—613.
— 0 — 0 1 —00 1
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Ha 4 < x, akkor

1 4 1 4 x
t2
/f t)dt = /f dt+/f dt+/f /Odt+/21dt+/0dt:
—00 1 —00 1 4
t34 43
_0+[63] vo=t oL

Tehat az X valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye:

0, ha =z <1;
3 —1

F(x) = 63 ha 1<z <4;
1, ha 4 <z

Az eloszlas-, illetve stirtiségfiiggvény grafikonja a 6.7. abran lathato. 6,10, feladat

16721}

1/21f
&
0 1 4 0 ? 4

6.7. dbra. A 6.10. feladatban szereplé eloszldsfiiggvény (bal oldal) és stirtiségfiiggvény (jobb oldal).
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6.11. feladat. Legyen az X valdszintiségi valtozo stiriségfiiggvénye

0, ha z<3;
18
;7

fz) =

ha 3 <.
Szamoljuk ki a kévetkez6 valészintiségeket!

@) P(X<5), bPX>4), oPB<X<6), dX>4X<3)

Megoldds: A 6.4. tétel szerint az egyes valoszinliségeket a stirliségfliggvénynek a megfeleld intervallumon vett
integraldsaval szamolhatjuk ki.

a)
5 3 5 3 5 5
18 9 9 9
P(X <5) flx)dz = [ f(x)dz+ [ f(z)dz= [ Odz+ [ 5dz=0+|-—5| =—-+-=0,64
x ], 25 9
—00 3 —00 3

b) Tudjuk, hogy P(4 < X) f f(x)dx. Mivel az integralasi tartomdny fels6 hatara a végtelen, ezért itt egy

improprius integrallal van dolgunk

o
91% 9
P(4§X):/f(m)dx:/dx: [—} =0+ — =0,5625.
/ a3 z?], 16

c)

6
18 91°¢ 9 9
P(3§X<6):/f(:r)da::/dx:[—2] -2 o
/ . 36 9
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d) Irjuk fel elészor a megadott feltételes valdszintiséget a definicié szerint!

P4<XésX <8 PA4<X<3y)
P(X > 4]X < 8) = _
(X > 4]X <8) P(X <9) P(X <8)

A szamlalét és a nevezdt kiilon-kiilon fogjuk kiszdmolni. A szamlalé értéke

8

8
18 918 9 9
/f(:z:)da::/zgdx: {—] = —— + — = 0,421875.
4

P(4< X <8) it 16
4
4

A nevezo értéke

8 3 8

18 91°® 9 9
P(X <8) = / f(@)dz = / Odfn+/3dx:0—|— [—2} _ 220859375
T ], 64 9
—o0 —00 3
Igy azt kapjuk, hogy
0,421875
PA<X|X<8) =~ ~ 0,491.

~0,859375

<=6.11. feladat
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1. A ¢ paraméter mely értékére lesz az
hal < x;

fx) = { (z+ 1)

0, kiilonben
fliggvény slrliségfiiggvény?
2. Az X valodszintliségi valtozo stirliségfiiggvénye:
7T
2cosx, hal<z< —;
flz) = o 6
0 kiilénben.
Mennyi a P (X > %) valészinliség értéke?

0,518 0,482 0,500 0,420
3. Az X valdszinliségi valtozo stirliségfiiggvénye:

fla) = %, ha 0 < z < 36;
0 kiilénben.
Mennyi a P(1 < X < 9) valdsziniiség értéke?
0,141 0,150 0,176 0,195
4. Az el6z6, 3. feladat esetén mivel egyenlé P(X < 16)?
0,182 0,211 0,415 0,326

5. A 3. 6nellenérzé kérdés esetén mivel egyenlé P(X = 30)?
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7. A varhato érték és a szoras

Az el6z6 leckékben lattuk, hogy egy valdszinliségi valtozé az eloszlas-, illetve folytonos esetben a
stirGségfiiggvényével is megadhatd. Sok esetben azonban nincs sziikségiink az eloszlas pontos ismeretére,
inkdbb csak az érdekel minket, hogy atlagosan milyen értéket vesz fel a valdszintiségi valtozd, illetve, hogy
ehhez az atlagos értékhez képest mennyire ingadoznak a valdszintiségi valtozd értékei. A varhatd érték és a
szoras ezeket a mennyiségeket fogja megadni.

Egy befektetés kapcsan példaul a befektet6t féleg az érdekli, hogy varhatéan mekkora haszonra tesz szert, mig
példaul egy biztositd céget az foglalkoztat, hogy egy adott tipusi ember (pl. 30 éves, varosban lako, hat éve
vezet6 férfi) varhatéan hany balesetet okoz egy évben.

7.1. Diszkrét valoszintiségi valtozo varhato értéke

A varhaté érték fogalmaval valdszintileg mar mindenki taldlkozott az élete folyaman. A televizidban példaul a
lottésorsolaskor mindig elmondjdk, hogy mennyi a kdvetkezd heti fényeremény varhaté értéke, a sziiletéskor
varhaté élettartamrdl is bizonydra sokan hallottak mdr (2010-es adat alapjdan Magyarorszdgon a férfiak
atlagosan 70,3, mig a nék 78,4 évig élnek). Nézziik most meg egy kordbbi példa alapjdn, hogyan lehetne a
varhat6 érték matematikai definicidjat megadni.

7.1. feladat. Andras és Béla a kovetkezo jatékot jatsszak: mindketten feldobnak egy dobokockat. Ha egyikiik
sem dobott hatost, akkor Béla fizet Andrasnak 10 Ft-ot. Ha pontosan az egyikiik dob hatost, akkor Andras fizet
Bélanak 20 Ft-ot, ha pedig mindketten hatost dobnak, akkor Andrds 60 Ft-ot fizet Bélanak. Melyikiik szaméara
kedvez6 ez a jaték?

Megoldds: Az 6.1. feladatban kiszamoltuk, hogy Béla 25/36 valdszinliséggel veszit 10 Ft-ot, 10/36
valdszintiséggel nyer 20 Ft-ot és 1/36 valdszinliséggel nyer 60 Ft-ot. Tegyiik fel, hogy Andras és Béla sokszor,
mondjuk n-szer jatssza ezt a jatékot. Ekkor a valdszinliség értelmezésekor latottak szerint Béla koriilbeliil
n - 25/36 partiban veszit 10 Ft-ot, n - 10/36 partiban nyer 20 Ft-ot, mig n - 1/36 partiban nyer 60 Ft-ot. Igy Béla
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atlagos, azaz egy partira es6 nyereménye

25 10 1

36 36 36 il i
- —10- 36+20 36—1—60 36 =35

Azt kaptuk tehdt, hogy ha sok partit jatszanak, akkor Béla atlagosan 10/36 Ft-ot nyer partinként. Mivel Béla
atlagos nyereménye pozitiv, ezért a jaték neki kedvezé. £7.1. feladat

Figyeljiik meg, hogy az el6z6 feladatban hogyan kaptuk meg Béla atlagos nyereményét! Ha X jeloli Béla
nyereményét, akkor X lehetséges értékei —10, 20 és 30, és ezeket az értékeket X rendre 25/36, 10/36 és 1/36
valoszintiséggel veszi fel. A megolddsban szerepl6 képletet megnézve lathatjuk, hogy Béla dtlagos nyereményét
ugy kaptuk meg, hogy X lehetséges értékeit Osszeszoroztuk a megfelel6 valdszintiséggel, majd ezeket az
értékeket 0sszeadtuk. Diszkrét valoszinliségi valtozd varhatd értékét pontosan igy fogjuk definidlni.

7.1. definicié: Legyen X diszkrét valdészinliségi valtozd, mely az z1, xo,... értékeket veheti fel. Legyen

tovabbd p; = P(X = ;). Ekkor X vérhatd értékén az E(X) = sz - p; Osszeget értjiikk, amennyiben a
i

Z |z;| - p; Osszeg véges. Egyéb esetben azt mondjuk, hogy a vdrhatd érték nem létezik.

%

Erdekesség: A kiilonboz6 szerencsejatékok (rulett, sorsjegyek, lottd, kend stb.) esetén a szerencsejatékot
miikodtet6 cég a jaték arat, illetve a nyeremények felosztasat ugy allapitja meg, hogy a jatékos varhatd
nyereménye negativ, ebbol adéddan a cég varhaté nyeresége pozitiv legyen. Nagyon ritkan el6fordul
azonban, hogy nem ez a helyzet. 1992-ben példdul néhanyan észrevették, hogy az egyik ausztrdl lotton
az osszes lehetséges kombindciot megjdtszva komoly haszonra lehet szert tenni (6sszesen kb. hétmillio
modon lehetett kitdlteni egy szelvényt, egy szelvény dra egy dollar volt, mig a fényeremény tobb mint 27
millié dolléar). A rengeteg szelvény kitoltésére tarsakat is toboroztak. Bar hataridére még igy sem tudtéak az
Osszes lehetséges szelvényt feladni (csak kb. 6tmilliot), de igy is megnyerték a fényereményt.
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7.2. feladat. Egy urndban 10 golyé van, a golydk egytdl tizig vannak szdmozva. Az urndbdl véletlenszertien
kivalasztunk egy golyét. Az X valdszintiségi valtozo legyen a kihizott golyédra irt szam. Szamoljuk ki X varhaté
értékét!

Megoldds: Mivel mindegyik golyét ugyanakkora valdszintiséggel huzzuk ki, ezért mindegyik golyé kihtzasanak
1/10 = 0,1 a valdszintisége. X eloszldsa tehat a szokdsos jeloléssel (fels6 sorban a lehetséges értékek, az alsé
sorban a megfelel6 valdszintiségek)

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
101 01 01 01 01 01 0,1 01 0,1 0,1

A varhato érték:
E(X)=1-01+2-01+...+10-0,1=55.

<«=7.2. feladat

7.3. feladat. Egy kaparods sorsjegyb6l 100 ezer darabot hoznak forgalomba. 3 olyan van koztiik, mellyel
egymillié Ft-ot és 100 olyan, mellyel 6tvenezer Ft-ot lehet nyerni. A sorsjegy dara 100 Ft. Egy sorsjegy vasarlasa
esetén mennyi a nettéd nyeremény varhaté értéke?

Megoldds: Jelolje X a netté nyereményt (azaz a nyereménybdl kivonva a sorsjegy arat). Ekkor X a 999900, 49900
és —100 értékeket veheti fel. X eloszldsa:

99897 100 3
100000 100000 100000

—100 49900 999900
X

Ezek alapjan a netté nyeremény varhaté értéke:

99897 100 3 1999700

4 . : - _
100000 49900 100000 999900 100000 100000

E(X)=-100- = —19,997.
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<=7.3. feladat
A kovetkezé feladat azt mutatja, hogy nem mindegyik valdszintiségi valtozonak 1étezik varhato értéke.

7.4. feladat. Egy szabdlyos pénzérmét dobdlgatunk. Ha k.-ra dobunk el8szor fejet, akkor az X val6szintiségi
valtozé értéke legyen 2¥. Mennyi X vérhat6 értéke?

Megoldds: Hatarozzuk meg X eloszlasat. Az, hogy a k. dobasra dobunk el6szor fejet, pontosan azt jelenti,
hogy az els6 (k — 1) dobdsra irdst dobtunk, a k.-ra pedig fejet. Mivel az egyes dobdsok eredménye egymadstol
fliggetlen, ezért

P(X = 2%) = P(k.-ra dobunk elészor fejet) =

X eloszlasa tehat a kovetkezoképpen irhaté fel:

oL 22 ok
X N\ /1)\2 1\"*
2 2 2
Ebbél X varhatd értéke:
1\! 1\2 1\*
E(X)=21'<2> +22-(2) +...+2k-(2> +...=14+14+1+4...=00,

vagyis a varhato érték nem 1étezik. 7.4 feladat
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7.2. Folytonos valdsziniiségi valtozé varhato értéke

Legyen X folytonos eloszldstu valdszintiségi valtozd, a stirtiségfiiggvénye legyen f(z). Legyen (a,b) az az
intervallum, ahol f(z) nem nulla. Osszuk fel ezt az intervallumot m részre, az i-edik részintervallum
végpontjai legyenek t;_; és t;. Ekkor annak valdszinlisége, hogy az X valdszin(iségi valtozo értéke az i-edik
részintervallumba esik

t;
Pl < X < 1) = / fz)dz.
ti—1

Végezziink el n darab fliggetlen kisérletet, az eredmények legyenek x4, o, ..., x,, és vizsgaljuk, hogy az egyes
részintervallumokba hanyszor esik az eredmény. Jelolje k; az i-edik részintervallumba esé elemek szamat. Az
atlagot kozelitsiik ugy, hogy minden egyes részintervallumbdl valasztunk egy-egy szamot, amivel helyettesitiink
minden olyan értéket, ami az adott intervallumba esik (példdul, ha a (3,4) intervallumot tekintjiik, akkor
vehetjiik a 3,5-et). Legyen az i-edik intervallumbdl valasztott érték 7;. Ekkor az atlag kozelitése:

n n n
1 1 k;
*E (L‘Z'%fg szz:E T — .
i=1 =1 =1

ki
Sok kisérletsorozat esetén a — relativ gyakorisag az i-edik részintervallumba esés valdszintisége koriil ingadozik,
n

ezért

%% /f(m)d:v.

Ezt felhaszndlva az atlag kozelitése:

b

n n . n b n Ut
12331%272]%%271/f(x)dx%Z/xf(x)dm:/xf(x)dx
s - "= 0

=17 2
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A fenti eljaras alapjan definidlhatjuk a folytonos eloszlast valészintiségi valtozo varhato értékét:

7.2. definici6: Legyen X folytonos eloszlasu valdszintiségi valtozo, a surusegfuggvenye legyen f(z). Ekkor
X vérhatd értékén az E(X) = / x - f(x)dx integralt értjiik, amennyiben az |z| - f(z)dz integral

— 00

véges. Egyéb esetben azt mondjuk, hogy a varhaté érték nem létezik.

7.5. feladat. Legyen az X valészinliségi valtozo strliségfiiggvénye

—, ha2 <z <4
fla)=9§ =" ’
0, kiilénben.
Mennyi a ¢ értéke? Mennyi az X valdszin(iségi valtozé varhaté értéke?

Megoldds: Az f fiiggvény akkor lesz stirliségfiiggvény, ha egyrészt csak nemnegativ értékeket vesz fel, masrészt
a minusz végtelentdl végtelenig vett integralja eggyel egyenld. Az elsé feltételbdl azt kapjuk, hogy 0 < ¢, mig a
masodik feltétel szerint

00 4
= oonee f e[ (33) -5

amibdl ¢ = 2 adédik.

A vérhato érték definicidja szerint

0 4 4
2 2
E(X)= /x~f(m)dx:/m-2dx:/dx:[2-lnx];:2~ln4—2-ln2’fu1,386.
x x
—00 2 2

<«7.5. feladat
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7.6. feladat. Az X valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye az alabbi fiiggvény:

0, ha »<1;
z?2—1

F(z) = < ha 1<a<3;
1, ha 3<uz.

Hatdrozzuk meg X varhat6 értékét!

Megoldds: A varhaté érték kiszamitdsdhoz elGszor a slrliségfiiggvényt kell meghatdroznunk. Mivel a
stiriségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivaltja, ahol pedig az eloszlasfiiggvény nem derivalhato, ott a definicié

szerint 0, ezért
2x

f(x):F’(m):{ 3 hal <z <3;

0, kiilonben.

Most mar kiszamolhatjuk a varhato értéket:

00 3

E(X):/x.f(x)d /g; dx—/dx—[lzr %sz

—00 1

<«7.6. feladat

7.1.tétel: Legyen X egy tetszdleges valdszintiségi véltozé és legyen Y = a - X? +b- X + ¢, ahol a, b és c
tetsz6leges valos szamok. Ekkor az Y valdszinliségi valtozo varhato értéke

E(Y)=a-E(X*)+b-E(X)+c

amennyiben X és X? vérhat6 értéke 1étezik.
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7.7.feladat. Feldobunk egy szabalyos dobdkockat. Az Y valdszinliségi valtozd legyen a dobott szam
haromszorosanal eggyel kisebb szam. Hatarozzuk meg Y varhaté értékét.

Megoldds: 1. modszer Hatdrozzuk meg Y eloszldsét. Vildgos, hogy Y a3-1—1,3-2—1,... 3-6 — 1 értékeket
veheti fel, rdad4sul mindegyiket egyforma valészintiséggel. Igy Y eloszldsa

2 5 &8 11 14 17
viel1l11 1L
6 6 6 6 6 6
amibdl a varhato értékre
1 1 1 1 1 1 57
E(Y)=2 =+5-—48 ~+1l - - 414 - 417 = = — =
(Y) 6+5 6+8 6+ 6+ 6+ 7 5= 6 9,5

adédik.

2. modszer A 7.1. tétel segitségével Y eloszlasdnak kiszdmitasa nélkiil is megkaphatjuk a varhatd értéket.
Legyen X a dobds sordn kapott érték, ekkor Y = 3X — 1. A 7.1. tétel alapjan Y vdrhaté értéke kiszdmithato
X varhat6 értékének segitségével. Mivel X az 1,2,3,4,5,6 értékeket veheti fel, tovdbba mindegyik értéket 1/6
valoszintiséggel veszi fel, ezért

E(X)=1-c42-c+3-c4d-c 45245 2= =35
Ebbdl a tétel alapjan
21
B(Y)=B(3X —1) =3 B(X)~1=3 = :%:9,5

<«7.7. feladat



LIKILS

1. Az X valészinliségi valtozo eloszlasa:

—4 -1 3 6
X'{ 01 0,3 04 02 °

Mennyi X varhato értéke?

2. Feldobunk hdrom szabdlyos pénzérmét. Mennyi a fej dobdsok szdmdnak vdrhaté értéke?
3. Feldobunk két szabalyos dobokockat.  Mennyi a dobott szamok Osszegének a varhatd értéke?

4. Az X valdszintiségi valtozd strliségfiiggvénye:

$2 h
f(il)) 1—8, a—3<x<3,

0, kilonben.

Mennyi X varhato értéke?

5. Az X valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye:

0, ha z <2;
x—2

F(z) = S ha 2 <z <10;
1, ha 10 < z.

Mennyi X varhato értéke?
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7.3. A szoras

Az el6z6 leckében lattuk, hogy a varhato érték gyakorlatilag a valoszintliségi valtozo atlagos értékét adja meg.
Sokszor azonban az is lényeges, hogy a valdszinliségi valtozd értékei mennyire ingadoznak a varhaté érték
koriil.

Tegyiik fel példaul, hogy a megsporolt pénziinket be akarjuk fektetni. Két lehet6ség koziil valaszthatunk: az
els6nél ugy gondoljuk, hogy 1 éven beliil 0,7 valdszinliséggel nyeriink egymillié Ft-ot és 0,3 valdszintiséggel
vesztiink hatszdzezer Ft-ot, a masodikndl pedig a becslésiink szerint 0,5 valészintiséggel nyeriink hatszazezer
Ft-ot, és 0,5 valdszinliséggel nyeriink négyszazezer Ft-ot egy éven beliil. Melyik befektetést valasszuk?

Jelolje X az els6 befektetés, Y pedig a masodik befektetés altal elért nyereséget. Ekkor az X valdszintiségi
valtozo vdrhaté értéke E(X) = 0,7 - 1000000 — 0,3 - 600000 = 500000, mig az Y valészintiségi valtozd varhato
értéke E(Y) = 0,5 - 600000 + 0,5 - 400000 = 500000 Ft. Azt kaptuk tehat, hogy mindkét befektetéssel varhat6éan
ugyanannyit nyeriink, mégis mindenki szdmara vilagos, hogy a két valdszinliségi valtozd jelentGsen eltér
egymastol. Az els6 valdszinliségi valtozo lehetséges értékei a varhatd értékhez képest nagy, mig a masodiké
csak kis ingadozast mutatnak. Arra, hogy melyiket érdemes valasztani, most nem lehet egyértelm valaszt adni
(ez fiigg attol, hogy mennyi pénzt fektetiink be, és attdl is, hogy milyen a kockazattlir képességiink). Ha a
nagyobb nyereség reményében nem féliink kockaztatni azt, hogy sokat is veszithetiink, akkor valaszthatjuk az
els6 lehet6séget, de ha a célunk a kockazat nélkiili biztos nyereség, akkor inkabb a masodik lehet6séget célszerti
valasztani.

A fentiek alapjan célszer(i lenne olyan mérészamot keresniink, amellyel jellemezhetjiik a varhatd érték koriil
ingadozast, vagyis a valoszinliségi valtozénak (X) és a varhatd értéknek (F/(X)) az eltérését szeretnénk egyetlen
szammal leirni. Gondolhatnank arra, hogy a varhatd értéktdl vald eltérés atlaga megfelelé lenne erre a célra;
ez éppen az X — F(X) valdszintiségi valtozé varhato értékét jelentené, de

E[X - E(X)] = E(X) — E(X) =0,

igy ez egydltaldn nem jellemzi az ingadozast. Tekintsiik ezért inkdbb az X — E(X) kiillonbség négyzetét. Ennek
a valdszinliségi valtozonak a varhat6 értéke mar megfelel6 lesz az ingadozas jellemzésére. Pontosabban:
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7.3. definici6: Az X valészintiségi valtozé szérasan az (X — E(X))? valészintiségi véltozé varhaté értékének
négyzetgyokét értjiik, amit D(X)-szel (vagy o-val) jeloliink. Azaz X szdérdsa

D(X) = \/E [(X - E(X))ﬂ .
amennyiben X és (X — E(X))? varhat6 értéke létezik.

7.4. definicié: A gyokvonas nélkilli D?(X) = E [(X-E(X))Q} értéket az X valSszintiségi valtozé

szorasnégyzetének nevezziik.  Altaldban el6szor a szordsnégyzetet tudjuk meghatdrozni, és abbdl
gyokvondssal a szordst.

7.2.tétel: Ha az X valészinliségi valtozénak és annak a négyzetének is létezik a varhato értéke, akkor 1étezik
X szorasa is, és

D(X)=+E(X?) - F2(X).

Bizonyitds: A kifejezés szérasnégyzetre vonatkozd alakjat fogjuk igazolni, abbdl pedig gyokvondssal kovetkezik
az allitas.
DXX)=E [(X - E(X))2] =E[X2-2.-X E(X)+ EXX)] =
=E(X?) -2 E(X)-E(X)+ E*X) = E(X?) - E*(X).
O

Az el6z6 tétel alapjan tehat egy X valdszintiségi véltozé szérdsdnak kiszdmitdsdhoz elegendd X, illetve X2
varhaté értékét kiszamitani.
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7.8. feladat. Adott az X valdszin(iségi valtozé eloszldsa:

2 11 2
X'{ 0,1 0,3 04 02

Szamoljuk ki X szorasat!

Megoldds: Az el6z6 tétel alapjan a szoras kiszamitadsahoz el6szor meghatarozzuk X varhaté értékét, utana pedig
X2 vérhat6 értékét. A definicid alapjan X vérhaté értéke

E(X)=-2-01-1-03+1-04+2-0,2=0,3.

Az X? valészintiségi valtozé az 1 és 4 értékeket veheti fel. Mivel X? akkor veszi fel az 1 értéket, ha X a —1 vagy
1 értékeket veszi fel, ezért X2 az 1 értéket 0,3+ 0,4 = 0,7 valészintiséggel veszi fel. Hasonléan ldthatd, hogy X2
a 4 értéket 0,3 valdszintiséggel veszi fel, igy X2 eloszldsa

1 4
2,
X '{0,7 0,3

Ebbdl a definicid szerint X2 varhaté értéke
E(X?)=1-0,7+4-0,3=1,5.

A 7.2. tétel szerint X szdrasara

D(X) =+/E(X?) — E2(X) = /1,5 — 0,32 ~ 1,187

adédlk. <«7.8. feladat
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7.9. feladat. Otszér feldobunk egy szabdlyos pénzérmét. Szamoljuk ki a fej dobdsok szdménak varhaté értékét
és szordsat!

Megoldds: Jelolje X a fej dobasok szdmat. Hatdrozzuk meg el6szor X eloszlasat! Mivel mindegyik dobdsnak
két kimenetele van (F,I), ezért az 6sszes eset szdma 2° = 32. Az 6t dobds sordn pontosan k fejet (2) esetben
dobhatunk, igy P(X = k) = (g) -1/32. A fej dobdsok szdma nullatél otig terjedhet, amibdl a P(X = k) képletben
k helyére a lehetséges értékeket behelyettesitve kapjuk X eloszlasat:

o 1 2 3 4
X 1 5 10 10 5

5
L S
32 32 32 32 32 32

A varhat6 érték definicidja alapjan:

1 5 10 10 5 1 80
B(X) =0 g5 +1 o542 5o 43 oo 44 oo 45 05 = o0 =25,

A szérds kiszdmoldsdhoz sziikségiink van X2 eloszl4sdra:

0 1 4 9 16 25
X2:1£101051

32 32 32 32 32 32

Ebbol 1 5 10 10 5 1 240
EX) =0 — 41— 44— +9-— 416 — +25- — =~ =175,
(X) =0 ot Lyt #9 5 F 16 5 2 5 = 55 =75

A 7.2. tétel szerint X szordsa

D(X)=+E(X?) — E2(X) = /7,56 — 2,52 = \/1,25 ~ 1,118.

<=7.9. feladat
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A késébbiekben majd igazoljuk, hogy ha X folytonos eloszlasu valdszintiségi valtoz6, melynek f(z) a
stiriségfiiggvénye, akkor X2 varhaté értéke

o0

B(X?) = /xQ‘f(a:)dx

—00

amibdl X szérdsa (feltéve, hogy E(X) és E(X?) is létezik)

o) o) 2
D(X) = VB~ (BXP = | [ 2 f@)de— | [ o fla)da

7.10. feladat. A folytonos eloszlasu X valdszintiségi valtozoé stirtiségfliggvénye:

2 —
5 x, ha0 <z <2;
0, kiilonben.

Szamoljuk ki X szorasat!

Megoldds: A szérds kiszdmitdsdhoz az el6z6 megjegyzés alapjan elészor X varhaté értékét, majd X2 varhatéd
értékét szamoljuk Kki.

S R e e Rl Sl R

Most kiszdmoljuk X2 varhat6 értékét.

oo 2

2
92— 222 — g3 1 /2 4\ 12 9
E(X2)=/332'f(x)dx:/x2- mdx:/Hdmz = i—i -5 = -.
2 2 2 \'3  4/)], 12 3

—00 0 0
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Most mdr meg tudjuk hatdrozni a szdrast:

2
D(X) = VE(X?) — (BE(X)P = 2‘@ B

<=7.10. feladat

{0, ha =z <3;

1—74, ha 3 < x.
X

Szdmoljuk ki X szdrasat!

Megoldds: Most is ugyantgy jarunk el, mint az el6z6 feladatban, csak el6szor ki kell szdmolnunk X
stiriségfiiggvényét. Tudjuk, hogy a strliségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivaltjaval egyezik meg. Mivel
konstans derivaltja 0, ezért < 3 esetén f(x) = F'(x) = 0. Ha 3 < z, akkor

f(z) =F'(z) = <1 —~ 81) =(1-81-27h = (-4)-(-81)- 2% ==

x4

Azt kaptuk tehat, hogy X stiriségfiiggvénye

324
x5’

fz) =

0, ha z <3;
ha 3 <=z

Szamoljuk most ki X varhato értékét!
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o0 [e.o]

24 24 =3
—00 3
-1 o -1
- [ 308} _o_ 8,
A 27
Ezutdn kiszdmoljuk X? varhaté értékét:
7 [, 324 324 r ~27%0
E(X?) = /ﬂff'z-f(:v)dac:/:r?-3 x:/3d$:/324-x_3dzc: 324. 2| =
x® x3 2,
“oo 3 3 3
—1621° —162
e
T 3 9

Most mér meg tudjuk hatdrozni X szdrasat:

= \/E(X2) —(B(X))* =18 - 42 = V2.

<=7.11. feladat

7.3. tétel: Legyen X egy tetszbleges valdszin(iségi valtozd és legyen Y = a - X + b. Ekkor Y szorasa
D(Y)=D(a-X +b) =la|l- D(X)
amennyiben X szdrdsa létezik.

A tétel alapjan X szdérdsanak ismeretében az Y = a- X +b valoszinliségi valtozo szérdsa Y eloszldsanak ismerete
nélkiil is kiszdmolhatd.



E ﬂ lecke E oldal

7.12. feladat. Otszor feldobunk egy szabalyos pénzérmét. Az Y valészintiségi valtozé értéke legyen a dobott
fejek szamanak kétszeresénél néggyel kisebb szam. Szamoljuk ki Y szérasat!

Megoldds: Jelolje X a fej dobasok szamat. Ekkor Y = 2X — 4. Korabban a 7.9. feladatban mar kiszamoltuk,
hogy D(X) = /1,25. A 7.3. tétel szerint

D(Y)=D(2X —4) = [2|- /1,25 ~ 2,236.

<7.12. feladat

7.13. feladat. A folytonos X valdszint(iségi valtozé stirtiségfiiggvénye

322
—, hal 2;
f(.’L‘) _ 70 al<r <z

0 kiilonben.
Legyen Y = —2 - X + 1. Szdmoljuk ki Y szdrasat!

Megoldds: El6szor kiszamoljuk X szorasdat, amibdl a 7.3. tétel alapjan megkapjuk Y szdérdsat (azaz Y eloszldsat
nem kell felirnunk).

00 2 2 9

R 3 3 24 48 3 45
(X) /x f(z)dz /x - dz /7 x’dz [7 4}1 53 28 ~ o3
—00 1 1
Most szamoljuk ki X2 véarhat¢ értékét.
o) 2 2 9

327 3 3 2512 96 3 93

EXY) = [ 2 f@)de= [22- 224 —/.4d_. _ 9% 3 _ 93

()/xﬂx)x/w?x 775,73 3% %
1 1

—00
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Ebbdl X szordsa:

D(X)=+/E(X?) - (E(X))?2 = ,/g — (;1—2) ~ 0,272.

A 7.3. tétel szerint Y szérasa:
D(Y)=D(-2X +1)=]-2]-0,272 = 0,545.

<=7.13. feladat
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1. Fogalmazza meg sajat szavaival, hogy mit értiink egy val6szin(iségi valtoz6 szdérasan!
2. Az X valdszintiségi valtozé eloszldsa:

31 3 4
X'{ 0,1 03 04 02 °

Mennyi X szérdsnégyzete?
3. Feldobunk két dobdkockat. Mennyi a hatos dobasok szamdnak a szdérdsa?
0,913 0,527 0,758 0,651
4. Az X valészintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye:

2z
0 kiilonben.

Mennyi X szorasnégyzete?

5. Az X valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye:

0, ha z < -1;
1
F(z) = 5”;; . ha —1<a2<12;
1, ha 12 < z.

Mennyi X szérdsa?
13 5,387 3,753 10
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6. Az X valdszintiségi valtozé eloszldsa:

2 11 2
X'{ 02 0,3 03 02 °

Legyen Y = —3 - X + 5. Mennyi Y szdrdsa?
6,600 —4,450 9,450 4,450
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8. Modulzaré feladatok

Start. Az alabbi kérdések megvalaszoldsara 1 6raja van:

Feldobunk egy dobdkockat. Az X valdszintiségi valtozo értéke legyen 1, ha parosat dobunk, legyen 2, ha
egyest dobunk, és legyen 3, ha harmast vagy 6tost dobunk. Mennyi X varhaté értéke?

1,668 1,752 1,833 1,985
Az el6z6 feladatbeli X esetén mennyi lesz az Y = —3X + 1 valdszin(iségi valtozo szorasa?
—2,693 —1,693 2,693 3,693

Az X valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye:

0, ha z <0;
2, .3
Fa)=q S ha 0<e<3,
1, ha 3 <z
Mennyi a P(2 < X) val6szintiség értéke?
0,333 0,667 0,785 0,236

Az X valoszintliségi valtozoé eloszlasfiiggvénye:

0, ha z <1;
F(x) = 1

1—74, ha ].<1E
x

Mennyi a P(4 < X|2 < X)) valészin(iség értéke?



E lecke oldal

Mennyi a varhato értéke az el6zé feladatbeli X valdszintiségi valtozonak?
—-1,333 0,8 1 1,333

Az X valoszinlségi valtozo strliségfiiggvénye:

, had < x <16

=
o)
I
=W
8

kiilonben.

Mennyi a P(2 < X < 9) valdsziniiség értéke?
Mennyi az el6z6 feladatban megadott X valdszintiségi valtozé szorasa?
3,477 4,507 2,831 5,678

Az X valoszinlségi valtozo strliségfiiggvénye:

ig’ ha 0 < z < 6;
0 kiilonben.

Mennyi X szorasnégyzete?

Stop.
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9. Nevezetes diszkrét eloszlasok
9.1. Az indikator valtozo eloszlasa

Tegyiik fel, hogy egyetlen kisérletet hajtunk végre, és csak arra vagyunk kivdncsiak, hogy egy adott
valoszinliségli esemény bekovetkezik vagy sem. Igy kapjuk meg az indikator valdszintiségi valtozot.

9.1. definici6:  Végezziink el egyetlen kisérletet a p valdszinliségli A esemény megfigyelésére. Az X
valoszinliségi vatozo értéke legyen 1, ha A bekovetkezik, és legyen 0, ha A nem kovetkezik be. Ekkor X
az A esemény indikator valtozdja, eloszldsa pedig az alabbi:

0 1
X :
{1—pp

A valészintiségi valtozé varhato értéke:

E(X)=0-1-p)+1-p=p.
Mivel 02 = 0 és 12 = 1, ezért a valdszin(iségi véltozé négyzetének eloszldsa és varhaté értéke ugyanaz, mint X
eloszldsa és varhatd értéke:

Xz;{lﬂp ; —  E(X?)=p.

A val6dszintiségi valtozd szérasa:

D(X) = VE(X?) - E¥(X) = Vp—p* = V/p(1-p).

Az indikdtor eloszlas jelentésége abban 4ll, hogy ha ugyanazt a kisérletet tobbszor elvégezziik, és azt figyeljiik,
hogy egy adott esemény hdnyszor kovetkezik be, akkor minden egyes kisérlethez hozzdrendelhetiink egy-egy
indikdtor valdszinliségi valtozét, igy az esemény bekovetkezéseinek a szamat ezen valdszintiségi valtozok
osszege adja meg. Igy kaphatjuk meg péld4ul a binomidlis eloszldst is.
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9.2. Binomialis eloszlas

Binomialis eloszlassal adhatjuk meg, hogy adott szamu fiiggetlen kisérlet elvégzése esetén a megfigyelt
p valdszinliségli esemény Osszesen hanyszor kovetkezik be. Az el6bbiek szerint a binomidlis eloszlés
megkaphaté ugy is, mint adott szamu (n), fiiggetlen, azonos paraméteri (p) indikator eloszlds Osszege.
Binomiadlis eloszlassal mar a korabbiakban is taldlkoztunk: mivel a visszatevéses mintavételnél a koriilmények
minden egyes htizasnal teljesen azonosak, ezért a kihtizott selejtek szama binomialis eloszlassal irhaté le.

9.2. definici6: Végezziink el n darab fiiggetlen kisérletet a p valészinliségli A esemény megfigyelésére. Az
X valoszinliségi valtozo értéke legyen a sikeres kisérletek szama (0,1,2, . ..,n). Ekkor X binomidlis eloszlasu
valdszinliségi valtozo az n és p paraméterekkel, eloszlasa:

P(X=k) = <Z> P 1-p)"* k=012,...n.

Felhasznalva, hogy a binomidlis eloszlast valdszintiségi valtozé tekinthet6 n darab fliggetlen, karakterisztikus
eloszlasu valdsziniiségi valtozd Osszegének is, belathatd, hogy a valtozo varhato értéke és szorasa:

E(X)=n-p  D(X)=+/np(l-p).
9.1. feladat. Egymas utan feldobunk egy szabalyos dobdkockat hatszor.

a) Mennyi a valészinlisége, hogy pontosan kétszer dobunk hatost?
b) Mennyi a valdészinlsége, hogy legfeljebb négyszer dobunk hatost?

¢) Mennyi a hatos dobdsok szamanak varhato értéke és szérasa?

Megoldds: Jelolje X a hatos dobasok szamat. Mivel ugyanazt a kisérletet végezziik el hatszor, ezért X binomialis
eloszldsu valdszintiségi valtozo, n = 6 és p = 1/6 paraméterekkel.
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’ o= (5 (2" (2) o

b) Az, hogy legfeljebb négyszer dobunk hatost, azt jelenti, hogy vagy nullaszor, vagy egyszer, vagy kétszer,
vagy haromszor vagy négyszer dobunk hatost. Kevesebbet kell szamolnunk, ha a komplementer esemény
(6tszor vagy hatszor dobunk hatost) valdszintiségével szamolunk.

P(X<4)=1-[P(X=5)+P(X=6)]=1- [@ ' <é>5 <2)1+ @ ' (25)6 <2>0]

~1—0,0007 = 0,9993.

¢) Avdrhaté érték, E(X) =n-p=6-1/6 = 1. Aszérés, D(X) = /n-p-(1—p) =4/6- é - % ~ 0,913.
04t
0,31
O,ZJ
01 I
0 || - . .
0 1 2 3 4 5 6

9.1. dbra. Binomidlis eloszlds n = 6 és p = 1/6 paraméterekkel.

<=9.1. feladat
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9.2. feladat. Egy cég 10 egyforma nyomtatot vasarol. Egy nyomtatd 0,2 valészintiséggel romlik el a garancidlis
id6 alatt. Mennyi a

a) valoszinlisége, hogy a garancialis id6 alatt egyetlen nyomtat6 sem romlik el;

b) valdszintisége, hogy a garancialis id6 alatt legalabb harom nyomtaté elromlik;

¢) valdszintlisége, hogy a garancidlis id6 alatt kevesebb mint ketté nyomtaté romlik el;

d) valdszin(isége, hogy a garancidlis id6 alatt kettonél tobb, de legfeljebb 6t nyomtaté romlik el?

e) garancialis id6 alatt elroml6 nyomtatdk szamanak varhato értéke és szorasa?

Megoldds: Legyen X a garancialis id6 alatt elromlé nyomtatdk szdma. Mivel a gépek egymastodl fiiggetleniil
mukodnek, ezért X binomidlis eloszldst valdszintiségi valtozd n = 10 és p = 1/5 paraméterekkel.

a)

P(X=0)=(1-p)'= <>10 ~ 0,107.

b) Hamarabb célba ériink, ha a komplementer esemény valdszintiségével szamolunk:

PB<X)=1-P(X <3)=1-[P(X =0)+ P(X = 1)+ P(X =2)| =1 - {<§>1o+
OO RCRONC Rt

’ P(X<2)=P(X=0)+P(X=1) = (é)m n (110> . G)l . <§>9 ~ 0,376.
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d)
P(2< X <5)=P(X =3)+P(X =4)+ P(X = 5) = (13()) . (;)3 <§>7+ (T) . <é>4 (§>6+
L)) o

E(X)=n-p=10-02=2; D(X)=+/n-p-(1—p)=+/10-0,2-0,8 ~ 1,265.

‘ I l _— 1 1 1 1 >
4 5

3 6 7 8 9 10

e)

0,3]

0,21
0,11 I
0
0 1 2

9.2. dbra. Binomidlis eloszlds n = 10 és p = 0,2 paraméterekkel.

<=9.2. feladat

Az eloszlasbdl lathatd, hogy a legnagyobb valdszintisége (kb. 0,3) annak van, hogy a garancidlis id6 alatt
2 gép hibdsodik meg; mig a legkisebb valésziniisége (kb. 10~7) annak, hogy mindegyik gép meghibdsodik.
Kiszamolhat6 az is, hogy annak a valdszinlisége, hogy legalabb hét gép meghibdsodik a garancidlis id6 alatt,
kevesebb mint 0,001. Mivel ez a valdsziniliség nagyon Kkicsi, ezért bar el6fordulhat, hogy legalabb hét gép
hibasodik meg, azért ebben az esetben érdemes lenne arra gyanakodni, hogy nem igaz az, hogy a megadott id6
alatt egy gép meghibasodasanak a valdszintisége 0,2. Ilyen jellegli gondolatmenettel kés6bb a statisztikaban a
hipotézisvizsgalatoknal fogunk talalkozni.
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9.3. Hipergeometriai eloszlas

Kordbban madér volt sz6 a visszatevés nélkiilli mintavételr6l. A hipergeometriai eloszlassal éppen a
visszatevés nélkiili mintavételnél a kihuzott selejtek szamat adhatjuk meg. Késébb latni fogjuk, hogy a
hipergeometriai eloszlas bizonyos koriilmények kozott helyettesithetd (kozelithetd) binomialis eloszlassal.

9.3. definicio: Tekintstink m darab elemet (barmit), amelyb6l s darabot valamilyen ok miatt
megkiilonboztetiink a tobbi m — s darabtdl (példaul selejtes). Ezutan talalomra kivalasztunk az m elembdl
n darabot visszatevés nélkiil, ahol n < s és n < m — s (tehat el6fordulhat az is, hogy minden kivalasztott
selejtes, és az is, hogy egyik sem az). Legyen az X valdszinliségi valtozé értéke az n darab kivalasztott
kozott 1évé megkiilonboztetett elemek szdma, igy X lehetséges értékei 0,1,2, ... ,n. Ekkor X hipergeometriai
eloszlasu valdszinliségi valtozo6 az m, s és n paraméterekkel, eloszlasa:

(&) (=)
P(X = k)= K/ \n—k k=012,...n.

(%)

Jelolje p a selejtesek aranyat, azaz legyen p = s/m. Belathatd, hogy a valdszintiségi valtoz6 varhatd értéke és
szordsa:

EX)=n-—=mn-p D(X) = np(l—p)(l—n_1>.

m—1

Ahogy korabban is mondtuk, az eloszlds képletének bemagoldsa helyett célszer(ibb annak a ,logikdjat”
megjegyezni, azt, hogy hogyan jon ki. A nevezOben az Osszes eset szama (m targybdl valasztunk ki n-et),
mig a szamldléban a j6 esetek szama (az s selejtesbdl valasztunk k darabot, mig az m — s nem selejtesbdl a
maradék n — k darabot valasztjuk ki) all.
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9.3. feladat. Egy aruhaznak 80 tv-je van raktdron. Energiafogyasztds szempontjabdl 30 tv A+, mig 50 tv B
besoroldsu. Minoségellenérok véletlenszertien kivalasztanak a raktaron levo tv-k koziil 6t6t. Mennyi

a) avaldszinlisége, hogy a kivalasztott termékek kozt pontosan két darab A+-os késziilék lesz;
b) avalésziniisége, hogy a kivalasztott termékek kozt B-s késziilékbol lesz tobb;

¢) a kivalasztott termékek kozt az A+-os késziilékek szdmdanak a varhato értéke, illetve a szdérasa?

Megoldds: A késziilékeket az energiafogyasztas alapjan két részre osztottuk. Mivel benniinket most a kivalasztott
A+-os késziilékek szama érdekel, ezért legyen X a kivdlasztott A+-os késziilékek szama. X hipergeometriai
eloszlasu valdszintiségi valtozo, m = 80, n = 5 és s = 30 paraméterekkel.

(30) . (50)
2 3
P(X =2) = 2007 ~ 0,35,
5
b) A B-s késziilékek szdma akkor lesz tobb, ha X < 2. Ezért a kérdéses valoszintiség:
(30> ‘ (50) (30) ‘ <50> (30) . <50>
P(X<2) = P(X=0)+P(X = 1)+ P(X =2) =~/ _\5/ A1/ A4 27 _\37 . 0.730.

(5) -0

a)

c)

<=9.3. feladat
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A
0,31
0,21
0,1r I
L1 1
0 1 2 3 4 5

9.3. dbra. A 9.3. feladatban szerepld eloszlds.

Erdekesség: A héztartasi gépeket energiahatékonysdg alapjan 7 osztalyba soroljak. Az egyes osztalyok
hatékonysag alapjan csokkené sorrendben a kovetkezék: A+++, A++, A+, A, B, C és D. Az Eurdpai
Unidban 2012 juliusatél mar csak A+, vagy ennél jobb 1j hlit6gép hozhat6 forgalomba.

9.4. feladat. Az 52 lapos franciakartya-csomagban a lapok szine négyféle lehet (kard, kor, treff, pikk).
Mindegyik szinbdl 13, kiilonbozé értéki lap van a pakliban (kettestdl az aszig). Véletlenszertien kivalasztunk 5
lapot (visszatevés nélkiil) egy csomagbdl.

a) Mennyi a valdszinlisége, hogy a lapok kozott pontosan harom treff lesz?
b) Mennyi a valdszintisége, hogy a lapok kozt legalabb harom treff lesz?
¢) Mennyi a valdszintisége, hogy mind a 4 4szt kihtizzuk?

d) Mennyi a valészintisége, hogy mind az 5 lap ugyanolyan szin??

Megoldds:
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a)

b)

c)

d

A feladat szempontjabdl a kartydkat két részre oszthatjuk, treffekre és nem treffekre. Mivel visszatevés
nélkiil huzunk, ezért hipergeometriai eloszlassal van dolgunk. A kihtuzott 5 lap kozott pontosan akkor van
3 treff, ha a 13 treff lapbdl kivalasztunk harmat, a 39 nem treffb6l pedig ettdl fiiggetleniil kettét, igy a

kérdezett valdszinliség:
(13) (39)
3 2
N 0,082.
5)
P(legalabb harom treff) = P(pontosan hdrom treff) + P(pontosan négy treff) + P(pontosan 6t treff) =
(13) <39> <13> <39> <13> (39)
3 2 4 1 ) 0
= 59 + 52 + 59 ~ 0,093.
5) 5) 5)
Ismét hipergeometriai eloszlassal van dolgunk, hiszen a lapokat most is két részre osztjuk, csak mas
szempont alapjan. Szamunkra most csak az érdekes, hogy a kihtizott lap asz vagy nem. A kihuzott lapok

kozott pontosan akkor van négy dsz, ha mind a négy dszt kivalasztjuk, és a maradék 48 (nem asz) lapbdl
valasztunk még egyet. Ezért a kérdéses valdszintiség:
<4) (48)
4 1
~1,8-107°.

52
)
Az, hogy mindegyik lap ugyanolyan szinl, négyféleképpen valdsulhat meg: vagy mindegyik treff, vagy

mindegyik pikk, vagy mindegyik karé vagy mindegyik kér. Mivel ez a négy esemény kizarja egymast, azért
a kérdéses valdszinliség ezen négy esemény valdszinliségének Osszegével egyezik meg. Tovabba mivel a

P(pontosan harom treff) =

Az el6z6 rész alapjan:

P(pontosan négy asz) =



E Iecke L oldal

szineknek nincs jelentésége, ezért annak a valdészintisége, hogy mindegyik lap pikk, nyilvan ugyanannyi,
mint annak a valdszintisége, hogy mindegyik treff (kard, kér). Ezeket felhasznalva:

P(mindegyik lap egyforma szini) = P(mind treff) + P(mind pikk) + P(mind kdr6) + P(mind kér) =

(5)

~ 0,002.

A
0,4}
0,3}
02t
01t
o P _
0 1 2 3

4 5

9.4. dbra. A treff lapok szdmdnak eloszldsa a 9.4. feladatban.

<=9.4. feladat

Erdekesség: A 9.4. feladat c, illetve d részében gyakorlatilag azt szdmoltuk ki, hogy az 6tlapos pSkerben
mennyi az esélye annak, hogy osztdsra asz pokert, illetve flusht (6t egyszint lapot) kapunk.
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1. Egy kosarlabdazé 0,9 valészintiséggel dob be egy biintet6t. Mennyi a valdszintisége, hogy 14 biintet6bdl
legfeljebb 11-t dob be?

0,114 0,257 0,842 0,158
2. Az X binomidlis eloszlasu val6szintiségi véltozé egyik paramétere n = 10. Tudjuk még, hogy E(X) = 1.
Mennyi a P(X < 1) értéke?
0,349 0,736 0,376 0,268

3. Egy 32 lapos magyarkartya-csomagbdl visszatevéssel kihtizunk 6 lapot. Mennyi a valdszintisége, hogy a
kihtzott lapok kozt legaldbb 2 piros lesz?

0,297 0,543 0,356 0,466
4. Mennyi az el6z6, 3. feladat eredménye, ha a lapokat visszatevés nélkiil huzzuk ki?
0,476 0,467 0,365 0,454

5. Egy vetélked6ben a jatékosnak 15 taska koziil kell harmat valasztania. Harom tdskaban egymillié, a tobbi
taskdban szdzezer Ft van. Mennyi a valészintisége, hogy a jatékos legalabb 2 millié Ft-t nyer?
0,079 0,086 0,068 0,081
6. Egy golyabalon hatszazan vesznek részt, koziiliik kétszazan els6sok. A résztvevék kozott visszatevés nélkiil
kisorsolnak harom egyforma nyereményt. Mennyi a valdszintisége, hogy lesz els6s a nyertesek kozott?
0,296 0,446 0,654 0,704
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9.4. Geometriai eloszlas

Sokszor el6fordul, hogy egy kisérletet hajtunk végre egymds utdn tobbszor egészen addig, mig egy adott
esemény be nem kovetkezik (példaul addig dobdlunk a dobdkockaval, mig hatost nem dobunk). Ilyenkor az
adott esemény bekovetkeztéig elvégzett kisérletek szamat geometriai eloszlassal irhatjuk le. Mint majd latni
fogjuk, az eloszlas elnevezését a valdszinliségek mértani (geometriai) sorozattal valé kapcsolata indokolja.

9.4. definici6: Tegyiik fel, hogy addig hajtunk végre fiiggetlen kisérleteket a p valészinliségli A esemény
megfigyelésére, amig az be nem kovetkezik. A sziikséges kisérletek szama legyen X, a lehetséges értékek
1,2, ... (fels6 korlat nincs). Ekkor X geometriai eloszldst valdszintiségi valtozé a p paraméterrel, eloszlasa:

PX=k=Q0Q-pFtp k=12,....

Elészor is vegyiik észre, hogy a P(X = 1), P(X = 2), P(X = 3),... szdmok mértani (geometriai) sorozatot
alkotnak, hiszen P(X = k+ 1) = (1 — p) - P(X = k), azaz a mértani sorozat kvdciense éppen (1 — p). Most
nézziik meg, hogyan kaptuk az eloszlas képletét: az A esemény pontosan akkor kovetkezik be el6szor a k.
kisérletben, ha az els6 (k — 1) kisérlet sordn nem kovetkezett be , mig a k. kisérletben bekévetkezett. Mivel az
egyes kisérletek egymastdl fiiggetlenek, ezért

P(X = k) = P(els6re nem kovetkezik be) - ... - P((k — 1).-re nem kovetkezik be) - P(k.-ra bekovetkezik) =
=(1—p)-(1=p)-...-(1=p)p=(1—p)*"-p
k-1

A geometriai eloszlasu valdszintiségi valtozd varhato értéke és szdérasa a kovetkezOképpen szamolhato ki:
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9.5. feladat. Egy rddibadén minden nap telefonos jaték zajlik. A jatékosokat a betelefonalék koziil
véletlenszerien valasztjadk ki, minden telefondlé 0,1 valdszinliséggel vehet részt a jatékban. Kovdcs ur
elhatdrozza, hogy a sziiletésnapjatol kezdve minden nap telefonal, egészen addig, mig jatékba nem keriil.

a) Mi a valdszintisége, hogy a tizedik napon jatszik el6szor?
b) Mi a valdszintisége, hogy legaldbb hétszer kell telefondlnia, mig addsba kertil?

¢) Mennyi Kovdcs ur telefonhivasainak a varhato értéke?

Megoldds: Jelolje X azt, hogy hanyadik napon keriil be el6szor jatékba Kovacs tr. Mivel ugyanazt a kisérletet
(Kovacs ur betelefonal) hajtjuk végre addig, mig egy adott esemény (Kovacs ur jatékba keriil) be nem
kovetkezik, ezért X geometria eloszldsu valészintiségi véaltozd, p = 0,1 paraméterrel.

a) Ha Kovacs tr a tizedik napon keriil be el6szor a jatékba, akkor az els6 kilenc alkalommal nem jart sikerrel,
mig a tizedik alkalommal igen, igy

P(X =10)=(1-p)?-p=(0,9)-0,1 ~ 0,039.

b) Az, hogy Kovdcs urnak legaldbb hétszer kell telefondlnia, pontosan azt jelenti, hogy az elsé hat alkalommal
nem Kkeriil be a jatékba, ezért
P(7T<X)=(1-p)%=(09)°~0,531.
9
-1
p 01 7
azaz Kovdcs ur telefondldsainak varhaté értéke 10.

<=9.5. feladat
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9.5. dbra. A 9.6. feladatban szereplé geometriai eloszlds (p = 0,1).

40 50

Az el6z6 feladathoz hasonléan altaldnosan is igaz, hogy ha X geometria eloszldst, akkor P(k < X) = (1—p)*~L.

Ugyanis £ < X pontosan azt jelenti, hogy a megfigyelt A esemény az els6 (k — 1) kisérlet sordn nem kovetkezik
be. Mivel a kisérletek egymdstdl fiiggetlenek, ezért ennek a valészintisége (1 — p)F~1.

9.6. feladat. Valaki a 18. sziiletésnapjat kovetéen minden héten felad egy 6toslottd szelvényt ugyanazokkal a
(csaladi) szamokkal. Mennyi

a) avaldszinlisége, hogy az 6todik héten nyer (azaz lesz legalabb két talalata) elészor;
b) a valodsziniisége, hogy az els6 évben egyszer sem nyer;

¢) az els6 nyerésig eltelt hetek szamanak a varhaté értéke?
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Megoldds:

a) Jelolje X, hogy hanyadik héten nyer az illet6 el6szor. Mivel mindig ugyanazt a szelvényt adja fel (vagyis

ugyanazt a kisérletet végezziik el), ezért X geometria eloszldsi. Az eloszlds p paramétere azonban most
nem ismert, el6szor ezt kell kiszamolnunk.
Egy adott héten akkor nyeriink, ha 2,3,4 vagy 5 szdmot taldlunk el. A taldlatok szdma hipergeometriai
eloszlast koévet, hiszen a szamokat két csopotba oszthatjuk: van az altalunk bejelolt 5 szam, és a maradék
85 (a két talalat példaul azt jelenti, hogy a mi szdmainkbdl pontosan kett6t, a maradék 85-bdl pedig
pontosan harmat htiznak ki). Ezért

6 () GG 66 66
[ .. 2 3 3 2 4 1 5 0
p = P(egy adott héten nyeriink) = 90 + 90 + 90 + 90 ~ 0,023.
) ) ) )
Egyel6re tehat meghatdroztuk az X geometria eloszldsu valdszintiségi valtozd p paraméterét: p = 0,023.
Most méar megvélaszolhatjuk a feladat kérdéseit:

P(az 6todik héten nyer elészér) = P(X = 5) = (1 —p)* - p = (1 — 0,023)* - 0,023 ~ 0,021.
b) Az, hogy az els6 évben egyszer sem nyer az illetd, azt jelenti, hogy az elsé 52 hét egyikén sem nyer, ezért
P(az els6 évben nincs nyeremény) = (1 — p)>? = (1 — 0,023)°? ~ 0,298.

c)
1 1

» 0,023
azaz az els6 nyereményig eltelt hetek szamanak varhato értéke 43,5.

B(X) =

~ 43,5

<=9.6. feladat
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9.5. Negativ binomialis eloszlas

El6fordulhat, hogy egy kisérletet nem csak addig folytatunk, mig egy adott esemény elészor
bekovetkezik, hanem példaul mondjuk addig, mig az esemény Otodszorre be nem kovetkezik.
Ilyenkor a sziikséges kisérletek szama negativ binomidlis eloszldssal adhaté meg.

9.5. definicio: Tegyiik fel, hogy addig hajtunk végre fiiggetlen kisérleteket a p valészinliségli A esemény
megfigyelésére, amig az n-szer be nem kovetkezik. A sziikséges kisérletek szama legyen X, a lehetséges
értékek n,n + 1, ... (fels6 korlat itt sincs). Ekkor X negativ binomidlis eloszldsu valészintiségi valtozo az n és
p paraméterekkel, eloszlasa:

n+k—1

HX:n+M:< o

)u—pﬁgﬂ k=0,12,....

Nézziik ismét az eloszlds képletét! Az A esemény pontosan akkor kovetkezik n-edszerre az (n + k)-adik
kisérletben, ha az elsé (n + k — 1) kisérletben pontosan (n — 1)-szer kévetkezett be (aminek a valdszintisége
("R prL (1 - p)R) és az (n + k)-adik kisérletben is bekdvetkezik (aminek p a valdszinisége). Igy valéban,

n—1
annak a valdszintisége, hogy az A esemény éppen az (n + k)-adik kisérletben kovetkezik n-edszer:
n—+ k — 1 -1 k n + k — 1 k
Y1 )y = (1= p)k.pn.
<n_1> P (l=p)"p (n_1> (I-p)"-p

Az n és p paraméter(i negativ binomidlis eloszlast valdsziniiségi valtozé tekinthet6 n darab fiiggetlen, p
paraméter(i geometriai eloszlasu valdszinliségi valtozd Osszegének is: az elsé sikeres kisérletig tart az elso,
itt Gjra kezdjiik a szamoldst, a masodik sikeres kisérletig tart a masodik, stb. Ezt felhaszndlva beldthatd, hogy a
varhato értéke és szdrdsa:
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9.7. feladat. Két testvér, Andrds és Baldzs a nydri sziinet minden napjan jatszik egy asztalitenisz meccset. A
tapasztalatok szerint 0,6 valdszintiséggel Andrds nyer meg egy meccset.

a) Mi a valdszintisége, hogy Baldzs a hetedik napon szerzi meg a harmadik gy6zelmét?

b) Mi a valészintisége, hogy Baldzsnak tobb mint 10 napot kell varnia a harmadik gy6zelmére?

¢) Mennyi a Balazs harmadik gy6zelméig eltelt napok szaménak a varhato értéke ?
Megoldds:

a) Jelolje X Baldzs harmadik gy6zelméig eltelt napok szamdt. Ekkor X negativ binomidlis eloszlasu
valoszintiségi valtozd az n = 3 és p = 0,4 paraméterekkel. Baldzs pontosan akkor szerzi meg a harmadik
gy6zelmét a hetedik napon, ha az elsé hat napon kétszer nyer, és a hetedik napon is nyer. A kérdezett
valoszinliség tehat:

6
P(X=17)= <2> - (0,6)* - (0,4)% ~ 0,124.
b) Balazsnak pontosan akkor kell tobb mint 10 napot varnia a harmadik gy6zelmére, ha az els6 10 napon
legfeljebb kétszer nyer. Igy

P(10 < X) = P(Baldzs 0 meccset nyer tiz nap alatt) + P(Baldzs 1 meccset nyer tiz nap alatt)+

10) -(0,6)% - (0,4)" +

1
+ P(Baldzs 2 meccset nyer tiz nap alatt) = < 00> (0,6)1° - (0,4)° + < 1

10
+ (2) -(0,6)%-(0,4)* ~ 0,167.

¢) Baldzs harmadik gy6zelméig eltelt napok szamanak a varhaté értéke:

<=9.7. feladat
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0,154
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9.6. abra. A 9.7. feladatban szerepld negativ binomidlis eloszlds (n = 3, p = 0,4).

9.8. feladat. Egy boltba minden nap egy helyi siitode szdllitja a pékarut. A szerz6dés szerint az drunak
legkés6bb reggel hétig meg kell érkeznie, tovabba az 6todik késés esetén a szerzédés automatikusan megszinik.
Tudjuk, hogy az d4ru minden egyes nap 0,99 valdszintiséggel idében megérkezik.

a) Mennyi a valdszintisége, hogy a szerz6dés (a késések miatt) a 200. napon szlinik meg ?
b) Varhatéan hdny napig lesz érvényes a szerzédés?
Megoldds:
a) Jelolje X a szerz6dés megsziinéséig eltelt napok szamdt. Ekkor X negativ binomidlis eloszlast az n = 5 és

p = 0,01 paraméterekkel. A szerz6dés pontosan akkor szlinik meg a 200. napon, ha a siitode az els6 199
napon pontosan négyszer késik, és a 200. napon is elkésik. Ezért

199
P(X = 200) = < A > -(0,99)'%° . (0,01)° ~ 8,93 - 10~
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b)
= 500,

E(X) = -

,0
nak a varhat6 értéke 500.

O |3

azaz a szerzO0dés megsziinéséig eltelt napok szam

<=9.8. feladat

9.6. Poisson-eloszlas

El6fordul, hogy sok, fiiggetlen, kis valdszinliségli eseménnyel kapcsolatban nem az érdekel benniinket, hogy
pontosan mely események kovetkeznek be, hanem csupdn az, hogy koziilik hdny kovetkezik be. Ez a
valoszinliségi valtozd Poisson-eloszlasunak tekinthet6, még akkor is, ha az egyes események valdszintiségei
kiilonbozbéek. Események (pontok) térbeli vagy idébeli eloszldsa is modellezheté Poisson-eloszlassal, ha az
egyes események egymadstdl fliggetlenek, tovabba minden térrészben (id6intervallumban) a bekovetkezés
valészinlisége aranyos e részhalmaz méretével. Gyakran modellezhetéek Poisson-eloszlassal példaul az
alabbiak:

e adott id6intervallumon beliil a bekovetkezések szama (pl. egy dra alatt beérkezo telefonhivasok szama, tiz
percen beliil érkez6 jarmivek szama, 6t perc alatt latott hulldcsillagok szama, stb.),

e adott térrészben torténd bekovetkezések szama (pl. sajtéhibak szama egy oldalon, hullécsillagok szama az
égbolt egy adott részén),

e adott szamu berendezés esetén adott id6 alatt a meghibasodasok szama.

9.6. definici6: Az X valdszintiségi valtozo Poisson-eloszlasi a A > 0 paraméterrel, ha lehetséges értékei a
nemnegativ egész szamok (0,1,...), az eloszldsa pedig
PLENN

P(X=Fk)=17¢ k=012,....
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A valoszintiségi valtozé varhatd értéke és szdrasa:
E(X)=X D(X)=VA.

9.9. feladat. Egy vallalat naponta 8 és 16 déra kozt tart telefonos iigyfélszolgalatot. Naponta atlagosan 120-an
hivjak fel az ligyfélszolgdlatot. A hivdsok szdma Poisson-eloszldst valdszinliségi valtozonak tekinthet6. Egy
nap a telefonokat fogadé munkatarsnak halaszthatatlan dolga akad, ezért 20 percre el kell mennie. Mennyi a

valoszintlisége, hogy ezen idé alatt

a) pontosan hat telefondld lesz;
b) legaldabb négyen telefonalnak;
c) legfeljebb ketten telfonalnak?

Megoldds:

a) Jelolje X a 20 perc alatt betelefonalok szamat. A feladat szovege alapjan X Poisson-eloszlasti. Mivel 8
ora alatt dtlagosan 120-an telefondlnak, ezért 20 perc alatt atlagosan 120 - 20/(8 - 60) = 5 telefonald lesz,
azaz E(X) = 5. Mivel a Possson-eloszldsndl E(X) = A, ezért X egy A\ = 5 paraméter(i Poisson-eloszldsu
valdszin(iségi valtozd. Ebbdl az adddik, hogy

6

5
P(X =6) = o e ® & 0,146.

b) Az, hogy legaldbb négyen telefondlnak, azt jelenti, hogy vagy négyen, vagy Oten, vagy hatan stb.
telefondlnak. Mivel igy végtelen sok valdsziniiséget kellene Osszeadni, ezért inkdbb a komplementer

esemény valoszintiségével fogunk szamolni.
PU<X)=1-P(X <d4)=1— [P(X:0)+P(X:1)+P(X:2)+P(X:3)} -
5 5! 52 53

P _— —_— 75 —_— 75 —_— 75 —_— 75 >
=1 ol e +1! e —1—2! e +3! e ~ 0,735.
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c)
+ =+ =-e7=0,125.

0,15
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9.7. abra. A 9.9. feladatban szereplé Poisson-eloszlds (A = 5).
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<=9.9. feladat

9.10. feladat. Egy vasuti atjarén dthaladé auték szama Poisson-eloszlasu valdszintiségi valtozénak tekinthetd.
Tudjuk, hogy 0,0498 annak a valdszintisége, hogy két éra alatt egyetlen autd sem megy at az atjarén. Mennyi

a) annak a valdészinlsége, hogy két 6ra alatt pontosan nyolc aut6 hajt at az atjaron;
b) annak a valdszintisége, hogy két 6ra alatt négynél tobb, de legfeljebb hét auté hajt at az atjardn;

¢) az atjaron két ora alatt athajté autdk szamanak a varhato értéke?
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Megoldds:

a) Tudjuk, hogy X Poisson-eloszldsi, a A\ paraméter azonban ismeretlen. Azonban ismerjiik a P(X = 0)
valdszinliség értékét, amibdl a A paramétert mar ki tudjuk szamolni.

)\0
A A
:ﬁ~€ — A ,

0,0498 = P(X = 0)

amib6l A = —1n 0,0498 = 3 adddik. Most mar valaszolhatunk a feladat kérdéseire.

8

3
P(X =8) =5 e™3 2 0,008.

b
) 35 36 37
P(4<Xg7):P(X:5)+P(X:6)+P(X:7):g-e*3+a-e*3+?-e*3z0,173.

c) E(X)= \=3, azaz két 6ra alatt vdrhatéan hdrom auté halad 4t az 4tjardén.

<=9.10. feladat

9.11. feladat. Kedvenc kugléfunkban a mazsoldk szdma Poisson-eloszlasu valészintiségi valtozonak tekinthetd.
Az 1 kg-os kuglofban dtlagosan 30 mazsola van. Egyik nap egy 25 dkg-os kuglofszeletet esziink reggelire.
Mennyi annak a valészintisége, hogy

a) pontosan 6 mazsola lesz benne;

b) pontosan 6 mazsola lesz benne, feltéve, hogy harmat mar meg is ettiink?
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Megoldds:

a) Jeloljik X-szel a 25 dkg-os szeletben 1év6 mazsoldk szamat. Ekkor X Poisson-eloszlasu, és mivel 1 kg-ban
atlagosan 30 mazsola van, ezért X varhaté értéke, E(X) = 30-25/100 = 7,5. Innen

7,58

P(X =6) = - e~ 0,137.

b) Vigydzzunk arra, hogy most egy feltételes valdszinliséggel van dolgunk! Az, hogy hiarom mazsolat
mdar megettiink, azt jelenti, hogy a mazsoldk szdma legaldbb 3, igy a feladat a P(X = 6|X > 3)

feltételes valdszintiség kiszamoldsa. Hasznaljuk el6szor a feltételes valdszintiség definicidjat, majd utédna a
Poisson-eloszlas képletét:

P(X=6|Xz3):P(X:6éSX23>:P(XZG)_ P(X =6)

P(X >3) (X >3) _1—[P(X:0)—|—P(X:1)+P(X:2)
750 s
B e 752 ~ 0,140.
1— [# ce7 TS 4 # ce”Th 4+ j : 6_775:|

<=9.11. feladat



E 12, 13.

1. Egy urndban 4 piros, 6 kék és 5 zold golydé van. Visszatevéssel huzunk golydkat az urndbél. Mennyi a
valészintisége, hogy az 6todik huizasra htizunk el6szor pirosat?

0,289 0,077 0,364 0,154
2. Az el6z6 feladatban mennyi a valdszintisége, hogy hetedikre htizunk harmadszor pirosat?
0,082 0,077 0,125 0,214
3. Egy szabdlyos dobdkockat dobdlunk. Mennyi a valészinlisége, hogy az elsé hatosig legalabb négyet kell
dobnunk?
0,196 0,422 0,579 0,482
4. Egy szabalyos dobdkockat dobalunk. Mennyi a valoszintisége, hogy a tizedik dobasra dobunk masodszorra
egyest?
0,032 0,095 0,085 0,058
5. X egy A = 2 paraméter(i Poisson-eloszldsu valészintiségi véltozé. Mennyi a P(3 < X) valdszin(iség értéke?
0,677 0,271 0,323 0,386

6. Egy tlizletben a 8 és 12 6ra kozotti vasarlok szama Poisson-eloszlasunak tekinthet6, melynek varhato értéke
26. Mennyi a valdészintisége, hogy 9 és 10 éra kozott pontosan hatan vasarolnak az tizletben?

0,157 0,205 0,260 0,348






E lecke oldal

10. Nevezetes folytonos eloszlasok
10.1. Egyenletes eloszlas

Tegylik fel, hogy egy valdészinliségi valtozd az (a;b) intervallumbdl veheti fel az értékeit, és ha ezen beliil
vesziink egy (c;d) részintervallumot, akkor annak a valdszinlisége, hogy a valészinliségi valtozé ezen
részintervallumba esé értéket vesz fel, a (c;d) intervallum hosszdval ardnyos, de nem fiigg attél, hogy
az eredeti (a;b)-n beliil hol helyezkedik el ez a részintervallum. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy
a valdszinliségi valtozd egyenletes eloszldst az (a;b) intervallumon. Ilyenkor tulajdonképpen geometriai
valoszinliségi mezérél van szd, hiszen a valdszinliség a geometriai mérettel (hosszusaggal) aranyos.

10.1. definicio: Az X val6szinliségi valtozd egyenletes eloszlasi az (a;b) intervallumon, ha
stirtiségfiiggvénye
1
f(x): b_a’ haa<:c<b,
0 kiilénben.

A stirtiségfiiggvény alapjan meghatdrozhato az eloszlasfiiggvénye

0, ha x < a;
F(z) = x—ay haa <z <1

b—a

1, ha z > b.

10.1. tétel: Ha X egyenletes eloszldsu valdszin(iségi valtozd az (a;b) intervallumon, akkor varhatd értéke és

szorasa: b .
a —a
EF(X) = , D(X) = .
(0= () ==
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10.1. feladat. Az egyik étteremnél hazhozszallitds esetén a rendelés telefonos feladdsa és az étel megérkezése
kozt eltelt id6 egyenletes eloszlasu valdszinlségi valtozonak tekinthetd. A kiszallitasig legalabb 30, de legfeljebb

60 perc telik el. Jelolje X az étel megérkezéséig eltelt idot.

a) Irjuk fel X eloszlas-, illetve stir(iségfiiggvényét!

b) Egy megrendelés esetén atlagosan mennyit kell varni a futdr megérkezéséig?

¢) Mennyi a valdészintisége, hogy a rendeléstdl szamitva 40 percen beliil megkapjuk az ételt?

d) Mennyi a valészintsége, hogy legalabb 50 percet kell varnunk, mire meghozzak az ételt?

e) Az egyik nap pontban délben adjuk le a megrendelésiinket. Haromnegyed 1-kor még nem jott meg az
ebédiink. Mennyi a valdszintisége, hogy legkésébb 12:53-ra megjon az étel?

Megoldds:

a) Mivel a megadott adatok alapjdn X egyenletes eloszldsu a (30; 60) intervallumon (azaz a = 30 és b = 60),

ezért X eloszlasfliggvénye:

0,
60 — 30"
1,
X stirtiségfliggvénye:
1
f@)=9 60—30"
0

a+b 30+ 60

b) B(X) ="

ha z < 30;

ha 30 < z < 60;
ha =z > 60.

ha 30 < z < 60;

kilonben.

, azaz atlagosan 45 percet kell varnunk az étel megérkezéséig.
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1/30f

0 30 60
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10.1. &bra. A 10.1. feladatban szerepld, a (30;60) intervallumon egyenletes eloszlds eloszldsfiiggvénye (bal oldal)
és striiségfiiggvénye (jobb oldal).

c) Az eloszlasfiiggvényrdl szo6l6 leckében tanultak szerint szerint P(X < 40) = F(40), igy

40 — 30
P(X < 40) = F(40) =
30
d) Ismét alkalmazzuk az eloszlasfiiggvényrdl korabban tanultakat:

~ 0,333.

50 — 30
P(50 < X)=1- P(X <50) =1— F(50) =

~ 0,667.

e) Figyeljlink arra, hogy itt most egy feltételes valdszintiséggel van dolgunk (a feltétel az, hogy 45 < X).

23 15
P(X <53és45<X) P@A5<X<53) F(53)—F(45) 37 30
P(X <5345 < X) = = = = ~ 0,533.
(X < 53145 < X) P45 < X) P(45 < X) 1— F(45) LB
30

<=10.1. feladat
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10.2. Exponencialis eloszlas

10.2. definici6: Az X valdszintiségi valtozé A > 0 paraméter(i exponencidlis eloszldsu, ha stirtiségfiigvénye

LA o
f(x):{)\ e , haz>0;

0 kilonben.

A stiriségfiiggvény alapjan meghatdrozhato az eloszlasfiiggvénye:

1—e ™ haz>0;
F(x)—{ 0, haz <0.

10.2. tétel: Ha X egy A paraméter(i exponencialis eloszlasu valdszinliségi valtozd, akkor X varhato értéke és
szordsa is a A paraméter reciprokaval egyezik meg, azaz

Exponencialis eloszlassal modellezhetd példdul a varakozasi-, illetve a sorbanallési id6, tovabba bizonyos tipust
berendezések, alkatrészek élettartama is.

10.2. feladat. Az egyik autémoséndl véletlenszer(i érkezés esetén dtlagosan 10 percet kell varnunk, mig sorra
keriiliink. A véarakozdssal toltott id6 exponencialis eloszlasu valészintliségi valtozonak tekintheto.

a) Jelblje X a vérakozassal toltott idét. Irjuk fel X eloszlds-, illetve stirtiségfiiggvényét!

b) Mennyi a valdszinlisége, hogy az érkezésilink utan 5 percen beliil sorra keriiliink?

¢) Mennyi a valészintisége, hogy legaldbb 14 percet kell varnunk, mig rdnk keriil a sor?
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0 —*

v

10.2. dbra. A A\ = 0,1 paramétertl exponencidlis eloszlds eloszlds- (bal oldal), illetve stiriiségfiiggvénye (jobb oldal).

Megoldds:

a) Mivel &tlagosan 10 percet kell vadrnunk, ezért X varhaté értéke 10. Felhaszndlva az E(X) = 1/A
Osszefiiggést azt kapjuk, hogy \ = % = 0,1. Most mar fel tudjuk irni az eloszlas-, és a stirliségfiiggvényt is.

Az eloszlasfliggvény:
1—e % haxz>o0;
0, ha z <0.
A strliségfiiggvény:
fa) = 0,1-e %% haz>0;
. 0 kiilénben.
b) Hasznaljuk az eloszlasfiiggvény korabban megismert tulajdonsagat!

P(X <5)=F(5)=1-e%" x0,393.

9]
PX>14)=1-PX<14)=1-F14)=1— (1 - M) =71 50,247
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<=10.2. feladat

10.3. feladat. Egy alkatrész varhatd élettartama 5 év. Az élettartam exponencidlis eloszlasu valdszintiségi
véltozénak tekinthetd.

a) Mennyi a valdszinlisége, hogy az alkatrész legalabb 6 évig mlikodéképes lesz?

b) Feltéve, hogy mar 3 évet jol miikodott, mennyi a valdszintisége, hogy legalabb 9 évig miikodboképes lesz?
Megoldds:

a) Jelolje X az alkatrész élettartamdt. Ekkor egyrészt F(X) = 5, mdsrészt mivel X exponencidlis eloszldsu,
ezért £(X) =1/, amibdél A = 1/5 = 0,2 adddik. Irjuk fel X eloszlasfiiggvényét:

1—e %27 haz>0;
F(:c)—{ 0, haz <0.

Az, hogy az alkatrész legalabb 6 évig miikod6képes, pontosan azt jelenti, hogy 6 < X. Az eloszlasfiiggvény
segitségével most mar megkaphatjuk a kérdezett valoszinliség értékét:

PE<X)=1-P(X<6)=1-F(6)=1—(1—e "% =e1?~ 0,301

b) Mivel tudjuk, hogy az alkatrész mar harom éve jol miikodik, ezért most egy feltételes valdszintiséggel van
dolgunk (az X > 3 esemény a feltétel). Irjuk fel eldszor a megadott feltételes valdszintiséget a definicié
alapjan, majd alkalmazzuk az eloszlasfiiggvényrdl tanultakat.

X>9éX>3) PX>9) 1-F9 1-(1-e029)
P(X =3) T P(X>3) 1-F(3) 1—(1—e023)

P
P(X >9/X >3) = ( =e 120,301
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<=10.3. feladat

Az el6z6 feladatot jobban megfigyelve, egy furcsasdgra lehetiink figyelmesek. A masodik részben tugy is
feltehettiik volna a kérdést, hogy ha az alkatrész mar 3 éve muikédik, akkor mi a valdszintisége, hogy még
tovabbi 6 évig is miikodni fog. A megoldas soran azt kaptuk, hogy ennek a valdszinlisége megegyezik az elsé
kérdésben feltett valdszinliséggel, azaz azzal, hogy a berendezés legalabb 6 évig miikodGképes lesz. Vagyis az
alkatrész mintha nem vett volna tudomast az elsé 3 év elteltérdl, mas széval nem Oregedett.

A megoldasban bemutatott mdédon altalanosan is belathatd, hogy az exponencidlis eloszlas rendelkezik az
ugynevezett orokifju tulajdonsdggal. Ez annyit jelent, hogy ha egy alkatrész élettartama exponencialis eloszlasu,
akkor az alkatrész bizonyos értelemben véve nem oOregszik. Ennek a pontos matematikai jelentése pedig az,
hogy ha az alkatrész mar ¢ ideig m(ikodott, akkor annak valészintisége, hogy még legalabb s ideig fog miikddni
(vagyis Osszesen legaldbb ¢ 4 s ideig fog m{ikodni), nem fiigg a megel6z6 ¢ id6tartamtol, ugyanakkora, mint
annak valészintisége, hogy a kezdettdl szamitva legaldbb s ideig m{ikodni fog. Tehat az eltelt ¢ id6tartam alatt
az alkatrész nem hasznalddott el, nem oregedett, ezért nevezziik ezt 6rokifju tulajdonsagnak.

10.3. tétel: Az exponencdlis eloszlas orokifju tulajdonsagu, azaz ha X exponencialis eloszldsu valoszintiségi
valtozd, akkor
PX>t+s|X>t)=P(X >s).

Bizonyitds: Legyen X \ paraméter(i exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozd. Ekkor a tételben szerepld
feltételes valdszintiség:

P(X>t+s) 1—-F(s+t) 1—(1—e Aty A6+

P(X>t)  1-F()  1—(1—eX) — X
—eM=1-(1-eM)=1-F(s)=P(X >5).

PX>t+s|X>t)=
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10.3. Normalis eloszlas

A normalis eloszlas (vagy mas néven Gauss-eloszlas) a legfontosabb valdsziniiség-eloszlds. A valé életben
szamos Vvéletlenszerti jelenség modellezheté normalis eloszlassal, példaul egy tomegtermelésben gyartott
termék tomege és hossza, vagy egy méréssorozat esetén a mérés hibdja. Altaldban, ha egy jelenséget nagy
szamu, egymastdl fliggetlen vagy csak kevéssé fiiggd, véletlenszer(i tényez6 hataroz meg, tovabba az egyes
tényezok egyenként csak kis mértékben jarulnak hozza a véletlentdl fiiggé ingadozasokhoz, és a tényezok
hatésai 0sszegzddnek, akkor a jelenség eloszlasa jol kozelitheté normadlis eloszlassal. Mint a kés6bbiekben
latni fogjuk, a normalis eloszlds kiemelkedd szerepet jatszik a statisztikai vizsgalatok soran is.

10.3. definicié: Az X folytonos eloszlasu valdszintiségi valtozot m, o (¢ > 0) paraméterti normalis
eloszldsunak neveziink, ha a stirliségfiiggvénye

Flo) = e T
Xr) = (& 20
oV 2

Eloszlasfiiggvénye pedig

1 T =-m)?
F(x) = . 277/ e 22 dt.
—0o0

Varhato értéke és szodrasa:

Aktivitas: Nézzen utdna a Wikipedian, hogy mi az a Galton-deszka, és milyen kapcsolatban &ll a normalis
eloszlassal!


http://hu.wikipedia.org/wiki/Galton-deszka

lecke a oldal

0 m 0 m
10.3. abra. A normadlis eloszlds eloszlds- (bal oldal), és stirtiségfiiggvénye (jobb oldal).

A normadlis eloszlds stirtiségfiiggvénye az ugynevezett Gauss-gorbe (szokds haranggorbének is nevezni). Mint
a 10.3. 4brdan lathatd, a stiriségfiiggvény grafikonja tengelyesen szimmetrikus az m varhatd értéknél az x
tengelyre allitott mer6leges egyenesre, tovabba a fiiggvény éppen a varhat6 értéknél veszi fel a maximumat
(a maximum értéke ml/ﬂ). A gorbe alakja (azaz, hogy mennyire csticsos, illetve lapos) a o szdrastol fiigg. A
haranggorbéhez hasonlé grafikonokkal szamos, a valé életbdl vett statisztikanal is taldlkozhatunk. Példaul ezen
az oldalon a 2009. évi kozépiskolai felvételi pontszdmok hisztogramjdn is jol kivehet6 a haranggorbe alakja.

Sajnos az egyenletes és az exponencidlis eloszlassal ellentétben a normalis eloszlds esetén az eloszlasfiiggvény
értékét egy adott pontban nem tudjuk egyszertien kiszamolni, hiszen ehhez egy bonyolult improprius integralt
kellene kiszamolnunk. Ez azt jelenti, hogy hidba ismerjiik egy X normadlis eloszldsu valdszintiségi valtozd
eloszlasfiiggvényét, segitségével nem tudjuk meghatarozni a P(X < a) valdszintiség értékét. Arra, hogy hogyan
lehet mégis gyorsan meghatarozni ezt a valdszintiséget, a most kévetkez6 részben kapunk valaszt.


http://www.koloknet.hu/?1070-kzpiskolai-felvteli-az-adatok-tkrben
http://www.koloknet.hu/?1070-kzpiskolai-felvteli-az-adatok-tkrben
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10.3.1. Standard normalis eloszlas

A normdlis eloszlasok kozott kitiintetett szerep jut annak, amelynek varhatd értéke 0, szérasa pedig 1, azaz m =
0 és 0 = 1. Tetszbleges normalis eloszldssal kapcsolatos valdszinliség meghatdrozdsat vissza lehet vezetni egy
ilyen tipust normadlis eloszlassal kapcsolatos kérdésre. Ezt standard normadlis eloszlasnak hivjak, és fontossaga
miatt kiilon jelolése is van.

A stirtiségfiiggvénye:

Az eloszlasfliggvénye:
1 z 2
P(z) = — e 2 dt.
( ) vV 27'(' /oo

A standard normalis eloszlés eloszlasfiiggvényének (®(z)) értékeit tdblazatokban szokds kozolni. Az 1. és 2.
tablazatok a 0 és 4 kozotti, két tizedesjegyli szamokhoz tartozd & értékeket tartalmazzak. Mint lathatd, a
tablazatok csak pozitiv z-ekre tartalmazzdk ®(z) értékeit. Ennek oka a kovetkezd:

10.4. tétel: Legyen ®(x) a standard normadlis eloszlds eloszlasfliggvénye. Ekkor:

O(—x)=1—P(x).
Az el6z6 tétel alapjan ha X egy standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozd, akkor tetszOleges a érték
esetén a P(X < a) valdszinliség értéke, ami ®(a)-val egyenld, a tdbldzatbdl kiolvashaté. Mi a helyzet azonban

olyankor, amikor X nem standard normalis eloszlast? A kovetkez6 tétel azt mutatja meg, hogy egy tetszbleges
normalis eloszlasu valdszintiségi valtozobdl hogyan lehet standard normalis eloszlastit ,,gyartani”.
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10.5. tétel: Legyen X normdlis eloszlasu valdszintliségi valtozo, a varhato értéke m, a szérasa o. Ekkor az

_X—m

(o)

X*

valdszinliségi valtozo standard normalis eloszlasu.

A tétel szerint tehdt ha X egy (m,o) paraméterli normaélis eloszldsu valdszintiségi valtozo, akkor a tételben
leirt X* valdszintiségi valtoz6 standard normalis eloszlasu. X*-ot az X standardizaltjdnak nevezziik. Nézziik

most meg példdkon keresztiil, hogy ezen ismeret birtokdban hogyan lehet példdul a P(X < a) valdszintiséget
kiszamitani.

10.4. feladat. Egy gyarban az egyik gép dltal gyartott alkatrészek tomege normalis eloszlasu valdszintiségi
valtozonak tekinthet6, melynek m varhato értéke 30 dkg, o szdrasa pedig 4 g. Mennyi a valdszintisége, hogy
egy, a gép altal gyartott alkatrész tomege

a) legfeljebb 302 g;

b) legalabb 209 g;

¢) pontosan 300g;

d) legalabb 208, de legfeljebb 303 g?

Megoldds:

a) Jelolje X a gép altal gyartott alkatrészek grammban mért tomegét. Ekkor X egy m = 300 varhatd értékd és
o = 4 szorasu normalis eloszlasu valdszintiségi valtozd. A 10.5. tétel szerint az X* = w valdszinliségi
valtozo standard normalis eloszlasu. Ezt felhasznalva a kérdezett valdszintiség

X — 300 < 302 — 300

P(X <302)=P
(X< ) < 4 - 4

) = P(X* <0,5) = ®(0,5).
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Az 1. tablazatbol ®(0,5) értékét a kovetkezéképpen kereshetjiik ki: 0,5 = 0,5 + 0,00, s ekkor ®(0,5) éppen
a tablazat 0,5-es sordnak és 0,00-os oszlopanak a ,,metszéspontjaban” taldlhaté érték. Igy:

P(X < 302) = ®(0,5) ~ 0,6915.

b)

X —300 _ 209 — 300
4 4

=1-3(—0,25) =1— (1 —®(0,25)) = D(0,25).

P(209§X):1—P(X<209):1—P< ):1—P(X*<—0,25):

A ©(0,25) értéket ismét az 1. tablazatbdl kereshetjiik ki: 0,25 = 0,2 + 0,05, és ekkor a ®(0,25) éppen a
tablazat 0,2-es sordnak és 0,05-0s oszlopdnak a ,metszéspontjdban" taldlhaté érték. Ebbdl

P(209 < X) = ®(0,25) ~ 0,5987.

c¢) Kordbban a striségfiiggvénnyel foglalkozé leckében megtanultuk, hogy ha X folytonos eloszlasu
valdszinliségi valtozd (azaz van stiriségfiiggvénye), akkor tetszbleges a érték esetén P(X = a) = 0. Mivel
az alkatrészek tomege normalis eloszlasu (azaz folytonos) valészintiségi valtozdnak tekinthetd, ezért nulla
annak a valdszintisége, hogy egy alkatrész tomege pontosan 30 dkg.

d)
208 —300 _ X —300 _ 303 — 300
< <
4 - 4 -4
= $(0,75) — ®(—0,5) = ®(0,75) — (1 — (0,5)) ~ 0,4649.

P(208 < X <303) =P < > = P(—0,5< X* <0,75) =

<=10.4. feladat
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10.5. feladat. Egy falizemben készitett deszkdk hossza normalis eloszlast kovet 400 cm varhatd értékkel és
2 cm szorassal. Egy deszka selejtesnek szamit, ha a hossza legaldbb 5 cm-rel eltér 4 m-t6l.

a) Milyen selejtszazalékkal dolgozik az iizem?

b) Hogyan kellene véltoztatni a tliréshatarokat, hogy a selejtszazalék 0,5% legyen?
Megoldds:

a) A kérdés megvdlaszolasdhoz azt kell kiszdmitani, hogy mi a valdszintisége annak, hogy egy véletlenszertien
valaszott deszka selejtes. Legyen X a deszka hosszat jelenté normdlis eloszldst valdszinliségi valtozo,
m = 400, o = 2. Egy deszka akkor nem selejtes, ha a hossza 395 és 405 cm kozé esik, azaz
395 — 400 < X —400 - 405 — 400>
2 2 2
= P(—2,5 < X* <25) = ®(2,5) — B(—2,5) = D(2,5) — (1 — B(2,5)) =
=2-9(2,5)—1~2-0,9938 —1=0,9876.

P(nem selejt) = P(395 < X < 405) = P (

Ezek szerint egy termék 0,9876 valdsziniliséggel nem selejt, igy 0,0124 valdszintiséggel selejt, tehat a
selejtszazalék 1,24%.

b) Nyilvan adott szdérds mellett akkor lesz kisebb a selejtszazalék, ha a varhatd értékt6l nagyobb eltérés is

megengedett. Legyen ez a keresett eltérés d. Ekkor annak valdszinlisége, hogy egy termék nem selejtes
99,5%, azaz 0,995 (hiszen most csak 0,5% selejt):

—d X —-400 d
P(nem selejt) = P(400 —d < X <400+ d) = P <2 <—F5 < 2) =

(oo ()4 (2 ) (-+(2)-

:2.<1><C2l>—1:0,995.
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Ebb6l d méar meghatarozhaté:
2~<I><;l> —1=0,995

¢ <;l> =0,9975

3:2,81 — d=562.

Tehdt a selejt szazalék akkor lesz 0,5%, ha tliréshatdr +5 cm helyett 45,62 cm.

<=10.5. feladat

10.6. feladat. Egy tidit6t gyartd iizemben gép végzi az iditok iivegekbe toltését. Az tivegbe keriil6 mennyiség
normalis eloszlasu valészintiségi valtozdnak tekinthetd. Egy tivegbe atlagosan 1 liter iidit6 kertil, tovabbd 0,8413
annak a valdszintisége, hogy egy véletlenszeriien valasztott iivegben legfeljebb 1,05 liter folyadék van.

a) Mennyi a gép 4ltal az iivegekbe toltott folyadék szérdsa?

b) Az iivegek hany szdzalékaban lesz legalabb 0,99 liter iidit6?

¢) Az egyik livegbdl kiontiink 1 liter iidit6t egy poharba. Mennyi a valdszinlsége, hogy az livegben marad
még legalabb 0,1 liter iidit6?

Megoldds:

a) Jelolje X az tivegbe toltott iiditd literben mért mennyiségét. Az adatok alapjan X normadlis eloszlasu,
a vdrhatd értéke m = 1. Ismert tovdbbd, hogy P(X < 1,05) = 0,8413. A o szérds értékét ebbdl az
egyenl6ségbol ki tudjuk szdmitani.

0.8413 = P(X < 1,05) :P(X—l - 1,05—1) _p (X* < 0705) % (0,05>
o

g g g
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0,05

A tablazatbdl visszakeresve azt kapjuk, hogy = 1, amibd6l ¢ = 0,05, azaz az iivegbe toltott iditd

mennyiségének a szérasa 0,05 liter.
b)
X-1_099-1
0,05 0,05
=1—-®(—0,2) =1 — (1 — ®(0,2)) ~ 0,5793,

P(0,99§X):1—P(X<0,99):1—P< ):1—P(X*<—O,2):

azaz kortilbeliil az tivegek 57,93 szdzaléka tartalmaz legaldbb 0,99 liter tiditét.

¢) Gyakorlatilag az a kérdés, hogy ha tudjuk, hogy egy iivegben legalabb 1 liter iidit6 van, akkor mennyi
a valészintisége, hogy legaldabb 1,1 liter idit6 van az {ivegben. Vagyis egy feltételes valdsziniiséggel van
dolgunk, melyben 1 < X a feltétel. A feltételes valoszintiség definicidjat hasznalva

1_P<X—1<1,1—1>
P(X>11éX>1) PX>11) 1-PX<11) 0,05 0,05
P(X >1) - PX>1) 1-PX<1) 1_P<X—1<1—1>
0,05 = 0,05

P(X>11X>1)=

1-P(X*<2) 1-3(2)

T 1-P(X*<0) 1-o(0)

~ 0,0456.

<=10.6. feladat

Az el6z6 feladatban definidlt X valdszinliségi valtozo, az iivegekbe toltott iidité mennyisége, nyilvan nem
vehet fel negativ értékeket, s6t (az iivegek mérete miatt) akdrmilyen nagy értéket sem vehet fel. Ezzel
szemben egy normalis eloszlasu valdszinliségi valtozé barmekkora értéket felvehet. Vajon ez nem mond ellent
annak, hogy feltettiik, hogy az iivegbe toltott folyadék mennyisége normadlis eloszlasu valdsziniiségi valtozdval
modellezhet6? A kérdés megvdlaszoldsdban segitségiinkre lesz a kovetkez6 feladat.
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10.7. feladat. Legyen X egy normalis eloszlasu valdszinliségi valtozd m varhatd értékkel és o szdrassal.
Szamoljuk ki a kovetkezé két valdszinlség értékét!

a) P(| X —m|<2-0) b) P(|I X —m| <4-0)
Megoldds:
a) Az abszolutérték definicidja szerint az | X — m| < 2 - o feltétel azt jelenti, hogy
—2-0<X—-—m<2- o0,
amibdl dtrendezés utdn a vele ekvivalens
m—2-c0<X<m+2-0

egyenl6tlenségrendszert kapjuk. Ezt felhasznédlva

g g g
=PX"<2)—P(X"<-2)=9(2) —P(—-2) =P(2) — (1 — 9(2)) =~ 0,9544.
b) Az el6z6 gondolatmenetet alkalmazva
P(IX —m|<4-0)=P(X* <4) — P(X* < —4) = ®(4) — B(—4) = D(4) — (1 — D(4)) ~ 0,999936.

Mivel a legtobb tdbldzatban ®(4) értéke mar 1-re van kerekitve, ezért most ®(4) értékét az EXCEL beépitett
STNORMELOSZL fiiggvényének a segitségével hatdroztuk meg.

9.5 — X — 2.0 —
P(]X—m|<2-0):P(m—2~a<X<m+2~a)=P<m oom _AX-m _mteo m>

<=10.7. feladat

Azt kaptuk tehat, hogy egy normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo értéke 0,9544 valdsziniiséggel az

(m —2-0,m+ 2 - o) intervallumba esik, mig 0,999936 valdszintiséggel az (m — 4 - o,m + 4 - o) intervallumba
esik. A 10.6. feladat esetében (melynél m = 1 és o = 0,05) ez azt jelenti, hogy az iivegekbe toltott folyadék
mennyisége 0,999936 valdszintiséggel legaldbb 8, de legfeljebb 12 deciliter. Vagyis gyakorlatilag nem kell amiatt
aggodnunk, hogy normalis eloszlast feltételezve az iivegekbe példaul negativ mennyiségi iidit6 kertil.
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Onellendrzé kérdések

1.

. Egy berendezés atlagosan 6 évig miikodik; az élettartama exponencidlis eloszlasu valdszinliségi valtozonak

. Az el6z6 feladatban mennyi a valdszintisége, hogy a berendezés legaldbb 3, de legfeljebb 8 évig miikodik?

. X egy normalis eloszlasu valoszinliségi valtozo, melynek a varhato értéke 10, szorasa pedig 0,8. Mennyi a

Legyen X egyenletes eloszldsu valészintiségi valtozé az (5;15) intervallumon. Mennyi a P(8 < X)
valoszinlség értéke ?

. Az el6z6 feladatban mennnyi a P(3 < X < 10) valdszin(iség értéke?

tekinthet6. Mennyi a valdszinlisége, hogy a berendezés legaldbb 8 évig miikodik?
0,264 0,736 0,472 0,528

0,524 0,264 0,606 0,343

P(X <9,76) valészinliség értéke?
0,6179 0,3821 0,7881 0,2119

. Az el6z6 feldatban mennyi a P(10,2 < X < 10,4) valészinliség értéke?

0,6915 0,5987 0,0928 0,7881

. Az X normalis eloszlasu valésziniiségi valtozo varhaté értéke 50, szorasa 4. Hatarozzuk meg azt a d értéket,

melyre teljesiil, hogy X értéke 0,95 valdszintiséggel 50 — d és 50 + d kozé esik!
0,975 7,84 1,96 6,58
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11. Kapcsolatok a nevezetes diszkrét eloszlasok kozott (hatareloszlas tételek)

El6fordulhat, hogy egy véletlen jelenséggel kapcsolatos valdszinliség meghatarozasakor vagy nem ismerjiik
pontosan a jelenséget leird valdszinlségi eloszlast, vagy ismerjiik ugyan, de még ennek a segitségével is csak
nehezen tudjuk kiszamolni a valdszinliség értékét. Ilyenkor megprébalhatunk olyan egyszertibb (kevesebb
paramétert tartalmazd, vagy konnyebben szamolhatd) eloszlast keresni, mellyel a kérdéses valdszinliség egy jo
kozelitését kapjuk. Tekintsiik példaul a kovetkez6 feladatot.

11.1. feladat. Egy biztositd tarsasagnak legaldbb 50 ezer iigyfele van. Az tigyfelek 60 szazaléka negyven évnél
fiatalabb. Ev végén a tarsasag kisorsol az tigyfelei kozott 6t egyforma ajandékot. Mennyi a valdszintisége, hogy
pontosan két nyertes lesz 40 évnél fiatalabb?

Megoldds: A 40 éven aluli nyertesek szdma hipergeometriai eloszlasu (hiszen gyakorlatilag visszatevés nélkiili
mintavételrél van sz6). Azonban nem ismerjiik az eloszlas Osszes paraméterét, hiszen nem tudjuk, hogy
pontosan hdny iigyfele van a tdrsasdgnak. Igy a kérdezett valdszin(iség értékét nem tudjuk pontosan
meghatarozni. Hogyan kaphatnank meg azonban egy kozelit6 értéket? A kovetkezéképpen okoskodhatunk.
Jelolje m az tigyfelek szdmdat. A negyven éven aluli tigyfelek szdma ekkor 0,6 - m. Ha elsére negyven éven
aluli tigyfelet sorsolunk ki, akkor a kovetkez6 hizds el6tt a negyven éven aluli {igyfelek ardnya a maradék
tgyfelek kozt (0,6m — 1)/(m — 1) lesz. Mivel m nagyobb, mint 50 ezer, ezért ez az ardny gyakorlatilag 0,6-nek
tekinthet6 (m = 50000 esetén az arany 0,599992). Hasonlban kiszamolhatnank, hogy ha elsére negyven
éven feliilit huzunk, akkor a maradék tigyfelek kozott a negyven éven aluliak ardnya tovabbra is tekinthet6
0,6-nek. Ugyanez a gondolatmenet elmondhaté a méasodik, harmadik és negyedik hiizés esetén is. Ezért aztan a
kérdezett valdszinliség egy jo kozelitését kaphatjuk akkor, ha feltessziik, hogy minden egyes nyertes sorsolasakor
a negyven éven aluliak ardnya pontosan 60 szazalék. Ez pedig nem mast jelent, mint hogy ugy tekintiink
a feladatra, mintha a nyerteseket visszatevéses mintavétellel huzndk ki, vagyis a tényleges hipergeometriai
eloszlas helyett a binomialis eloszlassal szamoljuk ki a valészin(iséget!

P(pontosan két negyven év alatti nyertes) ~ (Z) -0,6% - 0,4% = 0,2304.

<11.1. feladat
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Tegyiik fel, hogy az el6z6 feladatban tudjuk, hogy a biztositéonak pontosan 50000 iigyfele van. Ekkor a
negyven éven aluli tigyfelek szdma 30000, igy a hipergeometriai eloszlds segitségével most mdr kiszdmolhatjuk

a kérdezett valdszinliség pontos értékét:
30000 20000
2 3

50000
5
A fenti tort értékét érdemes mindenkinek a sajat szamologépén is kiszadmolni. Azt tapasztalhatjuk, hogy még
(foként egyszeriibb) szamoldgéppel sem konny(l az értékét kiszamolni (lehet, hogy valakinek nem is sikeriil).
Ezért még ha pontosan ismerjiik is a hipergeometria eloszlds paramétereit, akkor is széba johet a binomidlis

eloszlassal vald kozelitése. Tovabba figyeljiik meg, hogy 50000 iigyfél esetén a binomidlis eloszldssal szamolva
5 tizedesjegyre pontosan megkapjuk az eredményt, vagyis igen jé kozelité megoldast kaptunk!

P(pontosan két negyven év alatti nyertes) = > ~ 0,230404.

} = binomialis i
0,3[ == hipergeometriai
0,2 R
01r
1 i il

0 1 2 3 4 5

11.1. dbra. A m = 50000, s = 30000, n = 5 paraméteril hipergeometria eloszlds, és az n = 5, p = 0,6 paraméteril
binomidlis eloszlds.
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11.1. A hipergeometriai eloszlas kozelitése binomialis eloszlassal

11.1. tétel: Legyen p egy 0 és 1 kozé es6 szdm, legyen tovdbba s,, olyan egész értékii sorozat, melyre

Legyen n olyan m-t6l és s,,-t6l fiiggetlen egész allandd, melyre n < s, és n < m — s,,. Ekkor tetszbleges

rogzitett k esetén (0 < k < n):
k n—k n k
lim = (1 —p)n .
m—00 m (k;) p ( p)
n
Tehat az m, s, és n paraméter(i hipergeometriai eloszldsok sorozata az n és p paramétert binomialis eloszlashoz
kozelit.

v _

Az el6z6 tételt hétkoznapi nyelvre leforditva a kovetkez6t mondhatjuk: tegyiik fel, hogy van Osszesen m
termékiink, melyb6l s darabot megkiilonbeztetiink a tobbitél; legyenek ezek példaul a selejtes termékek, a
tobbi m — s termék pedig legyen hibatlan. Valasszunk ki (visszatevés nélkiil) az 6sszes termékbél n darabot.
Ha a kivalasztasok n szama mind a selejtes termékek s szamahoz, mind a hibatlan termékek m — s szamahoz
képest ,kicsi”, akkor a kivdlaszott termékek kozti selejtes termékek szdma jél kozelitheté az (n,p) paraméterd
binomialis eloszlassal, melyben p = s/m.

11.2. feladat. Egy édességeket forgalmazé cég palyazatot hirdet. Aki egy boritékban a megadott cimre elkiildi
a cég 5 kiilonbozo termékének a csomagoldpapirjat, az sorsoldson vesz részt, melyen tiz darab, egyenként 100
ezer Ft-os ajadndékutalvanyt sorsolnak ki. Hatdridére 500 ezer érvényes palyazat érkezik be, melyek koziil 80
ezret Pest megyében adtak fel. Mennyi a valészintisége, hogy

a) pontosan négy Pest megyei palyazat nyer;
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b) legfeljebb harom Pest megyei palyazat nyer?

Megoldds:

a) Jelolje X a nyertes Pest megyei palyazatok szamat; X ekkor hipergeometriai eloszlasi. Mivel a nyertesek
szama (10) mind a Pest megyei palydzatok szdmdhoz (80 ezer), mind a nem Pest megyei pdlyazatok
szamahoz képest is kicsi, ezért a nyertes Pest megyei palydzatok szama jol kozelitheté az n = 10 és
p = 80000,/500000 = 0,16 paraméter(i binomidlis eloszlassal. Ezek alapjan

10
P(X =4)= (D Pt (1-p)° = (4) +0,16" - 0,84° ~ 0,048.

b) Az el6z6 rész alapjan
10
P(X<3)=P(X=0+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)= (0) -0,16° - 0,840+

10 10 10
+ (1> 0,16 - 0,84 + <2> -0,16% - 0,84% + <3) -0,16% - 0,847 ~ 0,939.

<=11.2. feladat

11.3. feladat. Egy aruhazban egy adott tipusu termékbdl a raktaron 1évé termékek 60 szazaléka hazai gyartasu.
A termékek koziil véletlenszertien kivalasztunk hat darabot. Mennyi a valészintisége, hogy pontosan harom
hazai gyartasu termék van a kivalasztottak kozt, ha

a) 2000 termék van raktaron;

b) negyven termék van raktaron?

Megoldds:
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a) Jelolje X a kivdlasztott hazai termékek szdmdat. X ekkor hipergeometriai eloszldsu, mivel azonban a
kivalasztasok szama (6), mind a hazai (1200), mind a kiilfold (800) gyartasud termékek szamahoz képest
is kicsi, ezért X -et kozelithetjiik egy n = 6 és p = 1200/2000 = 0,6 paraméteri binomidlis eloszlassal.

P(X =3) = (”) P (1-p) = <g) £0,6% - 0,43 ~ 0,276.

b) Mivel most a kivdlasztasok szama (6) a kiilfoldi gyartasu termékek szamahoz (16) képest nem tekinthet6
kicsinek, ezért nem alkalmazhatjuk a binomidlis kozelitést. A hipergeometriai eloszlast hasznalva:

<24) (16)
3 3
P(X =3) = =2 0"F ~ 0,295,
6
Vegyiik észre, hogy ha most is binomidlis eloszldssal szdmoltunk volna, akkor ugyanazt az eredményt

kaptuk volna, mint az el6z6 részben (hiszen n és p nem vdéltozott volna). Vagyis binomidlis eloszldssal
szamolva kozel 0,02-dal kisebb értéket kaptunk volna a ténylegesnél!

A —
0,3} == binomialis ]
== hipergeometriai
02F
0,1F HH
0 [ [0
0 1 2 3 4 5 6

11.2. dbra. Az m = 40, s = 24, n = 6 paraméteri hipergeometria eloszlds, és az n = 6, p = 0,6 paraméteril
binomidlis eloszlds.

<=11.3. feladat
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11.2. A binomidalis eloszlas kozelitése Poisson-eloszlassal

Ahogy azt mar kordbban megtanultuk, ha egy kisérlet sordan egy adott esemény bekovetkezésének p a
valdszinlisége, akkor a Kkisérletet n-szer végrehajtva az adott esemény bekoévetkezéseinek a szama egy n
és p paraméter(i binomidlis eloszldssal irhaté le. A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy bizonyos esetekben
a (két paramétertél fiiggé) binomialis eloszlas kozelithet6 a nala egyszer(ibb, egy paramétertdl fiiggd
Poisson-eloszlassal.

11.2. tétel: Legyen X egy pozitiv szam, legyen p,, (n = 1,2,...) 0 és 1 kozotti szamok olyan sorozata, amelynél

lim p,-n=A\.
n—oo

Ekkor tetszéleges rogzitett k esetén

k
lim (Z) (1 —py) R = % e,

n—o0

Tehat az n és p,, paraméter(i binomialis eloszldsok sorozata a A paraméterd Poisson-eloszlashoz kozelit.

Hétkoznapi nyelvre leforditva a tétel ugy fogalmazhaté meg, hogy ha p elég kicsi és n nagy, akkor a binomidlis
eloszlast Poisson-eloszlassal kozelithetjiik, azaz

n\ ko1 nfkw(n‘p)k' —n-p
@p T
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11.4. feladat. Egy gazdasagi konferencidra meghividk 600 cég, illetve vallalat vezet6jét. A vezeték
egymastdl fliggetleniil 0,002 valdszintiséggel maradnak tavol (pl. betegség miatt) a konferenciatdl. Mennyi
a valészintisége, hogy

a) pontosan 3 meghivott vezeté nem megy el a konferenciara;

b) legaldabb 2 meghivott vezeté nem vesz részt a konferencidn;

c) kevesebb mint 4 meghivott vezeté nem vesz részt a konferencian?

Megoldds:

a) Jelolje X azoknak a meghivott vezetGknek a szamat, akik nem mennek el a konferenciara. Mivel a
vezetOk részvétele a konferencidn egymadstdl fiiggetlen, ezért X binomidlis eloszldst, n = 600 és p = 0,002
paraméterekkel. Mivel n nagy, p pedig kicsi, ezért X kozelithet6 egy A = n-p = 600-0,002 = 1,2 paramétert
Poisson eloszlassal.

oo 122,
1,20, 12t
b) P2<X)=1-[P(X =0)+P(X =1)] =1~ | -e 24 2 e712| ~ 0,397,
c)
1720 —1,2 1721 —1,2
1,22 1, 1,25,
+7' +?'€ N0,966.

<=11.4. feladat

11.5. feladat. Gépelés sordn egy tapasztalt titkdrn6 minden egyes betli lenyomdsakor a tobbi lenyomadstdl
fiiggetleniil 0,0005 valdszintiséggel nyom le rossz billentytit a klaviatiuran. Mennyi a valdszintisége, hogy egy
5000 bettit tartalmazé dokumentum gépelése soran
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== Poisson
== binomialis

7

8 9 10 11 12

11.3. abra. Az n = 600, p = 0,002 paraméterti binomidlis eloszlds, és a A = 1,2 paraméterti Poisson-eloszlds (11.4.

feladat).

a) pontosan 6 hibat vét;
b) legfeljebb 2 esetben iit le rossz billentytit;
c) legalabb kett6, de legfeljebb 6t hibat kovet el?

Megoldds:

a) Jelolje X a hibas leiitések szamat. A hibak egymastol fliggetlenek, ezért X binomialis eloszlasi, n = 5000
és p = 0,0005 paraméterekkel. Mivel n nagy, p pedig kicsi, ezért X kozelitheté egy A = n-p = 5000-0,0005 =

2,5 paraméterti Poisson-eloszlassal.

N6 258
PX=6) =4 T el

b)
2

0!

e 2% ~ 0,028.

251 252
’7 . 67275 + ,7

—25
. e A 0544,

cemH0 4



A LD LN lecke KX
)
2’_52 . 6_2’5 + 2’_53

25
21 gy ¢t

PR<X<5)=PX=2+P(X=3)+P(X=4)+P(X =5) =

2,54 2,55
+ i . 6_275 + N

ce” %0 ~ 0,671.
41 5!

<11.5. feladat
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1. Fogalmazza meg sajat szavaival, hogy a hipergeometriai eloszlds mikor kozelitheté binomialis eloszlassal!
2. Fogalmazza meg sajat szavaival, hogy a binomidlis eloszlas mikor kozelitheté Poisson-eloszlassal!

3. Egy utcai futéversenyen tobb mint 20 ezren indultak. Az induldk 63 szazaléka volt férfi. A verseny végén
az indulok kozt kisorsolnak 8 egyforma szabadid6 ruhat. Mennyi a valdszintisége, hogy pontosan 3 n6 nyer
a sorsoldson?
0,176 0,358 0,097 0,282
4. Véletlenszertien kivalasztunk 12 darab kiilonb6z8, egymilliénal kisebb pozitiv egész szamot. Mennyi a
valészintisége, hogy négynél tobb, de nyolcndl kevesebb pdros szam lesz koztiik?
0,226 0,612 0,724 0,564
5. Egy berendezés 3000 alkatrészbdl all. Mindegyik alkatrész a tobbitdl fiiggetleniil 0,001 valdszintiséggel
romlik el fél év alatt. Mennyi a valészintisége, hogy fél év alatt pontosan 5 alkatrész romlik el?
0,101 0,187 0,216 0,158

6. Egy sportlové egy 16vés sordn 0,001 valdszintiséggel 16 a tabla mellé. Mennyi a valdszintisége, hogy ezer
16vésbol legalabb haromszor 16 a tabla mellé?

0,080 0,061 0,184 0,218
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12. Modulzaré feladatok

Start. Az alabbi kérdések megvalaszoldsara 1 6raja van:

Feldobunk egy dobdkockat tizszer egymads utan. Mennyi a valdszintisége, hogy legfeljebb két alkalommal
dobunk harmasnadl kisebbet?

0,087 0,195 0,238 0,299

Egy otven fés évfolyamon 20 hallgaténak van mar meg a nyelvvizsgaja. Véletlenszerien kivalasztjuk
az évfolyam 4 hallgatdjat. Mennyi a valdszinlisége, hogy koziiliikk legaldbb hdrom mdr rendelkezik
nyelvvizsgaval?

0,149 0,170 0,359 0830,

Egy focista 0,95 valdszintiséggel 16vi be a biintet6t. Az edzésen a biintet6k gyakorldsa sordn mennyi a
valoszintisége, hogy a tizedik rigasndl ront el6szor?
0,382 0,630 0,599 0,032

Az el6z6 feladatndl mennyi a valészintisége, hogy a harmadik rontdsra a huszadik 16vés utan kertil sor?
0,794 0,825 0,867 0,925

Az X valdszintliségi valtozd Poisson-eloszlasu, varhato értéke pedig 2. Mennyi a valdszintisége, hogy X
haromnal nagyobb értéket vesz fel?
0,677 0,143 0,581 0,738
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Egy berendezés varhaté élettartama 6 év; az élettartam exponencidlis eloszldstinak tekinthet6. Mennyi a
valoszintisége, hogy a berendezés legaldbb 5, de legfeljebb 7 évig mtikodik?

0,123 0,311 0,432 0,491

Az X valdszinliségi vdltozé egyenletes eloszldsu a [6;14] intervallumon. Mennyi a P(12 < X < 16)
valoszinliség értéke?

Egy gép altal gyartott alkatrész hossza normalis eloszldsu valdszintiségi valtozonak tekinthetd, melynek
varhato értéke 30 cm, szordsa 0,4 cm. Mennyi a valészintisége. hogy egy alkatrész hossza legalabb 29,2
cm?

0,9744 0,0228 0,9772 0,9861

Egy konnytizenei koncerten tobb mint 40 ezren vettek részt; a résztvevék 60 szazaléka budapesti volt. A
koncert utdn a rend6rok a résztvevok koziil véletlenszerlien valasztva igazoltatnak 5 embert. Mennyi a
valoszintisége, hogy pontosan két budapesti van kézottiik?

0,230 0,267 0,305 0,400
Stop.
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13. Valészintiségi valtozo fiiggvényének eloszlasa

El6fordulhatnak olyan esetek, amikor egy véletlen eseményhez tartozd olyan X valdszinliségi valtozot
szeretnénk vizsgalni, mely egy masik, Y valdszinliségi valtozd segitségével adhaté meg. Ekkor altalaban az
Y eloszlasa adott, vagy konnyen meghatarozhatd. Az Y valdszinlségi valtozé jellemzdi segitségével az X
eloszldsa is meghatdrozhatd. Ebben a részben vdlaszt kaphatunk arra, hogyan.

frjuk fel X-et Y fiiggvényeként: X = h(Y'). Ez azt jelenti, hogy amikor az Y az yy értéket veszi fel, akkor az X
értéke h(yo) lesz. Az X valészinliségi valtozdt YV fiiggvényének, vagy transzformaltjdnak mondjuk.

13.1. definici6: Valdszintiségi valtozo transzformaltja

Legyenek X és Y valdszinliségi valtozok. Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan h : R — R fiiggvény, melyre
Y = yo esetén X = h(yo) barmilyen y, esetén. Ekkor X-et az Y valdszintiségi valtozd transzformadltjanak
hivjuk, s ezt az 0sszefliggést az X = h(Y") jeloléssel irjuk fel.

Figyeljiilk meg, hogy a h(x) fliggvényt elég azokndl az értékeknél definidlni, melyeket a transzformdlandé
valoszintiségi valtozd (a definicidban Y) felvesz. Nézziink két példat arra, miképp jelenik meg egy valdszintiségi
valtozo fiiggvénye:

1. Alottésorsolasndl a koznyelvben gyakran beszéliink arrdl, mennyi a valésziniisége annak, hogy kettesiink,
harmasunk, netdn 6tosiink lesz. Természetes médon adédik az az Y valdszintiségi valtozd, mely megadja,
hogy egy adott szelvénnyel hdny taldlatunk lesz a kovetkez6 hiizdsndl. A nyeremény nagysdga azonban
jobban érdekelhet minket. Egyes helyeken el6re kiadjak, hogy hany taldlattal mennyi pénzt lehet nyerni:
ezzel kaphatjuk meg a h(x) transzformdciés fliggvényt. Igy az X = h(Y') valészinliségi valtozé azt fogja
megadni, mennyit fogunk nyerni az adott szelvénnyel a kovetkez6 htizasnal.

Aktivitas: Keressen az internet segitségével olyan szerencsejatékot, ahol elére tudhatjuk, hogy adott tét
mellett mekkora nyereményre szamithatunk!
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2. Egy hosszu eurdpai autds ut alkalmaval jo eséllyel ki fog fogyni a benzin vagy a gadzolaj a jarm(ib6l. Hogy
hol, elére nem tudni, hiszen a fogyasztas sok tényezo6tdl fiigg. JelOlje az Y valdszinlségi valtozd azt,
hogy a tankolasra figyelmeztet6 jelz6 hany kilométer utan gyullad ki. Az viszont jobban érdekel minket,
hogy ezutdn hany kilométer mulva taldljuk az els6 benzinkutat: ezt a tavolsdgot jelolje az X valdszin(iségi
valtozo, mely egyértelm(, hogy az Y'-t6l fiigg. Amennyiben biztosra tudjuk a benzinkutak helyzetét, azok
éjjel-nappal nyitva tartanak, és utlezarassal sem kell szamolnunk, akkor az X és Y kozotti 0sszefliggés
meghatdrozott: utunk minden egyes pontjahoz meg tudjuk adni, pontosan hany kilométer mulva lesz a
kovetkez6 benzinkut. Ez lesz a h(x) fiiggvény. Ilyenkor az X és az Y kozotti Osszefiiggés meghatérozott,
determinisztikus. El6fordulhat, hogy elére nem ismert utlezards, a térkép bizonytalansaga, illetve mas
véletlen tényezok miatt (betegség miatt zarva) az X és Y kozotti 0sszefliggést nem tudjuk fliggvényszertien
leirni. Erre az esetre a késobbiekben mas eszkozoket fogunk haszndlni.

Aktivitas: Az M1 autépalyan utazunk Budapestrol Hegyeshalomba. Rajzolja fel erre az esetre a példaban
szerepld h(zx) fliggvényt!

13.1. Diszkrét valdszintiségi valtozo fiiggvényének eloszlasa

Diszkrét valdszinliségi valtozd transzformaldsa esetén az 1j valdsziniiségi valtozo is diszkrét lesz, hisz ha Y az
Y1,Y2, . . . értékeket veheti fel, akkor az X = h(Y) értékei h(y1),h(y2), . .., ami szdmossagra nem lehet t6bb, mint
az Y altal felvett értékek szamossaga. Kevesebb viszont lehet. Ilyenkor az eredeti y; értékek valdszinliségei

Osszeadddnak:
13.1. tétel: Legyenek az Y diszkrét eloszlasu valdszinliségi valtozd lehetséges értékei wq,y2,... €s ezek
bekovetkezési valdszintiségei pedig pi,p2,.... Az X = h(Y') valészinliségi valtozo lehetséges értékei ekkor az

x1 = h(y1),x2 = h(y2), ... szdmok, melyek kozott megegyezok is lehetnek. Ezek bekovetkezési valdszintiségei a

PX=z)= > P¥=y)= 3 .

h(yi)==zk h(yi)==zx



LIKILS

lecke oldal

értékek, ahol az 0sszegzés mindazon y;-re vonatkozik, amelyre h(y;) = x; fennall.

Tehdt az X transzformdlt egy adott z; értékének valdszinliségét ugy kaphatjuk meg, hogy Osszeadjuk Y
azon y; értékeinek valdszintiségét, melyekre x;, = h(y;). Megjegyzendd, hogy amennyiben a h(x) fiiggvény
szigortian monoton, akkor az X valdszintiségi valtozd = = h(yx), (k = 1,2,...) értékeihez tartozo valészinliség
eloszlas megegyezik az Y valoszinliségi valtozé eloszlasaval: a konkrét valdszintiség értékek megegyeznek, bar

a lehetséges értékek eltérhetnek.

13.1. feladat. Dobdkockaval dobunk. Legyen X a dobott szdm néggyel vett maradéka.

a) Hatdrozzuk meg X eloszlasat!

b) Mi a valdszintisége annak, hogy X kett6nél kevesebb?

Megoldds:

a) Az X eloszlasanak meghatdrozasahoz gondoljuk

végig a kovetkez6t. Ha a kérdezett valdszintiségi
valtoz6 a dobdkocka d&ltal dobott szdm
lenne, akkor annak eloszlasat konnyen meg
tudnank hatérozni. Irjuk fel X-et valamilyen
transzformacios fiiggvény segitségével: Legyen
az Y valoszinliségi valtozé a kockaval dobott
szdm értéke. Ekkor X = Y mod4 és
h(z) =  mod 4 a transzformdcié fiiggvénye. X,
majd Y lehetséges értékeit felsorolva az aldbbi
tdblazat alapjdn szdmolhatjuk X értékeinek
valoszinliségét:

-
| P Y
“ 1,2.3
N 4.5 6
x\ h
0,1,2.3

13.1. abra. Ag 6tos dobdshoz, mint elemi
eseményhez az Y = 5 dobott érték tartozik,
melynek 1 a maradéka néggyel osztva.
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a maradék le- | a dobas lehet- a dobasok a maradékok
hetséges értékei | séges értékei | valdszintlisége | valdszintisége
(x1) (y:) (py,) (Pz)
0 4 1/6 1/6
1 1és5 1/6+1/6 1/3
2 2és6 1/6+1/6 1/3
3 3 1/6 1/6

Igy X eloszlasat az aldbbi formaban adhatjuk meg:

Ezzel az X valészinliségi véltozé eloszlasat meghataroztuk,

1 2 3

0
X:{ 1/6 1/3 1/3 1/6

megallapitottuk, mekkora valdszintiséggel veszi fel azt.

lecke n oldal

azaz minden lehetséges értékére

b) A valészinliség kiszamitdsahoz figyeljiik meg, hogy mig Y az 1,2, 3,4, 5,6, addig X csak a0, 1, 2, 3 értékeket
veheti fel. Ha azt szeretnénk, hogy X 2-nél kisebb legyen, akkor értéke csak 0 és 1 lehet. Igy annak a
valdszintisége, hogy X < 2, megegyezik azon valdsziniiségek Osszegével, melyekkel a nulldt és az egyet

felveszi:

P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)=1/6+1/3=1/2.

Tehat annak a valdszintisége, hogy X értéke kett6nél kisebb lesz, épp 1/2. Ha megfigyeljiik, X eloszlasa
szimmetrikus, és a feltételt épp az eloszlas egyik fele teljesiti.

<=13.1. feladat
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13-1. 6ndll6 feladat: Oldja meg az el6z6 feladatot ugy is, hogy nem hasznalunk transzformaciét!

13.2. feladat.

Két dobdkockaval dobunk egyszerre. Legyen X a dobott szdmok 6sszegének hattal vett maradéka.

a) Adjuk meg X eloszlasat.

b) Mekkora valdszintiséggel lesz X értéke paratlan?
Megoldds:

a) Az X eloszlaséat kozvetleniil kiszdmolni nem egyszerti. A dobott szdmok 6sszegének eloszldsdnak felirdsa

azonban mar megoldhatd. Vegyiink egy 1j valdszintiségi valtozot, Y-t. Legyen Y a kockakkal dobott
szamok Osszege, igy X = Y mod 6. Ha meghatdrozzuk Y eloszldsat, X eloszlasat megadni mar egyszer(ibb
lesz. Mivel a kockdkon az értékek 1 és 6 kozott vannak, igy Y lehetséges értékei a 2 és 12 kozotti egész
szamok.
Az Y valdsziniiségi valtozd P(Y = k) eloszldsat gy hatdrozzuk meg, hogy mindegyik k értékhez
kiszamoljuk, hanyféleképpen lehet két kockadobas Osszegeként felirni. Adott k esetén ez lesz a jé esetek
szama, mig az 6sszes lehetséges dobas szama 6 - 6 = 36. Figyeljliink arra, hogy ilyenkor a kockadobasok
sorrendje szamit, hiszen ekkor lesz klasszikus val6szintiségi mez6nk!

2=1+1

3=14+2=2+1
4=14+3=2+2=3+1
9=14+4=2+3=3+2=4+1
6=14+5=2+4=3+3=44+2=5+1
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7T=146=24+5=34+4=44+3=5+2=6+1
8=24+6=3+5=4+4=5+3=6+2
9=3+6=4+5=5+4=6+3

10=44+6=5+5=6+4

11=54+6=6+5

12=6+6

Minden egyes sorban megkapjuk, hanyféleképpen tudjuk a sor eleji szamot felirni két kockadobds
osszegeként. Mindegyik osszeg 1/36 valdszintiséggel jon els. Igy Y eloszlasat az aldbbiak szerint tudjuk
felirni:
v { 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
"\ 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Az Y eloszlédsa segitségével mar ki tudjuk szamolni X eloszldsat. Mivel X értékei hattal valé osztas utdni
maradékok, igy X 0-t6l 5-ig vehet fel egész értékeket:

a maradék le- | a dobas lehet- a dobasok a maradékok
hetséges értékei | séges értékei | valdszintlisége | valdszinlisége

() (y:) (py,) (Pzy)

0 6 és 12 5/36 + 1/36 1/6

1 7 6/36 1/6

2 8 és 2 1/36 + 5/36 1/6

3 9és3 2/36 +4/36 1/6

4 10 és 4 3/36 + 3/36 1/6

5 11és5 4/36 +2/36 1/6
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Ezek alapjan az X val6szin(iségi valtozd eloszlasat felirhatjuk:

o 1 2 3 4 5
X‘{1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Ezzel az X valészinliségi véltozd eloszlasat meghataroztuk, azaz minden lehetséges értékére
megallapitottuk, mekkora valdszintiséggel veszi fel azt.

b) Most annak a valdszinliségét hatdrozzuk meg, hogy X értéke pdaratlan lesz! Lathatjuk, hogy az X
valdszinliségi valtozd a 0, 1, 2, 3,4, 5 értékeket veheti fel. Koziiliik az 1, a 3 és az 5 paratlan. Igy

P(X pératlan) = P(X =1)+ P(X =3)+ P(X =5)=1/6+1/6+1/6=1/2.

Tehat annak a valdszintisége, hogy X paratlan lesz, épp 50%. Ez nem meglepd, hiszen mindegyik értéket
azonos valdszintséggel veszi fel, és a lehetséges értékeknek épp a fele paratlan.

<=13.2. feladat

13-2. 8nall6 feladat: Allitsa elé az el6z6 feladat eloszlasat tigy is, hogy csak egy kockadobds értékét
hasznaljuk fel! frjuk fel a h(x) fiiggvényt!

Aktivitas:
Keressen olyan szerencsejatékot, melyben a nyereményiink két dobokocka egyiittes értékétol fiigg!

13.3. feladat. Nyolc cetlire az aldbbi szdmokat irjuk sorba: = /4, n/4, n/3, —7/3, m, m, —m, —m. A cetliket
egyenként golyokba rakjuk, majd a golydkat urndba rakva koziiliik véletlenszertien hizunk. Megnézziik milyen
szam van a cetlin, majd kiszamoljuk a koszinuszdt. Legyen X a kapott érték!

a) Adjuk meg X eloszlasat!
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b) Mekkora valdszintiséggel lesz X értéke nulla?

Megoldds:

a) X eloszlasat ismét két lépésben hatarozzuk meg. El6szor annak az Y val6szintiségi valtozonak az eloszlasat
irjuk fel, mely azt mondja meg, hogy a golyokbol milyen szamot hiztunk. Ezek utdn kiszamolhatjuk X
eloszlasat is. Figyeljiik meg Y lehetséges értékeit. Ebbdl nyolcnal kevesebb van, hiszen tobb papirra is
ugyanazt irtuk.

Y ot lehetséges értéke: —m, —7/3, /4, w/3 és . Az urnaban eltér6 aranyban fordulnak eld, rendre 2, 1,
2, 1 és 2 darab golydban taldlhat6 az adott szdm. Annak a valdszintisége, hogy Y egy konkrét értéket vesz
fel, klasszikus valdszintiségi mezoként irhaté fel, ahol az Gsszes eset szama 8, a jé eseteké pedig rendre az
el6z6 értékek.

A fentiek alapjan Y eloszlasa felirhato:

| - —n/3 /4 /3 =
Y‘{z/g 18 2/8 1/8 2/8

Igy megkaptuk, hogy az egyes értékeket milyen valészintséggel hiizzuk az urndbdl. Az X valészindségi
valtozot felirhatjuk tgy, mint X = cosY. Lehetséges értékei meghatdrozasahoz ki kell szamolnunk Y
lehetséges értékeinek koszinuszait:

cos(—m) = cos(m) = —1
cos(m/4) = V2/2
cos(—m/3) = cos(m/3) =1/2

Lathatjuk, hogy X lehetséges értékei —1, v/2/2 és 1/2 lehetnek. Hatdrozzuk meg, hogy az egyes értékeket
milyen valdszinliséggel veszi fel! Ehhez sziikségiink lesz arra is, hogy az eredeti értékeket milyen
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valdszintiséggel veszi fel Y:
PX=-1)=PY =-m+PY =n)=2/8+2/8=1/2,

P(X =V/2/2) = P(Y =7/4) =2/8 = 1/4,
P(X=1/2)=PY = —7/3)+ P(Y =7/3) =1/8+1/8 = 1/4.

Az X valészintségi valtozé mindegyik lehetséges értékének meghatdroztuk a valdszintiségét. Igy felirhatjuk
az eloszlasat:
. {1 V2/2 1/2
L 1/2 1/4 1/4

b) Mekkora lehet annak a valdszintisége, hogy X értéke 0? Figyeljiik meg, hogy X nem is veszi fel a 0 értéket!
Ett6] fiiggetleniil ki tudjuk szamolni a valészintiséget: ez egy lehetetlen esemény, melynek valdszintisége 0
lesz.

<=13.3. feladat
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Leckezdard onellen6rzé kérdéssor

Vélasszunk egy egész szamot a [—2; 3] intervallumbdl. Legyen X a vdlasztott szdm négyzete! Ekkor X
lehetséges értékei

0,1,4,9 0...9 1,4,9 egyik sem

Legyen Y diszkrét eloszldsu valdsziniiségi véltozd, és X pedig Y valamilyen tetszéleges h(x) szerinti
transzformaltja. Milyen eloszlast lesz X?

folytonos diszkrét ismeretlen egyik sem

Nyolcoldali dobdkockdaval dobunk. Legyen X a dobott szam 5-tel vett maradéka. Mi a valdszintisége annak,
hogy X < 2?
0 3/8 3/4 1/2

Két dobdkockaval dobunk. Legyen Y a dobott szdmok 6sszege! Legyen X = h(Y') az Y transzformaltja ugy,
hogy h(x) = x/12. Mi a valdszinlisége annak, hogy X értéke egész lesz?

0 5/36 1/36 1
Legyen az Y valdszintliségi valtozd eloszlasa a kovetkez6: Y : -0 1 . Legyen X = |Y|. Ekkor
2/3 1/6 1/6
X eloszlasa
1 0 1 0 1 0 1 , ,
X { 2/3 1/6 1/6 X { 1/2 1/2 X { 1/6 5/6 nem hatarozhaté meg

egyértelmden.
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13.2. Folytonos valdszinliségi valtozo fiiggvényének eloszlasa

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, milyen mdédon viselkednek folytonos valdszintiségi valtozok a transzformdcio
hataséra. Ennek érdekében vegyilink egy Y folytonos eloszlasi valdszinlségi valtozot, melynek
eloszlasfiiggvénye Fy (z). Tegyiik fel, hogy az X valdszinliségi valtozd felirhat6é az Y fiiggvényeként, azaz
X = h(Y). Ahhoz, hogy X -et elemezni tudjuk, sziikségiink lesz az eloszlasfiiggvényére és a stirtiségfiiggvényére.
Ezeket az Y valdszinliségi valtozo eloszlds- és stirtiségfliggvényének ismeretében meg tudjuk hatarozni.

A transzformdcioval kapcsolatban érdemes az alabbi mdédon gondolkodni: az X valdszinlségi valtozdval
kapcsolatos eseményt ki tudjuk fejezni Y-nal kapcsolatos eseményként. Amennyiben szigortian monoton
transzformaciés fliggvényt haszndlunk, az 1j valészinliségi valtozonk is folytonos lesz. A strlségfliggvényét
az alabbi két tétel segitségével kaphatjuk meg:

13.2. tétel:

Legyen Y folytonos eloszlasu valdszintiségi valtozd
Fy (z) eloszlés-, és fy (x) stirliségfliggvénnyel. Legyen
h egy szigorian monoton nové, differencidlhatéd
fiiggvény, és X = h(Y) pedig Y transzformadltja.
Ekkor X eloszlasfiiggvénye:

Fx(z) = Fy (h"(z)),haz € Dy,

és stirtiségfiiggvénye: Y
h(x)

>
>

fx(@) = fy (=) - (" (2)) ,haz € Dy Y<h'(x)

Itt h~' a h fiiggvény inverzét, D,-. pedig h~!

értelmezési tartomdanyét, azaz h értékkészletét jeloli. 13.2. dbra. Amennyiben h(x) szigortan monoton

no, X akkor lesz kisebb, mint x, ha Y kisebb mint
h=Y(z).



E lecke oldal

Bizonyitds: Az {X < x} esemény (ami tulajdonképpen a {h(Y) < x} esemény) megegyezik az {X < h~(x)}
eseménnyel, ha = benne van h értékkészletében. fgy X eloszlasfiiggvénye:

Fx(z)=P(X <2)=Ph(Y)<z)=PY <h'(2))=Fy (h (z)).
Ebbdl X stirtiségfiiggvénye az Osszetett fiiggvény derivaldsaval megkaphato:
fx(@) = [Fy (h(@)] = fr (b (@) - (b (2))".
([

13.4. feladat. Legyen Y egyenletes eloszldst az [1;2] intervallumon. Legyen ezen kiviil X = Y2. Adjuk meg X

a) eloszlas- és b) striiségfiiggvényét!

Megoldds:

a) El6szor az eloszlasfiiggvényt szamoljuk ki. Ismerjiik fel, hogy a feladatban szereplé transzformaécio
fliggvénye a h(x) = 2%, amely a megadott intervallumon szigortian monoton né és differencidlhaté. A
tétel alapjan a feladat megoldédsdhoz az inverzét kell kiszdmolni. A h(z) fiiggvény inverze a h='(z) = /z

lesz. Ismerjiik Y eloszlasfiiggvényét is:

0, haxz <1;
Fy(x)=¢ z—1, hal<z<2;
1, haz > 2;.

Igy a tétel segitségével meghatarozhatjuk X eloszlasfiiggvényét:

0, hazx <1;
Fx(z)=Fy(h Yz)=FVz)={ vr—1, hal<uz<4;
1, haxz > 4.
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b)

Igy megkaptuk X eloszlasfiiggvényét. Figyeljiik meg, hogy ugyan az eloszlasfiiggvény alakja nagyon
hasonlit az egyenletes eloszldséhoz, X eloszlasa nem egyenletes lesz.

A stirtiségfiiggvény kiszamitasdhoz a transzformacios fliggvény inverzének derivaltjara is sziikségilink lesz:
hl(2)] = g p—
h @) = VAl = 5

Az egyenletes eloszlas stirtiségfiiggvényét pedig felirhatjuk Y -ra:

o) = 1, hal<az<2;
YW= 0 egyébként.

Alkalmazzuk a tételben szerepl6 stir(iségfiiggvény szamitast:

fx(@) = fy (07 @) (W (@) = fy (V) 5=

Ebbdl az X stirliségfliggvénye:
1
—— hal 4;
fx(z) = 2\/57 al <z <4
0 egyébként .
Vegyiik észre, hogy a slrliségfiiggvény értéke a szorzds miatt valtozott, a hatadrok pedig amiatt, hogy
az eredeti fiiggvényt a /x helyen néztiik. Ismét lathatjuk, hogy X eloszlasa nem egyenletes, akkor
sem, ha stiriségfiiggvénye alakilag hasonlénak latszik. Lényeges kiilonbség, hogy az egyenletes eloszlas
stirtiségfiiggvénye mindig 1épcsds: az egyes szakaszokon beliil felvett érték nem fiigghet z-tdl.

<=13.4. feladat
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13-3. 6ndll6 feladat: Szdmolja ki a fenti példa X valdszinliségi valtozoéjanak varhatd értékét, és hasonlitsa
Ossze az Y valdszinliségi valtozo varhato értékének négyzetével!

13.3. tétel: Legyen Y folytonos eloszldst valdszintiségi véltoz6 Fy (z) eloszlés-, és fy (z) strliségfiiggvénnyel.
Legyen h egy szigorian monoton csokkend, differencialhaté fiiggvény, és X = h(Y') pedig Y transzformaltja.
Ekkor X eloszlasfiiggvénye:
Fx(ZL‘) =1-Fy (h_l(l')) , hazx ¢ Dh—l,
és strtiségfiiggvénye:
fx(@) = —fy (")) - (hY(2)) ,haz € Dy

Itt h=! a h fiiggvény inverzét, D, -1 pedig az inverz értelmezési tartomdnyét, azaz h értékkészletét jeloli.
Bizonyitdas: Az {X < z} esemény (ami most is a {h(Y) < z} esemény) megegyezik az {Y > h~!(z)}
eseménnyel, ha = benne van h értékkészletében. fgy ebben az esetben X eloszlasfiiggvénye:

Fx(z)=P(X <2)=PhY)<z)=PY >h'(2)=1-F (h'(2)) .

Ebbdl X stirtiségfiiggvénye az Osszetett fliggvény derivaldsaval megkaphatd:

/

fx(@) = [1-F (7 @)] = ~f (@) - (@) -
O

Szigordan monoton novo, illetve csokkend fliggvény inverzének derivaltja szigorian pozitiv, illetve negativ.
Ebbdl adéddan a fenti két tételbdl kapott stirtiségfiiggvény transzformaltja egybe foglalhaté:

fx(@) = f (7M@) - | (7 @)

,haxGthl.

Vegyiik észre, hogy az abszolutértékjel épp azt teszi, amit a tételekben szerepl6 eléjel: szigorian monoton névo
transzformacids fiiggvénynél a pozitiv eljelet helyben hagyja, szigorian csékken6nél pedig az ellentettjére, épp
pozitivra valtoztatja.
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Aktivitas: Keressen a vald életben olyan dolgokat, melyeknek két kiilonb6z6 paraméteriik kozott nem
linearis az 6sszefliggés (pl. pizza 4&tmérdje, tomege, ara)!

A fenti tételek esetén sem sziikséges, hogy a h(x) fliggvény a teljes szdmegyenesen értelmezve legyen. Elég
egy olyan intervallumon megadni, ahol a transzformalando Y valdszintiségi valtozé felveszi az értékeit. Ennek
megfeleléen a transzformalt X eloszlas-, és stirliségfiiggvényét ki kell egésziteni. Lassunk erre egy példat:

13.5. feladat. Vélasszunk a [0;1] intervallumon egy valds szdmot. A vdlasztott szdmmal, mint sugarral
rajzoljunk kort. Legyen X a kor tertilete!

a) Adjuk meg X eloszlas-, és slirliségfiiggvényét!

b) Mi a valészinlisége annak, hogy a kapott kor tertilete legaldbb 7 /4?
Megoldds:

a) Az eloszlasfliggvény meghatarozdsahoz el6szor irjuk fel az X valdszintliségi valtozét az intervallumon
valasztott szam fiiggvényeként. Ez utdbbi legyen az Y valdszintiségi valtozd. Ekkor vegyiik észre, hogy
a kor teriiletének képletét hasznalva felirhatjuk X -et:

X=Y?nr,

igy a transzformdci6 fiiggvénye a h(x) = 22 - 7 lesz.

Amennyiben ezt a fliggvényt csak a [0;1] intervallumon definidljuk, ahol Y az értékeit felveheti, akkor
szigorian monoton névekvo lesz, igy alkalmazhatjuk ra az el6bb megismert tételt. Az eloszlasfiiggvény
meghatdrozasdhoz sziikségiink lesz a h(z) fiiggvény inverzére, ez az aldbbi lesz:

hl(z) =

X
™
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Az Y eloszldsa viszont egyenletes, igy Fy = %8 =z,ha0 <z <1, azaz
0, haz<O0;
Fy(z)=< =, ha0<az<1;
1, haz>1.

Ebbdl X eloszlasfliiggvénye:

F)((.%'):Fy<\/§) :\/i, haO<\/§§1, azaz 0 <z <.

Mivel X értéke 0-ndl kisebb és w-nél nagyobb értéket nem vehet fel, igy a teljes eloszlasfiiggvény az alabbiak
szerint irhaté fel:

0 ha z <0;
Fx(z) = Z, hao<z<m;

1, haz > .

8]~

A stirtiségfiiggvény szamitasahoz ki kell szamolnunk h inverzének derivaltjat:

(h—l(m))’:< i) =1/ (2v/an)
1, hado<z<l;

0 egyébként , az X slrliségfiiggvényét az alabbi alakban

Mivel Y strliségfiiggvénye fy(z) = {
irhatjuk fel:

Feta) = (@) - (07 @) = v (%) 5=

Igy felirhatjuk X stirségfiiggvényét:

ha0 <z < m;

0 egyébként.
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Ez az eredmény mind a tétel alkalmazasdval, mind az Fy (z) kdzvetlen derivaldsaval megkaphatd.
Figyeljiik meg, hogy a transzformacids fiiggvény négyzetes: Y értékeit az intervallum elejérol és végérdl is
az intervallum hosszaval aranyos valoszintiséggel valasztjuk. Az X esetén viszont megvaltozik a helyzet:
az intervallum elejér6l 1ényegesen gyakrabban jonnek el az értékek.

b) Most szdmoljuk ki annak a valészintiségét, hogy a kor teriilete legaldbb /4. Ezt X eloszlasfiiggvényének
segitségével szamithatjuk a mar jol ismert modon:

P(X27r/4):1—FX(7r/4):1—\/7T7r/4:1—1/2:1/2.

Tehat annak a valdsziniisége, hogy a kor teriilete legaldbb 7 /4, 1/2 lesz. Vegyliik észre, hogy X lehetséges
értékei 0 és m kozott vannak, mégis az intervallum els6 negyedének értékeit ugyanakkora valészintiséggel
veszi fel, mint a tobbit. Ez is azt mutatja, hogy X eloszldsa nem lehet egyenletes.

A
terlilet (X) <13.5. feladat

Y<(x/m)"

13.3. abra. Az dbrdn a feladatban szerepld transzformdcids fiiggvény dbrdzoldsdt ldthatjuk. A véletlenszeriien
vdlasztott sugdr 0 és 1 kozotti értékeket vehet fel, ezdltal a szerkesztett kor teriilete 0 és m kozott fog alakulni. Ha a
sugdr kisebb, mint x, akkor a teriilet kisebb, mint 2*r, igy ha a teriilet kisebb, mint x, akkor a sugdr kisebb, mint

V.
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13.2. definicié: Linearis transzformacid
Amennyiben a valészintiségi valtozd transzformdldsat végz6 fiiggvény linedris, azaz h(z) = a - x + b alakd,
lineéaris valtozotranszformdcidrol beszéliink.

13.4. tétel: Legyen Y egy folytonos eloszlasuy, fy stirtiségfiiggvényi valdszintiségi valtozé. Ekkor az X = a-Y +b
(a # 0) valdszintliségi valtozo strliségfiiggvénye:

fX(UC):l'fY<x_b>-

lal a

Bizonyitas: Tekintsiik az el6z6 tételt a h(z) = a - x + b fiiggvénnyel. Ekkor h(z) inverze h~1(z) = ’ , ennek

1
derivaltja pedig (h~'(z)) = - igy adddik a tétel allitdsa. O
13.6. feladat. Lassuk be, hogy egy egyenletes eloszldst folytonos valészintiségi valtozd linedris transzformadltja
is egyenletes eloszldsu!

Megoldds: Ahhoz, hogy errdl bebizonyosodjunk, vegylink egy tetszéleges egyenletes eloszlast valdszinliségi
valtozdt, melyet jeloljiink Y-nal. Y az értékeit ¢ és d kozott veszi fel. Figyeljiink a jelolésre, mert a ¢ és a d
nem szokvanyos, és nem Osszekeverendé a linedris transzformacié két paraméterével a-val és b-vel. Tehat Y
egyenletes eloszlasu valdszintiségi valtozo c és d kozott, X-et pedig az X = a - Y + b linearis transzformaciéval
irhatjuk fel. Ekkor a transzformdcids fiiggvény h(z) = ax + b lesz.

Az eloszlasfliggvény meghatdrozasahoz fel kell irnunk a transzformdcids fiiggvény inverzét:

z—b
hl(x) = )
(2) = —
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Ekkor X eloszlasfiiggvénye:

0, ha xT_bgc,
x—0b z=b _
Fx(z) =Fy = a , ha c<ibt<yg =
a d—c @
1, ha %b>d;
0, ha x < ac+ b; 0, ha x <c;
x — (ac+b) r—c
(ad +b) — (ac+b)’ g acrbsasadty d —c’ ha d<z<d;
1, ha x> ad+ b; 1, ha x>d.

Vegyiik észre, hogy X eloszlasfiiggvényének alakja pontosan megegyezik az egyenletes eloszlds
eloszlasfiiggvényének alakjaval! Lassuk meg azt is, hogy X értékeit ¢ = ac + b és d' = ad + b kozott fogja
felvenni. Ezzel belattuk, hogy X eloszlasa egyenletes lesz, azaz barmilyen egyenletes eloszlast val6szintiségi
valtozd linedris transzformadltja is egyenletes eloszlasu lesz. +13.6. feladat

Aktivitas: Gondolja végig, milyen tantdrgyakbdl és milyen kornyezetben tanultak még linedris
transzformaciordl!

A linedris transzformalast leggyakrabban akkor haszndljuk, amikor egy normalis eloszlasu valdszintiségi valtozot
standardizalunk. Az el6z6 tétel alapjan egyszertien beldthatjuk, hogy a standardizalassal kapott valészintiségi
valtozo valdban standard normalis eloszldsu.

13.5. tétel: Legyen X normalis eloszldsu valdszintiségi valtozé az m és o paraméterekkel. Ekkor X

. 7 . . m 7 Ve 4 7 . Ve Ve 71 7 7
standardizaltja, vagyis az X* = valdszinliségi valtozo standard normalis eloszlasu.
g
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Bizonyitas: A bizonyitashoz elég azt megmutatni, A
2

1 z
hogy X* stirliségfiiggvénye —— -e~ 2. Mivel X
V2 N(0,0) /|

normalis eloszlasu, ezért a stirliségfiiggvénye

N(m,o)

fl) = e T
) = - e 20
oV 2m
. X-m 1 m ; ) N(©.1)
Mivel X* = = — X ——, ezért alkalmazhatjuk
(o g g
az el6z6 tételt az a = % és b = —™ valasztdssal. Igy
X* stirtiségfiiggvénye:

Q-f(xa_b>:a-f<x_l_"> —o-f(oc-x4+m)=

1 _ (oztm)—m)? 1 22
- e 202 = — - € 2

NG NG

13.4. abra. A standardizdlds sordn el0szor a
vdrhato értéket dllitjuk 0-ra, majd a szordst 1-re.

13-4. 6ndllo6 feladat: Ldssa be az el6zé tételek segitségével, hogy ha X normdlis eloszldsu valdszintiségi
valtozo m és o paraméterekkel, akkor eloszlasfiiggvénye

Fx(z) = ® (m ;m> .




E Iecke il oldal

Leckezdard onellen6rzé kérdéssor

Legyen Y exponencidlis eloszldst, vdrhaté értéke 1, és X = e¥. Ekkor az X val6szinfiségi véltozd Fx (x)

eloszlasfliggvénye:
{1—61,, ha z > 0; {1—;, haz > 1;
0 cey- 1—Inz, haz>1; 1—e™*, hax>0; 0 c8y:
0 egy. 0 egy.

Legyen Y egyenletes eloszldsu a [0; ] intervallumon, és X = cosY. Haszndlhatjuk-e a leckében tanultakat

N4

X strtségfiiggvényének kiszamitasahoz?
Nem, mert a cos(z) nem monoton fiiggvény.
Igen, mert a cos(x) monoton részekre bonthatd.
Nem, mert a cos(z) derivéltja a két végpontban 0.
Igen, mert a cos(x) szigorian monoton csokkend ott, ahol az Y az értékeit felveszi.

Az alabbi transzformacidk koziil melyikre igaz, hogy az egyenletes eloszlasu Y valdszintiségi valtozdbol
egyenletes eloszlasut csindl?

h(z) =22 -1 h(z)=2-z—1 mindkettére egyikre sem

Jozsika egy valds szamra gondol 0 és 100 kozott. Amint kitalalta, elosztja kett6vel, kivon bel6le 6tot, majd
megszorozza hattal, lecseréli az el6jelét, és lecsokkenti husszal. Mi a valdszinlisége annak, hogy Jézsika
negativ szamot kapott?

2/15 29/30 6/17 0

Mennyi lesz a 13.5 feladatban a kérdezett valészintiség, ha a sugarat az [1; 2] intervallumon valasztjuk?
1/4 1 nem valtozik egyik sem
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13.3. Valoszintiségi valtozo fiiggvényének varhato értéke és szorasa

Az X = h(Y') valészinliségi valtozoé varhatd értékét kiszamithatjuk diszkrét esetben az eloszlasabdl, folytonos
esetben pedig a strliségfliggvényébsl. Erre a megfelel6 mddszereket és képleteket az eddigi fejezetekben
megismerhettiik. Ha azonban csak X varhat6 értéke érdekel minket, az viszont nem, hogy az eloszlasa,
eloszlasfiiggvénye mi lesz, akkor joval egyszer(ibb szdmitasokat is alkalmazhatunk. Kiilon vizsgaljuk a diszkrét
és a folytonos valdszintiségi valtozokat.

Az alabbi tétel segitségével lathatjuk, hogy az eredeti valdszintiségi valtozd eloszlasat ismerve meghatdrozhaté
a transzformalt varhato értéke is.

13.6. tétel: Legyen Y diszkrét eloszlasu valdsziniiségi valtozo, lehetséges értékei y1,yo, . . ., a hozzajuk tartozé
valészintiségek pedig p,, ,py,, - - . . Legyen tovabba X = h(Y"). Ekkor

1. X varhato értéke

E(X) = Zh(yz) " Dy, -

2. X2 varhat6 értéke
E(X?) =Y h*(y) - py -
i

3. X szorasnégyzete

2
D*(X) = [ZhQ(yi) -pyi] - [Z h(y;) -pyi] -

Bizonyitas:
1. Az X valészintiségi valtozd varhatd értéke:

E(X)=> ak-ps, ,aholp, = > py,.
k

h(yi)==zx
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Ezzel
E(X)=) @k Po =D k- D, D=2, >, Tu-Pu=_ Y, h(y) py=
k k

h(yi)=zx k  h(yi)=zk k  h(yi)=zk
= Z h(yi) - py, -

2. Az X? = h*(Y) transzformdci6t hasznélva, az el6z6 tételbsl adddik.
3. Az X? varhaté értékébdl és a szérasnégyzet definiciéjabdl adédik.
U

Figyeljiik meg a tételben bemutatott képleteket. Az eredeti y; értékek helyett most a h(y;) értékek lesznek
sulyozva aszerint, mekkora a valdészintisége y;-nek. Lathatjuk, hogy tobb azonos h(y;) értékek esetén a stulyok
Osszeadddnak.

13.7. feladat.

Egy hatoldalt dobdkockéval dobunk. Legyen X a dobott szdm néggyel vett maradéka. Adjuk meg X

a) varhatod értékét b) és szorasat!

Megoldds:

a) A feladat megolddsdhoz érdemes az X valdszinlségi valtozdt egy masik valdszinliségi valtozd
fiiggvényeként felirni. Természetes modon addédik, hogy legyen Y a kockadobas soran dobott szam. Ekkor
felirhatjuk X-et Y segitségével:

X =Y mod 4.

Igy a transzforméacié fiiggvénye a h(z) = x mod 4 lesz. Irjuk fel tablazatba az Y eloszlasat, majd minden Y
értékhez szamoljuk ki a transzformadltat is:
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a dobdsok lehetséges a dobas a dobas a maradék
értékei valoszinlisége | maradéka négyzete
(y:) (py,) (h(y:)) | h(yi) by, | (B2(:)) | B2 (wi) -y,
1 1/6 1 1/6 1 1/6
2 1/6 2 2/6 4 4/6
3 1/6 3 3/6 9 9/6
4 1/6 0 0 0 0
5 1/6 1 1/6 1 1/6
6 1/6 2 2/6 4 4/6

A negyedik oszlop 0sszege lesz az X valdszinliségi valtozo varhatd értéke:
E(X)=(1424+3404+142)/6=9/6=1,5.

Figyeljiik meg, hogy a tabldzatban nem szerepel kozvetlen X eloszldsa, s amikor értékeit sulyozzuk, azok
tobbszor is elé6fordulnak, mivel a transzformacios fliggvény tobb y; értéknél is azonos értékeket vesz fel. A
masodik és harmadik oszlop segitségével meghatdrozhatjuk X eloszlasat:

x.J o 1 2 3
"l 1/6 1/3 1/3 1/6
Az eloszlas ismeretében a varhato érték kozvetlen is meghatarozhaté:
E(X)=0-1/6+1-1/3+2-1/34+3-1/6=9/6=1,5.

Tehat a két modszerrel ugyanaz az eredmény jott ki. Az értékek megértésének érdekében szamoljuk ki Y
varhato értékét is! Mivel hatoldala kockaval dobunk, a dobds értékének varhato értéke:

_6+1
==

Ebbdl is latszik, hogy E(h(Y')) # h(E(Y)), legaldbbis ebben az esetben. Néhdny kivételes eset kivételével
nem igaz az, hogy a transzformalt varhaté értéke megegyezik a varhaté érték transzformaltjaval.

E(Y) 35.
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b) A hatodik oszlop 6sszege pedig az X2 varhat6 értéke:
E(X*)=(1+4+4+9+0+1+4)/6=19/6~ 3,1667.

Hatdrozzuk meg X eloszldsa segitségével is X2 varhaté értékét! Ehhez els6 1épésben irjuk fel X? eloszldsat:

0 1 4 9
X%{1m 1/3 1/3 1/6

Az eloszlasbol a varhato érték is meghatarozhaté:
BE(X*»=0-1/6+1-1/3+4-1/3+9-1/6=19/6 ~ 3,1667.

Lathatjuk, hogy ismét mindkét médszerrel ugyanazt az eredményt kaptuk. A szérdst X? szadmitdsadnak
modszerétdl fliggetleniil, mindkét esetben ugyanigy szamoljuk:

Tehdt az X tényleges értékeinek szorédddsa a varhatd érték (1,5) koriil ~ 0,9574. Nézziik meg a kockadobas
értékének szordsat is:
62 — 1

D(Y) = || —5—~ 1,7078

Lathatjuk, hogy a kockadobas értékei joval nagyobb mértékben fognak a varhaté érték (3,5) koriil
ingadozni. Lassuk be azt is, hogy ennek a két értéknek sincs semmi kozvetlen koze a néggyel vald
oszthatdsaghoz.

<=13.7. feladat

Aktivitas: Gondolja végig, milyen esetben érdemes a transzformalt valdsziniiségi valtozo6 varhato értékét a
sajat, és milyen esetben az eredeti valdszinliségi valtozo eloszlasanak segitségével kiszamolni!
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13.7. tétel: Legyen Y folytonos eloszlasu valészintiségi valtozd, a stiriségfiiggvénye legyen fy (x), és legyen
X = h(Y). Ekkor

1. X varhato értéke

E(X) = 7 h() - fy(2)de,
2. X? vérhaté értéke _Z
B = [ R0 fy(o)de,
3. X szérdsnégyzete R )
D*(X) = 7h2(x)-fy<x>dx - 7h(x)‘fy(w) da

Bizonyitas:
1. Mivel minden fiiggvény felbonthaté szigortian monoton fiiggvények dsszegére!, ezért a tételt elég szigortian

monoton h-ra bizonyitani.

oo o0

EX) = / x- fx(z)de = / z- fy (h () - (hfl(:c))/ dz.

—0o0 —00

......
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1
Hasznaljuk fel, hogy az inverz fiiggvényre vonatkozé derivalasi szabaly miatt:(h’l(:c))/ = W, ]
X

ezutan pedig végezziik el az y = h~!(x) helyettesitést. Ekkor x = h(y), dz = h/(y)dy. Ezzel

o e} [e.e]

B = [ (07 @) - g A= [ ) ) s By = [ b)) dy.

— 00

— 00 —0o0

Ha h szigoriun monoton csokkend, akkor a levezetés teljesen hasonldéan elvégezheté. Ha pedig h nem
szigorian monoton, akkor felbonthaté szigorian monoton fiiggvények 6sszegére.

2. Az X? = h%(Y) transzformdci6t hasznélva, az el6z6 tételbSl adddik.

3. Az X? varhat6 értékébdl és a szérdsnégyzet definiciéjdbdl adddik.

13.8. feladat. Legyen az Y valdsziniiségi valtozd eloszldsfiiggvénye a kovetkezo:

1
Fy(l'): 1—?, haz > 1;

0 egyébként.
Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi transzformaciok milyen hatassal vannak Y varhato értékére:

a) h(x) =+/x, b) h(z)=1/xz, c) h(x)=4-z—1.

Megoldds: A varhatd érték vizsgalatahoz el6szor szamoljuk ki maganak Y-nak a varhat6 értékét. Ehhez YV
stirtiségfiiggvényére lesz sziikségiink, melyet az eloszlasfiiggvény differencidldsaval megkaphatunk:

2
fr@) = [Fy(@) ={ = haz>1
0 egyébként.
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Az eloszlasfliggvény els6 sorat az alabbiak szerint derivaltuk:

[1—1]/_ [27?] =2-273.

22
Y stirtiségfiiggvényének segitségével felirhatd a varhatd értéke:

E(Y)= 733 fr(z 7:0 /002 e 2dr =2- !x_;]jozz

—00 1

a) Legyen X, = VY. Ebben az esetben X, varhaté értékét az aldbbiak szerint szamolhatjuk:

00 00 00 x_3/2 oo
B0 = [ ) @ ar= [Vi Zar= [2 0P a =, [_3/2] )
1

—00 1 1

Lathatjuk, hogy ugyan a varhaté érték csokkent, a tényleges értéknek nem sok koze van az eredeti varhatd
érték gyokéhez. Figyeljiik meg, hogy az integralas hatdra tgy valtozik, hogy x csak olyan értéket vehet fel,
ahol a stirtiségfiiggvény nem nulla.

b) A kovetkez6 esetben vegyiik az X, = 1/Y valdszin(iségi valtozét. Az X, varhato értékét igy szamolhatjuk:

E(Xb>=7 ha) - (o )d:c—]o; ;dx—72-x_4dx:2-[i]m:§.
1

—00 1 1

Béar a varhat6 érték nem lett az eredeti reciproka, a megfelelé intervallumba keriilt: mig az eredeti
valdszinliségi valtoz6 az [1;o00] intervallumbdl kapta az értékeket, addig a reciproka a [0;1]-bdl kapja.
Természetesen a varhato értéknek is ebben az intervallumban kell lennie.
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¢) Utoljara vizsgaljuk meg, mi torténik, ha a transzforméacié linedris. Legyen X. = 4 - z — 1. Szamoljuk ki
varhato értékét:

7 -1 -2
E(X.) = / h(z) - fy(x :/ cx—1) d /8 x~ —2-x_3d1::!8-$_1—2~x_2] =7.
1 1

Az eddigi esetekkel ellentétben itt viszont a varhato érték is transzformdlddik. Ismerjiik a tulajdonségait,
melyek alapjan X, varhato értéke linedris transzformacioval is szamolhat6:

E(X.))=E(A4-Y—-1)=4-E(Y)-1="17.

Igy egy gyakorlati példan is belattuk, hogy a varhaté érték csak nagyon ritkdn szdmolhaté dgy, ahogy a
valoszinliségi valtozo felvett értékei: csak a linedris atalakitas transzformalja ugyanugy a varhato értéket.

<=13.8. feladat

13.8. tétel: Legyen Y egyenletes eloszldsu a és b kozott, és X = h(Y"). Ekkor

b
1
= b_a/h(x)d:v

1. X véarhato értéke:

2. és X2 varhato értéke:

Bizonyitas:
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1
1. Mivel Y sfirtiségfiiggvénye fy(z) ={ 3 _ & haa <z <b igy az el6z6 tétel alapjan
0 egyébként;
9] b 1 1 b
B(X) = = = :
(X) / h(z) fy (z) dz /h(a:)b_adx b_a/h(ac) dz
—00 a a

2. Az X? = h%(Y) transzformdciét hasznalva adddik.

Aktivitas: Egy folytonos valészinliségi valtozé varhatd értéke meghatdrozhaté a stirtiségfliggvényének gorbe
alatti teriiletének sulypontjaval. Tud-e valami hasonl6t mondani a h(x) fliggvényrdl és a transzformalt

varhat6 értékérdl?

13.9. feladat. A [0;1] intervallumbdl vélasszunk egy valds szdmot. A szammal mint sugarral rajzoljunk kort.
Adjuk meg a kapott kor teriiletének

a) varhatd értékét és b) szérasat!
Megoldds:

a) A kor teriiletének, mint valdsziniiségi valtozonak a strlségfiiggvénye felirhaté, amibél a varhatd érték
meghatdrozhaté. Jelen esetben azonban célravezet6bb a teriiletet a sugar mint valdszin(iségi valtozo
fliggvényeként felirni. Legyen az intervallumbol valasztott szam Y, ez lesz a kor sugara, és a rajzolt kor



E Iecke L oldal

teriilete X. Ekkor X = Y2 . 1, azaz a transzformdcié fiiggvénye h(z) = x2 - mr. Figyeljiik meg, hogy most a
varhatd érték kozbensé 1épések nélkiil kiszamolhatd:

b 1

1 1 1 1 —
a 0 0 0

Igy a kor teriiletének varhaté értéke ~ 1,0472 lesz. Jegyezziik meg, hogy amennyiben Y vérhaté értékével
mint sugarral rajzolunk kort, akkor a kor teriilete /4 lesz.

b) Ahhoz, hogy a kor teriiletének szdérasat meg tudjuk hatdrozni, el6szor ki kell szdmolnunk négyzetének
varhato értékét:

)

™
E(X?) = = =~ 1,9739.
Igy, hogy megvan X és X2 varhaté értéke, a szérds mar konnyen szamithaté:
~ 0,9366 .

Tehat a kor alapteriiletének szérasa ~ 0,9366 lesz.

<=13.9. feladat

13-5. 6nall6 feladat: Oldja meg a fenti feladatot gy, hogy a valasztott sugarral gombét rajzolunk, s a gomb
térfogatanak, illetve feliiletének varhaté értékét vizsgaljuk!
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Leckezdard onellen6rzé kérdéssor

Dobokockaval dobunk. Legyen X a dobott szam négyzete. X varhato értéke ekkor

a dobott érték varhatod értékének négyzete.

nagyobb lesz, mint a dobott érték varhaté értékének négyzete.

kisebb lesz, mint a dobott érték varhaté értékének négyzete.

véletlenszertien ingadozni fog.
Nyolcoldali dobdkockdval dobunk. Legyen X a dobott szdm néggyel vett maradéka! Szamoljuk ki X
varhat6 értékét!

2 0 2,3 1,5

Az X valdszinliségi valtozét egy olyan h(x) fliiggvény allitja el6, melynek értékkészlete az [1; 3] intervallum.
Ekkor X vdrhaté értéke
nem lehet pozitiv, lehet 3-ndl nagyobb, 1-nél csak nagyobb lehet 1, vagy akdr 3 is.
lehet,

Egy dobodkockaval dobunk. Legyen X a dobott szam néggyel vett maradéka. Mi a valdszinlisége annak,
hogy X értéke legfeljebb a szorassal tér el a varhato értékétol?

2/3 1/3 1/6 1/2

A legutolsé kidolgozott feladatban a vdlasztott szdmot a kor rajzoldsa el6tt a dupldjara noveljiik.
Hanyszorosara n6 a kor teriiletének varhaté értéke?

kétszeresére, négyszeresére, nyolcszorosdra, nem fog noéni.
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14. Tobb valdsziniiségi valtozd egyiittes eloszlasa

Sok gyakorlati problémanal el6fordul, hogy a jelenség
leirasdhoz egyszerre tobb valdszintiségi valtozdt
hasznalunk. Nézziink erre egy par példat:

1. Két dobdkockaval dobunk egyszerre. Az
eredmény szamszer(sitésére két valdsziniiségi
valtozdt hasznalunk: legyen X; az els6 és Xo
a masodik kockaval dobott szam. A két érték
nyilvdn nem fog egymastdl fiiggeni.

2. Egyidejlileg mérjiik egy adott embercsoport
magassagat és testtomegét. X fogja leirni a
véletlenszerlien valasztott ember magassagat, Y
pedig a testtomegét. Ez a két érték nyilvan 14.1. dbra. Ha a két dobdkockdval 5-6t és 2-t
Osszefligg egymadssal, de mégsem mondhatjuk, dobunk, akkor X1 =5 és X9 = 2 lesz.
hogy fliggvényszert kapcsolat all fenn kozottiik,
hiszen nem csak magas és nehéz, illetve alacsony
és konny(li, hanem sovany magasak és testesebb alacsony novéstiek is. Ilyen esetben a teljes valdszintiségi
leirashoz ismerniink kell azt, hogy a két valdszintiségi valtozo egyiittesen hogyan viselkedik.

3. Egy fizikai kisérlet sordn valamely paraméter (mondjuk a hémérséklet) értékét mérjiik. Az eljarast
haromszor ismételve a mért paraméter harom értéke X, X, illetve X3. Ez harom olyan valdszintiségi
valtozo, melyek eloszlasa azonos, valamint — amennyiben a kisérleti bedllitast sikertiil teljesen visszaallitani
- fiiggetlennek tekinthet6ek.

4. Olyan valészinliségi valtozdkat is vizsgdlhatunk egyiitt, melyek koziil az egyik a mdsik transzformadltja.
Példaul ha X; az éves szinten aszalykdr miatt tonkrement kukoricaféldek nagysaga hektarban, X5 lehet az
aszdlykdr miatt tonkrement termék tomege kilogrammban, X3 pedig a keletkezett kér forintban.
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Ahhoz, hogy tobb valészinliségi véaltozot egyiitt tudjunk kezelni matematikailag, érdemes bevezetni egy erre
megfelel6 objektumot. Szamok rendezett halmazat vektorként kezeljiik, ehhez hasonléan kezelhetjiik a
valoszinliségi valtozokat egy tigynevezett valdszinliségi vektorvaltozoként. A valdszinliségi vektorvaltozot az
alabbiak szerint definidljuk:

14.1. definici6: Valdszintiségi vektorvaltozo
Az X1,Xo, ..., X, egyiitt megfigyelt valdszintiségi valtozok rendezett 6sszességét n dimenzids valoszinlségi
vektorvaltozénak nevezziik, és az (X1,Xo,...,X,) szimbélummal jeloljiik.

Természetesen itt mindegyik komponensnek lehet kiilonb6z6 az eloszlasa, viszont esetenként akar az Gsszes
eloszldsa is lehet egyforma. Erre megkotés nincs. A valdszintiségi vektorvaltozé értéke minden egyes elemi
esemény esetén egy valos szamokbdl allé vektor. A vektor azon értékekbdl all, melyeket az egyes valészinliségi
valtozdék az adott elemi esemény mellett felvesznek. Meg kell emliteni, hogy vektorvaltoz esetén az egyes
valoszinliségi valtozok alaphalmazai nem feltétlen egyeznek meg. Gondoljuk at, hogy a fenti példdk esetén
hogy alakulnak az alaphalmazok:

1. Amennyiben két kockaval dobunk egyszerre, akkor az elsé alaphalmazunk az els6 kockaval torténé dobas
lehetséges kimenetelei, ebb6l hatféle van. A masik kockaval is hatfélét dobhatunk, igy ezen dobdshoz
tartozé alaphalmaz is hatelem@. A vektorvaltozdé esetén barmely varidcié eljohet, igy egy 36 elemi
alaphalmazt kapunk.

14-1. 8nall6 feladat: Irja fel az elsé példdban szereplé valészintségi vektorvaltozéhoz tartozé alaphalmazt!

2. A masodik példanal az elemi eseményiink ahhoz a személyhez kapcsolodik, akinek a magassagat vagy a
sulyat mérjiik. A két alaphalmaz megegyezik, igy a vektorvaltozonak is ez lesz az alaphalmaza. Gondoljuk
meg, hogy ugyan az el6z6 feladatban is mintha 0ssze tudnank vonni a két alaphalmazt, de az tonkretenné
a modellt. Ebben az esetben épp az tenné tonkre, ha a két halmazt nem vonnank Ossze.
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3. Az egymds utdni mérésnek nyilvdn gy van értelme, ha ezeket ténylegesen el is végezziik. Itt sem tudjuk
épp ezért Osszevonni az alaphalmazokat. A harom alaphalmaz a harom kisérlet lehetséges kimenetelei
lesznek.

4. Gondoljuk at, hogy itt ismét arrél az esetrdl van sz6, amikor egy adott elemi eseményhez (azaz egy adott
kareseményhez) adunk meg tobb valdszinliségi valtozdval értéket: a karosodott teriilet nagysagat, a kiesett
termény toOmegét, valamint értékét. Ennek ismét ugy van csak értelme, ha azonos az alaphalmaz mind a
harom valdszinliségi valtozonal, mind a vektorvaltozonal.

Aktivitas: Keressen a kornyezetben a fenti két tipusra valds példakat!

A valészintiségi vektorvaltozok kozott is két specidlis tipussal foglalkozunk. A folytonos és a diszkrét
valészinliségi vektorvaltozé minden egyes komponense azonos tipusi. Ennek megfeleléen az alabbiak szerint
definialjuk 6ket:

14.2. definicié: Diszkrét (folytonos) valdszintiségi vektorvaltozo
Egy valdszinliségi vektorvaltozodt diszkrétnek (folytonosnak) neveziink, ha valamennyi komponense diszkrét
(folytonos).

Az el6bbi példakra visszatérve vizsgaljuk meg, hogy ott diszkrét, avagy folytonos valdszintiségi vektorvaltozdkat
adtunk-e meg. Természetesen el6fordulhat az is, hogy egy adott valdszinlségi vektorvaltozé egyik kategdriaba
sem tartozik: példaul ha komponensei vegyesen diszkrét és folytonos valdszintliségi valtozok.

1. Két kockaval dobva mindegyik kockdval 1 és 6 kozotti egész szdmokat kaphatunk, igy mindegyik
valdszinliségi valtozo 6 értéket vehet fel, azaz diszkrét lesz mindkettd, igy a vektorvaltozo is.

2. Jelenleg alig tobb, mint hét millidrd ember él a foldon. Akarmekkora embercsoportot is vizsgalunk, a
valoszintliségi valtozdk daltal felvett értékek szama nem haladhatja meg ezt a hétmillidardot. Ezek alapjan
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ez a vektorvaltoz6 mindenképp diszkrét lesz. Természetesen tobb egyéb tényez6t is figyelembe vehetiink.
Egyrészt az emberek magassdga és tomege — bizonyos élettani funkcidknak megfeleléen — valtozik. A
magassag mindenképp folytonosan. Masrészt ebben az esetben is szamolnunk kell egyes mérési hibakbol
adédé ingadozasokkal. Amennyiben az egyidejliséget és a mérési precizitast nem tudjuk biztositani, és az
embercsoport szdmossaga elég nagy, az eloszlast kezelhetjiik folytonosként.

3. A hémérséklet alapvet6en folytonos skalan mozog. Azt varjuk, hogy amikor egy kisérletet tobbszor, azonos
felallasban elvégziink, akkor az altalunk érdekesnek vélt hémérséklet mindharom kisérletnél azonos lesz.
A valésagban azonban azt tapasztaljuk, hogy szdmos olyan tényez6 befolyasolhatja az eredményt, amire
hatéssal nem tudunk lenni. Ezek a hatdsok lehetnek a rendszer kisérleti mivoltjabol adédo fizikai tényezdk,
illetve a megfigyelési pontatlansagbdl adédé mérési hibdk. A ténylegesen mért értékek igy a vart koriili,
valamilyen folytonos skdlan fognak mozogni, igy a valdszintiségi vektorvaltozonk folytonos lesz.
Bele kell gondolnunk azonban abba is, hogy amennyiben a mérést valamilyen digitdlis eszkozzel mérjiik,
a mért értékek szamossaga — akarmilyen finom felbontassal is dolgozunk, az eszkoz érzékenységének és
méréshatdranak véges volta miatt — véges. Gondoljunk arra a digitélis ldzmérére, ami 35 és 41 Celsius fok
kozott tized fok pontossdggal mér. Ez 6sszesen kevesebb, mint 65-féle érték.

4. Az aszalykdros kukoricafoldek példajaban mind az aszdlykdrt szenvedett teriilet nagysdga, mind a kdrba
veszett kukorica tomege, valamint annak értéke is folytonos értéket vehet fel. Gondoljuk meg, hogy maga a
foldteriilet nagysdga természetesen akdrmilyen kis részekre oszthatd. Fix hektdronkénti terméshozammal,
illetve fix terményarakkal szamolva a mdsik két valoszintiségi valtozé is folytonos lesz, igy a valdszintiségi
vektorvaltozo is folytonos lesz.

Aktivitas: Keressen olyan példakat a vald életb6l, amikor egy latszélag folytonos eloszlasu véletlen
mennyiség valamilyen anomalia miatt mégis diszkrét értékeket vesz fel.

A tovabbiakban a definicidkat, tételeket két valdszintiségi valtozora (X és Y) mondjuk ki. A teljes indukcio
elve alapjan ugyanis a legtobb 4llitas természetes mddon altaldnosithatd tetszoleges, véges szamu valdszinliségi
valtozo esetére. Egy késobbi leckében mutatjuk be n darab valdszintiségi valtozo egyiittes kezelését.
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14.1. Két diszkrét valdszinliségi valtozo egyiittes eloszlasa

Diszkrét valoszintliségi valtozok esetén a valtozok viselkedését els6sorban az eloszlas segitségével irjuk le. A
valdszintliségek felsoroldsaval jellemezziik a vektorvaltozdkat is, melyet a komponensek egyiittes eloszlasnak
hivunk, s az alabbiak szerint definidlunk:

14.3. definicio: Egyiittes eloszlas
Az X ésY diszkrét valdszinliségi valtozok egylittes eloszldsan az (x;,yx) szdmparok és a hozzajuk tartozé

pr=PX=z;,)Y =yp) = P({X =2;ésY = y})

valoszinliségek Osszességét értjiik.

Miként irhatjuk fel az egylittes eloszldst? Erre két diszkrét valészinliségi valtozd esetén két lehetéségiink van.
A példéakban feltessziik, hogy X-nek n, Y-nak pedig m-féle értéke lehet:

1. Felirhatjuk tgy, mint ahogy az egyszer(i diszkrét valoszinliségi valtozo eloszlasat felirjuk. Ekkor a nem
nulla valdszintiséggel el6forduld értékparokat soroljuk fel, alattuk a hozzdjuk tartozé valdszintiségeket

felsorolva:
( X > . { (anyO) ($07y1) s (:El)yk) s (:Enaym)
Y ) P00 Por .-~  DPik  ---  DPnm

Figyeljiik meg, hogy ebben az esetben X és Y értékeinek nem mindegyik pdrositdsa jelenik meg a
felsorolasban, csak azok, melyek egyszerre el6fordulhatnak.

2. A valdszintiségeket tablazatos formdban is felirhatjuk. A tabldzat oszlopait X, sorait pedig Y értékeivel
jeloljik. Adott oszlopba €és sorba annak a p;;. valdszintisége keriil, hogy X az adott oszlopot jelold x;, Y
pedig az adott sort jelolo y; értéket veszi fel:
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X\X | wo wvi oo Yk - YUnm
Zo Poo Por .-- POk --- POm
T pPio P11 --- Pk --- Plm
Xy bio Pir ... Dik --- Pim
Tn Pno Pnl -+ Pnk --- DPnm

Itt azon (z;,yx) parok is szerepelnek, melyek egyébként egyiitt nem fordulhatnak eld. Ekkor a tabldzatba 0
keriil. Ilyen médszerrel csak két valdszintiségi valtozd esetén tudjuk az egyiittes eloszlast felirni.

14.1. feladat. Egy pakli magyar kartyabol huzunk egy kartyat. Legyen X a huzott kiralyok, Y pedig a hizott
aszok szama. Adjuk meg X és Y egyiittes eloszlasat!

Megoldds: Mindkét valdszinliségi valtozd lehetséges értéke 0 és 1 lehet, és az (X,Y) vektorvaltozo lehetséges
értékei (0,0),(0,1) és (1,0). Egyszerre nem lehet mindkét valtozé értéke 1, hiszen nem huzhatunk egyszerre
kiralyt és aszt is. Az eloszlast két valdszinliségi valtozo esetén a fentiek szerint kétféleképpen adhatjuk meg.

1. Az els6 feliras szerint a felsorolt lehetséges értékparok ald annak a valdszinliségét irjuk, hogy a
val6szintliségi vektorvaltozd az adott értékpart veszi fel. Szdmoljuk ki most azokat a valdszintiségeket,
melyekkel a vektorvaltozé az egyes értékparokat felveszi.

(a) Ha X = 0ésY = 0, akkor nem htzunk se kiralyt, se dszt. Ekkor 32 — 4 — 4 = 24 lap lesz j6é a 32-bdl,

tehdt o1 3
(b) Ha X =14ésY = 0, akkor kirdlyt huzunk, de &szt nem. Ekkor 4 lap lesz jé a 32-bél, tehat
4 1
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(c) Ha X =04ésY = 1, akkor 4szt htizunk, de kirdlyt nem. Ekkor is 4 lap lesz jé a 32-b6l, tehat

P@:QY:Q:%

1

=3

Egyszerre aszt és kirdlyt nem hudzhatunk, tehat P(X = 1,Y = 1) = 0. Ezek alapjan a vektorvaltozé
eloszlasat az alabbiak szerint tudjuk felirni:

() {50 O OR

2. Az eloszlast tabldzatos formdban is felirhatjuk. Mivel 0 vagy 1 &szt vagy kirdlyt hizhatunk, igy mind X,
mind Y lehetséges értékei 0 és 1. A tabladzatunknak igy a sor és oszlopcimkék mellett 2 sora, és 2 oszlopa
lesz. A cellakba irandé valdszintiségeket az el6z6 pontban mar kiszamoltuk, igy a tablazatot felirhatjuk:

X\Y| o 1
0 [6/8 1/8
1 [1/8 0

Ezzel az eloszlast kétféleképpen is megadtuk. Bar az elsé felirds hasonlit jobban ahhoz, amit a hétkoznapi
valoszinliségi valtozo eloszlasandl megismerhettiink, a tablazatos felirds mégis attekinthet6bb, és esetenként
célravezet6bb ezt haszndlni. <14.1. feladat

Valamely diszkrét valdszin(iségi vektorvaltozd egylittes eloszlasat ismerve megkaphatjuk annak
komponenseinek eloszldsat is, melyet peremeloszldsnak hivunk:

14.4. definici6: Peremeloszlas
Az (X,Y) valészinliségi vektorvaltozé komponenseinek eloszldsat peremeloszlasoknak nevezziik.
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A peremeloszlast az aldbbi tétel alkalmazasdval hatdrozhatjuk meg:

14.1.tétel: Legyen (X,Y) kétdimenzids diszkrét valdszinliségi vektorvaltozd, a P(X =uz;,Y =yi)
valoszintiséget pedig jelolje p;.. Ekkor a peremeloszlasokat (X és Y eloszlasat) az alabbi formulakkal kapjuk

meg:
Pz, = P(X szk és  pu =PV =uy)=) pik-
7

Tehat a peremeloszlast, azaz a valdszinliségi vektorvaltozo egyes komponenseinek eloszlasat ugy kaphatjuk
meg, ha az egyiittes eloszlas megfelel6 értékeit 6sszeadjuk. Ezek az értékek tablazatos felirds esetén egy sorban,
illetve egy oszlopban vannak: ezeket Osszeadva kaphatjuk meg azon valdszintiségeket, melyekkel az egyes
komponens valdszinliségi valtozok értékeiket felveszik.

14.2. feladat. Egy pakli magyar kdrtyabdl huzunk egy kdrtydt. Legyen X a huzott kirdlyok, Y pedig a huzott
aszok szdma. Adjuk meg az (X, Y') vektorvéltozé komponenseinek peremeloszlésait!

Megoldds: Az el6z6 feladatban az eloszlast mar meghataroztuk, s tdblazatos formaban fel is {rtuk. Annyi
feladatunk van pluszban, hogy az oszlopokban és a sorokban szerepld valdszintiség értékeket 0sszegezziik:

X\Y | O 1 | pay
0 6/8 1/8|7/8
1 1/8 0 |1/8

Py, | 7/8 1/8

A tablazatban az Osszegzés utan megjelennek az X és az Y valdszin(iségi valtozdkhoz tartozd eloszlasok
valdszintségei. Igy felirhatjuk X és Y eloszlasat kiilon kiilon is:

0 1 , 0 1
X:{7/8 18 Y:{7/8 1/8
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Lathatjuk, hogy a két eloszlds megegyezik. Természetesen ez nem meglepd, hiszen a feladatban az 4sz és a
kiraly szerepe felcserélhet6: ugyanakkora valészintiséggel huzzuk Sket. <1422, feladat

Aktivitas: Irjon fel olyan valészintiségi véltozé parokat, melyeknél bizonyos értékparok kizarjak egymast!

14.2. Diszkrét valoszintiségi valtozok fiiggetlensége

Emlékezziink vissza a fiiggetlenség definicidjara: az A és B eseményeket akkor nevezziik fliggetlennek, ha
teljesiil a P(A - B) = P(A) - P(B) egyenl6ség, azaz az egyiittes bekovetkezés valdszintisége a valdszintiségek
szorzata. Két diszkrét valdszintiségi valtozét akkor neveziink fliggetlennek, ha ez minden veliik kapcsolatos
eseménypdrra teljestil, pontosabban:

14.5. definicié: Diszkrét valdszintiségi valtozok fiiggetlensége
Az X és Y diszkrét eloszlasu valészintiségi valtozok fiiggetlenek, ha

PX=xz,Y=y,)=P(X =x;) - P(Y =yg),
azaz
teljesiil minden x;, y; értékpar esetén.
A fenti definici6 azt jelenti, hogy két fiiggetlen valdszinliségi valtozé esetén amennyiben tudjuk az egyik valtozo

felvett értékét, nem jutunk 4j informacidhoz azzal kapcsolatban, milyen értéket fog a masik valdszintiségi
valtozé felvenni.

14.3. feladat. A 32 lapos magyarkdrtya-paklibol huzunk egy kartydt. Legyen X a huzott kirdlyok, Y pedig a
huzott dszok szama. Igaz-e hogy X és Y fiiggetlen?
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Megoldds: A filiggetlenség vizsgdlatakor a kovetkezét kell meggondolni: amennyiben ismerjiik az egyik
valdszinliségi valtozé barmilyen értékét, megvaltoznak-e azok a valdszinlségek, melyekkel a masik
valoszinliségi valtozd az értékeit felveszi? Ebben az esetben természetesen igen. Ha X értéke 1, azaz kiralyt
huztunk, akkor Y mindenképp 0 lesz, hiszen nem htzhatunk dszt is. Tehat a két valdszintiségi valtozé nem lesz
fliggetlen.

A véalaszt ugy is megkaphatjuk, hogy 0Osszehasonlitjuk az egylittes eloszlds p;; valdszinliségeit a
peremeloszlasokbdl nyert p,, - p,, valészintiségekkel:

3/4=P(X =0,Y =0)# P(X =0)- P(Y =0) = 7/8-7/8 = 49/64
1/8=P(X=1Y =0)#P(X=1)-P(Y =0)=1/8-7/8 =7/64
1/8=P(X=0Y =1)#P(X=0)-P(Y =1)=7/8-1/8 =7/64

Ahhoz, hogy a fiiggetlenség megbukjon, elég egy értékpart vizsgdlni. Itt viszont egyik értékpdrra sem igaz a
fiiggetlenség feltétele. Igy belattuk szamoldssal is, hogy X és Y nem fliggetlen. 143, feladat

14-2. 6nall6 feladat: A 32 lapos magyarkartya-paklibol két lapot hiizunk visszatevéssel. Legyen X a huzott
kirdlyok, Y a huzott dszok szdma. Irja fel X és Y egylittes eloszlasat, hatdrozza meg a peremeloszldsokat,
majd vizsgalja meg, fliggetlen lesz-e X és Y.
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Leckezdard onellen6rzé kérdéssor

Egy dobdkockat elguritunk. Legyen X a dobott szam, Y pedig a kocka megdllasdig eltelt id6, amit stopperrel
mériink. Ebben az esetben az (X,Y) valészintiségi vektorvaltozd

folytonos, diszkrét, mindketto, egyik sem.

Magyarorszdg lakossdganak vagyondt és hiteldllomdnyat vizsgdljuk. Legyen X egy adott pillanatban
véletlenszer(ien valasztott polgdr vagyona, Y pedig adéssdgainak nagysdga. Ekkor az (X, Y") valdszintiségi
vektorvaltozo

diszkrét, mert az alaphalmaz véges elemszamu
folytonos, mert a vagyon folytonos értékeket vesz fel
diszkrét, ha X és Y is diszkrét

kizardlag folytonos eloszlast lehet.

A 32 lapos magyarkartya-paklibdl egy lapot huzunk. Legyen X a kihtizott dszok, Y pedig a kihtzott pirosak
szama. Mekkora a valdszintisége annak, hogy X és Y is 1-et vesz fel?

1 1/8 1/32 2

A 32 lapos magyarkartya-paklibdl egy lapot huzunk. Legyen X a kihtzott dszok, Y pedig a kihtuzott pirosak
szama. Igaz-e, hogy X és Y fiiggetlen?

Igen, mert a kartyalapokat fiiggetleniil htizzuk.
Nem, mert ha kirdlyt hizunk, akkor nem htizhatunk pirosat.

Igen, mert az, hogy aszt hiizunk-e vagy nem, nem befolyasolja annak a valdszintiségét, hogy a huzott
kartya piros.
Nem, mert a kdrtydt nem visszatevéssel huztuk.
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14.3. Két valdszintiségi valtozo egyiittes eloszlasfiiggvénye

Egyetlen folytonos valdszinliségi valtozd esetében
a vele kapcsolatos valdszintiségeket altaldban az A
eloszlasfiiggvénye alapjan hataroztuk meg. Az X
valdszinliségi véltozd F(x) eloszlasfiiggvénye annak
valoszintiségét adta meg, hogy X < z. Ilyenkor X
értékei az x-t6l balra es6 félegyenesen helyezkednek
el. Nem nulla valdszinliségli események pedig a
valds tengely bizonyos részintervallumai lehetnek:
annak a valészintisége, hogy X egy adott pontra
vagy egy megszamldlhat6 szamossdgu ponthalmazba
essen, nulla.

(x;y)

Két (X és Y) valdszinliségi valtozd esetén is

definialhatjuk az  eloszlasfiiggvény  fogalmat. 14.2. abra. Az X és Y egyiittes eloszldsfiiggvénye
Ezt az X < =z és Y < vy események egylittes x és y pontban annak a valdsziniiségét adja
bekovetkezésének valdszintiségével adjuk meg. meg, hogy az (X,Y') pontpdr a koordindtasikon
Ekkor az (X,Y) szdmpdrok lehetséges értékei az x-tdl az (x,y) pontpdrtdl balra és lefele veszi fel az
balra és az y-tdl lefelé elhelyezkedé negyedsikon értékét. A negyedsik a tartomdnya hatdrdt nem
helyezkednek el. Folytonos valdszintiségi tartalmazza.

vektorvaltoz6 esetén nem nulla valdszinlisége olyan

tartomanyoknak lehet, melynek a sikbeli tertilete sem

nulla: pontokra, megszamlalhaté ponthalmazokba,

vonalakra, egyenesekre s ezek megszamlalhaté halmazaiba akkor is 0 valészintiséggel esik a vektorvéltozd, ha
ezek a lehetséges értékek tartomanydn beliil vannak.

A valdszintliségi vektorvaltozé eloszlasfiiggvényérdl abban az esetben is beszélhetiink, amikor a vektorvaltozo
nem mindegyik komponense folytonos. A gyakorlatban az eloszlasfiiggvényt viszont elsésorban ezek leirasara
hasznaljuk.
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14.6. definici6: Valdszintiségi vektorvaltozd eloszlasfiiggvénye (egyiittes eloszlasfiiggvény)
Azt a fliggvényt, amely minden valds (z,y) szdmparhoz hozzarendeli annak valdszintiségét, hogy az X < x és
az Y < y események egylittesen bekovetkeznek, az (X,Y") valdsziniiségi vektorvaltozé eloszlasfiiggvényének
(az X és Y valodszintiségi valtozok egyiittes eloszlasfiiggvényének) nevezziik. Azaz

F(zy) =P(X <z,Y <y).

14.4. feladat. Vegyiik a koordindtasikon a (0,0), (0,1), (1,1) és az (1,0) pontok &ltal meghatarozott négyzetet.
Vélasszunk a négyzeten véletlenszerien egy pontot. Legyen X a valasztott pont z, és Y az y koordinatdja.
Adjuk meg az (X,Y") valdszin(iségi vektorvaltozé eloszlasfiiggvényét!

Megoldds: A pontot a négyzeten beliil véletlenszertien vélasztjuk. Ebben az esetben annak a valdszin(isége, hogy
egy adott négyzeten beliili teriileten beliil valasztunk, ardnyos lesz a teriilet nagysagaval. Az eloszlasfiiggvény
felirdsdhoz meg kell vizsgdlni, hogy az egyes (z,y) szdmpdrok esetén milyen valdszinliséggel lesz egyiittesen
X értéke kisebb, mint x, és Y kisebb, mint y. Az (z,y) altal meghatarozott siknegyed egy részt metszhet ki a
négyzetb6l. Annak a valészintisége, hogy a vélasztott pont ide esik, ardnyos lesz a rész teriiletével. Geometriai
val6szinliségi mezo6rdl beszéliink, tehat

a siknegyed és a négyzet metszetének teriilete
négyzet teriilete '

Fzy) =PX <zY <y) =

Ahhoz, hogy a valdsziniiséget megkapjuk, el kell osztanunk a rész teriiletét a négyzet teriiletével.
Tobbféleképpen is vaghatunk ki a négyzetbdl a siknegyed segitségével. FEzeket az eseteket az aldbbi
abra segitségével elemezhetjiik:
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) (x;y) A (xy) A ey)
) I AT oo B 1
] (xy)
L (xy)
Q Q Q Q
0 1' 0 1?I 0 1' 0 41) 1'
‘ (x;y)

Nézziik az &bra egyes részeit:

bal

bal

jobb

jobb

szélso:

Amennyiben mind z, mind y nagyobb, mint 1, annak a valdszintisége, hogy mind X, mind Y kisebb lesz
naluk, 1 lesz, hiszen a teljes négyzet a siknegyeden beliil van.

kozépso:

Amennyiben y még mindig nagyobb, mint 1, de 0 < x < 1, akkor Y mindig kisebb lesz, mint y, de annak a
valdszinlisége, hogy X < x legyen, konkrétan x lesz: ekkora méret(i részt vag ki a siknegyed a négyzetbodl.
Hasonldan gondoljuk meg, hogy az = > 1 és 0 < y < 1 esetén az eloszlasfliggvény értéke y lesz.

kozépso:

Amennyiben az (z,y) pont a négyzeten beliil esik, a siknegyed és a négyzet metszete egy = és y oldalu
téglalap lesz az orig6 mellett, melynek teriilete, s ezaltal az eloszlasfiiggvény értéke x - y lesz.

sz€lso:
Egyik mas esetben sincs a négyzetnek és a siknegyednek kézos pontja, igy az eloszlasfiiggvény értéke 0.
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A hatédresetekben barmely érintett eset logikajat kovethetjiik. Ezek alapjan az eloszlasfiiggvény felirhaté:

1, ha xy > 1;
x, ha O0<zx<1, y>1;
F(xy) = y, ha O0<y<l1, z>1;
xy, ha 0<zy<1,;

0 egyébként.

Ezzel az (X,Y) valdszinliségi vektorvaltozd eloszlasfiiggvényét meghatdroztuk. Ez a fiiggvény mindegyik
valtoz6jaban monoton novekvo, ezen kiviil akkor lesz 1, ha mindkét valtozd elég nagy. Viszont amint akdr
csak az egyik véltozot 0 ala vissziik, az eloszlasfiiggvény értéke is 0 lesz. Az eloszlasfiiggvény nem csak ott fog
valtozni, ahol a vektorvéltozo értékeket felvehet: akkor is véltozik, ha példdul = > 1, y pedig 0 és 1 kozott
mozog. Pedig a valészinliségi valtozonk nem vehet fel ezen a tartomanyon értéket. <14.4. feladat

14-3. 6nall6 feladat: Vegyiik a koordindtasikon a (0,0), (0,1) és az (1,0) pontok &ltal meghatdrozott
hdromszoget. Valasszunk a haromszogon véletlenszerlien egy pontot. Legyen X a valasztott pont z, és Y
az y koordinatdja. Adja meg az (X,Y) valésziniiségi vektorvaltozé eloszlasfiiggvényét!

A valdszintiségi vektorvaltozo eloszlasfiiggvénye magdban foglalja az egyes komponensek leirdsahoz sziikséges
informdcidkat. Az eloszlasfiiggvény segitségével meghatdrozhat6 az egyes komponensek eloszlasfiiggvénye:

14.2. tétel: Az X ésaz Y valdszinliségi valtozd Fx illetve Fy eloszldsfiiggvénye felirhaté az (X,Y') valdszintiségi
vektorvaltozo eloszlasfiiggvényének segitségével az alabbi formakban:

Fx(x) = lim Flay)
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Bizonyitds: Amennyiben csak X eloszldsat vizsgéljuk, Y értéke barmennyi lehet, azaz ¥ < oo. Igy az
eloszlasfiiggvény definiciéjat alkalmazva

Fx(z)=P(X <z)=P(X <=z,Y <oo)= lim F(z,y).

Yy—00

A mésik eloszlasfiiggvényre hasonléan megy a bizonyitds. O

A fenti tételb6l adédodan definialhatjuk a perem-eloszlasfiiggvény fogalmat:

14.7. definici6: Perem-eloszlasfiiggvény
Az (XY') valdszinliségi vektorvaltozd elsé (médsodik) komponensének eloszldsfiiggvényét az X-hez (Y-hoz)
tartoz6 perem-eloszlasfiiggvénynek nevezziik, és F'x-szel (Fy-nal) jeloljiik.

Az egyiittes eloszlasfiiggvény rendelkezik néhany érdekes tulajdonsaggal, melyek kozvetlen kovetkezményei
a definicionak.  Példaul az el6z6 tétel alapjan a fliggvény tartalmazza mindegyik komponensének
eloszlasfliiggvényét. Belathatjuk azt is, hogy az egyiittes eloszlasfliiggvény hatarértéke nulla, ha valamelyik
valtozdja —oo-hez tart. Az alabbiak szerint gondolkodjunk:

Flzy) =P(X <z,Y <y) <P(X <z,Y <o) = Fx(x),

tehdat barmi is y értéke,

Mivel Fx (x) hatdrértéke x — —oo-ben nulla, F'(x,y) értékét ,maga alatt tolva” sziikkségszeriien tetszéleges y-ra

lim F(x,y)=0.

T—r—00

Tehat akdr ha az egyik valtozdja is —oo-be tart, F/(z,y) a 0-hoz fog kozeliteni.
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Foglaljuk 6ssze az egylittes eloszlasfiiggvény tulajdonsagait.

14.3. tétel: Tetszoleges kétdimenzids (X,Y') valoszinliségi vektorvaltozé F' eloszlasfliggvénye rendelkezik az
alabbi tulajdonsagokkal:
1. 0< F(xy) < 1.

2. Mindkét valtozdjaban monoton névo, azaz

ha r1 < Tg, akkor F(wl,b) (l’g,b)

<F
S F(a7y2) .

ha y; < y2, akkor F'(a,y1)
3. Ertéke nulldhoz tart, ha barmelyik véltozdja —oco-hez tart, azaz

lim F(z,y) =0 ¢és lim F(z,y)=0.

T——00 Yy—r—00
4. Ertéke egyhez tart, ha mindkét valtozdja oo-hez tart, azaz

lim lim F(z,y) = lim lim F(x,y) =1.

T—00 Y—00 Y—>00 T—00

5. Ha az egyik vdltozdjat rogzitjiik és a masik oo-hez tart, akkor az értéke a rogzitett vdaltozo altal
meghatdrozott perem-eloszlasfiiggvény értékéhez tart, azaz

lim F(x,y) = Fy(y) ¢és lim F(x,y) = Fx(x).

T—00 Y—+00
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14-4. 6ndll6 feladat: Ellendrizze az eddig kiszamolt eloszlasfiiggvényeken a fenti tulajdonsdgokat!

14.5. feladat. Vegyiik a koordindtasikon a (0,0), (0,1), (1,1) és az (1,0) pontok &ltal meghatarozott négyzetet.
Vélasszunk a négyzeten véletlenszerien egy pontot. Legyen X a valasztott pont z, és Y az y koordinatdja.
Hatdrozzuk meg X és Y eloszldsfiiggvényét dgy, hogy az (X,Y) valdszinliségi vektorvaltozd egyiittes
eloszlasfliggvényébol a perem-eloszlasfliiggvényeit kiszamitjuk.

Megoldds: Ahhoz, hogy az X -hez tartozé peremeloszldst meghatdrozzuk, meg kell nézni mi torténik az egyiittes
eloszlasfliggvénnyel, ha az y valtozd oo-be tart:

1, ha x,y > 1;
z, ha O0<zx<1, y>1;
Fx(z) = lim F(z,y) = lim y, ha 0<y<1l, z>1;
yee yee ry, ha 0<zy<1,;
0 egyébként.

Mivel y — oo, y nem lehet 0 és 1 kozott, azaz a harmadik és a negyedik sorban leirt eset eset nem allhat fenn.
A tobbi eset viszont nem fligg y értékétol, igy:

1, ha x> 1
Fx(z)=<¢ =z, ha 0<z<1,
0 egyébként.

Hasonlban az Y eloszlasfiiggvényéhez, a kozos eloszlasfiiggvény x véltozdja co-be tart, azaz nem lehet 0 és 1
kozott, amit a masodik és a negyedik sor ir le. A tobbi sor értéke nem fiigg x-tdl, igy:

1, ha y>1;
Fy(y)=q v ha 0<y<l
0 egyébként.

Ezzel mind az X, mind az Y eloszlasfiiggvényét meghataroztuk. <145, feladar
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Egyetlen valdszintiségi valtozé esetén az {a < X < b} esemény valdszinlisége F'(b) — F(a), vagyis az adott
intervallumba esés valdszinlisége meghatarozhaté az eloszlasfiiggvénynek az intervallum végpontjaiban
felvett értékeib6l. Ennek megfeleléen két valdsziniliségi valtozd esetén is megmondhatjuk az egylittes
eloszlasfiiggvény segitségével, mekkora annak a valdsziniisége, hogy (X,Y) egy adott téglalapba esik. Az
egylittes eloszlasfiiggvénynek a téglalap csucsaiban felvett értékeit kell ehhez felhasznalnunk az aldbbi tétel
szerint:

14.4. tétel: Legyen az F'(z,y) az X és Y valdszin(iségi valtozdk egyiittes eloszlasfiiggvénye. Ekkor

P(a1 <X < ag,bl <Y < b2) = F(ag,bg) - F(ag,bl) - F(al,bg) + F(al,bl) .

Bizonyitas: A bizonyitashoz elsé 1épésként az { X < a9,V < by} eseményt fogjuk diszjunkt események 6sszegére
bontani:

{X<a2,Y<b2}:{a1 < X <ao,by §Y<b2}+{X<a1,Y<b2}+{a1 §X<GQ,Y<I)1} .
Az utolsé tagot még tovabb lehet bontani, ezzel:
:{(ll < X <ag,b §Y<b2}+{X<a1,Y<b2}+{X<a2,Y<b1}—{X<a1,Y<b1} .

A valbszinlségszamitas 3. axidomadja szerint diszjunkt események Osszegének valdszinlisége megegyezik

a valoszintiségeik Osszegével. A fent szerepl6 események valdszinlisége Kkifejezheté az egylittes
eloszldsfiiggvénnyel:

P(X < GQ,Y < bQ) = F(az,bz), P(X < al,Y < bQ) = F(al,bg),

P(X < CLQ,Y < bl) = F(az,bl), P(X < al,Y < bl) = F(al,bl) .

Rendezés utdn azt kapjuk a valészintiségre, hogy
Plag < X <ag,by <Y <by) =
=P(X <ag,Y <by) —P(X <a,Y <by) — P(X <a,Y <b))+P(X <ap,Yy <b)=
= F(ag,by) — F(ay,b2) — F(az,b1) + F(a1,b1).
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O

Aktivitas: Vegyen el6 négy szines (pl. két piros és két kék) papirlapot, és illessze oda egy papirra felrajzolt
téglalap négy sarkdhoz gy, hogy azok a négy eloszlasfiiggvény értéket szimbolizdljdk. A piros lapok a
tételnek megfeleléen a hozzadadott, a kékek a kivont értékeket szimbolizaljak.

14.6. feladat. Vegyiik a koordindtasikon a (0,0), (0,1), (1,1) és az (1,0) pontok &ltal meghatarozott négyzetet.
Valasszunk a négyzeten véletlenszeriien egy pontot. Legyen X a valasztott pont z, és Y az y koordindtdja.

a) Szamitsuk ki annak a valdszintiségét, hogy mindkét koordinata kisebb, mint 1/3!

b) Feltéve, hogy X nem kisebb 1/2-nél, mi a valdszintisége annak, hogy Y viszont kisebb mint 1/2?

Megoldds:

a) Az els6 kérdés megolddsdhoz a P(X < 1/3,Y < 1/3) valészintséget kell kiszdmolni. Ezt a valészintiséget
az egylittes eloszlasfliggvény definicidjanak kozvetlen alkalmazasaval meghatarozhatjuk:

1 1 11 1 1 1
P(X<-Y<z)=F(-,2)=-.2=2.
( <3 <3) (3’3) 33 9
Tehét annak a valészintisége, hogy mindkét valészintiségi valtozé 1/3 alatt lesz, 1/9 lesz. Epp a bal alsé
kilencedet fogja kimetszeni a negyedsikunk a négyzetbdl.

b) A mdsodik kérdés megvdlaszoldsdhoz a P(Y < 1/2|X > 1/2) valdszinliséget kell meghatdroznunk.
Alkalmazzuk feltételes valdsziniiség definicidjat:

1>_P(X2;,ésY<§)

1
rly —‘X>—
<<2 =
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Ezek utan haszndljuk ki, hogy a két valdszin(iségi valtozé folytonos, tovabbd hogy 0 és 1 kozotti értékeket

vehet fel:
PX>3Y<d) PE<X<1lés0<Y<i)

P(X>3) P(X > 4)

Az el6z6 tétel alapjan a fenti kifejezés az eloszlasfiiggvények segitségével felirhato:

P3<X<1é0<Y <3) F(l,5)—F(10) —F(53) —F(30)
P(X > 3) 1 - Fx(3)
1 1 1
_3-0-5-5-0_1
1-1 2"

Igy amennyiben tudjuk, hogy X nem kisebb, mint 1/2, annak a valdszintisége, hogy Y viszont kisebb lesz,
épp 1/2.

14-5. 6ndllo6 feladat: Szamolja ki annak a valdszintiségét, hogy Y < 1/2, és hasonlitsuk 0ssze az elébbi
eredménnyel!

<=14.6. feladat
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Leckezdard onellen6rzé kérdéssor

Két valoszintiségi valtozo egyiittes eloszlasfiiggvényét vizsgaljuk. Milyen értékhez fog tartani a fliggvény, ha
mindegyik valtozdjaval —oo felé tartunk?
—00 0 a kozos 1/2
perem-eloszlasfliggvényhez

Az X és Y folytonos valdszintiségi valtozok egyiittes eloszlasfiiggvényének egyik perem-eloszlasfiiggvényét
vizsgdljuk. Hany valtozos ez a fiiggvény?
4 3 2 1

Vegyiik a koordindtasikon a (0,0), (0,1), (1,1) és az (1,0) pontok &ltal meghatdrozott négyzetet. Valasszunk
a négyzeten véletlenszeriien egy pontot. Legyen X a valasztott pont z, és Y az y koordinataja. Mennyi lesz
a P(X =1/2|Y = 1/4) val6szinliség értéke?

0 1 Nem kiszdmithatd. 2/3

Vegyiik a koordinatasikon a (0,0), (0,1) és az (1,0) pontok &ltal meghatdrozott hdromszoget. Vélasszunk a
hdromszogon véletlenszerlien egy pontot. Legyen X a valasztott pont x, és Y az y koordinatdja. Mennyi
lesza P(X > 1/2|Y > 1/2) val6szintliség értéke?

0 1 Nem kiszdmithato. 2/3

Vegyiik a koordindtasikon az (1,1), (0,1) és az (1,0) pontok altal meghatédrozott hdromszoget. Valasszunk a
hdromszogon véletlenszerlien egy pontot. Legyen X a valasztott pont x, és Y az y koordinataja. Mennyi
lesza P(X > 1/2|Y > 1/2) val6szinliség értéke?

0 1 Nem kiszdmithatd. 2/3
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14.4. Két folytonos valdszintiségi valtozo egyiittes stirtiségfiiggvénye

Bar az egyiittes eloszlasfiiggvényt elég egyszerlien definidljuk mind folytonos, mind diszkrét esetben, mégis
csak ritkan hasznaljuk kozvetleniil valdszinliségek meghatdrozdsara. Diszkrét esetben az egyiittes eloszlas
atlathatobb és jobban alkalmazhatd. Folytonos esetben viszont, amennyiben nem téglalap alaku tartomany
valoszinliségére vagyunk kivancsiak, az el6z6 tétel keveset segit. Mar ebben a viszonylag egyszer( esetben is
elég Osszetetten fejezhet ki a valdszinliség az egyiittes eloszlasfiiggvénnyel, de ha a tartomany bonyolultabb,
akkor az eloszlasfiiggvénnyel torténé megadas mar technikailag nagysagrendekkel koriilményesebb.

Folytonos valdszinliségi vektorvaltozd esetén inkdbb az egylittes strtiségfiiggvényt haszndljuk, mely az
egyvaltozds esethez hasonléan definidlhato:

14.8. definicié:
Az (X,Y) valészinliségi vektorvaltozdt folytonos eloszldsunak nevezziik, ha van olyan f fliggvény, melyre

Flzy) = / /y F(t,5)dtds.

—00 —00

Miként az egyvaltozos esetben, itt is igaz az, hogy ha van ilyen tulajdonsagu f fiiggvény, akkor
végtelen sok van. Itt is célszeri olyat vdlasztani, ami a leheté legkevesebb helyen nem folytonos.
Abszolut folytonos fiiggvény majdnem mindeniitt differencialhaté és egyenlé a derivaltjanak

2
F
hatdrozatlan integrdljdval, igy abszolit folytonos F(z,y) esetén az f(z,y) = W fliggvény
Y
o , . 0?F(z,y) .
megfelel a fenti kovetelményeknek. Azokon a helyeken pedig, ahol iy nem létezik,
oY

valasszuk f(z,y) értékét nulldnak (ezek az integrdl értékét nem fogjadk befolydsolni).
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14.9. definici6: Valdszintiségi vektorvaltozé siirtiségfiiggvénye
Legyen az (X,Y) folytonos eloszldsi valészinliségi vektorvaltozd eloszlasfiiggvénye F'(x,y). Azokon a
helyeken, ahol a parcialis derivalt 1étezik legyen

O?F(zy)

flzy) = 9xy

a tobbi helyen pedig legyen f(z,y) = 0. Az igy definidlt f(x,y) fliggvényt az (X,Y") valészinliségi vektorvaltozo
stiriségfiiggvényének (egyiittes stirtiségfliggvényének) nevezziik.

A valdszinliségszamitds axiomdibol és az egylittes stiriségfiiggvény definicidjabdl azonnal kovetkeznek az
egylittes stirtiségfiiggvény egyszer(ibb tulajdonsdgai:

Aktivitas: Keressen meg az internet segitségével a tobbvaltozds normalis eloszlast. Keressiink olyan abrakat
is, melyek az egyiittes stirtiségfiiggvényt abrazoljak!
14.5. tétel: Amennyiben a folytonos eloszlasi (X,Y) valdszinliségi vektorvaltozénak 1étezik f

stirGségfiiggvénye, az az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. Ertékei nem negativak, azaz f(x,y) > 0.

2. Ha mindegyik valtozdjaban —oo-t6l oo-ig integralunk, akkor az integral értéke egy:

7 /oof(:p,y) dydz = 1.

—00 —O0

Tekintsiink egy kisérletet, melynek kimenetele az (X,Y’) valdszinliségi vektorvaltozd egy értéke, azaz egy
szampar. Ekkor minden egyes eseménynek megfeleltethet6 a sik pontjainak olyan halmaza (A), melynél a
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pontok koordindtdi az eseménynek megfelelé6 szamparok. Ilyenkor az esemény valdszinliségét az egylittes
stirGségfiiggvény A tartomany feletti integralasaval kaphatjuk meg.

14.6. tétel: Legyen az X és Y valodszinliségi valtozok egyiittes stirtiségfiiggvénye f. Ekkor annak valdszintisége,
hogy (X,Y) értéke egy adott A tartomdanyba esik:

P() = [[ ) deay.
A

14-6. 6nall6 feladat: Legyen X egy véletlenszeriien vélasztott valés szdm a [0, 1] intervallumbdl, valamint
Y =1— X. Lassa be, hogy az (X, Y') valdszintiségi vektorvaltozonak nincs stiriségfiiggvénye!

14.7. feladat. Vegyiik a koordindtasikon a (0,0), (0,1), (1,1) és az (1,0) pontok &ltal meghatarozott négyzetet.
Valasszunk a négyzeten véletlenszerlien egy pontot. Legyen X a valasztott pont z, és Y az y koordinatdja.

a) Adjuk meg az (X,Y) valdszinliségi vektorvaltozé stirliségfiiggvényét, majd

b) szdmoljuk ki annak a valészintiségét, hogy az (X, Y') értékpdr az origdtdl maximum egy egység tadvolsagra

van!
Megoldds:
a) A slrlségfliggvény meghatdrozdsdhoz a mar kiszamolt eloszlasfiiggvényt derivaljuk. Az

eloszlasfliggvényiink ugy van megadva, hogy x és y értékeitdl fiiggben mas-mads kifejezés segitségével
adjuk meg az értéket. Ilyen esetben a derivaldst ugy végezziik el, hogy az egyes eseteket kiilon-kiilon, azaz
soronként derivaljuk.

O?F(zy) 0 [0
pu— 7’ — 7F
flzy) = —- oy~ oz |9 (z,y)
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El6szor az y szerinti derivalast végezziik el ott, ahol a fiiggvény derivalhato:

1, ha xy > 1; 0, ha x,y > 1;

P P x, ha O0<zx<1, y>1; 0, ha O<z<l, y>1,

8—F(x,y):6— y, ha O0<y<1, x>1; =< 1, ha O<y<l1l, =z>1;

Y xy, ha 0<ay<1; r, ha 0<xy<1;
0 egyébként; 0 egyébként.

Az els6 két 0-as sort elhagyhatjuk, igy

P 1, ha 0<y<1l, z>1;
8—F(:v,y) =< z, ha 0<xy <1,
y 0 egyébként.

Végezziik el most az x szerinti derivalast is:

1, ha O0<y<l1, z>1; 0, ha O<y<l1l, z>1;
0[]0 0
p 8—F(:c,y) =51 @ ha O<zy<l1l;, =< 1, ha 0<xy <1
T Loy 1o egyébként; 0 egyébként.

Tehat 0sszességében:

Ox | Oy 0 egyébként.

Lathatjuk, hogy az els6 sort ismét elhagyhatjuk. Az eloszlasfiiggvény Ot esete helyett itt két eset
van. Figyeljiik meg, hogy a strliségfiiggvény abban a koérnyezetben vesz fel nem nulla értéket,
ahol a vektorvdltozé ténylegesen értéket vehet fel. Vegyiik észre, hogy egy egyenletes eloszlas
stirtiségfiiggvényérol van szo, igy a fiiggvény értéke konstans azon a teriileten, ahol a valészintiségi valtozo
értéket vehet fel. A felvett konstans épp a teriilet nagysdganak reciproka lesz. A 0 < z,y < 1 feltétel épp
egy egység teriilet négyzetet hataroz meg, igy a felvett konstans érték is 1 lesz.

taa) =5 [P {5 e
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b) A valészinliség meghatarozdsahoz definidljuk a nekiink jé tartoményt. Legyen az A tartomdny azon pontok
halmaza, melyek az orig6tél maximum 1 egységre vannak. Ekkor az A egy origd kozéppontd, 1 egység
sugaru korlap. Annak a valészintisége, hogy a valdszintiségi vektorvaltozo ide esik, kiszamolhaté ugy, hogy
a stirtiségfliggvényt ezen a tartomanyon integraljuk:

P(A)://Af(a:,y)dxdy://A/ldxdy.

Itt az A’ tartomdny az eredeti kor els6 koordindtanegyedbeli része. Ez épp egy negyedkor lesz. Az
integralast ezen a negyedkoron kell végrehajtani. Mivel az integrandus a konstans 1 fliggvény, az integral
értéke ennek a negyedkornek a teriilete, azaz P(A) = /4.

Tehat annak a valdszinlisége, hogy a valasztott pont 1 egységnél kozelebb lesz az origéhoz, koriilbeliil
0,7845 lesz.

<14.7. feladat

Aktivitds: Gondolja at, hogy az el6z6 feladatban keresett valdszinliséget miért nem tudjuk az
eloszlasfiiggvény segitségével kozvetleniil kiszamolni.

14-7. 6nall6 feladat: Vegyilik a koordindtasikon a (0,0), (0,1) és az (1,0) pontok &ltal meghatdrozott
hdromszéget. Valasszunk haromszogon véletlenszerien egy pontot. Legyen X a valasztott pont x, és Y
az y koordindtédja. Hatarozza meg X és Y kozos stirtiségfiiggvényét!

A perem-eloszlasfiiggvényhez hasonldéan az egyiittes stirtiségfiiggvény segitségével meghatdrozhat6 az egyes
komponensek stirtiségfiiggvénye kiilon-kiilon. Az igy kapott stirtiségfliggvényt perem-striiségfiiggvényként
definialjuk:
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14.10. definicié: Perem-stirtiségfiiggvény
Az (X,Y) folytonos eloszlasu val6szintiségi vektorvaltozé elsé (masodik) komponensének stirtiségfliggvényét
az X-hez (Y-hoz) tartozé perem-stiriségfiiggvénynek nevezziik, és fx-szel (fy-nal) jeloljik.

A perem-stirtiségfliggvényt az alabbi tétel segitségével hatdrozhatjuk meg:

14.7. tétel: Ha X és Y egylittes striségfiiggvénye f(z,y), akkor

/fydyeSfy /f,y

Bizonyités:

A bizonyitast csak az egyik valtozéra mutatjuk be, a masikra természetesen ugyanugy muikodik. Az egyiittes
stirtiségfiiggvény definicidja alapjan:

Fx(w):ylggoF(%y): j (/Oof(s,y)dy ds.

Képezziik mindkét oldal x szerinti derivaltjat:

= 7]"(%9) dy. O

14.8. feladat. Vegyiik a koordindtasikon a (0,0), (0,1), (1,1) és az (1,0) pontok &ltal meghatarozott négyzetet.
Valasszunk a négyzeten véletlenszeriien egy pontot. Legyen X a vélasztott pont x, és Y az y koordinatdja. Az
egylittes eloszlasfiiggvénybdl kiindulva hatdrozzuk meg a masodik komponens stirliségfliggvényét
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a) el6bb a perem-eloszlasfiiggvény,

b) majd az egyiittes stirtiségfliggvény segitségével!

Megoldds:

a) El6szor a perem-eloszlasfiiggvény segitségével hatdrozzuk meg a perem-stirtiségfiiggvényt. A masodik
komponens eloszlasfiiggvényét egy el6z6 feladat soran meghataroztuk, ebbdl derivalas segitségével irhatjuk
fel a masodik komponens stirtiségfliggvényét:

1, ha y > 1;
o 9 ’ ’ 1, hao<y<l;

fr(y) =g Fy(y)=5- vy ha 0<y<l; = { 0 egyébkgnt
Y1 0 egyébként; '

Lathato, hogy az Y eloszldsa egyenletes a [0; 1] intervallumon, és mind az Fy eloszldsfiiggvény, mind az fy
stirtiségfiiggvény ennek megfeleld.

b) Az egyiittes sliriségfliggvény hasznalata sordan Y peremstirtiségét meghatarozhatjuk gy, hogy a tobbi —
jelen esetben az X — valdszin(iségi valtozdhoz kapcsolt valtozé (most az ) szerint integraljuk:

fr(y) = / f(ry) da

Az f(x,y) egylittes stiriségfiiggvény kizdrdlag akkor vesz fel nem nulla értéket, ha 0 < = < 1. Ezért az
integraldst elég ezen a tartomanyon elvégezni:

[e.e]

1
[ @y - 0/ F(y) do
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Azt is figyeljiik meg, hogy az egyiittes stiriségfiiggvény csak abban az esetben vesz fel nem nulla értéket,
had<y<1:

1 1
fy(y):/f(a:,y)da::/ldx:[x}gzl haO0<y<1.
0 0

Minden més esetben f(x,y) mindenhol 0, igy az integrdl értéke is O:

1

1
fy(y):/f(x,y)dx:/de:[O](l):() hay <Ovagyy > 1.
0 0

Igy a stirtiségfiiggvényt meghatdroztuk:

/1, hat0<y<ly
fY(y)—{ 0 egyébként.

Figyeljiik meg, hogy mind a két mddszerrel ugyanarra az eredményre jutottunk. Természetesen a derivalasi
technika egyszertibbnek és gyorsabbnak bizonyulhat. +14.8. feladat

Aktivitas: Gondolja at, milyen moddszerekkel szamolhatjuk ki a kozos eloszlasfiiggvénybdl a
perem-stirtiségfiiggvényeket. Hasonlitsa 6ssze a kapott mddszereket!
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14.5. Folytonos valdsziniiségi valtozok fiiggetlensége

Két valdszinliségi valtozot fiiggetlennek tekintiink, ha az egyik értékérdl kapott informacié alapjan nem tudunk
meg tobbet a masik értékével kapcsolatban. Tehat az egyik értékével kapcsolatos események fliggetlenek a masik
értékével kapcsolatos eseményektol. Itt elégséges az eloszlasfliggvényben hasznalt { X < x} tipust eseményeket
vizsgalni:

14.11. definici6: Valdszintiségi valtozok fiiggetlensége
Az X ésY valdszinliségi valtozokat fiiggetlennek nevezziik, haaz A = {X < z} ésa B = {Y < y} események
minden z és y esetén fiiggetlenek.

A fiiggetlenség definicidjabdl azonnal kovetkezik az alabbi tétel:

14.8. tétel: Az X és Y valoszinliségi valtozdk akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha az egyiittes eloszlasfiiggvény
az egyes komponensek eloszlasfiiggvényeinek a szorzata, azaz

F(zy) = Fx(z)- Fy(y).

Bizonyitas: Legyen z és y tetszbleges. Ekkor X és Y fiiggetlensége esetén:

F(zy)=P(X <z,Y <y) = (mert X ésY fiiggetlenek) = P(X < z) - P(Y <y) =
= Fx(z)  Fy(y).

Visszafelé, amennyiben az eloszlasfliggvény a perem-eloszlasfiiggvények szorzataként felirhatd:

PX<z,Y<y)=F(zy) =Fx(x) Fy(y)=P(X <z)-P(Y <y).

Hasonl¢ igaz fiiggetlen folytonos valdszinliségi valtozokndl az egyiittes stirliségfliggvényre is:
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14.9. tétel: AZ X és Y folytonos valdszinliségi valtozok akkor és csak akkor fliggetlenek, ha az egyiittes
stirGségfiiggvény az egyes komponensek stirtiségfiiggvényeinek a szorzata, azaz

flzy) = fx(z) - fr(y).
Bizonyitas: A bizonyitdsban az el6zé tételt haszndljuk fel, valamint azt, hogy az egyiittes stirliségfiiggvény az
egyiittes eloszlasfiiggvénybdl a valtozok szerinti parcialis derivalassal kaphaté meg:

H? T, 0?2 x) - O ) -
) = ;; (ayy): [FXéx)ayFY(y)] _ [FX(a)x )l _ (@) ().

Visszafelé az egyiittes stirtiségfiiggvény definicidjat hasznalhatjuk:

F(zy) = / /yf(tas)dtdsz /x /yfx(t)fY(S)dtdS:
T Yy

—00 —00 —00 —00

- / Sx()dt / fy(s)ds = Fx(x) - Fr(y).

O

14.9. feladat. Vegyiik a koordindtasikon a (0,0), (0,1), (1,1) és az (1,0) pontok &ltal meghatarozott négyzetet.
Vélasszunk a négyzeten véletlenszerlien egy pontot. Legyen X a valasztott pont z, és Y az y koordindtdja.

Igaz-e, hogy X és Y fliggetlen?
Megoldds:
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A fiiggetlenség beldtdsdhoz elég megvizsgdlni azt,
hogy eldallithat6-e az egyiittes strliségfiiggvény a
perem-strtségfliggvények szorzataként:

fx(@)- fy(y) =

[ 1, hat<z<1; L had <y <1;
| 0 egyébként; 0 egyébként;

_{ 1, ha0<z<1és0<y<l;

0 egyébként;
=f(zy).

Tehdt X és Y fiiggetlen. <149, feladat

14.3. dbra. A kék illetve sdrga tartomdny
azokat a teriileteket jelzi, ahol az fx (x) illetve az
fy(y) fiiggvények nem nulla értéket vesznek fel.
Szorzatuk igy épp a zolddel jel6lt kozds részen lesz
nem nulla.

14-8. 6nall6 feladat: Vegyiik a koordindtasikon a (0,0), (0,1) és az (1,0) pontok dltal meghatdrozott
hdromszoget. Valasszunk haromszogon véletlenszertien egy pontot. Legyen X a vdlasztott pont z, és Y
az y koordinatéja. Igaz-e, hogy X és Y fliggetlen?
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Leckezdard onellen6rzé kérdéssor

Két folytonos valdszintiségi valtozoé egyiittes eloszlasfiiggvényének mi lesz az értelmezési tartomanya, €s az
értékkészlete?

Az értelmezési tartomdny a valds szdmok, az értékkészlete a [0; 1] intervallum.

Az értelmezési tartomany a valés szamparok halmaza, az értékei pozitiv valds szamok.

Az értelmezési tartomdny a valos szamparok halmaza, az értékkészlete a [0; 1] intervallum.

Az értelmezési tartomany a valds szamparok halmaza, az értékei nem negativ valds szamok.
Valasszunk 0 és 1 kozott véletlenszertien egy szamot. A valasztott szammal, mint sugarral, rajzoljunk kort.
Legyen X a rajzolt kor keriilete, Y pedig a tertilete. Fiiggetlen lesz-e X és Y?

Igen, mert mig a keriilet ardnyos a sugdrral, a teriilet a sugar négyzetével lesz aranyos.

Nem, mert X az Y transzformaltja.

Igen, mert Y az X transzformaltja.

Nem tudjuk, mert az egyiittes stirliségfiiggvényt nem lehet kiszdmitani.

Legyen X, X5 és X3 harom folytonos valdszintiségi valtozd. Tudjuk, hogy X, és X, fiiggetlenek, és azt is,
hogy X, és X3 is fiiggetlenek. Igaz-e, hogy ebben az esetben X; és X3 is fliggetlenek?

Igen, mert a tobbszoros fliggetlenség tranzitiv médon meger6sodik.

Nem, mert a fiiggetlenség fiiggetlensége fiiggoséget indukal.

Igen, példaul ha a valészintiségi valtozok harom kockadobas eredményei.

Nem, példaul ha X; = X3.

Egységnyi hossztisagu szakaszon valasztunk véletlenszerien egy pontot, mely a szakaszt két részre osztja.
Legyen X az egyik, Y a masik szakasz hossza. Milyen lesz a kozos eloszldsfiiggvény alakjaa 0 < z,y < 1
tartomanyban?

VTY r+y—1Lhaz4+y>1; x2y? (z +y)lz -yl

0 egyébként
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14.6. Tobb valdsziniiségi valtozd egyiittes eloszlasa

Mindegyik valdsziniiségi vektorvaltozd esetén definidlhaté az egyiittes eloszlasfiiggvény, valamint az egyes
valdszinliségi valtozdkhoz tartozé perem-eloszlasfiiggvény, legyen ez akar folytonos, vagy diszkrét.

14.12. definici6: Valdszintiségi vektorvaltozok eloszlasfiiggvénye

Azt a fliggvényt, amely minden valés (z;,x9,...,z,) szdm n-eshez hozzdrendeli annak valészintiségét, hogy
az

X1<l’1, X2<1'2, Xn<$n
események egylittesen bekovetkeznek, az (X1,Xo,...,X,) valosziniiségi vektorvaltozé eloszlasfiiggvényének

nevezzik. Azaz
F(z1,x9,...,0p) = P(X5 < 21,X2 < x2,...,. X, < Tp) .

14.10. feladat. A [0;2] intervallumon hdrom pontot vélasztunk véletlenszertien. Az (X, X, X3) valészintiségi
vektorvaltozé komponensei legyenek rendre a valasztott értékek. Irjuk fel a valdsziniiségi vektorvaltozéhoz
tartozo egyiittes eloszlasfiiggvényt!

Megoldds: Lathatjuk, hogy a valdsziniiségi vektorvdltozé mindegyik komponense 0 és 2 kozott veheti fel az
értékeit. Ez azt jelenti, hogy azt kell megvizsgalni, mi torténik, ha z, y és z értékei ezen intervallumba beleesnek,
vagy annak jobb illetve bal oldaldn tartézkodnak. Ennek megfeleléen kell az F(z,y,z) eloszlasfiiggvény
felirasdhoz meghatdrozni annak a valdszintiségét, hogy X; < x és Xs < y és X3 < z. A harom vélasztott
pont egy pontharmast ad, mely a [0; 2] - [0; 2] - [0; 2] kockdba fog esni. Azt kell vizsgalni, milyen térfogatba esnek
azok a pontok, melyek koordindtdinak mindegyike rendre x, y és z-nél is kisebbek.

a) Mi a helyzet akkor, ha z, y és z koziil bdrmelyik 0 alatt van? Ha példaul = < 0, akkor annak az az esemény
hogy X; < = < 0, nem kovetkezhet be, azaz a valészintisége 0 lesz, igy ekkor F'(z,y,z) = 0.

b) Mi a helyzet, ha z, y és z koziil mindegyik 2 felett van? Ekkoraz X; <2 <z, Xo <2 <yés X3 <2< 2
események koziil mindegyik biztosan teljesiil, tehat F'(x,y,z) = 1.
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¢) A harmadik eset akkor jon eld, ha az egyik komponens, mondjuk x, 0 és 2 kozott van, a tobbi felette. Ekkor
X9 < 2 < yés X3 < 2 < z mindig teljestil. Annak a valdszinliségét kell kiszdmolnunk viszont, hogy
X1 < x. Mivel a kockan beliil a pontot véletlenszeriien vélasztjuk, az esemény valdszinliségét ugy tudjuk
kiszdmolni, hogy az (z,y,z) pontbdl kiindulé térnyolcad metszetét vizsgaljuk a [0;2] - [0; 2] - [0; 2] kockdval.
A térnyolcad azon (a,b,c) pontokat fogja tartalmazni, melyekre a < x, b < y és ¢ < z. Ebben az esetben a
térnyolcad a kockdbdl egy = - 2 - 2 térfogatt részt metsz ki, igy F(z,y,z) = (z-2-2)/(2-2-2) = x/2 lesz.

d) Ha z, y és z koziil ketten, mondjuk z és y lesznek 0 és 2 kozott, és z > 2, akkor az X3 < z esemény mindig
teljesiil. Az Xy < x és az X9 < y esemény akkor kovetkezik be egyiittesen, ha a valasztott pontharmas
abba a térfogatba kertil, amit az (z,y,z) térnyolcad kimetsz. A kimetszett rész térfogata x - y - 2 lesz, igy

ebben az esetben F(z,y,z) = (x-y-2)/(2-2-2) = xy/4 lesz.

e) Ha F mindharom valtozdja 0 és 2 kézott van, akkor a térnyolcad épp egy x - y - z térfogatu részt vag ki a
kockdbdl. Igy ebben az esetben F'(x,y,z) = (v -y-2)/(2-2-2) = xyz/8 lesz.

Osszefoglalva, az eloszlasfiiggvényt az alabbi formaban irhatjuk fel:

(

xzy/8, ha 0<uxy,2<2;
xy/4, ha 0<zy<?2
xz/4, ha 0<x,2<2
yz/4, ha 0<y,z<2

F@y,2) = z/2, ha 0<x<?2
y/2, ha 0<y<?2
z/2, ha 0<z<2

0 egyébként.

és
és
és
és
és
és

z>2;
y>2;
T > 2;
Y,z > 2;
T,z > 25
Ty > 2;

Ezzel az eloszlasfiiggvényt megadtuk. Lathatjuk, hogy a valdsziniiségi vektorvaltozé komponenseinek szamat

novelve az eloszlasfiiggvény formdja 1ényegesen Osszetettebb lehet.

<14.10. feladat

Aktivitas: Papir és ceruza, vagy szamitdgépes szoftver segitségével dbrazolja a fenti 6t esetben a kocka és a

térnyolcad viszony4at!
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14.13. definici6: Perem-eloszlasfiiggvény
Az (X1,X5,...,X,) valdszinliségi vektorvaltozé i-edik komponensének eloszldsat az X;-hez tartozd
peremeloszlasnak nevezziik, eloszlasfiiggvényét pedig F;-vel jeloljiik.

14-9. 6nall6 feladat: Gondolja végig, miképp kaphatjuk meg az egyiittes eloszlasfiiggvénybdl az egyes
perem-eloszlasokat!

Strlségfliiggvényrol és perem-stirtiségfiiggvényrol csak folytonos vektorvaltozé esetén beszéliink:

14.14. definici6: Valdszintiségi vektorvaltozo stirtiségfiiggvénye
Amennyiben az (X;,Xo,...,X,,) valészinliségi vektorvaltozo eloszléasfiiggvénye integrélfiiggvény, azaz van
olyan f fliggvény, amelyre

1 T2 Tn
F(xl,:zg,...,xn)://.../f(tl,tQ,...,tn)dtn...dtgdtl,
—00 —O0 —00

akkor ezt az f fiiggvényt a valdszinlségi vektorvaltozd strlségfiiggvényének nevezziik. A valasztott
stirségfiiggvénynek az aldbbi két kitételt kell teljesitenie:

1. Csak ott lehet nem folytonos, ahol a fenti feltételt teljesité fiiggvénysereg egyike sem.

2. Ahol a fenti feltételt teljesité fliggvénysereg egyike se folytonos, ott 0 értéket vesz fel.

14-10. 6nall6 feladat: A [0;2] intervallumon hdrom pontot vdlasztunk véletlenszertien. Az (X, X, X3)
valészinliségi vektorvaltozé komponensei legyenek rendre a valasztott értékek. A kiszamolt eloszlasfiiggvény
segitségével hatdrozza meg a valdszinliségi vektorvaltozo slrliségfiiggvényét!
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14.15. definicié: Perem-stirtiségfiiggvény
Az (X1,Xo,...,X,) folytonos eloszlasu valdszintiségi vektorvaltozé i-edik komponensének stirtiségfliggvényét
az X;-hez tartozd perem-stirtiségfiiggvénynek nevezziik, és f;-vel jeloljiik.

14-11. 6nallé feladat: Hatdrozza meg az el6z6 feladatban szerepld valésziniiségi vektorvaltozéhoz tartozd
perem-stiriségfiiggvényeket. A feladatot oldja meg tgy is, hogy

a) a perem-eloszlasfiiggvények differencidlhanyadosait szamoljuk ki,

b) illetve az egylittes stirtiségfiiggvényt integraljuk!
A feladat megoldasdhoz kovesse a két valdszintiségi valtozo esetél leirtakat!

T6bb valdszintiségi valtozo fliggetlenségét az aldbbiak szerint definialjuk:

14.16. definici6: Valészintiségi valtozok fiiggetlensége
Az X1,X,,...,X, valészinlségi valtozokat fiiggetleneknek neveziink, ha a X7 < z1, Xo < 29, ..., X, < zp
események minden x1,zo, ... ,x, esetén fiiggetlenek.

A fiiggetlenség definicidjabol kozvetleniil adédik az aldbbi két 4llitas.

14.10. tétel: Az (X1,Xo,...,X,,) valosziniiségi vektorvaltozé komponensei akkor és csak akkor fliggetlenek, ha
az egyiittes eloszlasfiiggvény az egyes komponensek eloszlasfiiggvényeinek a szorzata, azaz

F(l‘l,ﬂj‘g, e ,l’n) == Fl(ll?l) . FQ(iEQ) Cee Fn(ZEn) .
14.11. tétel: A folytonos eloszlast (X1,Xo,...,X,) valészinliségi vektorvaltozé komponensei akkor és csak

akkor fiiggetlenek, ha az egyiittes stirliségfliggvény az egyes komponensek stirtiségfliggvényeinek a szorzata,
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azaz

f(l’l,l’g, v ,a;n) = fl(a:l) . fg(xg) et fn(azn) .

14-12. 6ndll6 feladat: A [0;2] intervallumon vdlasztunk hdrom pontot. A vdlasztott pontokhoz tartozd
értékeket vegye fel rendre az X, X, és X3 valdszin(iségi valtozo. Ellendrizze a leirt két modszerrel, hogy a
valoszintliségi valtozok fiiggetlenek-e:

a) Igaz-e, hogy a k6zos eloszlasfliggvény a perem-eloszlasfiiggvények szorzata?

b) Igaz-e, hogy a kozos slirliségfliggvény a perem-stirliségfiiggvények szorzata?



E lecke E oldal

Leckezdard onellen6rzé kérdéssor

Egy valdszinlségi vektorvaltozd az X, Xs, Y7 és az Yo komponensekbdl dll. Hany valtozds lesz ekkor a
kozos eloszlasfiiggvény?

2 4 3 a komponensektdl fiigg

Egy valészinliségi vektorvaltoz6 az Xi, Xo, Y7 és az Y, komponensekbdl all. A kozos strtiségfiiggvény
létezik, ebbdl szeretnénk a harmadik komponens perem-strtségfiiggvényét eléallitani. Hany integralast
kell ehhez végezniink?

2 4 3 a komponensektdl fiigg

Egy tobbkomponensl valdszin(iségi vektorvaltozé komponensei fiiggetlenek. Melyik egyiittes fiiggvény
irhatd fel a peremfiiggvényeinek szorzataként, ha létezik?

az eloszlas az eloszlasfliggvény a stirtiségfiiggvény mindharom

Egységnyi oldalhossztisagti kockaban vélasztunk véletlenszertien egy pontot. Legyen a (X1, Xo,..., Xg)
valoszinliségi vektorvaltozé komponensei rendre a pont tavolsagai az oldallapoktdl. Melyik allitds igaz a
kovetkezok koziil?

A komponensek filiggetlenek, mert az egyiittes -eloszlasfiiggvény felirhaté a komponensek
eloszlasfiiggvényeinek szorzataként.

A komponensek nem fiiggetlenek, mert az egyiittes eloszlasfiiggvény nem irhatd fel a komponensek
eloszlasfliggvényeinek szorzataként.

A komponensek fliggetlenek, mert az egyiittes slrlségfiiggvény felirhaté a komponensek
stirliségfiiggvényeinek szorzataként.

A komponensek nem fiiggetlenek, mert az egyiittes striiségfiiggvény nem irhaté fel a komponensek
stirliségfiiggvényeinek szorzataként.
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15. Valdszintiségi valtozok Osszege és atlaga

Sokféle kérdésre valaszt kaphatunk az Y, =
X1+ Xo+. ..+ X, valoszinliségi valtozo vizsgdlataval. A

Mint lathaté, az Y, valdszinlségi valtozd n n=;

7 I O] 7 7 . 7 7 ” n=

darab valdszintliségi valtozd osszegeként 4ll eld, n=4

igy a teljes valdszinliségi leirashoz sziikségiink n=8

.. P n=16

lenne X1, X5, ... X, egylittes eloszlasara n=32
(eloszlasfiiggvényére). Az  alkalmazasokban 0.5¢

azonban gyakorta taldlkozunk olyan esetekkel,
amikor nincs sziikség az altaldnos n dimenzids
valészinliségi modell vizsgalatdra, annak néhany
jellemzobje (varhatd értéke, szorasa) felhasznaldsaval 0 . .
mar kielégité valaszt kaphatunk a kérdésekre.
A kovetkez6 néhany leckében valdszintiségi
valtozok Osszegének varhatd értékérdl, szorasarol,
stirtiségfiiggvényérol lesz szd. Ezek utdn pedig latni
fogjuk, hogy valoszinliségi valtozok 0Osszegének
eloszldsa bizonyos feltételek mellett normalis
eloszlassal kozelithetd.

15.1. abra. Hatoldalu dobdkockdval dobva, a
dobdsok dtlaga a dobds vdrhato értékéhez kozelit.
Minél tébbet dobunk, anndl kevésbé ingadozik az
dtlag értéke 3,5 koriil.

A statisztikai alkalmazasokban elengedhetetleniil

fontos az atlag (szamtani kozép) haszndlata. Fiiggetlen, azonos varhaté értékkel és szorassal rendelkez6
valoszinliségi valtozdk esetén megmutathatd, hogy az atlag vdarhaté értéke ugyanannyi, mint egyetlen
valészinliségi valtozd varhatd értéke. Ha viszont a szdrast vizsgaljuk, az drasztikusan (a /n-ed részére)
csokken egyetlen valdszinliségi valtozd szérdsdhoz képest. A méréstechnikdban ez az egyik alapvet6 eszkoz.
A pontatlansdgokbol, és az esetleges precizitds hidnydbol adéddan a tényleges mért érték ingadozdst mutat.
Azonban ha a mérést tobbszor elvégezziik, és az eredményeket atlagoljuk, az atlag ingadozasa mar jéval kisebb
lesz. Ez azt jelenti, hogy minél tobb valdszintliségi valtozot atlagolunk, a kapott atlagértékek anndl jobban
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koncentralédnak a varhaté érték koril.
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15.1. Valoészintiségi valtozok Osszegének és atlaganak varhato értéke
15.1. tétel: Ha az X és Y valdszin(iségi valtozok varhato értéke 1étezik, akkor 1étezik az 6sszegiik varhato értéke
is, és

E(X+Y)=EX)+E(Y).

Bizonyitas: A bizonyitast kiilon-kiilon végezziik el diszkrét, illetve folytonos esetre.

1. Diszkrét esetben:

X+Y ZZ xz+yk sz—zzﬂfz pzk+zzyk bik =
—szszkJrZykme—sz pﬂrZyk P = E(X)+ E(Y).

2. Folytonos esetben:

E(X+Y)= 7 7(x+y)-f(:c,y)dxdy:

= 7 7:v-f(fv,y)d:vdy+ 7 7y-f(x,y)dl‘dy=
/ /f 5y dydx+/ /f 2y dxdy—/x f(a >dx+/y Fr () dy
— B(X)+ E(Y). -
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15.1. feladat. Hatoldalti dobdkockaval dobunk. Legyen X a dobott szdm 2-vel, Y pedig a 4-gyel vald osztds
utdni maradéka.

a) Irjuk fel X és Y eloszlasat!

b) Szamoljuk ki X és Y varhato értékét!

¢) Irjuk fel X és Y egyiittes eloszlasat!

d) Irjuk fel X + Y eloszlasat, és szamoljuk ki a varhaté értékét!

Megoldds:

a) El6szor X eloszlasat hatdrozzuk meg. X értéke akkor lesz 0, ha parosat dobunk. Az érték 1 lesz, ha a dobds
paratlan. Igy az eloszlas kénnyen felirhatd:

0 1
X‘{l/z 1/2

Az Y eloszlasanak felirdsahoz vegyiik észre, hogy Y értékei 0, 1, 2, és 3 lehetnek. Vegyiik végig a hat
dobhatd szdmot. Két-két esetben lesz YV értéke 1 illetve 2, egy-egy esetben veszi pedig fel a 0 és a 3
értékeket. igy az eloszlas:

v { o 1 2 3

1/6 1/3 1/3 1/6
b) Az eloszlasok alapjan, definicié szerint szamolhatjuk ki X és Y varhato értékét:

1 1
E(X):inpi:0-§+1~f: ,
%

valamint:

1 1 1 1
E(Y) = —0- 241 - -42-—43.-="_.
(Y) Ek YkDk sTlgt2 o+3 =3
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Tehdt az X valoészintiségi valtozé varhatd értéke 1/2, az Y-é pedig 3/2.

¢) Ahhoz, hogy az X + Y valdszinliségi valtozé varhatd értékét meghatdrozhassuk, el6bb X + Y eloszlasat
kell felirnunk. Ehhez el6bb irjuk fel X és Y egyiittes eloszlasat:

X\Y|o 1 2 3
0 |1/6 0 1/3 0
1 |0 1/3 0 1/6

d) Az X + Y valdszintiségi valtozé eloszldsdnak felirdsdhoz el6szor gondoljuk meg, milyen értékeket vehet
fel a két valoszinliségi valtozd Osszege. A tablazatbdl azonnal latjuk, hogy a 0 és 4 kozotti egész szamok
johetnek széba. Az egyiittes eloszlds alapjan azonban azonnal latszik, hogy az 6sszeg 1 és 3 nem lehet. Az
oszthatdsag szabalyai miatt belegondolhatunk ennek az okaba. Annak a valdészintisége, hogy az 0sszeg 0, 2
vagy 4, a tdblazat alapjan meghatdrozhatd, igy az 6sszeg eloszldsa az alabbi szerint irhato fel:

0 2 4

X+Y:{ 1/6 2/3 1/6

e) Az Osszeg eloszlasa alapjan annak varhatd értékét a definicié alapjan meghatarozhatjuk:

E(X+Y)=> (z+y)ipi=0 S B
A T TY)iPi = 6 3 6 <

7
Tehdt X + Y vérhato értéke 2. Ez megegyezik X és Y vdrhaté értékeinek osszegével:

3
+ =

2=EX+Y)=EX)+EY)= 5

N =

X + Y vérhato értékét igy kétféleképpen is meghatdroztuk, és ellendriztiik, hogy mindegyik esetben 2 lett
az eredmény.
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<=15.1. feladat

15.2. feladat. Egy hat- és egy nyolcoldali dobdkockaval dobunk. Adjuk meg a dobott szamok Osszegének
varhat¢ értékét!

Megoldds:

El6szor  kiszamoljuk, hogy  egyenként a
dobdkockdkkal varhatéan mennyit fogunk dobni.
Amikor ez megvan, mdr csak a kapott értékeket 6ssze
kell adni. A hatoldalt dobdkocka mindegyik oldalara
1/6 valdszintiséggel gordiil. Jeldljilk X-tal a dobott
szam értékét. Ekkor X4 varhaté értéke:

E(Xg) = sz “pi =

1 1 1 1 1 1
=1-—42- 43 —4+4-—+5-—+6-—

6 6 6 6 6 6 15.2. dbra. A dobdkockdk szabdlyos testek
1+24+3+4+5+6 6-(6+1) segitségével késziilnek: a hatoldalil egy kocka, a
- 6 ~ T 2.6 nyolcoldalu pedig egy oktaéder:
6+1

Jeloljiikk Xg-cal a nyolcoldald dobdkockaval dobott szamot. Vegyiik észre, hogy mindegyik szamot 1/8
valdszintiséggel dobhatjuk! gy Xg varhaté értéke hasonléan az elé6zéekhez felirhaté:

1+2+3+4+5—|—6—|—7—|—8_8-(8+1)_8+1_45
8 2.8 2
Igy a dobott szamok Gsszegének vérhaté értéke

E(X6 + Xs) = E(Xﬁ) + E(Xg) =3,5+4,5=8.

E(Xg) =
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Tehdt ha a egy nyolc- és egy hatoldali dobokockaval dobunk, a dobott szdmok 6sszegének varhato értéke 8

lesz. «15.2. feladat

15-1. 6ndll6 feladat: Két darab, hatoldalti dobdkockaval dobunk. Szdmoljuk ki a dobott szdmok dsszegének
varhaté értékét kétféleképpen. ElGszor irjuk fel az Osszeg eloszlasat, és a mar tanult médon szamitsuk ki
a varhatd értéket. Ezutdn alkalmazzuk az el6z6 tételt, és két varhatd érték Osszegeként irjuk fel, majd
ellenérizziik, egyforma eredményt kaptunk-e!

Belathato a tétel tobb valdszintiségi valtozodra:
15.2. tétel: Amennyiben az X1,Xo5, ..., X,, valdszintiségi valtozok varhato értéke 1étezik, akkor
1. az 6sszegiik varhato értéke is 1étezik, és
EXi+Xo+...+Xn) =E(X1) + E(X2) +...+ E(Xy),
2. az atlaguk varhato értéke is létezik, és

E<X1+X2+...+Xn> E(X1)+ E(X2) + ...+ B(X,)

n n

Bizonyitas:

1. Az allitas teljes indukciéval egyszerien belathatd: kéttagi Osszegre belattuk, az n tagu Osszeget pedig
felirhatjuk, mint X; + ...+ X,,_1 és X, O0sszege, amit ismét kéttagu 0sszegként kezelhetiink.

2. Az allitas beldtdsdhoz kihaszndljuk, hogy barmilyen Y valdszintiségi valtozéra teljesiil, hogy E(c-Y) =

Y Y
¢+ E(Y). Ez azt jelenti, hogy F () = ( ), igy ha Y helyére a valdszinliségi valtozok Osszegét irjuk,
n n

épp az allitast kapjuk meg.
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15.3. feladat.

Egy vodorben két hatoldald, harom nyolcoldalu és egy tizenkét-oldalt dobdkocka van. A vodort kiboritva adjuk
meg a dobott szamok

a) Osszegének és

b) atlaganak varhaté értékét!

Megoldds:

A vOodorben Osszesen 6 dobdkocka van, jelolje X; és X5 a hat, X3, X4 és X5 a nyolc-, az X pedig a
tizenkét-oldalu dobdkockdkkal dobott értéket. Mind az dtlag, mind az 6sszeg varhato értékének szdmitdsdhoz
el6bb egyenként kell kiszamolni a valészintiségi valtozok varhatd értékét. Ezért kezdjiik ezzel:

A hatoldald dobdkockékat egyformanak vehetjiik, igy X, és X, eloszldsa és varhaté értéke megegyezik. Igy:

641
E(X1) = BE(X2) = ——=35.
Hasonldan azonos eloszlast kévet a harom, nyolcoldald dobdkockat leird valészintiségi valtozé. Ezek varhato
értéke is megegyezik:
8+1

B(Xs) = E(Xy) = B(X5) = —— = 45.

A tizenkét-oldalt dobokockaval dobott érték varhatd értékét az elébbiekhez hasonléan szamithatjuk:

12+1
E(Xg) = —5—=65.

A hatoldaltval dobott szdm varhato értéke 3,5, a nyolcoldaltval 4,5, a tizenkét-oldaluval pedig 6,5.
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a) A dobott értékek 6sszegének varhatd értékét megkapjuk tgy, ha a valdszintiségi valtozdk varhatd értékét
Osszegezziik:
E(Xl +X2+X3+X4+X5+X6) =
E(X1)+E(X2)+E(X3)+E(X4)+ E(Xs5)+ E(Xs) =
35+35+45+45+45+65=2-35+3-45+6,5=27
Tehdt amennyiben ezt a hat dobdkockat elguritjuk, akkor a dobott szdmok 6sszegének varhatd értéke 27

lesz.

b) Az atlag szamitasa hasonlé moédon torténik:

E<X1+X5+X3+X4+Xa+xj

6
E(X1) + E(X2) + E(X3) + E(Xy) + E(X;) + E(Xg)
; —
35+35+45+45+45+65_2-&5+&45+65_27_45
6 - 6 6

Tehdt a kiboritott hat dobokockan szerepldé hat szamot dtlagoljuk, akkor annak varhato értéke 4,5 lesz. A
két szamitasi méd kizardlag abban kiilonbozik, hogy a masodik végig van osztva egy 6-ossal.

<=15.3. feladat

Aktivitas: Vegyen el6 két dobdkockat, és guritsa el 6ket tobbszor. Adja 6ssze minden dobasnal a dobott
értékeket! Jegyezze le, készitsen statisztikdt, és nézze meg, tényleg a varhatd értéke koriil ingadozik-e a
legtobb Osszeg!
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A targyalt tételnek van egy specidlis esete. Legyen azonos az egyes valdszintiségi valtozok varhato értéke. Ebben
az esetben az alabbi tétel szerint, tobbet is mondhatunk:

15.3. tétel: Amennyiben az X;,Xo,...,X,, valosziniiségi valtozdk varhaté értéke 1étezik és megegyezik, azaz
E(X;) = E(X2) =...= E(X,) =m, akkor

1. az 6sszegiik varhaté értéke is 1étezik, és
EXi+Xo+...+X,) =n-m,

2. az atlaguk varhato értéke is létezik, és

Bizonyitas:
1. Azt kell felhaszndlni, hogy 0sszeg varhaté értéke a varhato értékek Osszege, igy
EXi+Xo+...+ X)) =EX)+EX2)+...+B(X,)=m+m+...+m=n-m.

2. Az el6z6 eredmény mindkét oldalat n-nel osztva, és a varhatd érték linearitasat kihaszndlva az allitds
azonnal adddik. 0

15.4. feladat. Szaz dobdkockat dobunk a levegébe, majd megszadmoljuk, hany esett a 6-os szdmmal felfele.
Mennyi lett a kapott szdm varhato értéke?

a) Szamoljunk el6szor az el6z6 tétel segitségével, nevezetes eloszlas haszndlata nélkiil!

b) Szamoljuk ki az eredményt nevezetes eloszldssal is, majd hasonlitsuk 6ssze az eredményeket!
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Megoldds:

a) Ahhoz, hogy az el6z6 tételt haszndlni tudjuk, latnunk kell, hogy a 100 kockadobds egymdstol fiiggetlen, de
azonos eloszlas szerint viselkedik: 1/6 lesz a hatos dobds valdszintisége. Ha X, Xo, ..., Xjgo-al jeloljiik az
egyes dobokockak dltal dobott hatosok szamat, akkor lathatjuk, hogy ezen valdszintiségi valtozdk eloszlasa

azonos lesz:
0 1

X1, X9, ..., Xq00: { 5/6 1/6

Igy mindegyik valészintiségi valtozénak egyforma lesz a varhaté értéke:

) 1 1
E(Xl):E(XQ):...:E(Xloo)zo-*-f-l'*:*.
6 6 6
A fenti tételt alkalmazva lathatjuk, hogy n = 100 darab azonos eloszlasu valdszintiségi valtozérdl van sz,
melyek mindegyikének varhaté értéke m = 1/6. Igy Osszegiik varhato értéke:

1 50
E(X1+X2+...X100):n-m:100'623"’12,6667.

b) A dobott hatosok Y szama binomidlis eloszlast kovet. Ebben az esetben a binomidlis eloszlas paraméterei
n = 100 és p = 1/6, hiszen 100 fiiggetlen kisérletet végziink, s mindegyik 1/6 valdszintiséggel teljesiil. Igy
1 50
EY)=n-p= 100-6 =3~ 16,6667 .
Megallapithatjuk, hogy mindkét modszerrel azonos értéket kaptunk a varhat6 értékre. A szaz feldobott
dobdkocka koziil a hatos dobasok szamanak varhaté értéke 16,6667 lesz. =15.4. feladat

Aktivitas: Keressen olyan tanult nevezetes eloszldst, mely tobb azonos eloszlast, masik nevezetes eloszlas
osszegeként irhato fel.
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15.5. feladat.

Valamikor a nem tul tavoli jovében minden mosdgéphez 6rok garancia fog jarni: az elromlott gépeket azonnal
cserélik. Egy olyan tipust vesziink, melynél — a gyarto hirdetése szerint — 99% annak az esélye, hogy a mos6gép
élettartama eléri a harom évet. Feltéve, hogy az allitas igaz, valamint hogy mindegyik mosogép élettartama
exponencialis eloszlasu, szamoljuk ki, varhatéan mikor fog elromlani a masodik cseregép?

Megoldds: Legelsének azt gondoljuk meg, hogy amikor a mdasodik cseregép elromlik, akkor ez a harmadik
mosogép lesz, ami tonkremegy. Jelolje X, Xo és X3 a harom gép élettartamat. Mindharom valdszintiségi
valtozo eloszldsa exponencialis lesz, megegyezé A\ paraméterrel. El6szor ezt a A paramétert szamoljuk ki!

A )\ paraméter megallapitdsdhoz hasznaljuk fel azt az informdcidt, hogy 99% annak a valdszinlisége, hogy a
mosdgép élettartama eléri a 3 évet. Ezt az alabbiak szerint irhatjuk fel:

P(X;>3)=0,99
Itt elég X;-gyel szamolni, mivel a mdsik két valoszinliségi valtozé eloszlasa is ugyanilyen lesz. Hasznaljuk ki
azt, hogy az eloszlas exponencidlis:

1—e ™ hazx>0;

P(Xy <z)=Fx,(2) = { 0 egyébként .

Felirhatjuk ez alapjan a P(X > 3) valészintiséget:

P(X1>3)=1-Fy,(3)=1— [1 - e*”} —

azaz
0,99 = P(X; > 3) =e

1n0,99
amibbl \ = — —

. Mivel a valdszinliségi valtozdk eloszlasa egyforma, igy mindegyik exponencidlis eloszlas
paramétere ez lesz. Varhaté értékiik is meg fog egyezni, azaz

E(X1) = E(X2) = E(X3) = —

10,99 = 298,50.
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Ez azt jelenti, hogy egy gép nagyjabodl atlagosan 300 évig birja. Mivel mindegyik valdszintiségi valtozé varhaté
értéke megegyezik, ezért hasznalhatjuk az el6z6 tételt az 0sszeg varhatd értékének megéllapitasdhoz. Harom

gép esetén n = 3 lesz, illetve m = — a kozos varhaté érték. Igy az 6sszeg varhaté értéke

In 0,99
EXi+Xo+X3)=n-m=3-———| = 49.
(X1+Xo+X3)=n-m=3 ( ln0,99) 895,49
Azt kaptuk, hogy varhatéan koriilbeliil 895 és fél év mulva romlik el a masodik cseregép. <15.5. feladar

Aktivitas: Gondoljon bele milyen gazdasagi, és kornyezeti hatadsai lehetnek annak, ha egy mosdgép
atlagosan 300 évig miikodoképes. Jarjon utdna, hogy mi neheziti meg azt, hogy egy termék ennyire nehezen
menjen tonkre.
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Leckezdard onellen6rzé kérdéssor

Hat fliggetlen valdszin(iségi valtozé varhato értékei egyenként 1, 2, 3, 4, 5 és 6. Mennyi lesz a valészin(iségi
valtozok Osszegének varhatd értéke?

21 3,5 3 25

Tizenhat fiiggetlen, egyenletes eloszlasu valdszinliségi valtozé mindegyikének varhaté értéke 4. Mennyi
lesz az atlaguk varhaté értéke?

4+16
2

416 4/16 4

Hat valds szamot valasztunk véletlenszerien 10 és 20 kozott. Mekkora lesz a szamok atlaganak varhato
értéke?

90 15 60 25/6

Hat egész szamot valasztunk véletlenszertien 10 és 20 kozott. Mekkora lesz a szdmok Osszegének varhato
értéke?
90 15 60 25/6

Egy szabdlyos érmét dobalunk fel addig, amig egy fej dobas utan kozvetleniil egy irast nem dobunk. Mennyi
a sziikséges dobdsok varhato értéke?

12 6 4 2
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15.2. Fiiggetlen valdszintiségi valtozok szorzatanak varhaté értéke

15.4. tétel: Ha az X és Y fiiggetlen valoszinliségi valtozok varhatd értéke létezik, akkor 1étezik a szorzatuk
varhato értéke is, és
E(X-Y)=EX) -EY).
Bizonyitas: A bizonyitds most is kiilon-kiilon végezziik el diszkrét, illetve folytonos esetre.
1. Diszkrét esetben:
E(XX-Y)=> > (@i-u) pir=2_ > (@i -y) (0i-qr) =Y %P> Yk k=
=FEX)-E(Y).

2. Folytonos esetben:

—00 —O0 —00 —O0

E(X-Y) = /<x-y>~f<x,y>dxdy—//<x-y>~<fx<x>-fy<y>>dxdy—

oo

_ /x-fx(x)dx/y'fy(y)dyz

—o0 —00
=FE(X)-EY).

U

Teljes indukcidval beldthatd, hogy ha az X;,Xo, ..., X, fiiggetlen valdszintiségi valtozdk varhato értéke létezik,

akkor a szorzatuk varhato értéke is létezik, és

E(X1-Xy-...-Xn) = E(X1) E(X3) ... E(X,).
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15.6. feladat. Dobdkockaval dobunk. Legyen X a dobott szdm kettével, Y pedig dobott szam hdrommal vett
maradéka.

a) Fiiggetlen lesz-e X és Y?

b) Igaz-e, hogy X és Y szorzatdnak vdrhatd értéke megegyezik a varhato értékeik szorzataval?

Megoldds: Mindkét feladat megoldasahoz elébb fel kell irni X és Y eloszldsat, valamint az egylittes eloszlast
is. Ezek segitségével kozvetleniil megallapithat a fiiggetlenség. Az egyiittes eloszlds segitségével felirhat6 a
szorzat eloszldsa is, igy mind X, Y és X - Y varhato értéke is kiszamolhato.

Az X valdszintiségi véaltozd eloszldsdhoz gondoljuk meg, hogy a dobdkocka hat szdma koziil az 1, a 3 és az 5
paratlan, a 2, a 4 és a 6 pedig paros. Pdratlan dobds esetén X értéke 1, paros esetén pedig 0. Igy X eloszlasa:

0 1
X‘{l/z 1/2

Hasonléan meghatarozhatjuk YV eloszlasat is. A hdrommal valé osztds maradéka haromféle lehet: 0, 1 és 2. A
hatoldalti dobdkockan 3 és 6 lesz harommal oszthatd, igy 0 maradékot ad, az 1 és a 4 ad 1 maradékot, a 2 és az
5 adja a 2-t. Mindegyik értéknél két jo eset lesz a hatbdl, igy Y eloszldsa:

0 1 2
Y:{1/3 1/3 1/3

Az egylittes eloszlas felirasdhoz gondoljuk at a kovetkezoket:

1=0-24+1=0-3+1 4=2-240=1-3+1
2=1-2+0=0-3+2 5=2-24+1=1-3+2
3=1-24+1=1-3+0 6=3-24+0=2-3+0
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A fentiek alapjan az egyiittes eloszlas konnyen felirhaté:

X\Y|[0 1 2
0 |1/6 1/6 1/6
1 |1/6 1/6 1/6

a) Vizsgdljuk meg X és Y fiiggetlenségét! X és Y mindegyik értékparjat csak egy bizonyos dobés
esetén veszi fel. Ez azt jelenti, hogy mindegyik értékpar azonos valdszintiséggel fordul elé. Az egyes
peremeloszldsokban is azonos valdszintiséggel fordulnak el6 X és Y értékei, igy a fiiggetlenség vizsgdlatat
egyszerre vizsgalhatjuk mindegyik érték esetén:

P(X =) - P(Y =yr) =1/2-1/3=1/6 = P(X = 2;,Y = yp)
A fenti szamitas X mindegyik z; és Y mindegyik y;, értékére miikodik. Igy a két valészintiségi véltozé
fliggetlen lesz.

b) Most vizsgaljuk meg a varhato értékeket. X - Y varhato értékéhez meg kell dllapitanunk az eloszlasat, ami

az egylittes eloszlds alapjan egyszer( lesz. X - Y értéke 0 lesz, ha barmelyik értéke 0. Egyébként az 1 és a
2 értéket veheti fel az alabbi esetekben:

PX-Y=1)=P(X=1Y=1)=1/6
PX-Y=2)=P(X=1Y=2)=1/6
P(X-Y =0)=2/3.

A maradék 4 esetben lesz X - Y értéke 0. Igy az eloszlasat fel is irhatjuk:

0o 1 2
X'Y:{z/g 1/6 1/6
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Most, hogy kiszamoltuk X, Y és X - Y eloszlasat, a varhato6 értékeiket definicié szerint szamolhatjuk:

=1,
1
_5,

Igy a valészintiségi véaltozdk varhaté értékeit kiszamoltuk. Az a) feladat alapjan tudhatjuk, hogy a két
valdszinliségi valtozo fiiggetlen. Ellendrizziik le, hogy a két varhat6 érték szorzata egyezik-e a szorzatuk

varhaté értékével:

Igy a tétel allitasat ezen az egyszer(i példan szemléltethettiik.

E(X)-E(Y):;J::E(X-Y)

<=15.6. feladat

15-2. 6ndll6 feladat: Dobdkockéaval dobunk. Legyen X a dobott szdm kett6vel, Y pedig dobott szadm néggyel

vett maradéka.

a) Fiiggetlen lesz-e X és Y?

b) Igaz-e, hogy X és Y szorzatanak varhatod értéke megegyezik a varhato értékeik szorzatdval?
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15.7. feladat. Legyen Y diszkrét valészintiségi valtozo az aldbbi eloszlassal:

' 0 n/2 = 3m/2
Y'{ /4 1/4 1/4 1/4

Definialjuk X;-et és X5-t mint Y transzformaltjat az alabbi médon:

X1 =sinY X9 =cosY.

a) Igaz-e, hogy X, és X, fiiggetlen?

b) Igaz-e, hogy X, és X, szorzatanak varhato értéke megegyezik varhaté értékiik szorzatdval?

Megoldds: Mindkét kérdés megvalaszoldsahoz el6bb fel kell irni X; és X5 eloszlasat, valamint az egyiittes
eloszlast. Nézziik meg el6szor, milyen értékeket vehetnek fel ezek a valdszintiségi valtozdk Y egyes értékei

esetén:
cos(0) =1 sin(0) =0
cos(m/2) =0 sin(r/2) =1
cos(m) = —1 sin(m) =0
cos(3m/2) = sin(37/2) = —1

Ez azt jelenti, hogy mind X7, mind X5 lehetséges értékei —1, 0 és 1. Megfigyelhetjiik, hogy eloszlasuk is azonos,
hiszen mindegyik értéket ugyanannyiszor veszik fel, ¥ pedig mindegyik értékét azonos valdszintiséggel veszi

fel:
-1 0 1 -1 0 1
Xl'{ 1/4 1/2 1/4 XQ'{ 1/4 1/2 1/4
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Az egyiittes eloszlds is egyszertien eldallithaté a fenti értékek alapjan:

X\ X | -1 0 1
-1 |0 1/4 0
0 |1/4 0 1/4
1 0 1/4 0

a) Elészor X, és X, fiiggetlenségét vizsgaljuk meg. A két eloszlasbdl és az egyiittes eloszlas alapjan ez
konnyen cafolhat. Elég egy (z;,x;) értékpart vizsgdlni, hiszen a fliggetlenséghez barmelyik (z;,z;)
értékparra igaznak kell lennie, hogy

P(Xy = x;,Xy = xj) = P(X1 = 2;) - P(X2 = ;).

Legyen most z; és z; is 0. Nem lehet két valdszintiségi valtozo egyszerre 0, hiszen az egyiittes eloszldsbdl

kiolvashato:
P(X;=0,X,=0)=0.

Azonban kiilon-kiilon mindegyik val6szintiségi valtozd 1/2 valdsziniiséggel veszi fel a 0 értéket. Ebbdl
adaddik, hogy:
P(X,=0Xo=0)=0#£1/2-1/2=P(X; =0) - P(X3 =0).

Ebbdl azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy X; és X5 nem fiiggetlen.

b) Vizsgaljuk meg most a varhaté értékeket. X; és X, eloszldsdbdl konnyen meghatdrozhaté azok varhaté
értéke:

B(X1)=—1-

N Y

B(Xy)=—1-
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Mivel a két valdszinliségi valtozo eloszlasa azonos, igy varhaté értékiik is megegyezik, mindkett6jiiknek 0.
X1 X, varhato értékének meghatarozasahoz el6bb vizsgaljuk meg a lehetséges értékeit. X, és Xy egylittes
eloszldsa alapjan megfigyelhetjiik, hogy a két valdszintiségi valtozébdl alkotott (X, Xo) valdszintiségi
vektorvéltozé értéke négyféle lehet: (0,— 1), (0,1), (—1,0) és (1,0). Ez azt jelenti, hogy az X; X5 szorzatnak
kizarolag egyféle értéke lehet:

P(X1X,=0)=1.

Természetesen ez azt jelenti, hogy a varhatd értéke is 0 lesz, s6t ez meg fog egyezni a két komponens
varhat¢ értékének szorzatdval:

E(X1X5)=0=0-0=E(X,) - E(Xy).

Figyeljiik meg, hogy most egy olyan példat lathattunk, ahol két valdszintségi valtozo szorzatanak varhato értéke
megegyezik a valdszinliségi valtozok varhatd értékének szorzataval. Ennek ellenére a két valdszintliségi valtozo
nem fliggetlen. =157, feladat

Aktivitas: Keressen példat a valo életbdl olyan jelenségekre, melyeket egy olyan X - Y alaku valdszintségi
valtozoval irhatunk le, ahol az X karakterisztikus eloszlasu. Példaul egy utkeresztez6désben bekovetkezd
balesetet igy irhatunk le: X legyen 1, ha egy adott napon torténik a keresztezodésben baleset, Y pedig az
adott keresztez6désben bekovetkezett balesetben a sebesiiltek szama. Ekkor X - Y lesz az adott napon az
adott keresztez6désben balesetben megsériiltek szdma.

Az alabbi feladat segitségével arra kaphatunk példat, hogy amennyiben a fiiggetlenség adott és természetes,
milyen jelentés mértékben egyszerisodik le a varhaté érték szamitasa.

15.8. feladat.

Hérom dobdkockaval dobunk egyszerre. Osszeadjuk a dobott szdmokat, de 1igy, hogy elébb egy érmét dobunk
fel: ha fejet dobunk, hozzaszamoljuk a dobott értéket az dsszeghez, ha irast, akkor nem. Mekkora lesz az igy
kapott 0sszeg varhato értéke?
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Megoldds:

LegelGszor azt vegyiik észre, hogy Osszesen hat kisérlet torténik: harom kockadobds és harom érmedobas. Arra
is figyeljiink fel, hogy ez a hat kisérlet fliggetlen egymastdl. Jogosan bizhatunk abban, hogy ilyen esetben a kért
varhaté érték egyszertien szamithato.

Legel6szor prébaljuk meg felirni azt a valdszinliségi valtozot, aminek a varhaté értékét keressiik. Ehhez
vezessiink be hat valdszinlségi valtozét, ami a hat kisérlet kimenetelét jellemzi: legyen X7, X5 és X3 rendre
a harom dobodkocka 4ltal dobott szam. Ezen kiviil legyenek Y7, Y5 és Y3 valdszinliségi valtozok, melyek értéke
legyen 1, ha rendre elsére, masodikra avagy harmadikra fejet, és 0, ha irdst dobtunk.

Gondoljuk at: az elsé dobodkocka altal dobott X; értéket akkor adjuk az Osszeghez, ha Y; értéke 1. Tehat
lényegében az X, - Y] tipusu szorzatokat Osszegezziik. Tehdt a keresett valdszinliségi valtozéonk az X - Y7 +
Xo - Y5 + X3 - Y3 lesz. Mivel a hat valoszin(iségi valtozo egymastol fliggetlen, a kérdéses valtozo varhato értéke
kiszamolhato:

E(X Y1+ XoYo + X3Y3) = E(X1 - Y1) + E(Xa - Yo) + E(X3-Y3) =
= E(X1)E(Y1) + E(X2)E(Yz) + E(X3)E(Y3) =
—35-1/24+35-1/2+35-1/2 =5,25.

Tehat harom kockadobas esetén ha mindegyik dobott értéket csak 50% valdszintiséggel szamoljuk az 6sszeghez,
akkor az varhatoéan 5,25 lesz. Ez épp a fele annak, amit akkor varndnk, amikor a harom kockadobds eredményét
egyszerlien 6sszeadndnk. +15.8. feladat

15-3. 6ndll6 feladat: 216 darab kis dobdkockabdl egy nagy, 6 x 6 x 6-os kockat épitiink ugy, hogy a kis
dobdkockak pottyei azonos irdnyba allnak. A nagy kocka mindegyik oldalét pirosra festjiik. Miutdn a festék
megszaradt, a kis dobdkockékat egy vodorbe szedjiik, majd abbdl kiguritjuk 6ket. Szdmolja 6ssze a dobott
piros szamokat! Mekkora lesz az 6sszeg varhaté értéke?
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Leckezdard onellen6rzé kérdéssor

Négy dobdkockat elguritunk. Mennyi lesz a dobott szamok szorzatanak varhaté értéke?

6* 7 7 7

2 22 21 16
A [2;4] intervallumon vélasztunk két szdmot véletlenszer(ien, amit 6sszeszorzunk. Mennyi lesz a szorzat
vérhat6 értéke?

3 12 9 8

Legyen X egy véletlenszertien valasztott szdm a —1, 0 és 1 szdmok koziil, s legyen Y = —X. Igaz-e, hogy
X és Y szorzatdnak varhato értéke megegyezik varhaté értékiik szorzataval?

Igen, mert az allitdshoz nem kell, hogy X és Y fliggetlen legyen.

Nem, mert ebben az esetben biztos, hogy X és Y nem fiiggetlenek.

Igen, mert ebben az esetben X és Y fliggetlen.

Nem, mert X és Y varhato értéke 0, szorzatuk varhato értéke viszont negativ.
Melyik kozéppel igaz az allitas fiiggetlen valdszintiségi valtozokra?

Szamtani kozepiik varhato értéke megegyezik a varhato értékek szamtani kdzepével.

Mértani kozepiik varhaté értéke megegyezik a varhatd értékek mértani kozepével.

Egyik kozéppel sem igaz az allitas.

Mindegyik kézéppel igaz az allitas.
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15.3. Fiiggetlen valdszin{iségi valtozok 6sszegének és atlaganak szorasa

A varhat6 érték utan a széras a masodik fontos paraméter, amivel egy valdszintliségi valtozot jellemezhetiink.
Tobb valdsziniiségi valtozo esetén a széras vizsgalatanal a legfontosabb kérdés, hogy a valdszintiségi valtozok
fliggetlenek-e vagy nem. Fiiggetlen valdszinliségi valtozok esetén ezek Osszegének és atlaganak szdrasa
viszonylag konnyen kiszdmithaté. Ennek az alapja az, hogy fiiggetlen valészinliségi valtozok Osszegének
szorasnégyzete megegyezik a szérasnégyzetiik 6sszegével. Ezt tételként az aldbbiak szerint mondjuk Kki:

15.5. tétel:
Ha az X ésY fiiggetlen valdszinliségi valtozok szdrasnégyzete 1étezik, akkor 1étezik az Osszegiik szordsnégyzete
is, és
D*(X +Y) = D*X)+ D).
Bizonyitas:

DX +Y)=E[(X+Y)]-E?[X +Y]=FE[X?+2X - Y +Y?| - (E(X)+ E(Y))? =

Kihasznalva azt, hogy Osszeg varhato értéke a varhatd értékek Osszege, valamint azt, hogy fliggetlenek
szorzatanak varhaté értéke a varhato értékek szorzata:

= E(XQ) +2-B(X)-BEY)+EY* -E*X)-2-E(X)-E(Y)—-FE*Y)=

— EX(X) + BE(Y?) - B*(Y) =
2(Y).

I
2 2
Ev
+

th

A tétel segitségével, gyokvonas utdn a feltételeket teljesité X és Y Osszegének szorasat is kiszamolhatjuk:

D(X4+Y)=+/D*X)+ D%Y).
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15.6. tétel: Ha az X;,Xo,...,X, fiiggetlen valdszinliségi valtozok szérdsnégyzete létezik, akkor az dsszegiik
szorasnégyzete is 1étezik, és

D*(X1 + Xy + ...+ X,) = D*(X1) + D*(X3) + ... + D*(X,,).

Bizonyitds: Az allitas teljes indukcid segitségével beldthato. O
Hasonlodan, a tétel feltételeit teljesité X1,Xo, ..., X, valdszinliségi valtozok 0sszegének szdrdsa is felirhato:

D(X1 4+ Xo+4 ...+ X,) = V/D2(X)) + D2(X3) + ... + D%(X,,).

15.9. feladat. Legyen X és Y fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtoz6, melyeknek véarhaté értéke 10,
szorasa 5.

a) Szamoljuk ki X + Y varhato értékét és szorasat!

b) Szamoljuk ki 2 - X varhatd értékét és szorasat, s hasonlitsuk Ossze az el6z6 eredménnyel!
Megoldds:

a) X + Y vérhato értéke a 23. lecke alapjan egyszeriien a varhaté értékek osszege lesz:

E(X+Y)=EX)+E(Y)=10+10=20.

Tehat X + Y vdrhaté értéke 20. A szdérasdnak kiszdmitdsdhoz a most bizonyitott tételt haszndlhatjuk, mivel
X ésY fiiggetlen:

D(X+Y)=+/D>X)+D2(Y) = /52 +52 = 5v/2 ~ 7,0711.

Igy az X + Y valdszintiségi valtozé szérasa egy kicsivel tobb, mint 7.
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b) Vizsgaljuk meg most a 2 - X varhaté értékét. Haszndljuk ki a varhaté érték azon tulajdonsdgat, hogy
konstansszorzét kiemelhetiink!
E(2-X)=2-E(X)=2-10=20.

Tehat ha X-et kettével szorozzuk, a varhatd értéke is dupldjara n6. Nézziik, mi torténik a szorassal. Itt is
hasznaljuk ki, hogy a konstanst kiemelhetjiik:
D2 -X)=|2|-D(X)=2-5=10.

X duplédjanak szorasa is a kétszeresére né. Figyeljiilk meg, hogy mennyire mas, ha két azonos eloszlasu
valdszinliségi valtozdt 6sszeadunk, mint ha egyszertien kett6vel megszorozzuk. Ugyan a varhatd értékiik
meg fog egyezni, de a masodiknak jéval nagyobb lesz a szérasa.

<15.9. feladat

Aktivitas: Gondolja meg, mi okozhatja a méasodik esetben a nagyobb szoérast!

15.10. feladat. Dobjunk egy hat-, egy nyolc- és egy tizenkét-oldali dobdkockaval egyszerre.

a) Szamoljuk ki a dobott szamok 6sszegének szorasat!

b) Szamoljuk ki a dobott szamok dtlagdnak szoérdsat is!

Megoldds: Mind az 6sszeg, mind az atlag szorasahoz sziikség lesz az egyes dobdkockak &ltal dobott értékek
szordsara. A hatoldalt dobdkockan 1-tél 6-ig, a nyolcoldalin 1-t6l 8-ig, a tizenkét-oldalun pedig 1-t6l 12-ig
szerepelnek a szamok. Harom szoras helyett elég egyet is szamolni, ha azt egy n paraméter segitségével
tessziik. Képzeljiink el egy olyan dobdkockat, melyiken 1-t6] n-ig vannak a szdmok, és mindegyik oldalara 1/n
valdszintiséggel gurul. Jelolje X,, a dobdkocka altal dobott szamot. Az Osszeg és az atlag szorasnégyzetének
szamitasanal figyelembe vehetjiik, hogy az egyes dobdkockakkal dobott értékel fiiggetlenek egymastdl.
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El6szor szamoljuk ki X, varhato értékét! Ezt legegyszer(ibben a definicié segitségével tehetjiik meg:

1 1 1 1424...4n
E(Xn):Z%pi:l'ﬁ—%-Q'ﬁ—i-...—}-n-H:—.

1

n

Hasznaljuk ki, hogy az els6 n pozitiv egész szam Osszege n - (n + 1)/2, tehét

_1+2+...4n n-(n+1) n+l

F(X =
(Xn) n 2-n 2

Hasonléan szdmoljuk ki a dobott szdm négyzetének varhaté értékét is:

o 12+22+...+n2_ nn+1)(2n+1) (n+1)2n+1)
E(Xa) = n B 6n B 6 '

: . . e o n-(n+1)-(2n+1) -
Itt kihaszndltuk, hogy az elsé n pozitiv egész szam négyzetének Osszege . Ha n értéke

rendre a 6, 8 és 12 szamokat veszi fel, akkor Xg, Xg és X5 jeloli rendre a hat, a nyolc és a tizenkét-oldalu
dobdkockaval dobott értéket. A kockadobdsoknak egymadsra nincs hatdsuk, igy Xg, Xy illetve X5 fliggetlennek
tekinthetd. Irjuk fel a bevezetett valdszinliségi valtozok és négyzeteik varhato értékét:

6+1 7 6+1)-(2-6+1 91
B(Xe) =~ =1, Bx2) = 0D é >:67

8+1 9 8+1)-(2-8+1 153
B(Xs)=—— =5, Bxz) = & é >:6,

1241 13 (12+1)-(2-12+1) 325
E(Xi2) = 5 = o E(X}y) = 6 =%
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A valészintiségi valtozok és négyzeteik varhaté értékeinek segitségével ki tudjuk szamolni a dobott szdmok

szorasnégyzeteit:

D*(Xe) = E(X§) — E*(Xe) =
D*(Xs) = E(X{) — E*(Xs) =

D*(X12) = B(X%) — E*(X12) = — —

a) Az el6bb kimondott tétel els6sorban a szorasnégyzetrdl szol: fiiggetlen valdsziniiségi valtozok 0sszegének

szorasnégyzete megegyezik szorasnégyzeteik Osszegével.

Ez azt jelenti, hogy mivel X4, Xg és Xio

fiiggetlen, az Xg + Xs + Xjo valdszinliségi valtozé szérasnégyzete felirhaté az el6bb szadmoltakat

felhasznalva:

2
Az Osszeg szOrdsnégyzete igy T lesz, ebbdl a szdérds gyokvondssal szdmithatd:

[241
D(Xg + Xg + X12) = T~ 4,4814.

Azaz a dobott szamok 6sszegének szorasa koriilbeliil 4 és fél lesz.

35+ 63+ 143 241
D*(Xg+ Xg + X12) = D*(Xg) + D*(Xg) + D*(Xpp) = ———— =
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b) Az atlag szorasnégyzeténél az elemek szama a nevez6bdl négyzetként kiemelhet6, mivel konstans. Az
Osszeg szdérasnégyzete — fliggetlen valdsziniiségi valtozdkrol 1évén szo6 — a szérasnégyzetek Osszege lesz:

D2 Xe + Xg + X9 - DQ(X6)+D2(X8)+D2(X12) _ 35—|—63—|—143_ %
3 B 32 N 12-9 108"

Az atlag szérdsnégyzete igy 108 lesz, ebbdl a szdérds gyokvondssal szdmithatd:

X6 + Xg + X12 [ 241
D ={/—~=14 .
< 3 ) 108 4938

Az atlag szorasat ugy is megkaphatjuk, ha kihasznéaljuk a szérds azon tulajdonsagat, hogy a konstansszorzo
abszolut értéke kiemelhetd:

D (X(,’ + Xy +X12>

1

3

1
3 -D(Xg+ Xg + X12) = g-4,4814 ~ 1,4938.

Tehdt az atlag szérdsa nagyjabdl masfél lesz. Ez épp az Osszeg szérdsanak harmada, mint ahogy azt
lathattuk.

<=15.10. feladat

15-4. 6ndllo feladat: Képzeljiik el az el6zé feladatban leirt virtudlis dobdkockét, amivel 1-t6l n-ig dobhatunk

szamokat Ugy, hogy mindegyik szamot azonos valdszintiséggel dobjuk. Lassa be, hogy a dobott szdm, mint
2

valészinliségi valtozo, szérdsnégyzete lesz! Hasonlitson dssze egy ilyen kockadobdst azzal, amikor az

[1; n] intervallumbdl huz véletlenszer(ien egy valds szamot!
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Ha tobb fliggetlen valdszinliségi valtozonak azonos az eloszldsa, akkor az el6bbi tételt egyszeriibb formaban
is alkalmazni tudjuk. A most kimondott allitdsok els6sorban a statisztikai vizsgalatok sordn fontosak, amikor
fliggetlen mintavételt végziink, hiszen tudjuk, hogy az egyes mintak vizsgalt paramétere azonos eloszlasu lesz.
Magat a tételt elég olyan fiiggetlen valdsziniiségi valtozdkra kimondani, melyek szérasa megegyezik.

15.7. tétel: Legyenek X;,Xo,...,X, fliggetlen val6szinliségi valtozdk, azonos szérdssal, azaz D(X;) =
D(Xs5) =...= D(X,) = o. Ekkor

1. Az 6sszegiik szérdsa o+/n, azaz
D(X1+Xo+ ...+ X,) =0vn.

(o
2. Az atlaguk szordsa —, azaz

N

Bizonyitas:

1. Azt kell felhasznalni, hogy fiiggetlenek 6sszegének szorasa a szorasnégyzetek Osszegének négyzetgyoke,
igy

D(X1 4 Xo+ ...+ X,) = V/D2(X1) + D2(Xy) + ... + D%(X,,) =
=Vo2+02+.. .. +02=Vn o2 =0yn.

2. Az el6z6 pont eredményének mindkét oldalat n-nel osztva, s a konstans kiemelhet6ségét kihasznalva:

g

B

n

D<X1+X2+...+Xn
n

1 1
):-D(X1+X2+...+Xn):n-a\f:
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O

Foglaljuk 6ssze, hogy tébb (n darab) azonos eloszlasu fiiggetlen valdszintiségi valtozé O0sszegének és atlaganak
varhatd értéke és szordsa hogyan viselkedik a valdszin(iségi valtozdkat egyenként jellemzé m varhatd értékhez
és o szérashoz képest. A valtozasok ,novekvé sorrendben” lesznek feltiintetve:

1. Atlaguk szdrésa az eredeti szoras /n-ed részére csokken.
2. Atlaguk véarhato értéke megegyezik az eredeti varhato értékkel.
3. Osszegiik szérdsa az eredeti sz6rds /n-szeresére né.

4. Osszegiik varhat6 értéke az eredeti varhatd érték n-szeresére né.

15-5. 6ndllo feladat: Pozitiv értékeket felvevd valdszintiségi valtozok jellemzésére szoktdk még hasznalni
az ugynevezett relativ szérdst. Ez a paraméter a valdszinliségi valtozd szérdsanak és varhatd értékének
hanyadosa. Vizsgélja meg, hogyan viselkedik a relativ szérds azonos eloszlast, fiiggetlen valdszintiségi
valtozok Osszegzése és atlagoldsa esetén!

15.11. feladat.

Egy vodorben szaz darab hatoldalu dobdkocka van. A vodort kiboritva 6sszeadjuk a dobdkockdk altal mutatott
szamokat.

a) Adjuk meg az eredmény varhato értékét és szorasat!

b) Hogyan véltozik az eredmény, ha a dobokockék felét nyolcoldaltira cseréljiik?
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Megoldds:

a) Jelolje X1, X5, ..., X100 az egyes dobdkockak 4&ltal dobott szamokat. Feltehetjiik, hogy mindegyik
dobodkocka szabdlyos, igy a valdsziniiségi valtozok eloszlasa azonos lesz, igy varhato értékiik és szérasuk
megegyezik. A feladat megolddsdhoz el6szor ezt az m varhatd értéket és o szorast, azaz az egyes
dobodkockak altal dobott szamok varhato értékét és szérasat hatarozzuk meg.

Lathattuk korabban, hogy ha egy dobdkockén 1-tél n-ig vannak a szamok, melyeket azonos valdszintiséggel

+1 . n?—1
, szorasnégyzete pedig

n ,
vesz fel, akkor a dobott szam varhaté értéke . Igy a kozos m varhaté

érték és o szoras az alabbiak szerint szamolhato:

6+ 1 62 —1
_ 5 = 3,5, oc=1{——=1,7078.

m 12

A vodorben a dobodkockak szama n = 100, igy a dobott szamok 6sszegének varhato értéke az alabbiak
szerint alakul:
E(X1+X2+---+X100) =n-m=100-3,5 = 350.

Igy 100 darab dobdkockat elguritva a dobdsok osszegének varhaté értéke 350 lesz. Az Gsszeg szorasat is
egyszerlien meghatarozhatjuk, mivel a dobasok eredményei fiiggetlenek egymastdl:

D(X; + Xo+...4+ X100) = V-0 ~ V100 - 1,7078 = 17,078.

A dobott értékek 0sszegének szorasa igy koriilbeliil 17 lesz.

b) Mint az elébbi részfeladatban lattuk, el6bb érdemes kiilon kiszamolni az egyes dobdkockdk altal dobott
értékek varhatd értékét és szdérasat. Az egyértelmi jelolés miatt legyen most mg a hatoldald és mg a
nyolcoldaltival dobott szdm varhaté értéke, og és os pedig a szérdsa. Ezek a fenti képletek segitségével
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meghatdrozhatéak:

641 6% -1

= = ~1
me B 3,5, 06 12 ,7078,
8+1 82 -1
mg = 5 =45, og = ~ 2,2913.

Mivel a dobdkockdk felét cseréltiik ki, ezért mindegyik tipusbdl n = 50 darab lesz. A dobott szdmok
Osszegének varhato értékét konnyen szamolhatjuk. Jeldlje X1, X5, ..., X5¢ a hatoldaluak, Y7,Ys, ..., Y5
pedig a nyolcoldaluak altal dobott szamokat:

EX1+Xo+ ...+ X50+ Y1+ Yo+ ... +Y50) =E(X1 + Xo+ ...+ X50) + E(Y1 + Yo + ... + Y50)
=n-mg+n-mg=>50-3,54+50-4,5=400.

Tehat ha a dobdkockdk felét nyolcoldaltira cseréljiik, akkor a dobott szamok 0sszegének varhat6 értéke
350-r6l 400-ra novekszik.

<=15.11. feladat

15.12. feladat. Egységnyi oldalhossztsdgu négyzeten vdlasztunk egy pontot. Legyen az X;, Xo, X3 és X4
valdszinliségi valtozo a pont tdvolsdga a négy oldaltol.

a) Szamoljuk ki a valdszinliségi valtozok varhato értékét és szorasat!

b) Szamoljuk ki a valészintiségi valtozok 0sszegének varhato értékét és szdrasat!
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Megoldds:

a) Mivel a négyzet szimmetrikus, a négy valdszinliségi valtozo eloszldsa megegyezik: el tudjuk forgatni a
négyzetet Uigy, hogy az egyik valészintiségi valtozé szerepét lényegében egy masik veszi at. Igy elég lesz
példaul az X, varhato értékét és szorasat meghatarozni. Konnyen atgondolhaté az is, hogy X;, s igy a
tobbi eloszlasa egyenletes lesz, méghozza a [0; 1] intervallumon. Ha m-mel jeloljiik a kdzos varhaté értéket,
o-val pedig a kozos szorast, akkor ezeket az egyenletes eloszldsndl tanultak alapjan konnyen szdmolhatjuk:

0O+1 1 1-0 0.2887
m=—= -, c=——=—=0, .
2 2 V12

Tehat X1, Xo, X3 és X, mindegyikének varhaté értéke 1/2, és szérdsuk is megegyezik, ami 0,2887 lesz.

b) Az 6sszegiik varhato értéke konnyen szamithato, hisz n = 4 azonos eloszlasu val6szintiségi valtozo esetén
ez a varhatd érték négyszerese lesz:

1
E(X1+X2+X3+X4):nm:4§:2
A szoras kiszamitasandl figyelembe kell venni azt, hogy ezek a valdszintiségi valtozok nem fiiggetlenek.
Ha X; és X, szemkozti oldalaktdl mért tavolsagot jelol — ekkor X3 és X, is szemkozti oldalaktdl mért
tavolsagot jelol — akkor X; + Xy = 1 lesz, akdrhogyan is valasztom a pontot. Hasonléan X3 + X4 = 1 lesz
minden esetben. Ez azt jelenti, hogy

D(X1+ Xo+ X3+ X4) = D(2) =0,

hiszen az 0sszeg mindig 2, igy a szdrdsa is 0 lesz. Vegyiik észre, hogy a varhat6 érték viszont még az
ilyen furcsan fliggé helyzetekben is megtartja azt a tulajdonsagat, hogy az 0sszeg varhato értéke a varhato
értékek Osszege lesz.

<=15.12. feladat
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Fliggetlen valdszintiségi valtozdk esetén lathattuk, miként viselkedik Osszegiik varhatd értéke, és szdrdsa.
Amennyiben azt is tudjuk, hogy ezek a valdszinlségi valtozok valamilyen meghatdrozott eloszlast kovetnek,
tobbet is tudunk mondani:

15.8. tétel: Legyen X és Y két fiiggetlen, normadlis eloszldsu valészintliségi valtoz6. Ebben az esetben az X + Y
valdszinliségi valtozo is normadlis eloszlasu.

15-6. 6nallo feladat: A tételben szereplé X és Y valdszinliségi valtozok paramétereibdl szamolja ki az X +Y
paramétereit!

15.9. tétel: Legyen X, Xo, ..., X,, fliggetlen, normdlis eloszlasu val6sziniiségi valtozé. Ekkor az YV = X; +
Xo + ...+ X, valészin(iségi valtozd is normalis eloszlasu.

15-7. 6nall6 feladat: A normalis eloszlasrdl tanultak segitségével mondjon ki a fenti tételekhez hasonlot
fliggetlen, normadlis eloszlasu valdszintiségi valtozok atlagarol!

15.13. feladat. Négy filiggetlen, normadlis eloszldsu valdszintiségi valtozé mindegyikének m = 6 a varhatd
értéke, és o = 8 a szdérasa. Mekkora a valdszinlisége annak, hogy

a) Osszegiik nagyobb, mint 32,
b) atlaguk kisebb, mint 10?
Megoldds:

a) Normalis eloszlasu valdszinliségi valtozdk Xy Osszege is normadlis eloszldsu lesz. A valdszintiség
meghatdrozdsdhoz az Osszeg eloszlasdnak paramétereit, azaz vdrhatd értékét és szdrasat kell
meghatdroznunk. A valészinliségi valtozok eloszlasa egyforma, igy

E(Xg)=n-m=4-6=24,
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b)

valamint
D(Xs)=+vn-0=v4-8=16.

A Kkért valdszintiség igy az alabbiak szerint szamithato:

32—-24
16

P(Xy>32)=1-® ( ) =1—-®(0,5) ~1—0,6915 = 0,3085.

Tehat annak a valdszintisége, hogy a vizsgalt valdszintiségi valtozok Osszege nagyobb, mint 32, kerekitve
0,3085.

Hasonldan az 6sszeghez, a vizsgalt normalis eloszldsu valdszintiségi valtozok X 4tlaga is normalis eloszldst
lesz. Szamoljuk ki most az atlag varhato értékét, és szérdsat:

E(X)=m =6,

valamint

A Kkért valdészintliség igy az aldbbiak szerint szamithato:

_ 10— 6
P(X <10)=® (4) = ®(1) ~ 0,8413.

Tehdt annak a valdszintisége, hogy a vizsgalt valészinliségi valtozdk atlaga kisebb, mint 10, kerekitve 0,8413.

<«15.13. feladat
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Leckezdard onellen6rzé kérdéssor

Adott tobb fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszinlségi valtoz6. Melyik az a mennyiség, amit a valdszinliségi
valtozok szama nem befolydsol?

Osszegiik varhatd Osszegiik szorasa atlaguk varhato értéke  atlaguk szérasa

értéke
Hat fliggetlen, Poisson-eloszlasu valdszintiségi valtozo varhato értéke rendre 1, 2, 3, 4, 5 és 6. Mekkora lesz

az Osszeglik szorasa?
21 4,5826 10,8318 1,8708

Tizenhat fiiggetlen, de nem azonos eloszlasu valészintiségi valtozé mindegyikének varhato értéke 5, szérdsa
pedig 20. Mekkora lesz az atlaguk szérdsa?

1 4 ) 20

Egységnyi hosszusagu szakaszon valasztunk véletlenszertien két pontot. A két pont a szakaszt harom részre
osztja. Legyen az X, Xy és X3 valoszintiségi valtozo a harom szakasz hossza. Szamoljuk ki a harom
valoszinliségi valtozé dtlaganak szorasat!

0,5736 0,0833 1 0

Harminc fiiggetlen, exponencidlis eloszldsu val6szinliségi valtozé mindegyikének szérdsa 10. Az alabbiak
koziil melyik lesz a legnagyobb?

0sszegiik varhatd Osszegiik szordsa atlaguk varhato értéke  atlaguk szérdsa

értéke
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15.4. Valoszintiségi valtozok kovariancidja

Altalanos esetben, ha X és Y nem feltétleniil fiiggetlenek, akkor az 6sszegiik szérasnégyzete a kovetkezéképpen
alakul:

15.10. tétel: Ha az X és Y valdszinliségi valtozdk szorasnégyzete létezik, akkor létezik az Osszegiik
szorasnégyzete is, és

D*X+Y)=D*X)+D*(Y)+2-(B(X-Y)-E(X) -EY)) .

Bizonyitas:

DX +Y)=E[(X+Y-BEX+Y))?|=E(X+Y) ] -E*X+Y) =
=B(X?4+Y?>4+2-X-Y)-E*X)-E*Y)-2-E(X) -E(Y) =
= B(X?) - E*X)+ E(Y?) - E2(Y)+2 (B(X-Y)-EX)-EY)) =
= D*(X)+D*(Y) +2- (B(X-Y) - E(X)- E(Y)) .

15.1. definici6: Valdszintiségi valtozok kovarianciaja
A fenti tételben szerepl6 E(X -Y)— E(X)- E(Y) kifejezést az X és Y valdszinliségi valtozdk kovariancidjanak
nevezziik, jelolése cov(X,Y). Azaz

cov(X,)Y)=E(X-Y)— E(X) E(Y).
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Figyeljiik meg, hogy cov(X,X) = D?(X)! A kovariancia haszndlatdval az X és Y valdszintiségi valtozok
0sszegének szdérasnégyzete a kovetkezo alakban is felirhaté:

D*X +Y)=D*X)+ D*(Y)+2-cov(X)Y).

15.11. tétel: Ha az X és Y valdszinliségi valtozok fiiggetlenek, akkor kovarianciajuk nulla, azaz cov(X,Y) = 0,
feltéve persze, hogy az ehhez sziikséges varhato értékek léteznek.

Bizonyitas: A bizonyitdshoz azt kell felhaszndlni, hogy ha X és Y fliggetlenek, akkor E(X -Y) = E(X) - E(Y).
cov(X,Y)=E(X -Y)— E(X) - E(Y)=E(X) - E(Y) - E(X)-E(Y).
U
A fenti tétel megforditdsa mar nem igaz: ha X és Y kovariancidja 0, abbdl nem kovetkezik, hogy fiiggetlenek.

15.14. feladat. Hatoldalu dobdkockéval dobunk. Legyen Y a dobott szdm. Legyen ezen kiviil X, a dobott szdm
kettével, X3 a dobott szdm harommal, és X, a dobott szdm néggyel vald osztds utani maradéka, azaz ezek
legyenek Y transzformaltjai:

X9 =Y mod 2, X3 =Y mod 3, Xy =Y mod4.

a) Vizsgdljuk meg Xo, X3 és X, fliggetlenségi viszonyat!
b) Szamoljuk ki X5, X3 és X, paronkénti kovarianciajat!

¢) Szémoljuk ki X3 + X, szorasat!

Megoldds: A feladat megoldasahoz az alabbi 1épéseket fogjuk elvégezni:
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a) Felirjuk a hdrom X; valdszintiségi valtozo eloszlasat és a kés6bbiekben sziikséges varhatd értékét, majd a
paronkénti egylittes eloszldst. Az egylittes eloszlds segitségével megnézziik, melyik paros lesz fliggetlen.

b) A fiiggetlen paros(ok) kovariancidja nulla. A tobbinél fel kell irni a szorzat eloszldsat, abbdl a varhato
értékét, s az el6zbleg kiszamolt egyenkénti varhatd értékekkel megallapithatéak a kovariancidk.

c) A két valdszinliségi valtozo 6sszegének szérdsa a kovariancidjuk segitségével felirhato.
Nézziik akkor sorban az egyes részfeladatok megoldasat:

a) Az elsé részfeladat els6 1épéseként a hdrom valdszinlségi valtozd eloszlasat kell felirni. Azt kell
végiggondolni, hogy a hatoldali dobdkocka dobadsanak hatféle kimenetele van: az egész szamok 1-t6l

//////

megszamolni az adott maradékot adé dobdsok szamat. Tablazat segitségével foglalhatjuk ezeket 6ssze:

A maradék || 2-vel osztva | 3-mal osztva | 4-gyel osztva
0 2,4és6 3és6 4
1 1,3és5 1és4 1és5
2 nem lehet 26és5 2és6
3 nem lehet nem lehet 3

A téblazat adott oszlopdban és soraban azok a dobasértékek szerepelnek, melyek az oszlop szerinti osztas
utdn a sor szerinti maradékot adjak. A tdblazat alapjan az eloszlasok konnyen felirhatdk:

0 1 0o 1 2 o 1 2 3
XQ:{ 1/2 1/2 ° Xﬁ’“{ 1/3 1/3 1/3 ° X‘“{ 1/6 1/3 1/3 1/6

Az eloszlasok alapjan a varhatd értékek mar definicid szerint szamolhatdak. Ezekre késobb, a kovariancia
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szamitdsdndl sziikség lesz:

E(X)=0-1/2+4+1-1/2=1/2,
E(X3)=0-1/34+1-1/3+2-1/3=1,
E(X4)=0-1/6+1-1/3+2-1/34+3-1/6=3/2.

A kozos eloszlast a leggyorsabban a kovetkezoféleképpen irhatjuk fel. Felrajzoljuk a tdblazatos format
ugy, hogy mindenhova 0 értéket irunk. Végigmegyiink Y lehetséges értékein 1-t6l 6-ig, meghatdrozzuk a
maradékokat, és a megfelel6 maradékokkal jelzett sorban és oszlopban 1év6 értékhez 1/6-ot adunk.

X5 és X3 kozos eloszlasa az alabbiak szerint fog alakulni:

Xo\Xz] 0 1 2
0 [1/6 1/6 1/6
1 1/6 1/6 1/6

A tébldzat mindegyik értéke 1/6. Ahhoz, hogy X» és X3 fiiggetlen legyen, el6 kell allnia 1/6-nak a
peremértékek, azaz 1/2 és 1/3 szorzataként. Ez természetesen igaz is, igy Xo és X3 fiiggetlen lesz.
Nézziik most meg X, és X4 kozos eloszlasat.

X\ X4 0 1 203
0 [1/6 0 1/3 0
1 0 1/3 0 1/6

Vegyiik észre, hogy amennyiben egy ilyen felirdsndl a tdblazatban 0 szerepel, a két valészinliségi valtozo
nem lehet fiiggetlen. Itt is ha Xo = 0és X, = 1, akkor P(Xo = 0) = 1/2és P(Xy, = 1) = 1/3, de az
egyiittes bekovetkezés valdszintisége P(X2 = 0, X4y = 1) = 0, és nem pedig 1/2 - 1/3. Tehat X5 és X, nem
lehet fliggetlen.
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Végiil vizsgaljuk meg X3 és X, egylittes eloszlasat:

Xs\X4| 0 1 2 3
0 0 0 1/6 1/6
1 |1/6 1/6 0 0
2 0 1/6 1/6 0

Figyeljiik meg, hogy ebben a tablazatban is szerepelnek 0 értékek, igy az el6z6 gondolatmenetet kovetve,
X3 és X, sem fliggetlen.

b) Szamoljuk ki most az egyes valdszinliségi valtozok kozotti kovarianciat. Mivel Xo és X3 fliggetlen, igy
kovarianciajuk nulla:
COV()(Q7 Xg) =0.

A masik két paros kovariancidjanak szamitdsahoz el6bb a szorzatuk varhaté értékét, ahhoz pedig szorzatuk
eloszlasat kell felirnunk. Nézziik el6szor X5 - X4 és X3 - X, lehetséges értékeit. Az egyiittes eloszlads alapjan
lathatd, hogy az el6bbi lehetséges értékei a 0, 1 és a 3, mig az utébbié pedig a 0, 1, 2 és 4. Igy a szorzatok
eloszldsa az aldbbiak szerint alakul.

X2 Xa { 1(/)2 1}3 1:;)6 ’ Xa - Xa { 1(/)2 1}6 1?6 1;16
Az eloszlasokbodl a varhato értékek a definicid szerint gyorsan szamolhatdak:
E(Xy -X4)=0-1/24+1-1/34+3-1/6=5/6,
E(X35-X4)=0-1/2+1-1/6+2-1/6+4-1/6=7/6.

Most, hogy megvannak a szorzatok varhatd értéke, igy a kovariancidkat — a mar szamolt egyenkénti varhatd
értékek segitségével — kiszamolhatjuk:
cov(Xo, X4) = B(Xy - X4) — E(Xy) - E(X4) =5/6 —1/2-3/2 = 10/12 — 9/12 = 1/12,
COV(Xg,X4) = E(Xg . X4) - E(X3) : E(X4) = 7/6 —1- 3/2 = 7/6 - 9/6 == —1/3.
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Osszefoglalva arra az eredményre jutottunk, hogy X, és X3 kovariancidja 0, mivel fiiggetlenek, X, és X,
kovariancigja 1/12. Igy a két valdszin(iségi véltozé értéke nem lehet fiiggetlen. Ez latszik is, hiszen X,
értékébol tudunk X, értékére kovetkeztetni. A kovariancia pozitiv értéke jelzi, hogy a két valdszintiségi
véltoz6 a varhat6 értékeik koriil inkdbb azonos, mint ellentétes irdnyban mozdulnak el. A (0,0) és (1,3)
értékek inkabb aldtdmasztjak, mig a masik két értékpar inkabb ellentmond a fenti magyarazatnak. A
kovariancia kapott értéke a két hatas aktualis sulyozasabdl adddik. Figyeljiik meg ezt az allitast a kozos
eloszlds tadblazatdn! Végiil X3 és X, kovariancidja viszont —1/3 lesz. A kovariancia értéke negativ is lehet!
Ez azt jelenti, hogy amennyiben az egyik értéke a varhatd értékénél nagyobb lesz, akkor a mdsik inkdbb a
varhaté értékénél kisebb értéket fog felvenni.

c) Végezetiil szamoljuk ki X3 + X, szordsat! Pontosabban az egyszerliség kedvéért el6bb az Osszeg
szorasnégyzetét szamitjuk ki. A szoérasnégyzet szamitasahoz elobb X3 és X, szorasnégyzetére lesz
sziikségiink, ezekhez pedig el6bb X2 és X? vérhat$ értéke sziikséges. Szdmitsuk ki el6bb ezeket a mdr
felirt eloszlasok alapjan!

B(X3)=02-1/3+12-1/3+2%-1/3 = 5/3,
B(X})=02-1/6+12-1/3+2%-1/3+3%-1/6 = 19/6.

A négyzetek varhato értékeibdl a szérasnégyzetek kiszamithatdak:
D?*(X3) =5/3 — 12 =2/3,
D*(X4) =19/6 —9/4 = 38/12 — 27/12 = 11/12.
Mivel X3 és X, nem fliggetlenek, az 6sszeg szorasnégyzetét a kovariancia segitségével irhatjuk fel:
D*(X3 + X4) = D*(X3) + D*(X4) + 2 - cov(X3, X4)
=5/3+19/6+2-(—1/3) =25/6.

Tehat X3 és X, Osszegének szdrasa /25/6 ~ 2,0412 lesz. Vegyiik észre, hogy mivel a kovariancia negativ,
igy az Osszeg szorasa kisebb lesz, mint fiiggetlen esetben. Tehat ha az egyik valdszinliségi valtozé a varhatd



E lecke oldal

értékénél nagyobb lesz, és ezt a mdsik egy a vartndl kisebb értékkel kompenzalja, akkor ez a kompenzdcid
az 6sszeg ingadozasat is csokkenteni fogja.

<=15.14. feladat

Aktivitas: Keressen példat olyan véletlen jelenségekre, ahol a jelenségeket leird valdszintiségi valtozdk
kovarianciaja negativ, és olyat is, ahol a kovariancia pozitiv.

15.15. feladat. A koordindta-rendszerben lévé origé kozéppontu egység sugart kor keriiletén vélasszunk
véletlenszer(ien egy pontot. Legyen X és Y a pont x és y koordinataja.

a) Szamoljuk ki a két valészintiségi valtozo kovariancidjat! 1 A

b) Igaz-e, hogy a két valtozd fiiggetlen?

Megoldds: Y
Vegyiik észre, hogy most is két olyan valdszintiségi @ R
valtozét kell vizsgdlnunk, melyek egy harmadik — 1

transzformaltjai. Ennek meglatasdhoz kossiik Ossze %0

a valasztott pontot az origdval. Legyen ¢ a kapott
szakasz és az x tengely dltal bezart szog. Mivel a
pontot a korvonalon vélasztjuk véletlenszertien, igy
az adott korivre valo esés valdszinlisége aranyos lesz a
koriv hosszaval, s ezaltal a korivhez tartozé kozponti
sz0g nagysagaval. A vdlasztott ponthoz tartozd ¢
sz0g, mint valoszinliségi valtozo, egyenletes eloszlasu
lesz 0 és 27 kozott. 15.3. dbra. A véletlenszertien vdlasztott A pont

koordindtdi X és Y. Irdnya o szoget zdr be
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A bevezetett ¢ valdszinliségi valtozd segitségével
irhatjuk fel mind X -et, mind Y-t az aldbbi mdédon:

X =cosyp és Y =singp.

Nem csak a két valdszinliségi valtozé, hanem a
szorzatuk is felirhat6 ebben az esetben transzformaltként:

X Y =cosypsing.

a) A kovariancia szamitdsdhoz ki kell szamolni X, Y és a szorzatuk vdrhatd értékét. Mivel ¢ egyenletes
eloszlasd, transzformdltjainak varhatd értéke az aldbbi, a 18. leckében megismert képlet szerint

szamithatd:
1 2m
E(h =— [ h(p)d
() = 5- [ Hle)de
0
El6szor szamoljuk ki X varhatd értékét:
1 7 1
L2
E(X) = E(cosg) = 27T/cosgpdgo = %[smgo](fr =0.
0
Hasonléan szamithatjuk Y varhaté értékét:
2m

1 1
E(Y) = E(sing) = 27T/singpdgo = %[— cos ]2 = 0.
0
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A szorzat varhat6 értékének szamitdsandl is alkalmazhatjuk a transzformalt varhaté értékének képletét:

2

1
E(X -Y) = E(cosgsing) = 2/cos<psing0dg0:
s
0

2m 2
1 1'2d 1 cos 2¢ 0
= 5 [ an2ede= || =0,
0

0

Megallapithatjuk, hogy nem meglep6 médon X, Y és szorzatuk varhaté értéke is 0 lett. Kovariancidjuk is
0 lesz igy, hiszen:
cov(X,Y) = E(X - Y) - E(X)-E(Y)=0—-0-0=0.

b) Vizsgaljuk meg most a két valtozo fliggetlenségét! Vegyiik észre, hogy mind X, mind Y —1 és 1 kozott veszi
fel az értékeit. Lathattuk az el6z6 példanal, hogy attol, hogy ugyanabbdl a valdszinliségi valtozobdl lettek
transzformadlva, még lehetnek filiggetlenek. Itt viszont az abrat megfigyelve a kovetkezdket vehetjiik észre:

2 2
Legyenx =y = 5 Ebben az esetben nem lehet egyszerre X = cosp és Y = sin ¢ is kisebb, mint — 5

azaz P(X < x ésY < y) = 0. Viszont kiilon-kiilén lehetnek, igy P(X < z) - P(Y <y) > 0. Ez azt jelenti,
hogy X és Y nem filiggetlen.
A fiiggetlenséget masképp is meggondolhatjuk. Kovetkeztethetiink-e X valamilyen értékébol Y értékére?
Mi van akkor, ha X értéke az 1-hez kézel van? Ekkor bizony Y értéke pedig a 0-hoz lesz kozel. gy a két
valtoz6 nem lehet fiiggetlen.

<=15.15. feladat

15-8. 6nall6 feladat: Legyen Y egyenletes eloszldsi a [0;1] intervallumon. Vegyilk az Y hirom
transzformaltjat: Legyen X; = 2-Y, Xy = 1 — Y, illetve X3 = Y?2. Szdmolja ki Y kovariancidjat a
transzformaltakkal!
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Leckezdard onellen6rzé kérdéssor

Legyenek X és Y olyan valdszinliségi valtozdk, melyek kovariancidja 0. Ebben az esetben
X ésY Osszegének szérasnégyzete megegyezik a szorasnégyzeteik 0sszegével.
X ésY 0Osszegének szérasnégyzete kisebb, mint a szérasnégyzeteik 6sszege.
X ésY Osszegének szérasnégyzete nagyobb, mint a szorasnégyzeteik 6sszege.
X ésY fiiggetlenek.

Legyenek X és Y olyan valdszinliségi valtozdk, melyek csak pozitiv értéket vehetnek fel. Ekkor a
kovarianciajuk

nem lehet negativ, nem meghatarozhatd, csak pozitiv lehet, lehet pozitiv és negativ
és 0 is.

A 32 lapos magyarkartya-paklib6l huzunk egy kartyat. Legyen X a huzott kirdlyok, Y a huzott 4szok szdma.
Mekkora lesz X és Y kovarianciaja?

0 1/64 ~1/64 1/8

N4

2
Tegyiik fel a legutolso kidolgozott feladatban, hogy ismerjiik X értékérdl, hogy kisebb mint \2[ Mekkora a

V2
valoszinlisége annak, hogy Y értéke is kisebb lesz, mint 7?

0 1 1/2 Nem kiszdmithaté.






E lecke oldal

16. Modulzaré feladatok

Start.

A modulzaré megolddsara 1 érdja van. Legalabb 4 tizedesjegy pontossaggal adja meg az eredményeket.

Egy dobdkockat kétszer elguritunk. Legyen X a dobott szamok Osszegének hattal valé osztds utdni
maradéka. Mennyi lesz X varhato értéke?

Egységnyi sugaru félkoriven valasztunk véletlenszertien egy pontot. Legyen X; a valasztott pont tavolsaga
a félkoriv egyik végpontjatdl. Mennyi lesz X varhato értéke?

Az el6z6 feladatban legyen X5 a vélasztott pont tdvolsdga a félkoriv mésik végpontjét6l. Mennyi lesz X% +
X2 szérésa?

Egység oldalt négyzet keriiletén valasztunk egy pontot véletlenszertien. Legyen X; és X, a pont tavolsaga
egy elore kivalasztott oldal két végpontjatdl. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy X; < 1 és Xy < 2?

Az el6z6 feladatban tegyiik fel, hogy X, kisebb mint 1. Mekkora lehet annak a valdszintisége, hogy X, is
kisebb lesz mint 1?

Egy vodorben négy darab hat- és ugyanennyi nyolcoldalid dobdkocka van. A vodorbdl véletlenszerien
huzunk két dobdkockat, majd elguritjuk éket. Adjuk meg a dobott szdmok Osszegének varhatd értékét!

Mekkora lesz az el6z6 feladatban a dobott szamok atlagdnak varhato értéke?
Négy Poisson, €s hat exponencidlis eloszlasu valdszintiségi valtozo fiiggetlen, s mindegyik varhaté értéke 4.

Adjuk meg 6sszegiik szérasat!

Két hatoldali dobdkockaval dobunk. Adjuk meg a dobott szdmok 6sszegének és dtlagdnak kovariancidjdt!
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Stop.
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17. A Markov- és a Csebisev-egyenlotlenség

Sok esetben el6fordul, hogy nem all minden informdci6 rendelkezésre ahhoz, hogy egy valdszintiséget pontosan
meg tudjunk hatarozni. Ilyenkor a valdszinliségi valtozé néhany jellemzéjének (varhaté érték, szoras)
ismeretében csupdn a valdszinliség becslésére szoritkozhatunk.

Ebben a fejezetben el6szor annak valdsziniiségére mutatunk fels6 becslést, hogy egy nem negativ értékl
valoszinliségi valtozo értéke nagyobb vagy egyenld, mint egy adott szam. Latni fogjuk, hogy ez a valdszinliség
nem lehet akdrmekkora, a varhaté érték alapjan adhaté ra egy fels6 korlat. Ez azt is jelenti, hogy a valészin(iségi
valtozd csak viszonylag kis valdszintiséggel vehet fel a varhato értékhez képest nagy értékeket.

Ezutan annak valdszintiségére adunk becslést, hogy a valdszintiségi valtozo a varhatd értéktdl legalabb egy
adott értékkel eltér. Ez is azt mutatja, hogy ttlsdgosan nem lehet eltérni a varhaté értéktdl, azaz a nagy eltérés
valoszintsége kicsi.

1-p

17.1. A Markov-egyenl6tlenség b
17.1. tétel:
Ha X olyan nem negativ értékeket felvevo
valdszinliségi valtozo, melynek van varhatd értéke,
és az a egy tetszbleges pozitiv valds szam, akkor 0

a

E(X E(X)
P(X >a)< (X) .
a

Bizonyitas: 17.1. dbra. A Markov-egyenlétlenség mérlege

egyenstlyban van. Ha egy stilyt jobbra szeretnénk

Az allitast kiilon-kiilén bizonyitjuk diszkrét, illetve X )
tolni, akkor egy mdsikat balra kell.

folytonos eloszlasu valészintiségi valtozodra.
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1. Legyen X a feltételeknek megfelel6 diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozd. A lehetséges értékei legyenek
x1,Z9,..., az ezekhez tartozd valdszinlségek pedig p1,ps,.... A bizonyitashoz felirjuk X varhaté értékét,
majd azt alulrdl becsiiljiik:

Zazk Pr > ka SpR > Za P =a- Zpk—a P(X >a).

TRp>a TE>a TE>a
Az alabbi egyenlétlenséget kaptuk, melybdl atrendezéssel adddik a tétel allitasa:

E(X)

E(X)>a-P(X >a) == P(X >a)< "

2. Legyen most X a feltételeknek megfelelé folytonos eloszlasu valdszintiségi valtozd, a stiriségfiiggvénye
pedig legyen f(x). Ugyanazt az eljardst fogjuk kovetni, mint diszkrét esetben:

E(X):/xf d:c—/ fa dx>/ f dx>/ ) do =
—a. / fa P(X > a).
Ugyanolyan egyenl6tlenséget kaptuk, mint az el6bb, most is dtrendezéssel adddik a tétel allitdsa:
E(X)>a-P(X>a) — PXza<Z,
a

A becslést az X > a tipusu, szigoru egyenl6tlenségre is alkalmazni tudjuk, hiszen

E(X)

P(X >a)<P(X >a)< a




LIKILS

17.1. feladat. Egy izzé élettartamat vizsgdljuk. Az élettartam eloszldsdrél nem tudunk semmit, csak hogy
varhato értéke 1000 dra.

a) Mekkora lehet annak a valdszintisége, hogy az izz6 eléri a 10000 ora élettartamot?

b) Hogyan valtozik az eredmény, ha feltételezhetjiik, hogy az élettartam eloszldsa exponencialis?

¢) Mit tudunk akkor mondani, ha tudjuk, hogy az élettartam eloszlasa egyenletes?

Megoldds:

a) Jeloljik X-szel az izzd élettartamat. Nem ismerjiik X eloszldsét, igy a kérdésben szereplé X > 10000

b)

valoszintiségét csak becsiilni tudjuk. Ahhoz, hogy a Markov-egyenl6tlenség segitségével becsiilni tudjunk,
két feltételnek kell teljesiilnie. Egyrészt X nem vehet fel negativ értéket, masrészt ismerni kell X varhatd
értékét. Mindkét feltétel teljesiil, hiszen élettartamrol 1évén szé X > 0, valamint £(X) = 1000.

Annak a valdszintiségét, hogy X > 10000, igy meg tudjuk becsiilni az aldbbiak szerint:

P(X >10000) < E(X) _ 1000
= = 10000 10000 °

Tehdt annak a valdszintisége, hogy az izz6 legaldbb 10000 éréig ég, legfeljebb 0,1. A kapott 0,1 csak egy
fels6 korlat a valdszintiségre: ennél lényegesen kisebb valdszintiségek is el6fordulhatnak.

Most vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor az élettartam eloszldsa exponencidlis. Mivel X vdarhaté értéke
ismert, az 6t leiré exponencidlis eloszlas A paraméterét is kiszamolhatjuk:

E(X) = 1000, tehat A= ——.
Az ismert \ paraméter segitségével felirhatjuk X eloszlasfiiggvényét:

_ 1—e T, hax>0;
F(z) = { 0 egyébként .

lecke oldal
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Igy, hogy X eloszlasa ismert, ki tudjuk szamolni az X > 10000 esemény valdszintiségét:

10000

P(X > 10000) = 1 — F(10000) = 1 — [1 — e~ om0 } —e 104541075,

Tehat annak a valdszintisége, hogy az izzd élettartama eléri a 10000 orat, koriilbelil 4 és fél ezred
szazalék. Vessiik Ossze ezt az értéket a Markov-egyenlétlenség segitségével kapott 10%-os értékkel. Ha
a valdszintiségi valtozonk eloszldsat nem ismerjiik, akkor akar tobb ezerszeres kiilonbségek is elgjohetnek
a fels6 korlat, és a tényleges valészintiség kozott.

¢) Mit tudunk mondani abban az esetben, ha tudjuk, hogy X eloszldsa egyenletes? Bar az adott eloszlds
élettartam esetén meglepd lehet, mégis vizsgaljuk meg a lehetéségeinket ebben az esetben. Ahhoz, hogy
egy egyenletes eloszlasu valészinliségi valtozot leirjunk, két paraméter megadésdra van sziikség: az a és
a b paraméter adja meg annak az [a;b] intervallumnak az alsé és felsé hatdrat, ahonnan a valdszintiségi
valtozonkat véletlenszertien valasztjuk. A jelenlegi X valdszinliségi valtozonak csak egy paraméterét, a
varhatd értékét ismerjiik, igy a és b kozott az alabbi 0sszefiiggést tudjuk felirni:
a+b

1000 = B(X) = ——. tehat a=2000—b.

Jelen formdban, a szdrds ismerete nélkiil pontosabb informdciénk nincs a és b-r6l. Két dolgot azonban fel
kell ismerni: egyrészt mivel élettartamrél van sz6, X értéke nem lehet negativ, azaz sziikségszertien a > 0.
Ezen kiviil mivel a a bal, és b a jobb oldali intervallum végpont, igy a < b. A két egyenlétlenséget Gsszevetve
kapjuk, hogy

0 < a <1000, valamint 1000 < b <2000.

Mit mond a legutols6 egyenl6tlenség? A b paraméter nem lehet 2000-nél nagyobb. Ez azt jelenti, hogy
X-et semmiképp nem valaszthatjuk 2000 feletti szamnak, hiszen nincs olyan, a feltételeknek megfelelé
[a; b] intervallum, amibdl ezt megtehetjiik. Ebbdl viszont kozvetlen kovetkezik, hogy

P(X >10000) = 0.

Tehdt 0 annak a valdszintisége, hogy ebben az esetben az izz4 élettartama eléri a 10000 érét.
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<=17.1. feladat

Aktivitas: Allitsunk 6ssze egy gondolatkisérletet annak meghatérozésara, hogy a haztartasunkban fellelhets
izzok élettartamainak eloszlasait valamilyen médon jellemezni tudjuk! Figyeljiik meg, hogy az egyes
izzotipusok esetén a gyartok miben mérik az élettartamot!

17.2. feladat. A helyi élelmiszer-ellaté iizletben sajtos baromfipdrizsit vdsarolunk. Az eladétél 15
dekagrammnyi felvagottat kériink. Tapasztalatbdl tudjuk, hogy a mérlegre keriilt darabok 6ssztomegének
varhaté értéke 18 dekagramm, de el6fordul, hogy 20 dekanal is tobb kertil oda.

a) Adjunk becslést annak a valdsziniiségére, hogy a kimért sajtos baromfiparizsi tomege eléri a 20
dekagrammot!

b) Hogyan becsiilhetjiikk ezt a valdszintiséget, ha tudjuk, hogy a kiadott aru tomege mindig eléri a 15
dekagrammot?

¢) Szdmoljunk utdna az eredménynek, ha tudjuk, hogy a boltos mindig 18 szeletet vag, s az egyes szeletek
tomege fiiggetlen, és normalis eloszlast kovet 2 gramm szdrassal.

Megoldds:

a) Jeldlje az X valészinliségi valtozo az eladd altal kimért dru tomegét. Lathatjuk, hogy X nem lehet negativ,
hiszen a tomeg sosem negativ. Mivel nem ismerjiik X eloszldsat, de ismerjiik a varhato értékét, becstilhetjiik
az X > 20 esemény valdszintiségét a Markov-egyenlétlenség segitségével:

18
P(X >20)<—=0)9.
(X >20) < 35 =09

Ez azt jelenti, hogy annak a valdszin(isége, hogy 20 dekdndl tobb pdrizsit kapunk, legfeljebb 90% lehet.
Természetesen ahhoz, hogy ilyen nagysagrendi valdszintiséget elérjiink, néha nagyon kevés parizsit kell
kapnunk, amit azért nehezen lehet elképzelni.
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b) Mi a helyzet abban az esetben, ha tudjuk, hogy mindig megkapjuk legalabb az dltalunk kért 15 dekagramm
parizsit. Miként tudjuk ezt az 4j informéciot felhasznalni arra, hogy a becslésiinket pontositsuk? Hivjunk
segitségiil egy 1j valoszintiségi valtozét. Legyen

Y =X — 15, azaz X=Y+15.
Mivel X > 15, igy Y > 0, azaz Y-ra hasznalhatjuk a Markov-egyenlGtlenséget. Szamitsuk ki Y varhato
értékét:
E(Y)=E(X —15) = E(X)—15=3.

A varhato érték ismeretében mar alkalmazhatjuk a Markov-egyenlé6tlenséget:
P(X>20)=P(Y +15>20)=P(Y >5) < g =0,6.

Lathatjuk, hogy egy 1j informdci6 tudatdban a becslést pontositani tudjuk. Annak a valészintisége, hogy 20
dekanal tobb felvagottat kapunk, legfeljebb 60% lehet.

c) A feladat utolsé részében a valdszinliség szamitdsat egy pontosabb modell szerint végezziikk. Az
eseményeket most nem egy, hanem 18 valdszintiségi véaltozo segitségével irjuk le. Az X valdszintiségi
valtozo lesz a 18 6sszege. Ismerjiik X varhatd értékét, ami 18. Szdrdsat is kiszamolhatjuk, hiszen minden
egyes szelet tomege fliggetlen és szérdsa o = 0,2 dekagramm, igy 6sszegiik szorasa:

D(X)=+n-0=118-02~ 0,8485.

Normalis eloszlast valdszinliségi valtozok Osszegének eloszlasa is normadlis lesz. Ez azt jelenti, hogy X
is normadlis eloszlasu lesz 18 varhatd értékkel, és /18 - 2 szdrdssal. Ki tudjuk ekkor szdmolni pontosan a
kérdezett valdszintiséget:

20 — 18
0,8485
Tehdt annak a valdszintisége, hogy 20 dekagrammnal tobb felvagottat kapunk, kicsit kevesebb, mint 1%.

Ez lényegesen kevesebb, mint a becsléssel kapott két fels6 hatar, bar itt nem feltételeztiik azt, hogy a 15
dekagrammot mindenképp megkapjuk.

P(X>20)~1—-® ( > ~1— ®(0,2357) ~ 0,0092.
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<=17.2. feladat

Aktivitas: Figyeljiik meg, és modellezziik a boltban torténé kiszolgalast a felvagottas pultnal! Jegyezziik le a
kapott druk tomegét, s becsiiljiik meg a tomeg varhaté értékét, s annak a valdszintiségét, hogy egy nagyobb
értéket atlép. Hasonlitsuk 0ssze a kapott eredményeket a feladat eredményeivel!

A Markov-egyenlétlenség segitségével feliilr6l tudjuk becsiilni annak a valdszintiségét, hogy a nemnegativ
valdszinliségi valtozénk egy bizonyos értéket elér. Azdltal, hogy ezt a P(X > a) valészintiséget feliilr6l tudjuk
becsiilni, a P(X < a) valdsziniiséget is becsiilhetjiik, méghozzd alulrdl:

17.2. tétel:

Ha X olyan nem negativ értékeket felvevd valdszinliségi valtozd, melynek van varhato értéke, és a egy
tetszOleges pozitiv valos szam, akkor

E(X)

P(X<a)>1-
a

Bizonyitas: A tétel bizonyitasdhoz a Markov-egyenl6tlenség mindkét oldalat —1-gyel szorozzuk meg. Figyeljiink
arra, hogy ekkor az egyenl6tlenség irdnya megvaltozik:

E(X)

—P(X>a)>—
(X za)2 -

Adjunk hozza mindkét oldalhoz 1-et, s alakitsuk at a bal oldalt.

E(X)

P(X<a)=1-P(X>a)>1-
a

Az egyenl6tlenség két végét dsszehasonlitva a tétel allitasat kapjuk. O
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E(X)
a

17-1. 6ndll6 feladat: Lassuk be, hogy az X < a esemény valdszinliségét is 1 — -val tudjuk alulrdl

becsiilni!
17.3. feladat. Az X valészinliségi valtozd varhatd értéke 8, szdrdsa 2.

a) Adjunk becslést annak a valdszin(iségére, hogy X? értéke kisebb, mint 144.
b) Mi a vélasz, ha tudjuk, hogy X eloszldsa normalis?

¢) Mi a helyzet, ha X eloszlasa egyenletes?

Megoldds:

a) Az X? < 144 esemény valdszin(iségét kérdezi a feladat. Mivel az X? mint valdszin(iségi valtozé nem
lehet negativ, ezért a valdszinliség becslésére alkalmazhatjuk a Markov-egyenl6tlenséget. Viszont az
egyenl6tlenség alkalmazdsdhoz el6bb X? varhatd értékét kell kiszdmolnunk X szérdsianak és vdrhatd
értékének segitségével. Elevenitsiik fel a szordsnégyzet definiciojat:

D*(X) = E(X? — E*(X).
A definiciébdl X? varhaté értéke kifejezhetd:
E(X?) = E*(X)+ D*(X) =8>+ 22 =68.
Mivel X? vérhaté értékét kiszdmoltuk, alkalmazhatjuk az X? < 144 egyenlStlenség valdszintiségének

becslésére a Markov-egyenl6tlenséget:

68 19
P(X?<144) >1— — = — ~0,5278.
(X7 <144) 2 1= 777 = 36 ~ 05278
Tehét annak a valdsziniisége, hogy X? értéke kisebb, mint 144, nem lehet kevesebb, mint 52,78%. A konkrét

valoszintliség értékek ennél csak nagyobbak lehetnek.



E lecke a oldal

b)

c)

Mi a helyzet akkor, ha tudjuk, hogy X eloszldsa normélis? FEbben az esetben X? eloszldsét is
meghatarozhatjuk, de egyszer(ibb, ha belegondolunk abba, milyen X értékek esetén lesz X? értéke kisebb,
mint 144: X ekkor nem lehet 12-nél nagyobb, de —12-nél kisebb sem! Tehat —12 < X < 12 kell, hogy
legyen. Mivel X eloszldsa normadlis annak a valdszintiségét kiszdmolhatjuk, hogy X —12 és 12 kozé esik:

) 1238 ~12-8
P(X*<144)=P(-12<X <12)=0 | —— | — 2| ——
= ®(2) — B(—10) ~ 0,9772 — 0 = 0,9772.

Tehat annak a valdszin(isége, hogy normadlis eloszlds esetén X2 értéke kisebb, mint 144, majdnem 98%.
Vessiik 0ssze a becslés értékével: a kapott valdszinliség joval nagyobb 0,5278-ndl.

Vizsgaljuk meg most azt az esetet, amikor X eloszlasardl tudjuk, hogy egyenletes. Mivel az eloszlas varhato

/////

hogy a varhato érték és a szoras képleteit felirjuk:

a+b b—a
8=FE(X)= , 2=D(X)=—.
A két felirt egyenletben csak a és b ismeretlen, igy azok meghatarozhatéak:
a=8—2v3=45359, b=8+2v3=11,4641.

Ez azt jelenti, hogy mivel X egyenletes eloszlasu, 4,5 és 11,5 kozott valasztjuk véletlenszertien. Ebben az
esetben viszont X mindenképp —12 és 12 kozott lesz:

P(X?<144) = P(-12< X <12) = 1.

Tehat annak a valdszin(isége, hogy X2 értéke 144 alatt lesz ebben az esetben 1. Léthatjuk, hogy ugyan
a Markov-egyenlétlenséggel végzett becslés itt is teljesiil, a tényleges valdsziniiség nagyon messze van a
becslés dltal szabott hatdrtol.

<«=17.3. feladat
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Leckezdard onellen6rzé kérdéssor

Az X > 10 esemény valoszintiségét Markov-egyenlétlenség segitségével becsiiltiik. Az eredmény —2 lett.

Az eredmény nem jo, mert a valdszinliség mindig 0 és 1 k6zotti szam.

Az eredmény jo, mert a Markov-egyenl6tlenség a vizsgalt eseményre egy alsé korlatot ad.

Az eredmény jo, ha a Markov-egyenlé6tlenség a vizsgalt eseményre egy felsé korlatot ad.

Az eredmény nem jo, mert a Markov-egyenl6tlenség a vizsgalt eseményre egy felsé korlatot ad.
Egy termék élettartamat egy valoszinliségi valtozoval probaljuk leirni. A valdszintiségi valtozé eloszlasardl
nincs pontosabb informaciénk. Markov-egyenl6tlenséggel becsiilve mekkora lehet annak a valdszintisége,
hogy a terméket a varhaté élettartamdanak legaldbb dupldjaig fogjuk tudni hasznalni?

1 1

<2 > — < — > =2

< Z 3 < 3 >

Egy lakas téli flitéskoltségének varhato értéke 200000 forint. Markov-egyenl6tlenséggel becsiilve mekkora
lehet annak a valdszinlisége, hogy egymillié forintbdl ki tudjuk fizetni a jovo téli fitést, ha a koltség

nagysdganak eloszldsat nem ismerjiik?

~ 1 <5H > <

[S2 NN
ot =

Adjunk becslést a Markov-egyenl6tlenség segitségével annak a valdszinliségére, hogy hat kockadobds
eredményének Osszege legalabb 30! Vegyiik figyelembe, hogy mennyi a legkisebb dobas értéke!
7 3 5 3
< — > < - < =
— 10 — 10 -8 -

Tizenhat szamot vélasztunk egymadstodl fliggetleniil, véletlenszer(ien a [0; 2] intervallumbél. Mekkora lehet
annak a valészintisége, hogy a valasztott szadmok atlaga 2-nél kisebb lesz.

1 7 1

- > — <= =1
8 -8 -2

<
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17.2. A Csebisev-egyenl6tlenség

A Markov-egyenlétlenséget akkor hasznalhattuk bizonyos valdszintiségek becslésére, ha az ismeretlen eloszlast
valdszinliségi valtozd nem vehetett fel negativ értéket, valamint ismertiik a varhaté értékét. Elé6fordulhat, hogy
az ismeretlen eloszlasu valdsziniiségi valtozénak nem csak a varhat6 értékét, hanem a szorasat is ismerjiik.
Ebben az esetben tudunk korlatokat adni bizonyos valdszintiségekre akkor is, ha a valdszintliségi valtozo értéke
negativ értéket is felvehet. Erre szolgadl a most targyalandé Csebisev-egyenl6tlenség. Emlékezziink vissza: a
valdszinliségi valtozo értékeinek a varhatd értéktol vald eltérését a szorassal jellemezziik. A kovetkezokben azt
fogjuk latni, hogy a varhaté értéktdl a szdérds sokszorosdval valé eltérés valdszinlisége nem lehet barmekkora, a
nagyobb eltérés valdszintiségének fels6 korlatja van.

17.3. tétel: Legyen X olyan valdszintiségi valtozd, melynek van varhatd értéke és szorasa, legyen tovabba A

tetszbleges pozitiv szam. Ekkor
1
P(X = E(X) 2\ D(X)) < 15
Bizonyitas:

A bizonyitashoz a Markov-egyenlétlenséget fogjuk felhasznalni. Az ott szereplé nemnegativ Y valdszintiségi
valtozo legyen az X transzformaltja:
Y = (X — E(X))*.

Y -nak létezik a varhat6 értéke, hiszen
E(Y)=E|[(X — E(X))*] = D*(X).

Err6l tudjuk, hogy létezik, hiszen X-nek van szérdsa, igy szordsnégyzete is. Alkalmazhatjuk tehdt a
Markov-egyenl6tlenséget. A Markov-egyenlétlenségben 1évé a szam legyen:

a=\.D*X).
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Igy felirva a Markov-egyenl6tlenséget:

E(Y) E[X-EX))? _ D*X) 1
- - 2 > 2 . 2 < = = = —,
P(Y > a) P((X E(X))2> 2. D (X)) <= DT DK =
A bal oldal atalakitashoz haszndljuk fel, hogy
(X — E(X))? > \2- D*(X) akkor és csak akkor teljestil, amikor |IX —E(X)|>X-D(X).

A jobb oldal egyszertsitéséhez pedig felhasznalhatjuk azt, hogy
E[(X - B(X))?] = D*(X).
A tétel dllitasa igy adddik. O

A Csebisev-egyenlétlenséget gyakran alkalmazzuk annak becslésére, hogy az X valdszinliségi valtozo értéke
milyen valdszintiséggel esik egy adott, varhat6 érték koriili szimmetrikus intervallumba. Ez az esemény a
Csebisev-egyenl6tlenségben szereplének a komplementere, igy az egyenl6tlenséget az alabbi, az eredeti alakkal
ekvivalens formaban hasznaljuk:
1

P(|X-EX)|<A-DX))>1- -
A Csebisev-egyenl6tlenséget fel tudjuk irni olyan formdban is, amikor a varhat6 értéktdl vald eltérés nem a
szo6rds tobbszoroseként van megadva, hanem 6nmagédban. Ekkor az ¢ = A\ - D(X) helyettesitést haszndlva az
egyenl6tlenség alabbi formait kaphatjuk meg:

P(X - EX)|[=e) <

P(X -E(X) <e)>1-
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17-2. 6ndll6 feladat: Lassuk be, hogy a Csebisev-egyenlotlenség segitségével a > ¢ és < ¢ tipusu
egyenl6tlenségek valdszintiségét is becsiilni tudjuk!

17.4. feladat. Az X valdszinliségi valtoz6 varhaté értéke 10, szordsa pedig 5. Adjunk becslést annak a
valoszintiségére, hogy

a) X értéke legfeljebb —5, vagy legalabb 25,

b) X értéke 5 és 15 kozott van,

c) X eltérése a varhato értékétdl legalabb 20,

d) X eltérése a varhato értékétol 20-nal kevesebb,

e) X eltérése a varhato értékétdl legalabb a szérasanak haromszorosa,

f) X eltérése a varhato értékétdl legfeljebb a szorasanak masfélszerese.

Szamoljuk ki a valdszinliségeket azokban az esetekben is, amikor X eloszldsa normalis, illetve egyenletes!

Megoldds: El6szor X eloszlasa legyen ismeretlen. Mivel X varhato értékét és szorasat ismerjiik, alkalmazni
tudjuk a Csebisev-egyenl6tlenséget. Mivel X értékeir6l nem tudjuk, lehetnek-e negativak, nem alkalmazhatjuk
a Markov-egyenl6tlenséget. A Csebisev-egyenl6tlenség alkalmazédsdhoz a becsiilend6 valészintiségek formdja
csak P(|X — E(X)| < ...)vagy P(|X — E(X)| > ...) alaku lehet.

a) A feladat azt kérdezi, mikor teljesiil az X < —5 vagy az X > 25 események koziil az egyik. A —5-nél kisebb
és a 25-nél nagyobb szdmok 10-t6l legaldbb 15 egységnyi tavolsagra vannak, azaz

P(X < —5vagy X > 25) = P(|X — 10| > 15) = P(|X — E(X)| > 15).

Ezt a valoszinlséget viszont mar Csebisev-egyenlGtlenség segitségével becsiilni tudjuk. Az ¢ = 15 és
D(X) =5, igy
D*(X) 5% 1
P X —-—FEX) >15) < =—=-.
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Kaptunk tehat egy felsé korlatot annak a valdszintiségére, hogy X értéke legfeljebb —5 , vagy legalabb 25.
Ez a valdszinliség nem lehet %—nél nagyobb. Tudatositsuk azt, hogy ismeretlen eloszlas esetén a vizsgalt
esemény valoszintiségét nem fogjuk tudni meghatarozni. Az % nem az esemény valdszinilisége, hanem arra
egy felsé korlat.

b) A kovetkezd kérdés esetén annak a valdszintiségét vizsgaljuk, hogy az X valdszintiségi valtozd 5 és 15 kozé
esik. Tehdt annak a valdszintliségét keressiik, hogy X az [5;15] intervallumba esik. Amennyiben sikeriilt
megoldani az 6nallé feladatot, lathatjuk, hogy lényegtelen az, hogy a vizsgdlt intervallum nyitott lesz-e
vagy zart, a becslés eredményén ez nem valtoztat. Ha X ebbe az intervallumba esik, akkor a varhaté
értékétol, 10-t6]l maximum 5 egységre keriilhet, tehat

P(5 < X < 15) = P(|X — E(X)| < 5).

Igy sikeriilt a kérdéses kifejezést olyan formdra hozni, melyet mar alkalmazhatunk a
Csebisev-egyenl6tlenségnél:
D*(X) 52

—1-—=0.
g2 5

P(X —BE(X)|<5)>1—

Tehdt azt kaptuk, hogy annak a valdszintisége, hogy X értéke 5 és 15 kozott van, legaldbb 0. Ezt eddig is
tudtuk, tehat a Csebisev-egyenlétlenség alkalmazasaval nem kaptunk tij informéciot.

¢) Adjunk becslést most annak a valdszintiségére, hogy X eltérése a varhatd értéktdl legalabb 20. A
feladat szovege alapjan rogton olyan formdban tudjuk felirni a kérdéses valdszinliséget, melyre a
Csebisev-egyenlétlenség kozvetleniil alkalmazhatd:

521
PlX -—FEX)>20) < —=—.

Tehat annak a valdsziniisége, hogy a valdszinliségi valtozd eltérése a varhatd értéktdl legalabb 20, legfeljebb
6,25% lehet. Vegyiik észre, hogy itt nem haszndltuk fel azt az informdcidt, hogy X varhaté értéke 10.
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d) Keressiink most becslést annak a valészintiségére, hogy X eltérése a varhatd értékét6l 20-nal kevesebb.
Ismét olyan formaban tudjuk felirni a kérdéses valdszintiséget, melybdl a becslés kozvetlen elvégezhetd.

5 15

P(|X - E(X 20021 — —==—.

Itt most fels6 korlat helyett alsé korlatot talaltunk. Annak a valészintisége, hogy a valdszintiségi valtozonk
eltérése a varhato értéktdl kisebb, mint 20, legaldbb 93,75%. A valdszinliségi valtozonk varhato értékét
ebben az esetben sem hasznaltunk fel. Ez az eset az el6z6 eset komplementere: mig az el6z6 eseményt
feliilrdl becstiltiik 1/16-dal, addig az ellentettjét alulrdl becsiiljiik 15/16-dal.

e) Vizsgaljuk most annak a valdszintiségét, hogy a valdszinliségi valtozo eltérése a varhato értékétol legalabb
a szérdas haromszorosa. Most ismét pontosan olyan tipusu esemény valdszinliségét keressiik, melyet
Csebisev-egyenl6tlenséggel becsiilni tudunk:

1

P(X ~ B(X)| 23 D(X)) < = .

Itt a tételben szerepld \ értéke 3 lesz, s a valdszinliségre azt mondhatjuk, hogy legfeljebb 1/9. Ebben az
esetben az X valdszinliségi valtozonak sem a varhato értékét, sem a szordsat nem hasznaéltuk fel. Jegyezziik
meg viszont, hogy az egyenl6tlenség csak akkor miikddik, ha mind a varhaté érték, mind a szoras létezik.

f) Végezetiil becsiiljiik meg annak a valdszintiségét, hogy X eltérése a varhato értékétol legfeljebb szdérasanak
masfélszerese. Ismét tudjuk haszndlni a Csebisev-egyenl6tlenséget, A = 1,5, és sem a varhatd értéket, sem
a szorast nem hasznaljuk:

5
P X—-FX)|<15-DX))>1——=-—.
(X = B(X)| €15-DX) > 1= 1= ¢

Tehat legaldbb 55,56% annak a valdszintisége, hogy X eltérése a varhato értékétdl legfeljebb a szérasanak
masfélszerese.
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Nézziik meg a feladat megoldasat akkor, ha tudjuk, hogy X eloszldsa normalis. Mivel normalis eloszlds esetén
a valdszinliségek szamitasat mar bévebben targyaltuk, itt csak vazlatosan irjuk fel az eredményeket:

~5-10 25 — 10
) P(X<—5vagyX>25):P(X<—5)+P(X>25)=q>()+1—<I>< >:

) )
=P(-3)+1-0(3)=2-2-d(3) ~2—2-0,99865 = 0,0027.
15—-10 5—10
b) Pb<X<15) =90 3 3
=®(1) — d(—1) ®(1)-1~2-0,8413 — 1 =0,6827.

A P(|X - EX)| < ...)vagy P(|]X — E(X)| > ...) alaku valészintiségeket vissza kell alakitani a fenti két
formadra, igy tudjuk normalis eloszléds esetén az értékeiket kiszamolni:

©) P(|X — E(X)|>20) = P(X < —10vagy X > 30) = P(X < —10) + P(X > 30) =

)=
:q)(—lo; o) (30—10) B(od) 41— D) =

=2-2.9(4)~2-2-1=0.
d) P(|X — E(X)| <20)=P(-10 < X <30) =

30 - 10 —10-10
() 0 () e

=2 d(4)—1~2-1-1=1.
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e) P(|X —E(X)|>3-D(X))=P(X < -5vagy X >25) = P(X < —5)+ P(X > 25) =

:q><_55_10>+1—<1><25;10> =®(=3)+1-2(3) =

=2-2.3(3)~2—2-0,99865 = 0,0027 .
P(|X — E(X)| <15 -D(X)) = P25 < X < 17,5) =

:@(”5 ) ( ) B(15)  B(-15) =

=2-9(1,5) —-1~2-0,9332 -1 =0,8664.

Az utolsé két részfeladatndl az eredmény fiiggetlen a varhaté érték tényleges értékétol!

17-3. 6ndll6 feladat: Oldjuk meg az utolsé két részfeladatot X varhato értékének és szérasdnak felhaszndldsa
nélkiil!

A feladat utolsé részében a valdszinliségértékeket egyenletes eloszlds esetén hatarozzuk meg. Emlékezziink
arra, hogy egyenletes eloszlds esetén egy adott [a;b] intervallumbdl valasztunk egy szdmot véletlenszertien.
Mivel tudjuk a valdszin(iségi valtozonk varhatd értékét és szorasat, a és b értékét meghatdrozhatjuk:

a-+b b—a
10=FE(X) = , 5=D(X) = .
2 V12

A Kkét felirt egyenletben csak a és b ismeretlen, igy azok meghatarozhatoéak:
a=10—5v3 = 1,3397, b =10+ 5v/3 = 18,6603 .

Figyeljik meg a kovetkez6t: a és b tdvolsdga a varhatd értéktél (10) egyarant a szords (5) konstans-,
pontosabban /3 ~ 1,7321-szorosa. Az eredmények segitségével az aldbbi részfeladatokat azonnal meg tudjuk
oldani:
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a) P(X < —5vagy X > 25) =0.

c) P(|X — E(X )]220):P(X<—10vagyX230):0.

d) P(|X — E(X)| <20) = P(-10 < X < 30) =

e) P(|X - E(X)| >3-D(X)) = (X§—5vagyX225):O.

A maradék két esetben a vizsgdlt intervallum az [a; b] intervallumon beliilre esik, igy geometriai valdszintiségi
mezd segitségével meg tudjuk oldani a feladatot. A halmaz mérete, ahonnan X értékét vélasztjuk, b — a =

5v/12 = 10v/3 lesz, ezért

15-5

1
b POHh< X <15 = = —=0,5774.
) (5<X <15) = — 70
17,5 -25 3
H P(X -~ E(X)| <15-D(X)) = P25 < X <17.5) = — "= \2[ ~ 0,8660
Foglaljuk 6ssze tablazatban a kapott eredményeket:
esemény \ eloszlas normalis egyenletes ismeretlen
a) X < -—5vagy X > 25 0,0027 0 <1/9
b) 5<X <15 0,6827 0,5774 >0
0 |X - E(X)>20 0 0 <1/16
d) |X - E(X)| <20 1 1 > 15/16
e |X—EX)| >3 DX) 0,0027 0 <1/9
) I X—-EX)<15-DX)| 08664 0,8660 >5/9

Figyeljik meg a kapott eredményeket. Lathatjuk, hogy a Csebisev-egyenlé6tlenség altal szabott korlatot

mindegyik valdszinliség betartja. Azt is figyeljiik meg, hogy ez a korlat altaldban csak egy nagyon durva
becslésre ad lehetGséget. =17.4. feladat
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Aktivitas: Dobdkocka segitségével ellendrizziik le a Csebisev-egyenl6tlenséget a A = 1,5 esetben. Legyen
X négy egymas utan dobott szdm atlaga. Készitsiink mérési jegyzokonyvet, €s vizsgaljuk meg azt, hogy a

tanultak teljesiilnek-e.

A Csebisev-egyenlStlenséget nem csak a valdszintiségi valtozd varhaté értékére szimmetrikus intervallumba
torténd esés vizsgalatanal tudjuk alkalmazni. A kérdéses intervallumot alkalmasan szimmetrikussa bovitve
vagy szlkitve becsiilhet6 annak a valdszintisége, hogy a valdszintliségi valtozo beleesik.

17.5. feladat. Az X valdszintiségi valtozd varhato
értéke 10, szorasa pedig 5. Adjunk becslést annak a
val6szintiségére, hogy

a) X értéke 0 és 20 kozé esik,
b) X értéke 0 és 100 kozé esik,

c) X értéke pozitiv!
Megoldds:

a) Az els6 részfeladatban egy olyan intervallumot
vizsgdlunk, mely szimmetrikus a varhato értékre.
Ebben az esetben a Csebisev-egyenl6tlenség
tovabbi becslés nélkiil alkalmazhato:

P(0 < X <20) = P(|X — E(X)| < 10)
52
>1——= .
>1 102 0,75
Tehat annak a valdszintisége, hogy X az adott
intervallumba kertil, legaldbb 75%.

X>0
(o,
]
0 E(X) 20
(e, O

0<X<20

17.2. édbra. A vdrhaté értékre aszimmetrikus
(0; 00) intervallumot behtizzuk a (0;20)-ra, ami
a vdrhato értékre mdr szimmetrikus. Mindig
a vdrhato értéktdl tdvolabbi véget (oo) hozzuk
kozelebb.
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b) Adjunk becslést most annak a valdszintiségére,

hogy X értéke 0 és 100 kozé esik. Lathatjuk, hogy a [0;100] intervallum nem szimmetrikus a
varhat6 értékre, hiszen az egyik végpont 10, a masik 90 egységre van a varhatd értékt6l, a 10-t6l. A
Csebisev-egyenl6tlenséggel csak akkor tudunk dolgozni, ha ez az intervallum szimmetrikus. Figyeljiik meg
azt, hogy mivel a varhaté érték az intervallumba beleesik, ezért a kérdéses valdszinliségre alsé korlatot
fogunk taldlni. Az intervallumot ezért ugy érdemes a vdrhaté értékre szimmetrikussd tenni, hogy az
Uj intervallum az eredeti intervallum része legyen. El kell azt keriilniink azonban, hogy a csokkentett
intervallum tul kicsi legyen. A cél érdekében a vizsgdlt tartomanyt ugy alakitjuk at, hogy a varhato értéktdl
tavolabbi végpontjat olyan kézel hozzuk a varhaté értékhez, mint a masik végpont. fgy a két végpont
egyenld tavolsagra lesz a varhatd értéktdl. Tehat a 100-as végpontot, ami 90 egységnyi tdvolsdgra van, 10
egység kozel kell hoznunk. Ezzel viszont az intervallum méretét csokkentettiik, annak a valdszinlisége igy,
hogy X beleesik, csokkenhet:

P(0 < X < 100) > P(0 < X < 20) > 0,75.

Annak a valészintiségét, hogy X a korrigdlt [0;20] intervallumba esik, mdr megbecsiiltiik, és egy als6
korlatot kaptunk rd, ami 75% volt. Ebben az esetben sem kapunk jobb eredményt, az alsé korldt itt is
75% lesz.

¢) Annak a valdszinliségét, hogy X pozitiv, az el6z6ekhez hasonléan tudjuk becsiilni. Itt viszont nem egy
véges, hanem egyik irdnyban végtelen [0; co) intervallumba vald keriilés valdszintiségét vizsgaljuk. Hasonlé
modszerrel élve most a co-ben 1év6 pont lesz a tdvolabbi, ezt hozzuk 10 egység tavolra a varhato értékhez.
Az intervallumunk sajdt részintervallumara csokkent, tehat

P(X>0)=P0<X<o0)>P0< X <20)>0,75.

Lathatjuk, hogy annak a valdszintiségét, hogy X pozitiv, hasonléan 75%-kal tudjuk becsiilni alulrdl. Ugyan
a hdrom vizsgalt intervallum hosszisaga 1ényegesen eltér, mégis csak ugyanazt a becslést tudjuk arra adni
a Csebisev-egyenl6tlenség segitségével, hogy a valdsziniiségi valtozd beleesik.

<=17.5. feladat
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17-4. 6ndllo feladat: Az X valdszinliségi valtozd varhatd értéke 8, szérdsa pedig 6. Adjunk becslést annak a
valészintiségére, hogy X értéke kisebb, mint —4!

17.6. feladat. A helyi élelmiszer-ellaté {izletben sajtos baromfipdrizsit vasarolunk. Az eladé6tol 15
dekagrammnyi felvagottat kériink. Tapasztalatbol tudjuk, hogy a mérlegre keriilt darabok 6ssztomegének
varhato értéke 18 dekagramm, de el6fordul, hogy 20 dekanal is tobb keriil oda.

a) Adjunk becslést annak a valdsziniiségére, hogy a kimért sajtos baromfiparizsi tomege eléri a 20
dekagrammot!

b) Szdmoljunk utdna az eredménynek, ha tudjuk, hogy a boltos mindig 18 szeletet vag, s az egyes szeletek
tomege fiiggetlen, de ismeretlen eloszlast kovet 2 gramm szdrassal.

Megoldds:

a) Az elsé részfeladatot az el6z6 leckében tanult Markov-egyenl6tlenség segitségével oldhatjuk meg, mivel a
kapott dru X tomegének szérdsat nem ismerjiik, viszont tudjuk, hogy mindenképp pozitiv lesz:

18
P(X>20)< —=09.
(X >20) < 5= 09

Tehdt azt kapjuk, hogy annak a valdszintisége, hogy 20 dekagrammnal t6bb périzsit kapunk, legfeljebb 90%
lehet.

b) A madsodik részfeladatban tobbletinformdciokat kaptunk. Egyrészt 18 szelet pdrizsit kapunk, mdasrészt
mindegyik szelet parizsinak azonos a tomegeloszlasa, és a tomeg szorasa is megegyezik: 2 gramm. Ebbél a
szeletek 0ssztOmegének szorasat is kiszamolhatjuk, hiszen fiiggetlen valdsziniiségi valtozdk 6sszegérol van
sz0, n = 18, és o0 = 0,2, igy

D(X)=+/18-0,2 ~ 0,8485.
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Igy mar X egy olyan valészintiségi véltozé lesz, melynek mind a varhaté értékét, mind a szérdsat ismerjiik.
Ebben az esetben a P(X > 20) valdszintiséget becstilhetjiik Csebisev-egyenlétlenség segitségével. A vizsgdlt
esemény azt nézi, hogy mikor esik X a (20;00) intervallumba. Ez nem lesz szimmetrikus a varhaté
értékre, ami 18. A varhato érték az intervallumon kiviil esik, igy a valészintiséget feliilrél fogjuk becsiilni,
ezért a kérdéses intervallumot novelve, a noveltet kell majd feliilr6l becsiilniink. Ahhoz, hogy a (20; c0)
szimmetrikus legyen a 18-ra, hozz4 kell venni a (—oo; 16) intervallumot. Igy a vizsgalt intervallumba valé
esés valoszintisége novekedhetett:

P(X >20) < P(X >20vagy X < 16) = P(|X — E(X)| > 2).

A kapott formara mar kozvetlen alkalmazni tudjuk a Csebisev-egyenl6tlenséget:

D*(X) 18-0,2?

P(IX - B(X)| > 2) < —; =

=0,18
Az egyenlétlenség elejét és végét Osszeolvasva azt kapjuk, hogy

P(X >20) <0,18.

Tehat annak a valdszinlsége, hogy az eladd 20 dekagrammnal tobb felvagottat ad, nem lehet tobb, mint
18%. Gondoljunk bele, hogy a modelliink kis pontositdssal lényegesen erdsebb fels6 korlatot adott (85%
helyett 18%) a kérdéses valdszintiségre.

<=17.6. feladat

17-5. 6ndll6 feladat: Vizsgdljuk meg, miként valtozik az el6z6 feladat b) részének megolddsa, ha a szeletek
szamat valtoztatjuk ugy, hogy a tobbi paraméter fixen marad.
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17.7. feladat. Az X valészinliségi valtozé varhatd értéke és szérasa 2. Mekkora lehet annak a valdszintisége,
hogy X2 legaldbb 16?

a) Adjunk becslést Markov-egyenl6tlenség segitségével!

b) Készitsiink becslést a Csebisev-egyenl6tlenséget hasznalval

¢) Vizsgaljuk meg, mi a helyzet, ha az eloszlds exponencidlis!

Megoldds:
a) El6szor végezziik el a becslést Xs-4 X24
a Markov-egyenl6tlenséggel. A .

Markov-egyenl6tlenséghez olyan valdszintiségi

valtozora van sziikséglink, ami nem vehet . .

fel negativ értéket. Az X? ilyen. Ki kell 4 0 E(X) 4

még szamolnunk X? varhatd értékét, amit X

varhatd értékének és szdérdasanak segitségével

megtehetiink: ° *—
X<0 X=4

E(X%) = F*(X)+ D*X)=2>+2%=8.

Mivel X2 > 0, és E(X?) = 8, alkalmazhatjuk
a Markov-egyenlétlenséget az X2 > 16 esemény
val6szintiségének becslésére:

17.3. dbra. A vdrhaté értékre aszimmetrikus
két intervallum kogziil a tdvolabbit (X < —4)
behtizzuk ugy, hogy a vdrhato értékre mdr

E(X?%) 8 1 szimmetrikusak legyenek.  Mindig a vdrhato
P(X2>].6)< = — = — .
- 16 16 2 értéktol tdvolabbi véget (—4) hozzuk kézelebb.

Tehat annak a valdszintisége, hogy X négyzete
16 felett lesz, legfeljebb 50% lehet.
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b)

c)

Most prébaljunk a Csebisev-egyenlotlenséggel
becsiilni. Vegyiik észre, hogy X? akkor lesz
16-ndl nagyobb, ha X > 4 vagy X < —4. Ez a
két intervallum nem lesz szimmetrikus a 2-re, a
varhatd értékre, de ha a tavolabbi pontot, a —4-et
kozelebb huzzuk, akkor az lesz. Igy a vizsgalt
intervallumunk névekedni fog:

P(X?>16) = P(X > 4vagy X < —4) < P(X > 4vagy X < 0) = P([X—E(X)| > 2).

Erre a formdra viszont mar alkalmazhatjuk a
Csebisev-egyenlétlenséget:
22
P X -EX)>2) < 2= 1.

A Csebisev-egyenldtlenség segitségével tehat azt
kaptuk, hogy annak a valdszinlisége, hogy
X2 > 16, legfeliebb 1. Ezzel nem kaptunk uj
informdciét, igy a Markov-egyenlStlenség altal
adott < 50% az er6sebb korlat.

Iecke ' oldal

Oldjuk meg a kérdést egy olyan esetben is, amikor X eloszlasa ismert. Legyen X eloszlasa exponencidlis,
igy 1/ = E(X) = D(X) = 2, tehdt A = 0,5. Az X? > 16 valoszin(iségét az el6bbieknek megfeleléen X

segitségével is felirhatjuk:

P(X%>16) = P(X > 4vagy X < —4).

Természetesen most nincs sziikségiink szimmetrikus intervallumra.
1évén szd, X értéke nem lehet negativ, igy az X < —4 sosem teljesiil, tehat

P(X >4vagy X < —4) = P(X > 4).

Ellenben exponencidlis eloszlasrdl
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Ezt a valdszinliséget pedig az exponencialis eloszlas eloszlasfiiggvényének segitségével konnyen
kiszamithatjuk:
PX>4)=1-F4)=1-[1-e %" =¢?~0,1353.

Tehat exponencidlis eloszlas esetén a keresett valdszintiség koriilbeliil 13 és fél szazalék. Ez lényegesen
kevesebb, mint a két egyenl6tlenség altal szolgaltatott fels6 korlatok.

<17.7. feladat
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Leckezdard onellen6rzé kérdéssor

Az X valdszinliségi valtozo eloszldsa ismeretlen, varhaté értéke és szordsa pedig 6. Mekkora lehet annak a
valdszintisége, hogy X2 értéke legaldbb 144? Szamoljunk mindkét tanult egyenlStlenséggel, és az erésebb
korlatot adjuk meg!

1 <1 <1/2 >1/2
Legyen X normalis eloszldsu valdszintiségi valtozd, melynek varhato értéke 40, szérasa 5. Mekkora lehet

1.7

annak a valészintisége, hogy X legfeljebb szorasa kétszeresével tér el a varhatd értékétol?

0,9544 < 10,9544 <0,25 > 0,75
Mekkora lehet annak a valdszinlisége, hogy egy ismeretlen eloszlasu valdsziniiségi valtozd legalabb a
szorasa tizszeresével eltér a varhato értékétdl?

< 1% >0,1% ~ 0,01 0,01%
Egy ismeretlen eloszldsu valészintiségi valtozé varhatd értéke 10, szérdsa 1. Becsiilni szeretnénk annak a
valdszinliségét, hogy X? nagyobb mint 144. Melyik egyenl6tlenség adja a szigoribb becslést?

Markov Csebisev Egyforman jok Egyik sem ad

értékelhet6 eredményt

Az X ismeretlen eloszldstu valdsziniiségi véaltozé vdrhat6 értéke 40, szérdsa 5. Mekkora lehet annak a
valészintisége, hogy X értéke 30 és 55 kozott van?

legalabb 90% legfeljebb 75% > 3/4 <1/4
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18. A nagy szamok torvényei

A koznyelvben gyakran el6fordulnak homadlyos
utalasok valamiféle nagy szamok torvényére. Sokak
fejében ez nagyjabdl ugy él, hogy ha sokaig jatszunk,
akkor egyszer, valamikor majd biztosan nyeriink.
Ennek ellenére a nagy szamok térvénye nem egészen
arrél szdl, hogy ha valamit sokszor probdlunk,
akkor sikeriilni fog. Inkabb azt fogalmazza meg,
amit az empirikus valészinliség leirdsdndl mar
megfogalmaztunk: egy esemény bekovetkezésének
relativ gyakorisdga az esemény valdszintiségéhez tart;
valamint hogy adott valdszinliségi valtozé tobb felvett
értékét vizsgalva azok atlaga a valdszinliségi valtozd

varhaté értékéhez tart. Az itt targyalt torvények MNa
ennél tobbet is mondanak: egyfajta valdsziniiségi

fels6 korlatot adnak arra, mekkora eséllyel térhet 18.1. 4bra. Vajon hdny héten dt kell jdtszani,
el a tapasztalt értékiink az elvarttél. Ez nem a hogy legaldbb 50% valdszintiséggel otdsiink
klasszikus értelemben vett konvergencia, ahol egy legyen az adott id6szakban?

adott kiiszobszam felett a hatarértékt6l vald eltérés
biztos, hogy egy megadott felsé korlat alatt lesz.

Ebben a fejezetben a nagy szdmok torvényeirdl lesz sz6 matematikai, valdszinliség elméleti értelemben.
Altaldnosan nagy szamok térvényének neveziink minden olyan tételt, amely bizonyos valdszintiségi valtozék
szamtani kozepének (atlagdnak) stabilitdsat mondja ki, amennyiben a valészin(iségi valtozok szama minden
hatéron tdl néhet. A valdszinliség fogalmdnak szemléletes megalapozdskor lattuk, hogy ha nagyon sokszor,
azonos koriilmények kozott megismétliink egy kisérletet, akkor a sikeres kisérletek relativ gyakorisdga bizonyos
stabilitast mutat, egy adott érték koriil ingadozik, melyet az esemény valdszintiségének tekintiink. Hasonldéan
igaz az is, hogy nagy szamu kisérlet esetén az egyes kisérletek eredményeinek atlaga az elméleti varhato érték
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koriil ingadozik. Erdemes dtgondolni azt, hogy az egész eddig felllitott matematikai modell ezen toérvények
altal lesznek empirikusan ellenérizhetéek.

18.1. A nagy szamok torvénye az atlagra

A kovetkezékben a Csebisev-egyenlotlenség alapjan
az atlagra, majd a relativ gyakorisadgra bizonyitjuk
be a nagy szdmok tOorvényét. A nagy szdmok
torvényének Csebisev-féle alakja fiiggetlen, azonos
varhaté érték(i és szorasu valdszinlségi valtozok
atlaganak a kozos varhaté értéktél valé adott
eltérésének valdsziniiségére ad becslést. Lényegileg
arrdl van szo, hogy az atlag tilsdgosan nem térhet
el a varhaté értéktdl, olyan értelemben, hogy a nagy
eltérés valdszintisége kicsi.

Xl

P>0,99

18.1. tétel:
Legyenek X1,X»,...,X, fliggetlen valdsziniiségi
valtozok, azonos varhatd értékkel és szdrdssal, azaz 0 500 1500 2000 2500 3000 n

E(X;)=més D(X;) =0 (i =1,2,...,n). Ekkor

X+ Xo+... + X, o2 18.2. adbra.  Azonos eloszldsu valdsziniiségi

P <‘ n —m’ > 5> < 2 vdltozok dtlaga anndl jobban kogzelit a kozos

vdrhato értékhez, minél tobb vdltozot vizsgdlunk.

_ - Megadhaté az a sdv, melyen beliil az dtlagok

Bizonyitas: értékei  adott  valdsziniiségnél — gyakrabban
A bizonyitdshoz a Csebisev-egyenl6tlenséget kell fordulnak elé.

alkalmazni az 4atlagra. Vezessiink be egy uj
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valdszinliségi valtozot az atlagra:

Y_X1+X2+...+Xn
- )

Ekkor a fiiggetlenek atlaganak varhato értékére és szérasara vonatkozoé tétel alapjan:

Xi+Xo+...4+ X
E(Y):E( 1+ Xo+ ...+ n)zm,
n
Xi+Xo+...+X
D(y):D< 1+ Xo4 ...+ n>:a.
n vn
Ezzel a Csebisev-egyenl6tlenség a kovetkezé alakot Olti:
o 1
P(|lY — >A— | < —.
(' m 2 ﬁz) =
6 .
Legyen \ = j Ezzel
g
. 1 2
)\.izg\/ﬁ-ize és = = 220 ;
N4D o N4D A e e2-n
(o
amibdl a tétel allitdsa mar kozvetleniil adodik. O

1. A Csebisev-féle nagy szamok torvényét gyakran annak becslésére hasznaljuk, hogy a valészintiségi valtozok
milyen valdszintiséggel kozelitik meg a varhatdé érték bizonyos kornyezetét. Ehhez a tételt az alabbi
formdban alkalmazzuk:

0.2

n e2.n’

Xi+Xo+...+X
P(’ 1+ A2 + n—m’<5>21—
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2. Vizsgaljuk meg mi torténik akkor, ha fiiggetlen, azonos eloszlasu val6sziniiségi valtozdk egyre nagyobb
halmazdra alkalmazzuk a tételt. Az atlag hatarértékben a k6zos varhat6 értékhez ,tart”, hiszen adott o és

€ esetén
o2

lim =0.

n—oo €2 .
Ez azt jelenti, hogy egyre tobb valdszintiségi valtozot atlagolva az dtlag értéke egyrészt egyre biztosabban
keriil a varhaté érték egy bizonyos kornyezetébe, masrészt adott bizonyossaggal a varhatd érték egyre
kisebb kornyezetébe kertil.

3. Az egyenlétlenséget Osszegre is megfogalmazhatjuk. Ekkor a Csebisev egyenlétlenségben az atlag helyett
az 0sszeg varhato értéke és szorasa szerepel:

02-n

P(Xi+Xo+...+ X, —n-m|>¢) < 5
€

Jegyezziik meg azonban, hogy amig az atlag eloszlasa egyre jobban a varhato érték koriil csticsosodik ki,
addig az 6sszeg eloszlasa inkabb egyre jobban széttertil.

18.1. feladat. Egy Y valdszinliségi valtozd szdrdsa 10, varhatd értékét nem ismerjiik. 16 fiiggetlen értékének
atlagat vizsgaljuk.

a) Mekkora lehet a valdszintisége annak, hogy a kapott atlag legalabb 5-tel eltér a varhato értéktol?

b) Hogyan véltozik az eredmény, ha vizsgdlt értékek szdmat megdupldzzuk 32-re?

¢) Mit tudunk akkor mondani, ha a minimalis eltérést duplazzuk meg 10-re?

d) Mi a helyzet abban az esetben, ha Y — és ezaltal az értékek atlaga is — normalis eloszlast kovet?

Megoldds:
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a) Nem ismerjiik az Y valdszinliségi valtozé varhat6 értékét, és azt sem, hogy milyen eredményt kapunk
a 16 értéket atlagolva. Bevezethetiink a 16 kapott értékre 16 darab fiiggetlen, Y -nal azonos eloszlasu
valdszinliségi valtozdét: X, Xo, ..., Xi6. Ezen valdszinliségi valtozok atlagéra felirhatjuk a Csebisev-féle
nagy szamok torvényét:

P<’X1—|—X2+...+X16 _
16

o 10
e2.n  52.16

m’ > 5) < =0,25.
A képletben szerepl6 m jeloli Y varhatd értékét, s ezdltal a tobbi valdszin(iségi valtozo, valamint az atlag
varhato értékét is. Az egyenlGtlenség azt mondja, hogy annak a valészinlisége, hogy az atlag a varhaté
értéktol legalabb 5-tel eltér, legfeljebb 25% lehet. Természetesen a konkrét valdszintiség fiigg Y tényleges
eloszlasatol, ami a kapott eredménynél akar lényegesen kisebb is lehet, de tobb nem.

b) A vizsgalt értékek szamat duplazva a vizsgalt valdszintiségi valtozdk szama is duplazodik. fgy X1, Xo, ...,
X3go-re irjuk fel a Csebisev-féle nagy szamok torvényét:
o? _ 102
e2.n  52.32

=0,125.

P(’X1+X2+...+X32
32

— m' > 5> <
Lathatjuk, hogy mig a vizsgalt értékek szama megduplazddik, a szélséséges atlagértékek gyakorisaganak
fels6 korlatja felezédik. Ez nem azt jelenti, hogy a tényleges valdszin(iség is felezédik, kizardlag a fels6
korlatot tudtuk sziikebbre venni.

¢) Ha a vizsgalt eltérés nagysagat duplazzuk, a vizsgalt valszintiségi valtozék szama nem valtozik. Igy tjra
X1, Xo, ..., Xj¢-ra irjuk fel a Csebisev-féle nagy szamok torvényét:

X1+ Xo+...+ X5 o? 102
P —m|>10) < — = 0,0625.
(' 16 m'— )_52-71 102-16

Tehat amennyiben a varhaté értéktdl valé tavolsag hatarat megduplazzuk, negyedére esik vissza annak a
fels6 korlétja, hogy az értékek atlaga a hataron kiviil esik. Vigydzzunk, mert ismét csak a fels6 korlatrdl
beszélhetiink csak, mivel a konkrét valdszintiségeket nem ismerjiik.
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d) Legyen Y most normalis eloszldsu valészintiségi valtoz6. Mivel meg van adva az eloszlas tipusa, pontos
értékeket kaphatunk azokra a valdszintiségekre, amiket az el6bb csak felsé korlattal tudtunk becsiilni. Az
egyszerliség kedvéért jeloljiik az atlagot X -sal:

X1+X2—|—...—|—X16
16 '

X =

Mivel X varhaté értéke is m lesz, igy X — m olyan normdlis eloszldsu valdszin(iségi véltozé lesz, melynek
varhat¢ értéke 0, szordsa pedig az atlag szdérasa alapjan szamolhaté:

10
D(X) =

Ezen informaciok segitségével az a) és a ¢) feladat mar kiszamithatd, hiszen
X X o+ X
@ p ( 1+ Xt 4+ X

16
P(‘X1+X2+...+X16

=25.

25) =P(X-m<-5vagy X —m>5) =

5 5
) — 1-d| —|=2—-2-®(2)~455-102.
( 2,5>+ (275> (2) ~ 4,55 - 10

—m‘ ZlO) :P(Y—mg—l()vang—leO) =

= 10 +1-@ 10 =2-2.9(4)~633-10"°

b) A részfeladat megold4sdhoz elébb vegyiik észre, hogy X-t meg kell valtoztatnunk, hiszen méar 32
darab valdszinliségi valtozét atlagolunk. Az 1j valdszinliségi valtozd atlaga nem valtozik, viszont
szordsa igen:

2 16

o X+ Xo4 .+ X -
e és D(X') =

=1,25-v2~1,7678.

_
R
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Ebbdl:

Xi+Xo+...+ X < '
P(’ 1+ A2 +...+ 32_m‘25):P<X'—m§—5vagyX/—m25)z

5
1-® ~2 2. 0(2,8284) ~ 4681073,
>+ (177678> (2,8284) ~ 4,68 - 10

Leellendrizhetjiik, hogy normadlis eloszlds esetén a Csebisev-féle nagy szamok torvényébdl kapott becslések
rendben vannak, hiszen

a) 4,55-1072 < 0,25, b) 4,68-107 < 0,125, ¢ 6,33-107° < 0,0625.

Vegyiik azonban észre, hogy mig a becslések részfeladatrdl részfeladatra felezédtek, addig a tényleges

még nagysagrendileg sem sejtetheti, hogy mekkora lesz a tényleges valdszinliség, amit csak becsiiliink az
egyik oldalrol.

<=18.1. feladat

Aktivitas: Ebben a leckében a nagy szamok tugynevezett gyenge torvényét tanuljuk. Keressen rd az Internet
segitségével a nagy szamok eros torvényére. Fogalmazza meg sajat szavainkkal, mint mond ki az erds torvény
az el6z6 feladatra alkalmazva.

18.2. feladat. Egy kisérletsorozat sordn a viz forraspontjait mérjiik. A berendezés bedllitasai miatt a mért
hémérséklet egy 373,15 K varhaté értékd, 1 K szordsu valdszinliségi valtozo lesz. A mérést négyszer ismételjiik
meg, s a mért értékeket atlagoljuk. Tételezziik fel, hogy sikeriil az egyes méréseket egymastdl fliggetlentil
elvégezni.
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a) Adjunk meg egy olyan, a varhaté értékre szimmetrikus intervallumot, melybe a négy mérés atlaga legaldbb
95%-os valoszintiséggel beleesik.

b) Miként valtozik ez az intervallum, ha a mérések szamat megduplazzuk?

c¢) Mi a valasz, ha feltételezhetjiik, hogy az egyes mért értékek — és igy az atlaguk is — normalis eloszlast
kovetnek?

Megoldds:

Az els6 két részfeladatndl a valészintiségi valtozdk eloszldsat nem ismerjiik. A nagy szamok torvénye alapjan
viszont arra gondolhatunk, hogy minél tobb kisérletet végziink, anndl pontosabban ki tudjuk mérni a keresett
373,15 Kelvines értéket.

a) Az els6 részfeladatban a véarhatd értéknek egy olyan e kornyezetét keressiik, amelybe az atlag legalabb
95%-o0s valoszintiséggel esik. A kisérletek szama n = 4, az egyes mérésekhez tartozd szoras pedig o = 1 K.
Jelolje X1, Xo, X3 és X, az egyes kisérletek kimenetelét, s irjuk fel a Csebisev-féle nagy szamok torvényét

az alabbi mddon: )

>0,95.

e“-n

4

Figyeljik meg azt, hogy amennyiben ¢ elég nagy, akkor 1-bdl elég kicsi szdmot fogunk kivonni ahhoz,
hogy a kifejezés értéke 0,95 felett legyen, viszont ezaltal a kivant valdszintiség is 0,95 felett lesz, s épp ezt
szeretnénk elérni. Tehat azt szeretnénk, hogy

X+ Xo+ X34+ X
P(’ 1+ Xo + X3+ 4_m'§€>21_

o2 20-02 20-12

> 0,95 legyen, tehat 2> =5 [K%.

e2.n n 4

1—

Ebb6l ¢ ~ 2,2361 Kelvin lesz, azaz a mért értékek atlaga legaldbb 95%-os valdszinliséggel esik a
[370,91K; 375,39 K] intervallumba. Ne csodalkozzunk azonban, ha a mért dtlag ennél gyakrabban esik
az adott intervallumba, hiszen a valdszintiiségre csak egy alsé korlatot dllapitottunk meg.
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b)

ca)

Ha a mérések szamat megdupldzzuk, azaz 8 kisérletet végziink, akkor is végigjarhatjuk a fenti
gondolatmenetet, tehat azt kell elérniink, hogy

2 20-0% 2017
S >0095 legyen, azazt g2 > = =25 [K%.

1i
e2.n— - n 8

Ebb6l ¢ ~ 1,5811 Kelvin lesz, azaz a mért értékek atlaga legaldbb 95%-os valdszintiséggel esik a
[371,57K; 374,73 K] intervallumba. Figyeljiik meg, hogy a kisérletek szdmdnak dupldzédsa mellett a vizsgdlt
intervallum hossza kb. 4,5-r61 kb. 3-ra csokkent (a v/2-ed részére).

Vizsgaljuk meg most azt, mi torténik akkor, ha feltételezhetjiik, hogy az egyes kisérletek eredményei
normalis eloszlast kovetnek. Ekkor a mért értékek atlaga is normadlis eloszlast kovet. Az X7, Xo, X3 és
X, valdszintiségi véltozdk X 4tlaganak vdrhatd értéke megegyezik az eredeti varhatd értékkel, szérdsa
viszont \/n-ed részére csokken, azaz

E(X) =373,15K, és D(X)=—==05K.

A feladat megolddsdhoz egy olyan ¢ értéket kell keresniink, melyre
P(|X —m| <e) > 0,95, azaz Pm—e<X <m+e¢)>095.

Abba gondoljunk bele, hogy mivel X folytonos eloszldsu, ezért a vizsgélt valdsziniliség -nal folytonosan
novekedni fog. Tehdt a ,,>” reldcid helyett egyenldséggel szamolva, ha kapunk egy ¢ értéket, akkor ez a
kapott érték lesz a legkisebb, melyre a kivant feltétel teljesiil. Tehat az alabbi egyenletbdl -t kell kifejezni:

Pm—e<X <m+e¢e)=0,95.

A kifejezés bal oldaldt az aldbbiak szerint alakithatjuk at, mivel tudjuk, hogy X eloszldsa normalis:

p<m_E<X<m+5>:@<W> _q><m—€—W) :2@(5) .
D(X) D(X) D(X)
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¢cb)

Mivel a kapott kifejezés 0,95-tel egyenld, igy

® (D(X)) —1=20,95, azaz P (D(X)) =0,975.

Amennyiben ®(z) értéke ~ 0,975, akkor tdbldzatbdl visszakereshetjiik, hogy = értéke 1,96 lesz. Ebbdl
kovetkezik, hogy
e~ 1,96 D(X) = 0,98 [K].

Tehdt amennyiben ismerjiik a mérés eredményének az eloszldsat, s ez a normalis eloszlés, akkor ki tudjuk
szamolni, milyen intervallumba fog a mért értékek atlaga esni. Ez a [372,17K;374,13K] intervallum.
Lathatjuk, hogy ez egy sziikebb intervallum, mint az, amit ismeretlen eloszlas esetén szamoltunk. Annak
a valdszintisége, hogy normadlis eloszlds esetén a megel6z6 részfeladatban szadmolt [370,91 K; 375,39 K]
intervallumba essen a mérési eredmények atlaga igy nyilvan 95%-nal nagyobb lesz, azaz a mostani
eredményiink konzisztens az el6z6 eredménnyel.

Hogyan véltozik az el6z6 eredmény, ha 4 helyett 8 mérést végziink? Ekkor X vdrhat6 értéke nem véltozik,
viszont szordsa kisebb lesz:

D(X) = \;g ~ 0,3536 [K] .

Vegyiik észre, hogy az el6z6 részfeladatban leirt gondolatmenetet 1épésrél 1épésre kovethetjiik, azaz

e~ 1,96 - D(X) = 0,6931 [K].

Igy most a mért értékek atlaga a [372,46 K; 373,84 K| intervallumba fog esni. Vegyiik észre, hogy az el6z6
részfeladathoz képest az intervallumunk hossza most is v/2-ed részére csdékkent. Ugyanez a megéllapitds
érvényes mind a normadlis, mind az ismeretlen eloszlds esetén.

<18.2. feladat
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18-1. 6nallo feladat:
Irjunk fel 6sszefliggést az el6z6 feladatban bemutatott intervallum hossza és az atlagolt valészintiségi valtozok

szama kozott normalis eloszlas és ismeretlen eloszlas esetén is.

18.3. feladat. Szabalyos, hatoldali dobdkockaval dobott szam varhaté értékét szeretnénk kisérleti médszerrel
meghatdrozni. A cél érdekében a kockat tobbszor elguritjuk, s kiszamoljuk a dobott értékek atlagat. Hanyszor
kell elguritanunk a kockat, ha azt szeretnénk, hogy a kapott atlag legaldabb 95%-os valdszintiséggel

a) 0,05-nél jobban,

b) 0,005-nél jobban megkozelitse a varhatd értéket?

Megoldds:

a) Becsiiljiik a varhaté értéktdl vald eltérést a nagy szamok toérvénye segitségével. Jelolje X a dobott szdmok
atlagat. Egy kockadobds értékének eloszldsa egyazon X valdszin(iségi valtozé eloszldsat koveti. Jelolje m
az X varhato értékét, és o pedig a szérasat. Egy kockadobds esetén mind a varhaté értéket, mind a szdrast
el6z6 feladatok soran mar meghataroztuk:

641

62 —1
m = E(X) 5 3,5, és a:DQj:H—E—:me.

A vizsgalt X valdszintiségi valtozé tobb, X-szel azonos eloszldsi valdszintiségi vdltozd atlaga. Azt
szeretnénk, hogy X eltérése a varhato értékétol — ami megegyezik X varhatd értékével — legfeljebb 0,05
legyen 95% valdszintiséggel. Irjuk fel a nagy szdmok torvényét az aldbbi alakban:

0.2

> 0,95 .

PQan4§@z1—€'n_
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A felirt képletben mind az ¢, mind a o értéke adott. Az atlagolt valdsziniiségi valtozdk szamat novelve
viszont a kozépsé tagot 0,95 felé novelhetjiik, ezdltal a keresett valdszintiség is legaldbb 0,95 lesz. Tehat
olyan n értéket keresiink, melyre

o2 20 - 02 20 - 35

1-— >0 > =
> 0,95 azaz n =2 120,052

= 23333,3.

e2-n B
Ez azt jelenti, hogy ha 23334-szer vagy tobbszor elguritjuk a dobdkockat, s a kapott értékeket atlagoljuk,
akkor annak a valdsziniisége, hogy a kapott atlag 5 szazadnal kézelebb van a varhaté értékhez, legaldbb
95%.

b) Most azt vizsgaljuk meg, hany guritas sziikséges ahhoz, hogy legalabb 95%-os valdszintiséggel 0,005-nél
kozelebb legylink a varhato értékhez. Vegyliik észre, hogy az el6z6 részfeladat gondolatmenetét kell djra
végigjatszanunk, azaz olyan n értéket keresiink, melyre

o2 20 - o2 20- 35

1-— > 0,95 aza > =
= zaz S T2 T 12.0,0052

= 2333333,3.

e2.n

Tehat ha legaldbb 2333334-szer dobunk, akkor annak a valdszintisége, hogy a dobott értékek atlaga a 3,5-et
5 ezrednél jobban megkozeliti, legaldbb 95%. Figyeljiik meg, hogy ahhoz, hogy tizszer pontosabb becslést
kapjunk, szazszor annyi guritast kell végezniink.

<=18.3. feladat

18-2. 6ndll6 feladat: Legyen az X valdszintiségi valtozo szdérdsa 4. X hany fiiggetlen értékét kell atlagolni
ahhoz, hogy az étlag eltérése X varhatd értékét6l 1-nél kisebb legyen? Mi a valasz, ha X normalis eloszlasia?
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Leckezdard onellen6rzé kérdéssor

A kimondott Csebisev-féle nagy szamok torvénye esetén az atlagolandoé valdszintiségi valtozok
szama nagy,
eltérése a varhaté értéktdl kicsi,
szdrasa azonos,
atlaga allandé.

Kilenc fiiggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozé mindegyikének varhato értéke 10, szérasuk 3. A
Csebisev-féle nagy szdmok torvénye segitségével becsiiljiik meg, mekkora a valdszinlisége annak, hogy az
atlaguk értéke a varhato értéktol legfeljebb 4 egységgel tér el?

~ 0,75 > 0,25 > 0,9375 > 0,75
Négy fiiggetlen, normadlis eloszlastu valdszinliségi valtozé mindegyikének varhatd értéke és szdrasa 6.
Mekkora lehet annak a valdszintisége, hogy a valdszin(iségi valtozdk Osszege legfeljebb kilenccel tér el a
varhat6 értékétol?

~ 0,5468 > 0,6667 <0,3333 > 0,8167
Egy méréssorozat sordn ismeretes, hogy a mért értékek szdrdsa 0,1 egység. Hany mérést kell elvégezni

ahhoz, hogy legaldbb 90% legyen annak a valdszinlisége, hogy a mért értékek atlaga legfeljebb 0,01-dal
térjen el annak varhaté értékétdl?

> 1000 > 4000 ~ 100 ~ 40000
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18.2. A nagy szamok torvénye a relativ gyakorisagra ‘
1 kA/n

A nagy szamok Bernoulli-féle torvénye adott P>0,99
szamu filiggetlen kisérlet esetén a relativ
gyakorisdgnak a  valdszinliségtél valé adott
eltérésének valdszinliségére ad becslést. Kicsit
pontatlanul megfogalmazva azt mondja ki a tétel,
hogy a relativ gyakorisdg nagyon nem térhet el az p
elméleti valdszinliség értéktdl, olyan értelemben, WN
hogy a nagy eltérés valdszintisége kicsi.

18.2. tétel: Végezziink el n darab fliggetlen kisérletet
a p valdszinliségli A esemény megfigyelésére. Tegyiik

;7 7 / ) 0 . . .
fe?.l, hogy a kisérletek sordn az A esemény k-szor g 60 560 300 700
kovetkezett be. Ekkor tetszoleges € > 0 esetén

=)

p < k —p' > 5) <P (1-p) ' 18.3. é&bra. Adott  esemény  relatiy
n - - e2n gyakorisdga anndl jobban kozelit az esemény
valdszintiségéhez, minél  tobb  kisérletet
Bizonyitds: Rendeljiink minden egyes kisérlethez vizsgdlunk. Megadhato az a sdv, melyen belil a
egy-egy karakterisztikus eloszldsti valészindiségi relattv gyakorisdg értékei adott valdsziniiségnél
valtozét: gyakrabban fordulnak elé.
1, haaz A esemény bekovetkezett
X; = az ¢-edik kisérletben;
0 kilonben.

Ekkor X; eloszlasa, varhaté értéke és szdrasa:

0 1
XZ{ 1_p D : E(Xi):p, D(XZ): p‘(l—p).



E lecke oldal

k
Vegyiik észre, hogy a sikeres kisérletek szama (k) az X1,Xo,...,X, valdszinliségi valtozdk Osszege, igy a —

hényados ezen valdszinliségi valtozdk atlaga. Alkalmazhatjuk tehat a nagy szamok torvényének Csebisev-féle
alakjat az m = p és o = \/p- (1 — p) értékekkel, amibdl a tétel allitdsa azonnal adodik. O

1. A nagy szamok Bernoulli-féle torvényét gyakran annak becslésére hasznaljuk, hogy a relativ gyakorisag
milyen valészintiséggel kozeliti meg az adott A esemény p valoszintiségét. Ehhez a tételt az alabbi formaban

alkalmazzuk: N .
n N
2. Arelativ gyakorisdgok hatdrértéke az esemény p valdszinliségével egyezik meg, hiszen adott p és ¢ esetén

(1 =
limp( D)

n—oo £2-n

=0.
Pontosabban fogalmazva, a relativ gyakorisag sztochasztikusan konvergal az esemény p valdszintiségéhez.

3. A nagy szamok Bernoulli-féle térvényét akkor is haszndlhatjuk a valdszinliség becslésére, ha a megfigyelt

1
A esemény p valoszinlisége nem ismert. Mivel tetszéleges 0 < p < 1 esetén teljesiil, hogy p- (1 — p) < "

ezért
p<’f_p‘zg)gp'<1—p>< !

n e2-n —4-e2-n’
Vagyis ismeretlen p esetén az alabbi alakokban hasznalhatjuk a tételt:

1
P<k—p‘>s><

n —4.¢2.p’
k 1
P<p‘<5)21

n 4.¢2.n°
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4. Vegylik észre, hogy a Bernoulli-féle nagy szdmok torvényében szereplé k egy valdszintiségi véltozo.
Rdadasul ismerjiik is k eloszldsat, hiszen azt szamolja meg, hogy n darab fiiggetlen kisérlet esetén a
p valdszinliséggel bekovetkezd A esemény hdnyszor kovetkezik be. Tehat k& binomidlis eloszlasti. Ez
azt jelenti, hogy az el6z6 leckében targyalt Csebisev-féle nagy szdmok torvényével ellentétben — ahol a
valoszinliségi valtozdk eloszlasat nem ismertiik — az itt felirt torvény egy konkrét értékre prébal becslést
adni.

Aktivitas: Keressen egy olyan szoftvert, mely alkalmas a nagy szamok torvényében szerepld

(i)

tipusu val6szintiségeket kiszamolni abban az esetben, ha & eloszlasa binomiélis.

18.4. feladat. A frissen kapott 6sztondijunkat kaszinéba megyiink kamatoztatni. Rulettezni fogunk ugy, hogy
mindig csak egy szdmot tesziink meg. A rulettkeréken 0-t6l 36-ig szerepelnek a szdmok, s a behelyezett golyd
ezek kozil vdlaszt véletlenszerten.

a) Adjunk becslést annak a valdszintiségére, hogy 100 jaték utan a nyertes jatékok relativ gyakorisdganak
eltérése a nyerés valdszinliségét6l maximum 0,05.

b) Hogyan valtozik a becsiilt valdszinliség, ha az egész éves kaszinézasunk 10000 darab tétjére szeretnénk
inkabb kiszdmolni?

¢) Szémoljuk ki a valészintiségek értékét pontosan is!

Megoldds: A feladatban azt vizsgdljuk, hogy n = 100 kisérlet esetén hanyszor kovetkezik be egy p = 1/37
valdszinliségli esemény. A szamitandd valdszintiséget becsiilni tudjuk a Bernoulli-féle nagy szamok térvényének
segitségével.



E lecke n oldal

a) Az elsé részfeladatban annak a valdszintiségét vizsgdljuk, hogy a relativ gyakorisag a valdszintiségtdl
maximum ¢ = 0,05-tel tér el. Kozvetleniil alkalmazhatjuk a Bernoulli-féle nagy szamok torvényét:

k 1 36
Pl|==p|<005)>1—-—3T 3" _~(,8948.
<'n p‘ >— 100 - 0,052

Tehdt annak a valészintisége, hogy a relativ gyakorisdg a valészintiségtdl 0,05-nél kevesebbel tér el, legaldbb
89,48%.

ca) Ne feledjiik el, hogy ezt a valdszinliséget pontosan is kiszamolhatjuk, hiszen k binomidlis eloszlasu
valdszinliségi valtozo, n = 100 és p = 1/37 paraméterekkel:

P 100
37

=P(-5<k-27<5)=P(-23<k<77)=P0<k<T).

k
P(‘n_p‘<0’05> :P(|k:—np]<0,05‘n)=P<

< 0,05 - 100) =

Tudjuk, hogy k binomiélis eloszldsu, tehat 0 és n kozotti egész értékeket vehet fel. Ismerjiik az eloszlas
pontos alakjat, igy a kérdéses 8 értéket is kiszamolhatjuk. Ne keverjiik az itt hasznalt k& szimboélumot azzal,
amit a nevezetes eloszldsokndl hasznaltunk!

P(k=1i)= <”> g

7

1 0 1 100 1 0 1 99
Pk =0) = <1OO> : [ : [7] ~ 0064577,  P(k=1)= <1OO> : [] : [] ~ 0,17938

37
98 0 97
Lo 0,246648 P(k=3) = 100 L L~ 0,22381
371 T — 7\ 3 37 T

37
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0 96 0 95
100\ |1 1 100\ |1 1
Plk=4)= ( A ) : [37] : [37] ~ 0,150761 P(k=5) = ( - ) : [37] : [37] ~ 0,080406

0 94 0 93
1 1 1 1 1 1
Pk =6) = ( 20) : [37] : [37] ~ 0,035364 Pk="7) = ( SO) : [37] : [37] ~ 0,013191

A szamolt valdészintiségek Osszege, igy a keresett valdszintiség 0,9941 lesz. Természetesen a Bernoulli-féle
nagy szamok torvénye altal adott > 0,8948 becslés jo, de elég durva.

Emlékezziink vissza a Csebisev-féle nagy szamok torvényére. Amikor adva volt a vizsgalt valdszintiségi
valtozo eloszldsa (pl. normadlis), akkor tudtunk konkrét valdszintiséget szamolni. Vegyiik észre, hogy itt
is ez torténik, hiszen a Bernoulli-féle nagy szamok torvényében épp a Csebisev-féle formaban szerepl6
valoszinliségi valtozdk eloszlasat adjuk meg. S igy ki is tudjuk — bizonyos esetekben akar kézzel is —
szamolni a torvényben vizsgalt valdsziniiséget pontosan.

b) Adjunk most becslést abban az esetben is, ha a jatékok, azaz a kisérletek szdma n = 10000. A Bernoulli-féle
nagy szamok torvényét az el6zéekhez hasonléan alkalmazhatjuk:

k 1 36
P2 —pl<005)>1——37 37T _~0.998948.
<n p’ ’)— 10000 - 0,052

Tehat annak a valészintisége, hogy a relativ gyakorisag a val6szintiségtol 0,05-nél kevesebbel tér el, legaldbb
99,8948%. Figyeljik meg, hogy a 8948 szdmjegyek elé nem véletlen keriil be a két darab kilences. A
megjelend kilencesek szdma megegyezik az n értéke utan irt nulldk szamaval.
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cb) A pontos valészintiséget ebben az esetben is kiszdmolhatjuk. A k valdészinliségi valtozo itt is binomialis
eloszlasu, de n = 10000 és p = 1/37 paraméterekkel:

10000
37

= P(—500 < k — 270,27 < 500) = P(0 < k < 770).

k —

k
P(‘n—p’<0,05> :P(]k—np\<0,05-n):P<

< 0,05 - 10000> =

Az azért nem varhatd el senkit6l, hogy a fenti 771 darab binomidlis eloszlds értéket kiszamolja. Megfelel6
szoftverrel azonban ez bizonyos pontossagig meghatarozhato.

P(O<k<T770)~1.

Azt azért tudni kell, hogy a szdmitégép minden egyes valdsziniiség értéket 10~'° pontossdggal szdmolt,
azaz ha majdnem 1000 szdmot is adott Ossze, legaldbb 12 darab kilences lesz a tizedesvessz6 utdn az
eredményben (a Bernoulli-féle nagy szamok torvényében kett6 volt).

<=18.4. feladat

Aktivitas: [rjon programot, vagy alkalmazzon szoftvert az el6z6 példa utolsé részfeladatdnak megoldaséhoz.

18.5. feladat. Egy hatoldalti dobdkockat dobdlunk. A dobott hdrmasok szamat szamoljuk.

a) Adjunk becslést arra, hogy legalabb hanyszor kell feldobni a kockat ahhoz, hogy a dobott harmasok
szamdnak relativ gyakorisaga legaldbb 95% valdszintiséggel 0,02-nal kevesebbel térjen el az elméleti 1/6
val6szinliségtol.

b) Hogyan valtozik a becslés, ha 99%-ra akarjuk a kérdéses valdszintiséget novelni?

¢) Szamitsuk ki a valdszintiségek pontos értékét.
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Megoldds:

a) Minél tobbszor dobjuk fel a kockat, anndl nagyobb valdszintséggel fog a relativ gyakorisag a tényleges
valoszintiséghez kozelebb keriilni. A relativ gyakorisag, mint valészintiségi valtozo, eloszlasa egyre jobban a
harmas dobasanak valdszintisége koré fog htizédni. A Bernoulli-féle nagy szamok torvényével alsé becslést
adhatunk annak a valdszintiségére, hogy a relativ gyakorisag a valészintiségnek, mint varhat6 értékének,
adott kérnyezetébe keriil. Ebben az esetben nem ismerjiik a dobdsok, azaz a kisérletek szamat, n-et, viszont
azt szeretnénk elérni, hogy a kapott valészintiség legalabb 95% legyen. frjuk fel a nagy szamok térvényének
Bernoulli-féle alakjat az alabbi forméban:

(

Figyeljiik meg a képletben, hogy ha n elég nagy, akkor az egybdl kivont kifejezés elég kicsi lesz ahhoz, hogy
a kiilonbség 0,95 felett legyen. Tehdt az aldbbi kifejezésbdl n minimadlis értékére vagyunk kivancsiak:

k (1
—p‘<€)21—p(2p)20,95.
n (S )

[

1
(1= 20-p-(1— 20 —-
p-=p) 5 5 amibél ps20pU=p) TG

1-— =
e2-n - g2 0,022

69444 .

Azt az eredményt kaptuk, hogy ha legaldbb 6945-szor elguritjuk a dobdkockat, akkor a harmas dobasok
szamanak relativ gyakorisaga legaldbb 95%-os valészintiséggel kozelebb lesz 1/6-hoz, mint 0,02. A becslés
azt mondja, hogy ez a valdszinliség 6945 darab guritas esetén mar biztos legalabb 95% lesz. Azonban az is
lehet, hogy ennél kevesebbre van sziikségiink.

ca) Szamoljuk ki, hogy az el6z6 feladatban mennyi lesz pontosan ez a valdszintiség. Kiilonboz6 n értékek
esetén kell a

P(‘]:L—p’<€> — P(k—npl<n-e)=P([np—n-c] <k<|np+n-z|)



E lecke E oldal

valdszintiséget vizsgdlni. Természetesen ezt érdemes szoftver segitségével megtenni. Emlékezziink rd, hogy
a k még mindig egy binomidlis eloszlasu valészintiségi valtoz6. Prébalgatassal rajohetiink, hogy n = 1333
esetén a kérdéses valdszinliség 94,68%, n = 1334 esetén pedig 95,28%. Tehat az a) feladatra adott pontos
valasz az, hogy legalabb 1334-szer kell elguritanunk a kockat ahhoz, hogy 95%-nal nagyobb valdszintiséggel
kozelitse meg 0,02-nél jobban a harmas dobés valészintiségét. Osszefoglalva az n > 6945 egy elégséges
feltétel a feladatban szerepld kritériumhoz, de nem sziikséges. A most szamolt n > 1334 viszont sziikséges
is és elégséges is a kritérium teljesitéséhez.

b) Most vizsgaljuk meg azt, miképp valtozik az eredmény akkor, ha 95% helyett legalabb 99% valdszintiséggel
szeretnénk, ha a relativ gyakorisdg a valdszintiség 0,02 sugart kornyezetébe esne. Az elsé részfeladat
gondolatmenetét kovethetjiik, tehat n értékére lesziink kivancsiak:

_
| ot

100 -p- (1 — 100 -
> 0,99, amibél n > p-(1=p) _

p-(1-p) 6
2 0,022

e2.n

1-— ~2 34722,2.

Azaz a Bernoulli-féle nagy szdmok alapjan, ha legaldbb 34723 guritdst végziink, akkor annak a
valdszinlisége, hogy a relativ gyakorisag eltérése a harmas dobas valdszintiségétol legfeljenn 0,02, legalabb
99%. Lathatjuk, hogy ez az érték az el6z6 érték Gtszorose.

cb) Most is szamoljuk ki, mennyi lesz pontosan ez a valdszintiség. Ha ujra alkalmazzuk a megfelel6 szoftvert,
akkor lathatjuk, hogy a keresett valosziniiség n = 2308 esetén 98,98%, n = 2309 esetén pedig 99,06%. Ez
az el6bbi szamitott érték nagyjabdl 1,73-szorosa.

<18.5. feladat

Aktivitas: Alkalmas szoftver segitségével szamoljuk ki az el6z6 feladat c) részeinek eredményeit.
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18.6. feladat.

Kozvélemény-kutatds alapjan vizsgdljdk, legyen-e a sor ado- és jarulékmentes. A megkérdezett 10040 ember
koziil 8012 ezt tdmogatja, a maradék nem.

a) Mi a valdszinlisége annak, hogy az igenek ardnya legfeljebb 0,01 tavol esik attdl az aranytdl, amit akkor
kapnank, ha mind a tizmillié polgart megkérdeznénk?

b) Legalabb hany embert kell megkérdezni ahhoz, hogy ez a val6szintiség 99%-nal nagyobb legyen?

Megoldds: A tizmillié lakosbdél mindenki biztos abban, tdmogatja-e a kezdeményezést, vagy nem. A problémat
az okozza, hogy nem tudni, melyik 10040 embert sikeriilt a kozvélemény-kutaté cégnek megkeresnie. Igy az
igenek szdmdban ingadozasok lehetnek, kiilonbozhet a teljes lakossdg igeneinek ardnyatdl. Figyelembe kell
venniink azt is, hogy az eddigiekkel ellentétben ez egy hipergeometriai eloszlds, hiszen nem kérdezziik meg
kétszer ugyanannak az embernek a véleményét. Azonban mivel a megkérdezettek aranya a lakossagon beliil
nagyon Kkicsi, igy elhanyagolhaté hibaval szamolunk, ha binomialis eloszlast hasznalunk.

Vegyiik észre azonban, hogy most nem ismerjiilk annak a p valdsziniiségét, hogy a teljes lakossagbdl
véletlenszerlien valasztott polgar tamogatja-e a kezdeményezést. A megkeresések szama adott, n = 10040.

a) Az els6 kérdéshez azt kell megvizsgalnunk, hogy mi a valdszintisége annak, hogy az igenek szamanak
kapott relativ gyakorisdga az igenek teljes ardnyatél kevesebb mint 0,01-dal tér el. A Bernoulli-féle
nagy szamok torvénye segitségével ennek a valdszinliségnek adhatunk egy alsé korlatot. Mivel az
egyenl6tlenségben szereplo p értéket nem ismerjiik, ezért a becsléshez a p-tol fiiggetlen format hasznaljuk:

n

k 1 1
Pl|—-— >1l—-—=1- = 0,7510.
( p‘“)- 1220 10,012 10040
Ez azt jelenti, hogy annak a valészinlisége, hogy a megkérdezettek kozotti igenek aranyanak eltérése a
teljes lakossag korében az igenek aranyatol legfeljebb 0,01, legaldbb 75,1%. Vegyiik észre, hogy mivel p
értékét nem ismerjiik, igy a tényleges valészintiséget kiszamolni nem tudjuk.
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b) A megkérdezett emberek szdmdanak novelésével novekszik az az alsé korlat, amit annak a valészintiségének
szabunk meg, hogy a relativ gyakorisag a teljes ardnytdl abszolut értékben legfeljebb 0,01-dal tér el. Irjuk
fel a nagy szamok torvényét az alabbi formaban:

P(k—p’<5>21—

n
Figyeljiik meg, hogy elég nagy n esetén egybdl elég kicsi szamot vonunk ki ahhoz, hogy a kiilonbség
0,99 felett legyen. Ezaltal a keresett valdszintiségiink is 99% felett lesz. Tehat fejezziik ki n-et az alabbi
egyenl6tlenségbdl. A jobboldali két kifejezést atrendezve:

>0,99.
4.¢2.n =7

1 100 100
- ———2>0,99 azaz n > = = 250000.
4-€2.n

1
= 4.2 4.0,012

Tehdt ha legaldbb 250000 embert megkérdeziink, el tudjuk mondani, hogy annak a valésziniisége, hogy a
kozvélemény-kutatdssal kapott igenek relativ gyakorisaga 0,01-nél kdzelebb van a teljes populdciéban 1évé
igenek gyakorisagdhoz, legalabb 99%. Ez az eddig megkérdezettek szdmanak majdnem 25-szorose.

<=18.6. feladat

18-3. 6ndll6 feladat: Egy nyer6automata minden egyes jdték esetén egymdstdl fiiggetleniil 10~°
valoszintiséggel adja oda a jatékosnak a fényereményt. A nagy szamok torvénye alapjan azt gondolja az
ember, hogy egyszer biztosan nyerni fog. Adjunk becslést arra, hany jatékot kell jatszani ahhoz, hogy legalabb
95% valdszinlisége legyen annak, hogy megiissiik a fényereményt!
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Leckezdard onellen6rzé kérdéssor

A Bernoulli-féle nagy szamok térvényének felirt formdjaban melyik szimboélum lesz valdszintiségi valtozé?
k n D egyik sem

Milyen eloszlast lesz az el6bb kivalasztott valdszintiségi valtozd?
karakterisztikus normalis binomidlis egyik sem

Melyik allitds fogalmazza meg legjobban a tanult Bernoulli-féle nagy szdmok torvényét?
Ha valamit elég sokszor prébalunk, akkor egyszer biztos sikeriilni fog.
Ha valamit sokszor prébalunk, akkor egyre nagyobb valdszintiséggel fog sikertilni.
Akarmilyen pici esély is van valamire, ha minél tobbet prébalkozunk, anndl nagyobb a valdszintiisége
annak, hogy az egyik probdlkozas sikerrel jar a sok koziil.
Akarmilyen pici esély is van valamire, ha elég sokszor prébaljuk, az egyre nagyobb valdszintiséggel fog
bekovetkezni.
A vonatok késési gyakorisagéat vizsgdljuk egy adott vonalon. Azt tapasztaljuk, hogy az el6zé év 100
utazasabdl a vonat 23 esetben késett. Adjunk becslést a Bernoulli-féle nagy szamok torvény segitségével arra

a valdszintiségre, hogy a kapott ardny maximum 0,1-del tér el a tényleges valdszintiségtol. Feltételezhetjiik,
hogy a vonatok mindig azonos valdszintiséggel, egymastdl fiiggetlen késnek.

< 0,5 ~ 0,23 <0,25 > 0,75

Egy pénzérmérol szeretnénk eldonteni azt, hogy szabdlyos vagy nem. Ezer feldobds utdn 564 fejet kaptunk.
A nagy szamok torvényének segitségével adjunk becslést annak a valésziniiségére, hogy a kapott relativ
gyakorisag eltérése a fejdobds valoszinliségétol legalabb 0,064?

~ 28% > 93,9% > 36% <6,1%
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19. Modulzaré feladatok

Start.

A modulzaré megolddsara 1 érdja van. Legalabb 4 tizedesjegy pontossaggal adja meg az eredményeket.

Legyen az X valdszintiségi valtozé vdrhaté értéke 6, szérdsa pedig 12. Az X? > 400 valdsziniiséget
szeretnénk becsiilni, Markov-, vagy Csebisev-egyenl6tlenséggel.

A Markov-egyenl6tlenség ad erdsebb alsé korldtot.

A Markov-egyenlGtlenség ad erésebb felsé korlatot.

A Csebisev-egyenlétlenség ad erésebb alsé korlatot.

A Csebisev-egyenlétlenség ad erésebb fels6 korlatot.

Az el6z6 feladatban meghatarozott korlat értéke

A valoszinliségszamitds zarthelyi dolgozatot a didkok 5 grammos A4-es papirra irjdk. Az egyes papirok
tomege egymastdl fliggetlen, a tomeg szdérdsa 40 mg. Adjunk korlatot annak a valdszintiségére, hogy 400
darab dolgozat tomege a 2 kilét legalabb 2 grammal meghaladja.

A Markov-egyenlétlenség ad erdsebb alsé korlatot.

A Markov-egyenl6tlenség ad er6sebb fels6 korlatot.

A Csebisev-egyenl6tlenség ad erésebb alsé korlatot.

A Csebisev-egyenl6tlenség ad erdsebb fels6 korlatot.

Az el6z6 feladatban meghatarozott korldt értéke
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A zarthelyi dolgozatok ugy lettek kalibralva, hogy egy dolgozat eredményének varhaté értéke 6 pont legyen,
2 pont szérassal. Adjunk becslést annak a valdsziniiségére, hogy az idei 400 dolgozat dtlagpontszama
meghaladja a tavalyi 5,63-at.

A Markov-egyenl6tlenség hasznélhatd, ez ad erdsebb alsé korlétot.

A Markov-egyenl6tlenség haszndlhatd, ez ad erésebb fels6 korlatot.

A Csebisev-egyenlo6tlenség vagy a nagy szamok torvénye hasznalhatd, ez ad erésebb alsé korlatot.

A Csebisev-egyenlotlenség vagy a nagy szamok torvénye hasznalhatd, ez ad erésebb felsé korlatot.

Az el6z6 feladatban meghatarozott korlat értéke

Egy termék gyartdsa soran keletkezett selejtek ardnyat vizsgaljuk. Adjunk becslést a nagy szamok térvénye
alapjan, hogy hany terméket kell megvizsgalnunk annak érdekében, hogy annak a valdszintisége, hogy a
vizsgalat sordn kapott selejtek relativ gyakorisdga a tényleges selejtardnytol valé eltérése legaldbb 0,05,
maximum 5% legyen.

Stop.
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20. Hatareloszlas tételek

A normalis eloszlas a gyakorlatban (és az elméletben is) az egyik legtobbet haszndlt eloszlds. Ennek egyik
oka a kozponti hatareloszlas tétel, amely azt fejezi ki, hogy sok, fliggetlen valdszinliségi valtozd Osszege igen
altalanos feltételek mellett kozelitéleg normalis eloszldst. Erre egy példa a mérések pontatlansaga: a teljes
mérési hiba ugyanis sok aprd hibabol all 6ssze. A kozponti hatareloszlas tétel miatt igy a teljes mérési hiba
normalis eloszlasy, ezért a normadlis eloszlast normalis hibatorvénynek is szokds nevezni.

A tétel nem keveset allit: az eddig tanult nevezetes diszkrét, vagy folytonos, vagy akar teljesen ismeretlen
eloszldsok is — amennyiben a kritériumokat teljesitik — elég nagy mennyiségben hasonldéan viselkednek. A
tétel egyfajta rendet mutat ki a kdoszban, hiszen nem csupan arrél van szd, hogy a véletlent vizsgaljuk nagy
mennyiségben, hanem épp a mennyiség novekedésével lesz a tétel egyre pontosabb.

A kozponti hatareloszlas tételt centralis hatareloszlds tételnek is szokas nevezni, innen ered a gyakori ,,CHT”
révidités. Erdekes megemliteni, hogy a tétel elsé formaja Abraham de Moivre-tél szarmazik még 1733-bél. De
Moivre azt becsiilte a normalis eloszlas segitségével, hogy egy érmét sokszor feldobva hany dobas eredménye
lesz fej. Pierre-Simon Laplace terjesztette ki a tételt a binomidlis eloszldsra majd egy évszazaddal kés6bb,
1812-ben. A XX. szazad elején, 1901-ben fogalmazta meg Alekszandr Ljapunov a centralis hatdreloszlas tételt a
tanult formaban. A Ljapunov feltétel teljesiilése esetén a hatdreloszlas tétel akkor is miikédik, ha a valdszintiségi
valtozdk eloszldsa nem azonos. Sziikséges és elégséges feltételt a finn Jarl Waldemar Lindeberg publikalt
1920-ban, amit azdta Lindeberg feltételnek neveznek.

A centrdlis hatdreloszlas tétele a fiiggetlen valdszinliségi valtozok szérasanak 1étét koveteli meg, ebben az
esetben a val6szinliségi valtozdok atlaganak eloszlasa a normalis eloszlashoz kozelit. Léteznek mas hatareloszlas
tételek, amelyeket akkor haszndlhatunk, ha nincs az adott eloszldsnak véges szérdsa vagy varhaté értéke. Ekkor
a fliggetlen valdszintiségi valtozok atlaganak eloszlasa egy a normalishoz hasonld tigynevezett stabil eloszlashoz
konvergal.
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20.1. A de Moivre-Laplace-tétel
El6szor a nagy kisérletszamu binomialis eloszlasra kimondott de Moivre-Laplace-tételt nézziik.

20.1. tétel: Legyen X binomidlis eloszlasu valészinliségi valtozo az n és p paraméterekkel (ebben az esetben X
vdarhaté értéke n - m, szérdsa \/np(1 — p)). Ekkor elég nagy n (nagyobb mint 30) esetén

1. annak valészintisége, hogy X értéke pontosan k, kozelithet6 egy azonos varhaté értékkel és szdrdssal bird
normalis eloszlds stirliségfiiggvényének segitségével (a de Moivre-Laplace-tétel lokalis alakja):

—nep)2
P(X:k)%l)wp( honp )z ! el

np(1—p np(l—p))  /2mnp(1—p)

2. annak a valészintisége, hogy X értéke a és b kozé esik, becsiilhetd egy azonos varhaté értékkel és szdrassal
biré normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének segitségével (a de Moivre-Laplace-tétel globdlis alakja):

— A
0,15 0,1
0,1
0,05
0,05
4 6 8 10 12 14 16 15 20 25 30 35 35 40 45 50 55 60 65

20.1. abra. Az dbrdkon a binomidlis eloszldst figyelhetjiik meg p = 0,5 mellett 1igy, hogy n értéke egyre nagyobb
lesz. Bal oldalon n = 20, majd n = 50 kozépen, s a jobb szélen n = 100. Figyeljiik meg az eloszldsok alakjdt, ahogy
balrél jobbra haladva egyre jobban hasonlit egy haranggorbéhez!
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A becslés annal pontosabb, minél nagyobb az n paraméter, s minél kdzelebb van a p valdszintiség az 1/2-hez.
Természetesen az ember azt varja, hogy a globdlis alak valamennyire visszaadja a lokalis alakot. Ezzel szemben
a = b esetén a globdlis alak 0-nak becsiili a P(X = a) valészinliséget. Ugyancsak problémdas a becslés,
amennyiben a és b kdzel van egymdshoz.

A de Moivre-Laplace-tételnél jobb becslést ad a tétel tigynevezett 1/2-del korrigdlt vdltozata:

20.2. tétel: Legyen X binomidlis eloszldst valészinliségi valtozé az n és p paraméterekkel. Ekkor amennyiben
n elég nagy (nagyobb, mint 30), annak a valdszintisége, hogy X valamely a és b egész szamok 4ltal hatdrolt
intervallumba esik, becsiilheté a normalis eloszlas eloszlasfiiggvényével:

P(a<X<b)%<I><b+0'5_n'p) _‘I)(a—O.5—n'p> .

np(l —p) np(l —p)

zf /
/
i\

20.2. dbra. Az dbrdkon a de Moivre-Laplace-tétel eredeti (balra), és 1/2-del korrigdlt kozelitését (jobbra) ldtjuk.
A binomidlis eloszlds értékei oszlopdiagrammal, a normdlis eloszlds gorbével van dbrdzolva. A P(a < xz < b)
valdszintiség pontos értéke az oszlopdiagram alatti sdrga, a normdlis eloszldssal kozelitett érték pedig a gorbéje
alatti kék teriilet. A jobb oldali kézelités nem csak a két oldalt ldthato pontatlansdgokat korrigdlja, hanem az
oszlopdiagram cikdzottsdgait is elsé rendben kozeliti.
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A becslés anndl pontosabb, minél nagyobb az n paraméter, s minél kozelebb van a p valdszintiség az 1/2-hez. A
becslést és a korrekcid hatdsat a fenti abran figyelhetjiik meg.

20.1. feladat. Egy szabdlyos pénzérmét szazszor dobunk fel.

a) A de Moivre-Laplace-tétel segitségével adjunk becslést annak a valdszintiségére, hogy épp annyi fejet
dobunk, amennyi a fejdobdsok szdménak varhato értéke!

b) Szamoljuk ki a pontos értéket is, és hasonlitsuk Ossze a hatareloszlas tétel altal adott becsléssel!

¢) Adjunk meg a hatdreloszlas tétel segitségével egy olyan, a varhatd értékre szimmetrikus intervallumot,
ahova a dobott fejek szdma 99%-os valészintiséggel beleesik!

d) Adjunk becslést egy alkalmas tanult egyenl6tlenség segitségével annak a valdszinliségére, hogy a fej
dobdsok szdma a szdmolt intervallumba keriil!

e) Szamoljuk ki az el6z6 feladatban becsiilt valészintiség pontos értékét is, és hasonlitsuk 6ssze az eddig
kapott értékekkel!

Megoldds:

A dobott fejek X szama binomidlis eloszlast fog kovetni, ahol p = 1/2 a fej dobds bekovetkezésének
valoszinlisége és n = 100 a dobdasok, azaz a kisérletek szama. Igy a dobott fejek szamanak varhat6 értéke
E(X)=m=mn-p=100-1/2 = 50, szérdsa pedig D(X) = o = \/np(1 —p) = 1/100-1/2-1/2 = 5.

a) El6szor adjunk becslést a de Moivre-Laplace-tétel segitségével arra, mekkora annak a valdszintisége, hogy
épp annyi fejet dobunk, mint a fej dobdsok szdmanak varhat6 értéke. A fej dobasok szaménak varhatd
értéke 50, igy azt kell becsiilniink, mekkora valdszintiséggel lesz X értéke 50. A hatareloszlas tétel elsonek
megfogalmazott becslése alapjan a valésziniiséget egy olyan X, normalis eloszlast valdszinliségi valtozo
stirtiségfiiggvényének segitségével becsiiljiik, amelynek varhaté értéke és szérdsa megegyezik X varhato
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20.3. abra. Az dbra az n = 100, p = 1/2 binomidlis eloszldst és az 6t kozelité normdlis eloszldst mutatja.

értékével és szérdsdval, azaz Xy ~ N(50;5). Xy stiriségfiiggvénye az aldbbiak szerint irhaté fel:

T

g

ahol ¢ a standard normélis eloszlas stiriségfiiggvénye. Igy a becslést az aldbbiak szerint tehetjiik meg:
1 50 —m 1 1
( ) ~ fxy(50) Us@( > :#(0) T

Tehat koriilbeliil 8% annak a valdszintisége, hogy 100 dobasbdl épp annyi fejet dobunk, mint amennyi a fej
dobasok szamdanak varhato értéke, azaz 50-et.

- e¥ ~ 0,079788.
g

b) Az el6bb becsiilt eredményt kozvetlentil is kiszamolhatjuk, hiszen X eloszlasa binomialis, és ismerjiik n-et
és p-t is. A szamoldst az alabbiak szerint végezhetjiik el:

100) 1 1

=0 ) 30 30 ~ 0.079589.

P(X =50) = (
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Hasonl6é eredményt kaptunk, mint az el6bb, tehat koriilbeliil 8% a keresett valdszinliség a binomialis
eloszlds segitségével szdmolva is. Eszrevehetjitk azonban, hogy az értékek kozotti kiillonbség ~ 0,0002.
Ez a hiba viszont kisebb, mint a pontos valdszintiség értékének fél szazaléka. Igy a becslést akdr pontosnak
is nevezhetjik.

c) Keressiink most a hatareloszlas tétel segitségével egy olyan, a varhat6 értékre szimmetrikus intervallumot,
amelybe a dobott fejek szama legaldbb 99%-os valdszintiséggel beleesik. Jeloljiik z-szel az intervallum
végpontjainak tavolsagat a varhat6 értéktél. Igy az intervallumot felirhatjuk az [m — x; m + 2] alakban. Ugy
kell meghataroznunk x-et, hogy P(m —z < X < m + x) = 0,99 legyen.

Figyeljiink azonban a kovetkezére: mivel X eloszldasa diszkrét, igy az intervallum hatdrdnak folytonos
mozgatasa esetén a kérdéses valdszinliség nem folytonosan, hanem ugrasszerien fog mozogni, igy azt
99%-ra csak koriilbeliil tudjuk beallitani. Ezt a bizonytalansagot néveli az a tény is, hogy a hatareloszlas
tétel alkalmazasaval csak kozeliteni tudja a binomialis eloszlds konkrét értékeit, igy az eredményiink is csak
annyira lesz jé, amennyire ez a kozelités jo.

[rjuk fel a vizsgalt valészindséget igy, hogy az Xy, normdlis eloszlast valészintiségi véltozéval kozelitjiik:

09=Pm—z<X<m+z)xPm—-z—-05<Xy<m+x+05)=

_q)<m+as+0,5—m) _(I)<m—x—0,5—m) _ 2 <$+0,5> Y
o o o

Az egyenlet két végét osszevetve kapjuk, hogy

0,99 ~ 2& (x+0’5> 1 azaz ® <x+0’5) ~ 0,995

o g

A normalis eloszlas tablazat segitségével ki tudjuk keresni azt az értéket, melynél ® értéke 0,995 lesz. Ez
az érték a 2,5758 lesz. Tehat

40,5
o

= 2,5758 amibél z A~ 52,5758 — 0,5~ 12,379.
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Mivel X eloszldsa diszkrét, varhaté értéke is egész szdmra esik, igy = tizedes utdni jegyei nem szamitanak.
Kerekitsiink a kozelebbi egészhez, x = 12-re. Ekkor a keresett intervallumunk az [50 — 12; 50 + 12], azaz a
38; 62] lesz. Ugy becsiiljiik, ide fog beleesni nagyjabdl 99% valészintiséggel a dobott fejek szama.

d) Adjunk becslést alkalmas tanult egyenl6tlenség segitségével arra, hogy a dobott fejek X szama a most
szamolt [38; 62] intervallumba esik. A becsléshez alkalmazhatjuk a Bernoulli-féle nagy szamok torvényét is,
viszont a Csebisev-egyenlétlenséget kozvetlendil felirhatjuk, hiszen ismerjiik X varhatd értékét és szérdsat
is. Vegyiik figyelembe, hogy mivel X diszkrét, érdemesebb lesz a [38;62] zart intervallum helyett a (37;63)
intervallummal felirni a becslést:

52
P(38 < X <62) = P(37 < X < 63) = P(IX —m| <13) > 1 - 15 ~ 0.8521.

Tehat annak a valdsziniisége, hogy X a [38;62] zart intervallumba esik, legaldbb 85,21%. Ez az
eredmény nem mond ellent annak, hogy olyan intervallumot keressiink, ahova a dobott fejek szama 99%
valdszintiséggel esik bele, hiszen 0,99 > 0,8521.

e) Végiil hatdrozzuk meg pontosan annak a val6sziniiségét, hogy a dobott fejek szdma a [38; 62] intervallumba
esik. Irjuk fel az alabbi médon a keresett valdszintiséget:

P(38< X <62) = P(38 < X <49) + P(X =50) + P(51 < X < 62).

Vegyiik észre, hogy mivel p = 0,5, ezért X eloszldsa szimmetrikus a varhaté értékre, tehat P(X = 50 —
i) = P(X = 50+ 1), ebbdl kovetkezik, hogy P(38 < X < 49) = P(51 < X < 62). Ezen kiviil a
P(X = 50) valészinliséget mar kiszdmoltuk. A nem ismert valészintiséget kézzel, vagy szoftver segitségével
szamolhatjuk. Osszegezve:

P(38 < X <62) ~ 0,454189 + 0,079589 + 0,454189 = 0,987967 .

Tehdt annak a valészintisége, hogy X a [38;62] intervallumba esik, 98,79%. Lathatjuk, hogy ez kicsit 99%
alatt van. Ezért ellendrizziik annak a valdsziniiségét is, hogy X a [37;63] intervallumba esik. Ez 99,33%
lesz. Lathatjuk, hogy kizarélag a most emlitett két intervallumot fogadhatjuk el, mint a feladat eredménye,
s a ¢) feladatban megjelolt megoldéas esetén kozelebb van a vizsgélt valdszinliség a 99%-hoz.
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<=20.1. feladat

Aktivitas: Alkalmas szoftver segitségével szamolja ki, majd dbrdzolja grafikonon, hogy miként fiigg az
el6z6 feladatban vizsgalt szimmetrikus intervallum hossza attol a valészintiségtdl, hogy a dobott fejek szdma
beleesik.

Vizsgaljuk meg miként viselkedik a normalis eloszlassal vald kozelités akkor, amikor a p valészintiségiink kicsi.

20.2. feladat.

Egy irodahdzban 100 telefonkésziilék iizemel. Ezek naponta, egymastdl fiiggetlen 4% valdszintiséggel romlanak
el. A hibas késziilékeket még aznap este cserélik.

a) Mi a valdszinlisége annak, hogy egy adott nap négynél kevesebb késziilék romlik el?

b) A pontos érték mellett adjunk becslést Poisson- és normalis eloszldssal valé kozelités alapjan is!

Megoldds:

a) Jelolje X az adott nap elromlott késziilékek szamat, az X valdszin(iségi valtozo binomialis eloszlasu lesz,
p = 0,04 és n = 100 paraméterekkel. A feladat a P(X < 4) valdszinliség kiszdmitdsat kéri. Mivel a
binomialis eloszlas diszkrét, és csak egész értékeket vehet fel 0 és n kozott, a kért valdszintiséget az alabbi
modon szamithatjuk ki:

P(X<4)=P0<X<3)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)+P(X =3)
100 100 100 100
= < 0 > -0,04° - 0,960 + ( . ) -0,04' - 0,96% + ( 5 ) -0,042 - 0,96” + ( 5 ) -0,04% - 0,967
~ 0,01687 + 0,07029 + 0,14498 + 0,19733 = 0,4295 .

Tehat annak a valdszintisége, hogy egy adott napon négynél kevesebb késziilék romlik el, 42,95% lesz. Az
eredményt tekinthetjiik négy tizedesjegyig pontosnak, ha a szdmolast megfelel6 pontossaggal végeztiik.
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20.4. abra. Az dbra az n = 100, p = 0,04 binomidlis eloszldst és az Ot kozelité Poisson-, illetve normadlis eloszldst
mutatja.

b) A vizsgalt valésziniiséget becsiiljiik most Poisson-eloszlassal. Ehhez meg kell valasztani a becslésre hasznalt
X p valdszintiségi valtozo \ paraméterét. Ugy kell valasztani, hogy X és X p varhat6 értéke megegyezzen,

18y
A=n-p=4.

Tehdt Xp egy \ = 4 paraméter(i Poisson-eloszlasu valdszintiségi valtozd lesz. A becslést az alabbi médon
tehetjiik meg:

P(X<4)~P(Xp<4)=P(Xp=0)+PXp=1)+P(Xp=2)+P(Xp=3)=
40 41 42 43

:a-e +F.6_4+§.6_4+§.6_4%

~ 0,01832 + 0,07326 + 0,14652 + 0,19537 = 0,4335 .

Tehat a vizsgalt valoszintiséget Poisson-eloszlas segitségével szamolva annak a valoszintisége, hogy az adott
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nap 4-nél kevesebb késziilék romlik el 43,35% lesz. Lathatjuk, hogy a kozelités 4 ezredre pontos, azonban
a szamérték kiszamitasa kevesebb, és egyszer(ibb miiveleteket igényel.

¢) Végiil normalis eloszlas segitségével is szamitsuk ki a valdszinliség értékét. A binomialis eloszldsu X -et a de

Moivre-Laplace-tétel segitségével a normadlis eloszldsu X y-nel kozelitjik. X varhato értékét és szordsat
ugy kell megvalasztani, hogy az megegyezzen X varhato értékével és szérasaval, azaz

m = E(Xy) = E(X)

o = D(XN)

4, valamint

D(X)=+/n-p-(1—p)=+/100-0,04-0,96 ~ 1,9595.

Igy a kérdéses valdszintiséget a de Moivre-Laplace-tétel segitségével az aldbbi médon becsiilhetjiik:

P(X <4)=P0<X <3)~P(-05< Xy <35)=

P I i I Bl Bt O ®(0,2552) — [1 — ©(2,2965)] = 0,3885
~ Y\ VB Ve | T

e ®e
® & @ s
L9 & 10
10 o %
0 x
o * % binomialis
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Poisson (o] *
-6
10 o
10
° x
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20.5. dbra. A normdlis eloszlds nem csak kis valdsziniiségek esetén pontatlan. A vdrhato értéktol tdvolodva tobb
nagysdgrendben rosszabb becslést ad a Poissonndl (n = 100, p = 0,04, balra). A pontatlansdg megfigyelhet6 az
idedlis valosziniiség esetén is az eloszlds szélein (n = 100, p = 0,5, jobbra).

lecke a oldal
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A hatdreloszlas tétel segitségével kapott becslés messze nem olyan pontos, mint a Poisson-eloszlas
segitségével végzett becslés. Majdnem 10%-os eltérés van a két érték kozott.

A feladat alapjan lathatjuk, hogy kis valdszinliségek esetén a binomidlis eloszlast pontosabban kozelithetjiik
Poisson-eloszlés segitségével. 4=20.2. feladat

20-1. 6nall6 feladat: Vizsgalja meg, miként valtozik az el6zé feladatban leirt kozelitések pontossaga, ha az
n - p = X értéket fixen tartjuk, és kozben n értékét minden 1épésben 10-szeresére noveljiik.

20.3. feladat. Arpad, a hatvanas sziiletésti hajéskapitany, 400 féréhelyes sétahajot iizemeltet a Balatonon. A
tapasztalat szerint, ha Arpad épp annyi foglalast fogad, amennyi a féréhelyek szdma, akkor &tlagosan 350
utas jelenik meg ténylegesen a hajé indulasakor. Feltehetjiik, hogy az utasok egymadstodl fiiggetleniil, azonos
valészintiséggel dontenek arrél, megjelennek-e az utazason. Arpad a bevétel novelése érdekében tébb foglalast
akar fogadni.

a) Mi a valdszintisége annak, hogy a megjelend utasok felférnek a hajéra, ha Arpad 10%-kal tobb foglalast
fogad, mint a hajo kapacitasa.

b) Hany foglalast fogadhat maximum, ha Arpad azt akarja, hogy 95% valészintiséggel mindegyik utas felférjen,
aki megjelenik az indulaskor?

Megoldds: A feladatban az utazdsra ténylegesen megjelené utasok szama véletlen, igy ezt jeloljik az X
valdszintiségi valtozéval. Allapitsuk meg X eloszlasat. Egy adott titra n utas ad le foglalast, s mindegyikiik
egymastdl fliggetleniil, azonos p valdszinliséggel jelenik meg. Ezért X eloszlasa binomidlis.

A feladat megolddsahoz el6szor meg kell dllapitani az X valdszin(iségi valtozo eloszldsanak n és p paraméterét.
Az n paraméter részfeladatonként valtozik, azonban annak a valészintisége, hogy egy adott utas eljon, allando
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lesz. Tudjuk, hogy n = 400 esetén E(X) = 350 lesz. gy, mivel az eloszlas binomialis:

E(X) 350
= — =0,875.
n 400 ’

350 = E(X)=n-p=400-p, azaz p=

Tehat az egyes utasok egymastol fiiggetleniil 87,5% valoszintiséggel jelennek meg. Ez az érték fliggetlen a
foglalasok szamatdl.

a) Mi a helyzet akkor, ha a hajén 10%-os tulfoglalds van, azaz Arpad 400 helyett 440 foglalast fogad? Ebben
az esetben n = 440, s annak a valdszintiségét kell kiszamolnunk, hogy X, azaz a megjelend utasok szama
maximum 400. Mivel X ebben az esetben 6sszesen 401-féle értéket vehet fel 0-t6l 400-ig, a binomidlis
eloszlds kozvetlen alkalmazdsa technikailag korldtozott. Erdemes igy a valdszintiség becslésére a de
Moivre-Laplace-tételt alkalmazni. Az Xy normadlis eloszlasu valdszinliségi valtozd, mellyel X -et kozelitjiik,
varhato értékben és szérasban meg fog egyezni az eredeti eloszlds varhato értékével és szérasaval:

m=E(Xy)=FE(X)=n-p=440-0,875 =385,  valamint
c=D(Xy)=D(X)=+/n-p-(1—p)=/440-0,875- 0,125 ~ 6,9372.

A vizsgalt valoszinliséget igy az alabbiak szerint becsiilhetjiik:

400,5 — 385

P(X <400) = P(X 4 =
(X < 400) (Xn < 400,5) ( 6.0372

) ~ $(2,2343) ~ 0,9873 .

Tehét tigy becsiiltiik, hogy ha Arpad 400 helyett 440 foglalast ad ki, akkor 98,73% valészintiséggel minden
megjelend utas fel is fér a hajéra. Binomialis eloszlassal és megfeleld szoftver alkalmazasaval szdmolva ez
a valdszintiség 98,98%. Az eredmény pontosnak latszik, viszont ha azt kérdezziik, hogy mi a valdszintisége
annak, hogy nem fér fel valaki, akkor a binomialis eloszlassal szamolt érték 1,02%, a hatareloszlassal
szamolt becslés pedig 1,27%.
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b) Lathatjuk az el6z6 részfeladatbdl, hogy 440 utas esetén tobb mint 95% a valdszintisége annak, hogy minden
utas felfér a hajéra. Ha tobb foglaldst ad ki Arpad, akkor ez a valdszintiség csokkenni fog. Kérdés, hogy
meddig mehetiink még el ugy, hogy 95% felett maradjon annak a valészintisége, hogy mindenki felfér. A
kiadott foglaldsok szamat nem ismerjiik, igy az X valdészin(iségi valtoz6 n paramétere ismeretlen. Ez azt
jelenti, hogy az 6t kozelité Xy normalis eloszlast valoszinliségi valtozo varhato értékét és szorasat csak n
figgvényeként tudjuk megadni:

m=FEXy)=FEX)=n-p=0,_875n, valamint
c=D(Xy)=DX)=+/n-p-(1—p)=+/n-0,875-0,125~ 0,33072 - /n.

Azt vizsgéljuk, hogy milyen valdszinliséggel férnek fel az utasok a hajéra, azaz mekkora valdszintiséggel
lesz X értéke legfeljebb 400, hiszen azt szeretnénk, hogy ez 95% legyen:
400,5 — 0,875 - n
0,33072-v/n |-

95% = P(X < 400) ~ P(Xy < 400,5) = ® (

A fenti kifejtésben X eloszlasat Xy eloszlasaval kozelitettiik. Vegyiik észre, hogy a jobb oldali ¢ fiiggvény
értéke a bal szélen 0,95, amit ® az 1,645 helyen vesz fel, igy

400,5 — 0,875 - n
0,33072 - /o
Vegyiik észre, hogy a jobb oldali egyenlet egy /n-re masodfoku egyenlet. Ha /n helyére x-et {frunk, akkor

= 1,645, azaz 0,875 - n + 0,54403 - \/n — 400,5 = 0.

0,875 - 2 4+ 0,54403 - © — 400,5 = 0, melynek a megolddsai z; ~ —21,707 és x9 ~ 21,086.

Mivel z; < 0, ezért 6 nem lehet /n értéke, igy /n ~ 21,086 és n =~ 444.6 lesz. Azt kaptuk, hogy
ha a megjelené utasok szamat de Moivre-Laplace-tétel szerint kozelitjiik, akkor legfeljebb 444 foglalas
esetén fog tobb mint 95% valodszintiséggel felférni a hajora mindenki. Kozvetleniil a binomialis eloszlassal,
szoftver segitségével kiszamithatjuk, hogy 444 foglalds esetén 96,1%, 445 foglalds esetén pedig 94,8%
valoszinliséggel fog minden megjelené utas felférni a hajora. Tehat a hatareloszlas tételt alkalmazva
sikeriilt a pontos eredményt meghatarozni.
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<=20.3. feladat

20-2. 6nall6 feladat: Hogyan valtoznak az el6z6 feladat eredményei akkor, ha minden utas kizardlag
parosaval utazik, igy mind a foglalds, mind a megjelenés paronként torténik?

Aktivitas: Nézzen utdna az interneten, hogy az utaztatassal, esetleg vendéglatassal foglalkozd cégek
mekkora tulfoglaldssal szoktak dolgozni!
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Leckezdard onellen6rzé kérdéssor

A de Moivre-Laplace-tételt szeretnénk arra haszndlni, hogy egy szabdlyos érmét sokszor feldobva a
fej dobasok szamat vizsgdljuk. A fej dobasok szamanak becsléséhez hasznalt normalis eloszlas melyik
paramétere fog valtozni, ha noveljiik az érmedobdsok szamat?

varhat6 érték SzOras mindkettd egyik sem

Annak a valészintisége, hogy egy adott nap esik az es6, egy allando p értéknek tekinthet6. Alkalmazhatjuk-e
a de Moivre-Laplace-tételt az egy évben el6forduld esés napok szamanak leirasara?

Igen, mert n = 365 és a p bekovetkezés fix.
Nem, mert az es6s napok szdmanak eloszlasa binomidlis.
Igen, mert az es6s napok szamanak eloszlasa binomidlis.

Nem, hacsak nem mutathaté meg, hogy az esés napok egymastol fiiggetleniil jonnek, igy az esés napok
szdma binomidlis lesz.

A de Moivre-Laplace-tétel segitségével becsiiljiik meg annak a valdsziniiségét, hogy egy szabalyos
pénzérmét 100-szor feldobva egyszer sem dobunk irast.

~ 710731 ~2-1072 ~ 10728 0

A de Moivre-Laplace-tétel segitségével becsiiljiik meg annak a valdszintiségét, hogy 100 kockadobasbdl
legaldbb 20 hatos lesz.

~ 15% <1/6 >5/6 ~ 22%
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20.2. A kozponti hatareloszlas tétel

Az alabbi tétel a kozponti hatdreloszlas tétel legegyszeribben megfogalmazott alakja. A tétel legfontosabb
feltételei a fliggetlenség és a szorasok végessége.

20.3. tétel: Legyenek X1,Xo,...,X,,... fliggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok, 1étezb és azonos
varhato értékkel és szdrassal, azaz mindegyik X; val6szinliségi valtozéra E(X;) = m és D(X;) = o. Ebben
az esetben az X; valoszintliségi valtozdk osszegének standardizaltja hataresetben (azaz ha n — oo) standard
normalis eloszlasu. Ez azt jelenti, hogy

lim P

n—oo

x
Xi+Xo+...+X,—n- 1 2
< 1+ Xo+...+ Xy —n m<l’>:/6_t2dt:q)(l‘).
U\/ﬁ 27
—0o0

A tétel segitségével az alabbi allitdsokat fogalmazhatjuk meg nem csak az 0sszegre, hanem az atlagra is:

1. Elég nagy mennyiségli (n > 30), fiiggetlen, azonos eloszldsu valdszinliségi valtoz6 Osszegének
standardizdltja kozelitoleg standard normalis eloszlast, azaz
P<X1+X2+...+Xn—n-m <x>
ovn

2. Elég nagy mennyiségd, fliggetlen, azonos eloszlast valészin(iségi valtozo osszege olyan normalis eloszlassal
kozelithetd, melynek varhato értéke n - m, szérasa pedig o+/n, azaz

~ ®(z).

r—n-m
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3. Elég nagy mennyiségli, fliggetlen, azonos eloszldst valdszinliségi valtozd dtlagdnak standardizdltja

kozelitéleg standard normalis eloszldsu, azaz

X1+ Xo+.. .+ Xn —m
P * <z |=o(x).

a

vn

4. Elég nagy mennyiségd, fiiggetlen, azonos eloszlasu valészintiségi valtozo atlaga olyan normalis eloszléssal
kozelithetd, melynek varhaté értéke m, szérdsa pedig ﬁ, azaz

P<X1+X2+...—|—Xn <x) %q)<x—m> .
n a//n

5. Mivel a binomidlis eloszlast valdészinliségi valtozé tekintheté n darab fiiggetlen, indikédtor eloszldsu
valdszinliségi valtoz6 Osszegének, ezért a de Moivre-Laplace-tétel valéjaban a kozponti hatareloszlas
tétel specialis esete, mikor az X;-k karakterisztikus eloszlastiak, és mindegyik X; valdszin(iségi valtozora

E(X;) =pés D(X;) = /p(1—p).

20.4. feladat. 400 darab fiiggetlen, azonos eloszlasu val6szintiségi valtozé mindegyikének varhatd értéke 12,
szorasa pedig 4.
a) Mi a valdszintisége annak, hogy atlaguk 11,5 és 12,5 kozott lesz?

b) Adjunk becslést a Csebisev-egyenlétlenség segitségével is, majd hasonlitsuk 6ssze az eredményeket!

Megoldds: Vegylik észre, hogy a valdszinliségi valtozok eloszldsa nincs megadva, csak a varhaté értékiik és
a szérasuk. Ahhoz, hogy a centrélis hatdreloszlds tételt alkalmazni tudjuk, a valdszintiségi valtozok varhatd
értékére és szdrasdra lesz sziikségiink. Mivel ezek adottak, hiszen m = 12 és 0 = 4, valamint végesek, igy a
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hatareloszlés tételt alkalmazhatjuk. Mind a hatareloszlas, mind az egyenl6tlenség alkalmazdsahoz sziikségiink
van a valdészinlségi valtozok X atlaganak varhato értékére és szorasara.

E(X)=m=12, valamint D(X)=—==—==0,2.

Tehét X vérhaté értéke 12, szdérdsa pedig 0,2 lesz.

a) A centrélis hatareloszlas tétele alapjan az atlag eloszlasat egy olyan X normalis eloszlasu valdszintiségi
valtozoval tudjuk kozeliteni, melynek varhatd értéke és szordsa megegyezik az X varhato értékével és
szorasaval. Igy a hatdreloszlas tételt az alabbi mdédon tudjuk alkalmazni:

. 12,5 — 12 11,5 — 12
P(115 <X <125) m P15 < Xy <125) =@ | o | =& | —55— | =2®(255) ~ 1~ 0,9876.
Tehat a centralis hatdreloszlas tételével becsiilve annak a valdsziniisége, hogy a valdszin(iségi valtozok
atlaga 11,5 és 12,5 kozott lesz, koriilbeliil 98,76%.

b) A feladat masodik részében a valdszinliség értékét a Csebisev-egyenl6tlenség segitségével becsiiljiikk. Az

X valdszin(iségi valtozd varhatd értékét és szordsat mar kiszdmoltuk, az egyenlStlenség felirdsdhoz ezek

kellenek: )

2 084
o5~ 08
Tehdt azt kaptuk, hogy annak a valészinlisége, hogy az atlag 11,5 és 12,5 kozott van, legaldbb 84%. Figyeljiik
meg, hogy ez az érték jelentésen eltér attdl, mint amint az el6z6 részfeladatban kaptunk. Az el6z6 feladat
eredménye viszont egy becslés, a mostani pedig egy szigoru alsé korlat.

P(115< X <125) =P (| X - E(X)| <05) > 1—

<=20.4. feladat
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Aktivitas: Irjon fel legaldbb 2-3 olyan példat a valé életb6l, ahol valamilyen véletlen mennyiséget egy
haranggorbe formaju eloszlassal tudunk legjobban jellemezni. Vizsgalja meg, hogy igaz-e, hogy a véletlen
ingadozas tobb, apro hatas 6sszességébdl adodik.

20.5. feladat. Az e-mail fiokban naponta talalt kéretlen rekldmlevelek szdma Poisson-eloszlast kovet. Hétkoznap
atlagosan 4, a hétvégén pedig atlagosan 2 kéretlen levél jon egy nap alatt. Tegyiik fel azt, hogy az egyes napokon
kapott kéretlen levelek szama fiiggetlen egymastol.

a) Szamoljuk ki az 52 hét alatt érkezd kéretlen rekldmlevelek szdmédnak varhatd értékét és szorasat.
b) Mi a valészintisége annak, hogy az 52 hét alatt tobb mint 1300 kéretlen levél érkezik?

¢) Hany hét alatt gytilik 6ssze tobb mint 95% valdszintiséggel legalabb 1000 kéretlen levél?

Megoldds:

a) El6szor az 52 hét alatt 6sszegylil6 reklamlevelek szdmdnak varhato értékét és szérdsat szdmoljuk ki. Tobb
Poisson-eloszlasu valészinliségi valtozd Osszege is Poisson-eloszlasu lesz, bar az 6sszeg varhato értékének
és szoérdsanak kiszdmitdsahoz ez nem kell. Az 52 hét alatt hetente 5 hétkdznap van, ami 6sszesen 260
hétkoznap, amelyeken 4 e-mailt kapunk dtlagosan. A szombatok és vasadrnapok 6sszesen 104 napot adnak
ki, ezeken a napokon 2 kéretlen e-mail jon atlagosan. Jelolje X a 364 nap alatt érkezett levelek szamat.
Ekkor X véarhaté értéke:
E(X)=52-5-44+52-2-2=1248.

A szoras kiszamitasa el6tt X szérasnégyzetét szamitsuk ki. A \ paraméter(i Poisson-eloszlasu valdszintiségi
valtozd szérasnégyzete is \. Mivel az X valdszinlségi valtozé fiiggetlen, Poisson-eloszlasu valdszintiségi
valtozok Osszege, igy szordsnégyzete is a szorasnégyzetek Osszege.

D*(X)=52-5-4+52-2-2=1248.
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b)

c)

Az eredmény abbdl is kovetkezik, hogy X eloszldsa is Poisson, A = 1248-as paraméterrel. fgy X szérasa
D(X) = /1248 ~ 35,327 lesz.

Szdmoljuk ki most annak a valdszintiségét, hogy 52 év alatt tobb mint 1300 levél érkezik. A tényleges
valoszintséget kiszamolni nem tudjuk egyszertien, a hatareloszlas tétel segitségével azonban becsiilhetjiik.
Vigyazzunk azonban, mivel a centrdlis hatdreloszlds tételének haszndlatdhoz tobb mint 30 fliggetlen,
azonos eloszlasu valdszintiségi valtozora lesz sziikségiink. Mivel azonban hétkdznap és hétvégén mas a
kéretlen levelek eloszlésa, igy a tételt mas valoszintiségi valtozdkra kell alkalmaznunk.

Legyenek X7, Xo,... X559 4j valdszintiségi valtozok, melyek az egyes heteken beliil, tehat 5 munkanap,
valamint szombat és vasdrnap alatt Osszegytilt kéretlen levelek szamat jelzik. Ezekre a valdszintiségi
valtozékra mar alkalmazhatjuk a centralis hatdreloszlas tételt, mivel fiiggetlenek, azonos eloszlasuak, és
elég sokan vannak. Mivel az 0sszegiik épp X, igy X -et kozelithetjiik normalis eloszlassal:

X ~ Xy ~ N(1248,1/1248).
A feladatban kérdezett X > 1300 esemény valdszinliségét az alabbiak szerint becsiilhetjiik:

1300,5 — 1248
/1248

Tehdt nagyjabdl 6,8% annak a valdszintisége, hogy az 52 hét alatt kapott kéretlen levelek szdma meghaladja
az 1300-at. Vegyiik észre, hogy mivel X eloszldsa diszkrét, és csak egész értékeket vehet fel, a de
Moivre-Laplace-tételnél alkalmazott 1/2-es korrekcidt itt is alkalmaznunk kell.

P(X >1300) = P(Xy > 1300,5) =1 — & ( ) ~1— ®(1,4861) ~ 1 — 0,9314 = 0,0686..

Az utols6 feladatban azt vizsgaljuk, hany hét alatt fog tobb mint 95% valészintiséggel legalabb 1000 levél
Osszegyllni. Az el6z6 részfeladatokhoz képest most nem ismerjiik az X pontos eloszlasat, viszont n héttel
szamolva n fliggvényeként fel tudjuk irni varhaté értékét és szorasnégyzetét:

E(X)=D*X)=n-5-44n-2-2=24-n.

Tehat az n hét alatt kapott kéretlen reklamlevelek szamanak varhaté értéke 24 - n, szérasa pedig v/24 - n.
Minél tobb hetet vizsgdlunk, anndl nagyobb lesz annak a valdszintisége, hogy 6sszejon az 1000 levél, igy

lecke oldal
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ha meghatarozzuk azt a nem feltétlen egész n értéket, melyre P(X > 1000) = 0,95, akkor felfele kerekités
utan megkaphatjuk a valaszt a feladatra. Az X valdszinlségi valtozo eloszlasat a vele megegyez6 varhato
értékkel és szdrdssal biré X normadlis eloszldsu valoszinliségi valtozé eloszlasaval kozelitjiik. A vizsgalt
valoszintiséget az aldbbiak szerint szdmolhatjuk ki:

0,05 = P(X > 1000) ~ P(Xy > 099.5) = 1 — @ [ o0 — 241} _ g (2471~ 9995
) - = ~ N ) - m = \/m .

Az utolsé 1épésben a ¢(—z) = 1—P(z) azonossdgot alkalmaztuk, hiszen ® értékeit akkor tudjuk tdbldzatbdl
visszakeresni, ha 0,5 és 1 kozott vannak. Itt a ®(z) értéke 0,95 lesz, ebbdl x értéke 1,645. Az egyenletet igy

0,3

> >

0 1 2 3 4 5 6 5 10 15 20 25 30 120 140 160 180

20.6. dbra. Az dbra kiilonbozd Poisson-eloszldsokat mutat. A bal oldali dbrdn a A = 1,5, kozépen a Ao = 15, jobb
oldalon pedig A1go = 150. Mivel a fiiggetlen Poisson-eloszldst valdszintiségi vdltozok dsszege is Poisson-eloszldst, igy
a bal oldalon n = 1, kézépen n = 10, jobb oldalon n = 100 darab, azonos, \ = 1,5 paraméterti, Poisson-eloszldst
valdszintiségi vdltozo dsszegét ldthatjuk. Figyeljiik meg, hogy jobbra haladva az dbrdk egyre jobban hasonlitanak a
haranggaorbére.
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visszavezethetjiik egy \/n-ben masodfoku egyenletre:

24 -n —999,5 1645 b6l
—— = 1,645, amibo
V24 -n

24-m — 1,645 V24 -/n—999.5=0.
Amennyiben \/n-et z-szel helyettesitjiik, egy masodfoku egyenletet kapunk:
2422 —1,645-v24 -2 —999.5 = 0.

Az egyenlet megoldasai z1 = 6,6234 és xo = —6,2876. Mivel x = \/n, ezért x5 nem lehet megoldas, hisz
negativ. Tehdt n = 2% = 43,87. Ez azt jelenti, hogy annak a valdszin(isége, hogy 44 hét alatt legalabb 1000
kéretlen reklamlevél érkezik, legalabb 95%.

<=20.5. feladat

Aktivitas: Alkalmas szoftver segitségével szamitsa ki az el6z6 feladat kérdéseire a pontos valaszokat.

20.6. feladat. 2030-ban megvéltoznak a tenisz szabdlyai. A bonyolult pontozas helyett egyszer(sitik a rendszert:
a jaték addig tart, amig valaki 6sszesen 100 adogatdst meg nem nyer. Két rangos jatékos, A és B mérkdzése
kovetkezik. Az elbézetes statisztikdk alapjan tudhatjuk, hogy A klasszisokkal jobb, és minden egyes szervat
60%-os valdszintiséggel nyer meg. Kimutattak azt is, hogy a siker minden labdavaltasndl fiiggetlen egymastol,
és allandé valdszintiséggel kovetkezik be.

a) Legyen X 4 értéke folyamatos jaték esetén a szervak szama addig, amig az A jatékos 100 szervat meg nem
nyer. Szamoljuk ki X 4 varhatd értékét és szordsat!

b) Mi a valészinlisége annak, hogy az esélyek ellenére B mégis nyer?

¢) Milyen erés ellenfelet valasszunk A-nak, ha azt szeretnénk, hogy a jatékos 75% valdszinliséggel nyerjen?
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Megoldds:

a) A feladatok megoldasahoz tegyiik fel azt, hogy a jaték legalabb addig tart, amig mindkét jatékos el nem éri
a 100 pontot. Természetesen ez a feltétel a nyertes személyén nem valtoztat, hiszen aki ezt el6bb eléri, az
nyer. X 4 jeloli a szervdk szamat addig, amig az A jatékos 100 jatékot meg nem nyer. Ennek a valdszintiségi
véltozénak az eloszldsa negativ binomialis lesz p = 0,6 és r = 100 paraméterekkel. fgy a nevezetes eloszls
alapjan a varhato értéket és a szorast kiszamolhatjuk:

B == 19 166.667 Jamint
( A)_E_O,GN , s valamin
/10004
D(X4) = V;qz S~ 10,541

Tehdt addig, amig az A jatékosnak Ossze nem gytilik a 100 pontja, a szervdk szdmdanak varhatd értéke
166,667, szordsa pedig 10,541 lesz.

b) Vizsgaljuk meg, mekkora lehet annak a valészintisége, hogy B mégis nyer? Ehhez az kell, hogy B elébb érje
el a 100 nyertes szervat, mint A. Ne szamoljuk azt, hogy mikor szedi 6ssze B a 100 pontot, mivel ez nem
lesz fliggetlen X 4-tdl (ezt el szeretnénk keriilni), inkabb legyen az Yp valdszinliségi valtozé B pontszama
akkor, amikor A eléri a 100 pontot. Yz konnyen kifejezhetd X 4 segitségével:

Yp = X4 — 100,

hiszen az A jatékos az X 4 darab adogatasbdl 100 pontot nyert, a maradék pontot pedig B. Abban az
esetben fog B nyerni, ha eddigre mdr sikeriilt legaldbb 100 pontot gy(jteni, igy a keresett valdszintiséget
az aldbbi médon irhatjuk fel:

P(Yp > 100) = P(X4 — 100 > 100) = P(X4 > 200).

Hasznalhatjuk-e a hatareloszlas tételt a valdszintiség kiszamitasdhoz? Felirhaté-e X, mint fiiggetlen,
azonos eloszldsu valdszintiségi valtozdk 0sszege? Igen, felirhatd, hiszen az r = 100 paraméteri negativ
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c)

0.4 r=1 0.1 r=10

0.2 0,05

binomidlis eloszlds épp 100 darab, p = 0,6 paraméter(i geometriai eloszlas 6sszege. Az egyes valdszinliségi
valtozdk ebben az esetben azt jelolik, hogy hany adogatas kellett az egyes pontok megszerzéséhez.
Hasznalhatjuk igy a centrdlis hatareloszlas tételt, azaz X 4-t egy normalis eloszlasu Xy valdszintiségi
valtozoval kozelithetjlik, melynek varhaté értéke és szérdsa megegyezik X varhaté értékével és szérasaval.
A vizsgalt valoszinliséget az alabbi médon irhatjuk fel:

199,5 — 166,667
10,541

P(X4 >200) ~ P(Xy >1995) =1—® ( ) ~1— ®(3,1148) ~ 0,00092 .

Annak a valdszinlisége, hogy mégis B nyeri a mérkdzést, elég kicsi, alig 92 szazad ezrelék. Figyeljiik meg
azt, hogy ez 1ényegesen erdsebb kiilonbség, mint az eredeti 60 — 40%-os arany.

Az utols6 részfeladat azt kérdezi, milyen médon hangoljuk A és B adogatds nyerési esélyeit annak
érdekében, hogy annak a valészintisége, hogy A nyeri az egész meccset, 75% legyen. Az el6z6 részfeladatok
logikajat kovetve el6bb felirjuk X 4 varhatd értékét és szérdsat, majd az X 4 segitségével megfogalmazott
és felirt nyerés valdszintiségét kozelitjiik egy olyan X valdsziniiségi valtozd segitségével, mely varhato

p=0,6 p=0,6

—

1 4 7 10 15 20 25 30 0 160 180 200

20.7. &bra. Agz dbra kiilonbozd negatitv binomidlis eloszldsokat mutat. Mindegyik eloszldsndl a p paraméter
megegyezik, 0,6 valdszintiséggel kovetkezik be a vizsgdlt esemény. A bal oldali dbrdndl r = 1, igy az eloszlds
geometriai, kdzépen r = 10, jobb oldalon pedig » = 100. Figyeljiik meg, hogy jobbra haladva az dbrdk egyre jobban
hasonlitanak a haranggorbére.

lecke a oldal
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értékben és szérdsban megegyezik X 4-val. Az X 4 valdszintiségi valtozé varhato értéke és szérasa az alabbi
moédon szdmithato:
r 100

E(Xa)=-= > valamint

D(X4) = \/;q: /100 -p(1 -0

3

Vegyiik észre azt, hogy most nem ismerjiik azt a p-vel jelolt valdszintiséget, hogy az egyes adogatdsokat A
milyen valdszintiséggel nyeri meg. Epp ezt az értéket keressiik. Ismerjiik viszont annak a valdszintiségét,
hogy A megnyeri a meccset. Ezt a valdszinliséget az el6z6 részfeladatban leirt gondolatmenet alapjan az
aldbbiak szerint fogalmazhatjuk meg:

P(X 4 < 200) =0,75.

A bal oldalon felirt valészintiséget becsiilhetjiik egy olyan X normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo
segitségével, melynek varhaté értéke és szérasa megegyezik X 4-val. Igy az aldbbiak szerint szamolhatunk:

199,5 — 190 199,5 - p — 100
P(X4 <200)~ P(Xy <199,5) = ® £ :<1>< 0D > .

10.v1p—p 10-/1I—p

Mivel a fenti kifejezésben a & fliggvény értéke koriilbeliil 0,75, tablazat segitségével meghatdrozhatjuk,
hogy ® ezt az értéket 0,6745-nél veszi fel, igy

199,5 - p — 100
S0P T 06745, azaz 1995 p— 6,745 - /1 —p— 100 = 0.
10-VI-p P P

Lathatjuk, hogy /T — p-re masodfokt egyenletet kaptunk. Legyen = = /T — p, ebben az esetben p = 1 —z2.
Helyettesitsiik be ezeket az értékeket az egyenletbe:

199,5- (1 — 2%) — 6,745 - & — 100 = 0, azaz 199,5 - 2° + 6,745 - — 99,5 = 0.
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A masodfoku egyenlet megoldasai 1 = —0,7233 és x5 = 0,6895, melyek koziil az elsé kizarhatd, hiszen
/1 —p értéke nem lehet negativ. Mivel igy z = 0,6895, ezért p = 0,5246 lesz. Tehdat a tenisz Uj
szabdlyai szerint, amennyiben az A jatékos 52,46% valdszintiséggel nyer meg egy adogatast, akkor 75%
a valoszintisége annak, hogy megnyeri az egész meccset. Vegyiik észre, hogy ugyan A alig jobb B-nél, a
jaték kimenetelének esélyei ezt a kiilonbséget azonban felnagyitjak.

<=20.6. feladat

Aktivitas: Alkalmas szoftver segitségével szamolja ki és abrazolja annak a valészinliségét, hogy az A
jatékos nyeri meg a meccset, annak a valdszintiségnek a fiiggvényében, hogy egy-egy adogatast nyer. Az
abrazolas soran vizsgdlja meg azt is, mi torténik, ha a nyeréshez sziikséges nyert labdavaltdsok szamat
100-r6l nagysagrendekkel lefele (1 vagy 10), illetve felfele (1000 stb.) valtoztatjuk
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Leckezar6 onellen6rzo6 kérdéssor

10000 darab fiiggetlen, azonos eloszldsu valdszinliségi valtozé mindegyikének varhat6 értéke 8, szérasuk
10. Osszegiik standardizaltjat olyan normadlis eloszlassal kozelitjiik, melynek

varhato értéke 80000, szérasa 1000,

varhato értéke 800, szérasa 100000,

varhato értéke 0, szérdsa 1,

varhaté értéke 8, szorasa 0,1.
10000 darab fiiggetlen, azonos eloszldsu val6sziniiségi valtozé mindegyikének varhatd értéke 8, szordsuk
10. Atlagukat olyan normalis eloszlédssal kozelitjiik, melynek

varhato értéke 80000, szorasa 1000,

varhato értéke 800, szdrasa 100000,

varhato értéke 0, szérasa 1,

varhato értéke 8, szorasa 0,1.
100 darab fiiggetlen, Poisson-eloszldsu valdszinliségi valtozé mindegyikének szordsa 2. Adjunk becslést
annak a valdszintiségére, hogy 6sszegiik kisebb, mint 400.

~0,5 <0,75 ~ 0,49 ~ 1

Egy dobdkockat 64-szer elguritunk. Kiszdmoljuk a dobott szdmok atlagat. Mi a valdszintisége annak, hogy
a kapott atlag 0,1-nal kevesebbel tér el az atlag varhato értékétol
~ 0,3657 <0,3333 ~ 0,9490 > 0,9490
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21. Modulzaroé feladatok

Start.

A modulzaré megolddsara 1 6rdja van. Legalabb 4 tizedesjegy pontossaggal adja meg az eredményeket.

100 darab fiiggetlen, azonos eloszldsu folytonos valdszintiségi véaltozé mindegyikének varhatd értéke 8,
szorasuk 2. A hatdreloszlas tételek segitségével adjunk becslést annak a valészintiségére, hogy Osszegiik
840-nél nagyobb!

Egy szabdlyos, hatoldalii dobdkockat szazszor elguritunk. A hatareloszlas tételek segitségével adjunk
becslést annak a valdszintiségére, hogy a dobott szamok atlaga annak varhato értékét 1%-os pontossagon
beliil megkozeliti!

Egy szabdlyos pénzérmét 400-szor feldobunk. Adjunk becslést a hatdreloszlds tételek segitségével arra,
mekkora lehet annak a valdszintisége, hogy legalabb 195 fejet dobunk!

Egy légitarsasag TU-154-es gépére 167 utas fér fel. A tapasztalat szerint feltehetjiik, hogy minden utas, aki
foglalast adott le, a tobbiektdl fiiggetleniil 90%-os valdszintiséggel jelenik meg beszallaskor. Hany jegyet
lehet eladni, ha azt szeretnénk, hogy a beszdllaskor megjelent utasok 99% valdsziniiséggel felférjenek a
gépre?

A kontinentalis viharok sordn két villamcsapas kozotti eltelt id6 exponencialis eloszlast kovet, egy perc
varhaté értékkel. Mi a valdszinlisége annak, hogy legaldbb két ora eltelik a szdzadik villdimcsapdsig?

64 fiiggetlen, azonos eloszldsu valdszinliségi valtozé mindegyikének szoérasa 4. Adjunk becslést a
hatareloszlds tételek segitségével annak a valdszintiségére, hogy dtlaguk 0,5 egységnél kozelebb keriil az
ismeretlen varhato értékhez!

Stop.
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A matematikai statisztika modszerei széles korben elterjedtek, a mérnoki tudomdnyoktdl a
természettudomanyokon at a gazdasag- és tarsadalomtudomanyokig. A hétkéznapokban is gyakran talalkozunk
vele, elegend6 a kozvéleménykutatasokra gondolni. A statisztikai szoftverek egyre szélesebb elterjedése pedig
azok szamara is lehet6vé teszi a statisztika moddszereinek hasznalatat, akik egyébként nem érdekl6dnek a
matematikai hattér irdnt. A kovetkez6 fejezetekben attekintjiik a matematikai statisztika alapfogalmait, illetve
megismerkediink a statisztikai probak menetével, legf6bb tipusaival.
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22. A matematikai statisztikaban hasznalatos eloszlasok

A matematikai statisztikdban a leggyakrabban haszndlt eloszlds a mar ismert standard normadlis eloszlas.
Az itt szerepl6 tObbi nevezetes eloszlas fiiggetlen, standard normalis eloszldsu valdszinlségi valtozdkbol
szarmaztathaté. = Emlékezziink rd, hogy a standard normalis eloszlassal kapcsolatos feladatokat az
eloszlasfiiggvény értékeit tartalmazd tablazat segitségével oldottuk meg. A belble szarmaztatott, még
bonyolultabb eloszlasok esetén szintén a tablazatokba foglalt értékek alapjan dolgozhatunk.

A standard normadlis eloszldsbdl szdrmaztatott eloszldsok jellemzéséhez sziikségilink lesz az tgynevezett
Euler-féle gammafiiggvényre.

22.1. definici6: A T'(z) fliggvényt Euler-féle gammafiiggvénynek nevezziik, és a kovetkez6képpen
definialjuk:

oo
F(a:):/e_t-tx_ldt, x>0.
0

A gammafiiggvény rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:

1. T(x+1)=2 -T(x), x> 0.
2. Han € N, akkor I'(n 4+ 1) = n!.
3.T'(3) = .
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22.1. A \? eloszlas

22.2. definici6: Legyenek X;,X»,...,X,, fliggetlen, standard normadlis eloszldst valdszinliségi valtozok.
Ekkor a beldliik képzett

2 X244 X2+ .. . +X2

valdszintiségi valtozo eloszldsdt n szabadségi fokt x? (khi négyzet)-eloszldsnak nevezziik.

Az n szabadségi foku y2-eloszlds stirtiségfiiggvénye:

1

T (3)
0

M\s

2z N
—————— hax >0,
fn(x) = 22 -

haz <0.
Az n szabadsdgi foku y2-eloszldst valdsziniiségi valtozé varhaté értéke és szérdsnégyzete:
2 ; 20,2
E(xy)=n é  D(x;)=2n

Az eloszlas elsé latasra bonyolultnak t{inik, haszndlata azonban nagyon egyszerii. A y2-eloszlds esetében
altalaban nem az eloszlasfiiggvény adott helyen felvett értékére vagyunk kivancsiak, hanem arra, hogy egy
adott értéket hol vesz fel az eloszlasfiiggvény (azaz az eloszlasfiiggvény inverzének értéke). (Emlékezziink a
valoszinliségszamitds tanulméanyainkbol, hogy az eloszlasfiiggvény adott helyen felvett értéke megegyezett a
stirtiségfiiggvény adott helytdl balra es6 gorbe alatti teriiletével.) A standard normalis eloszlashoz hasonléan
a x2-eloszlas értékeit is tabldzatbdl olvashatjuk ki. A y2-eloszlds inverzének gyakrabban hasznélt értékei a 4.
tablazatban megtalalhatdak. Nézziik, hogyan hasznaljuk a tablazatot!
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22.1. feladat: Adott az n szabadsagi foku y2-eloszldsu valdszintiségi véltozd. Hatdrozzuk meg, hogy az
eloszlasfiiggvénye hol veszi fel a p értéket, ha

a) n=2>5,p=0,95,
b) n =20, p=0,98!

Megoldas: A 4. tadblazat elsé sordban az eloszlasfiiggvény értékei, elsé oszlopaban pedig a szabadsagi fok
talalhat6. Mindosszesen annyi a dolgunk, hogy az els6 oszlopbdl kikeressiik a megadott szabadsagi fokot, az
els6 sorbdl pedig a megadott valdszintiséget. A sor és oszlop metszetébol pedig leolvassuk a keresett értéket
(amelyet igazodva a késébbi feladatainkhoz, jeloljiink x7-vel).

a) x7 = 11,07,
b) xi = 35,02.

0,12

n=10

0,08
n=20
n=30
. .
0 10 20 30 40

22.1. dbra. A y2-eloszlds stirtiségfiiggvénye kiilonféle szabadsdgi fokok (n) esetén.
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22.2. A Student-eloszlas

A Student-eloszlas (vagy masnéven t-eloszlas) adja a matematikai statisztikdban haszndalatos ¢-préba alapjat.

22.3. definicio: Legyenek Y és X1,X5,...,X,, fiiggetlen, standard normadlis eloszldst val6szintiségi valtozok.
Ekkor a beldliik képzett
Y
U, =
\/X12+X22+...+X3L
n

valoszinliségi valtozo eloszlasat n szabadsagi foku Student-eloszlasnak (¢-eloszlasnak) nevezziik.

Az n szabadsagi foku t-eloszlés stiriségfiiggvénye:

1 (=) 1
5

TSRO ()T

Az n szabadsagi foku t-eloszlasu valdszintliségi valtozo varhato értéke:

0 han > 2,
Etn) = { nem létezik han = 1.

Szorasnégyzete:
n

DQ(tn): n_2 han23,
nem létezik han=1,2.

A t-eloszlés esetében (a x?-eloszldshoz hasonléan) elsésorban az érdekel benniinket, hogy egy adott értéket
hol vesz fel az eloszlasfiiggvény (azaz megint az eloszlasfiiggvény inverzének értékére). A t-eloszlds értékeit is
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tablazatbdl olvashatjuk ki, leggyakrabban haszndlt értékei a 3. tdbldzatban taldlhatéak. A tdbldzat haszndlata
megegyezik a x? eloszldsndl latottal.

Nézziik meg a Student-eloszlds stiriségfiiggvényét a 22.2. dbran! A szabadsédgi fok novelésével a gorbe egyre
inkabb hasonlit a standard normalis eloszlas haranggorbéjéhez (a Student-eloszlas hatareloszlasa a standard
normalis). Ezen hasonldsdg alapjan mi a Student-eloszlas tablazatot n = 30-ig fogjuk haszndlni, n > 30 esetén
standard normalis eloszlassal kozelitjiik a Student-eloszlast.

22.2. abra. A Student-eloszlds stiriiségfiiggvénye kiilonféle szabadsdgi fokok (n) esetén.

22.2. feladat: Adott az n szabadsagi foku ¢-eloszlasu valdszintiségi valtozd. Hatdrozzuk meg, hogy az
eloszlasfliggvénye hol veszi fel a p értéket, ha

a) n =8, p=0,95,
b) n =20, p=0,99!
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Megoldas: A 3. tablazat els6 soraban az eloszlasfiiggvény értékei, elsé oszlopaban pedig a szabadsagi fok

taldlhaté. Ujra csak annyi a dolgunk, hogy az elsé oszlopbél kikeressiik a megadott szabadsagi fokot, az elsé
sorbdl pedig a megadott valdszintiséget. (A keresett értéket jeldljiink ¢;-vel).

a) t = 1,86,
b) t; = 2,53.

Aktivitas: Hasonlitsa Ossze a t-eloszlas tablazat értékeit n > 30 esetén a standard normalis eloszlasfiiggvény
inverzének értékeivel adott p esetén!
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22.3. F-eloszlas
22.4. definicié: Legyenek Xi,X»,...,X,, és Y1,Y5,...)Y, fiiggetlen, standard normalis eloszlasu
valdszinliségi valtozok. Ekkor a bel6liik képzett

n X?+X3+...+X2
Finn = —+ <35 D 2
m YZ+YZ+.. . +Y]

valészinliségi valtozo eloszlasat (m,n) szabadsagi foku F-eloszlasnak nevezziik.
Az (m,n) szabadsdgi foku F-eloszlds strtiségfiiggvénye:

m T (L—Fn) o1

m)z | 2
fm,n(x): (n) F(m

: —— haz>0,
BT 1y

0 haz <0.
Az (m,n) szabadsdgi foku F'-eloszldsu valészinliségi véaltozo varhatd értéke:

n
>
E(Fna)={ a3z Manzs
nem létezik han =1,2.
Szérasnégyzete:
2
n (m+n-—2)
2 han>5
DQ(Fm,n): (n—2) m(n—4) an o,
nem létezik han=1,2,3,4.

Az F-eloszlas esetében is az eloszlasfiiggvény inverzének értékeit tablazatbdl olvashatjuk ki. Az 5. tablazat
haszndlata sordn az (m,n) szabadségi fokokat a tébldzat elsé sordban, illetve elsé oszlopdban taldljuk meg. Az
eloszlasfiiggvény értéke ebben a tabldzatban p = 0,95. (Ennek kitlintett szerepérdl késobb lesz szd.)
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22.3. dbra. Az F-eloszlds stiriiségfiiggvénye kiilonféle szabadsdgi fokok (m, n) esetén.

22.3. feladat: Adott az (m = 10,n = 8) szabadsagi foku F' eloszldsu valészinliségi véltozo. Hatdrozzuk meg,
hogy az eloszlasfiiggvénye hol veszi fel a p = 0,95 értéket!

Megoldas: Az 5. tablazat els6 soraban m, elsé oszlopaban pedig n értékei talalhatdk. A keresett értéket Fi-vel
jelolve: F; = 3,35.

Onellenérzé kérdések

1. Hol veszi fel a 12 szabadsagi foku y>2-eloszldsu valdszintiségi véltozo eloszlasfiiggvénye a 0,99 értéket?
2,68 24,72 26,22 24,05
2. Hol veszi fel a 11 szabadsagi foku ¢-eloszlast valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye a 0,98 értéket?
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2,76 2,76 2,33 2,36
3. Hol veszi fel a (8,7) szabadsagi fokt F-eloszlasu valdszintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye a 0,95 értéket?
3,44 3,5 3,73 2,71
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23. A matematikai statisztika alapfogalmai

Tekintsilink egy (vagy tobb) valdszinliségi valtozét, amely egy sokasdg minden elemén felvesz egy értéket. A
valdszinliségi valtozo eloszlasa altalaban nem ismert, ennek hianyaban sem a varhato értékét, sem a szorasat,
sem adott intervallumba esésének valdszintiségét nem tudjuk megmondani. Példaul tekintsiik a magyarorszagi
fels6oktatasi intézmények hallgatoéit, mint sokasagot, a valdszinliségi valtozo pedig legyen az IQ-juk. Az aldbbi
kérdésekre szeretnénk valaszt kapni:

Mennyi a magyarorszagi felséoktatasi intézmények hallgatéinak IQ-janak varhaté értéke?

Mennyi a magyarorszagi fels6oktatdsi intézmények hallgatdinak IQ-jdnak szdérasa?

A magyarorszagi felséoktatdsi intézmények hallgatéinak 1Q-janak eloszlasa tekintheté-e normalisnak?

Igaz-e, hogy a magyarorszagi felsoktatasi intézmények hallgatdinak IQ-janak varhaté értéke magasabb az
eurdpai atlagnal?

— Van-e kapcsolat az iskolai végzettség és az 1Q kozott?
— Stb.

Hasonlo kérdéseket szeretnénk a sokasagbdl véletlenszer(ien kivalasztott elemek alapjan megvalaszolni.

A gyakorlati feladatok esetében az ismeretlen valdszintiségre legfeljebb el6feltételezéseink vannak. A matema-
tikai statisztika feladata, hogy a véletlen tomegjelenséghez tartozé megfigyeléssorozat alapjan a jelenséghez
tartozd valészinliséget megfelel6 pontossdggal tudjuk kozeliteni. A matematikai statisztika fogalomkore és
modszertana a valésziniiség-szamitdson alapul, szemben a (féként tarsadalomtudoményokban haszndlt) leird
statisztikaval, ahol a kovetkeztetéseket heurisztikus modszereket is alkalmazva hozzak meg.

A statisztika targya tehdt véletlen tomegjelenségek viselkedésének leirdsa, véges sok kisérlet eredményének
felhasznalasaval.
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23.1. Statisztikai minta, statisztikai fiiggvények

A mintavételnél fontos, hogy a sokasag egyes elemeit azonos valdszintiséggel valasszuk ki, hiszen ekkor fogja a
minta a legjobban visszaadni a sokasag jellemzoit.

23.1. definici6: A megfigyelt X valdszinliségi valtozéval azonos eloszlasu, fliggetlen Xp,Xs,...,X,
valoszinlségi valtozok (mintavételi valtozok vagy mintaelemek) Gsszességét statisztikai mintanak nevezziik.

Az X valoszinlségi valtozé megfigyelésére elvégzett n szdmu kisérlet sordn X;,Xo,...,X, rendre az
x1,T2,...,r, konkrét értékeket veszi fel. (Az x1,29,...,r,-€t a statisztikai minta egy realizacidjanak is
nevezzik.)

A bevezet6ben emlitett példdra tekintsiink vissza. Valasszunk ki véletlenszerien n = 100 felséoktatdsi hallgatot
és mérjiik meg mindegyikiik 1Q-jat. Ezzel kapunk egy n = 100 elem statisztikai mintat. Az azonos eloszlas
ebben az esetben azt jelenti, hogy annak valésziniisége, hogy a kivalasztott hallgaté I1Q-ja pl. magasabb
130-nal, minden egyes hallgat6 esetében ugyanannyi. A fiiggetlenség pedig azt, hogy az egyes hallgatok mért
IQ-ja nem befolydsolja annak valészintiségét, hogy a tobbiek esetében az intelligenciahanyados pl. alacsonyabb
vagy magasabb 130-ndl.

Bizonyos esetekben megkonnyiti a dolgunkat, ha a mintavételi valtozékat nagysag szerint névekvé sorrendbe
rendezziik. Az igy kapott mintdt rendezett mintdnak nevezziik.

23.2. definici6: Haaz X1,Xy,...,X,, valdsziniiségi valtozok nagysag szerint novekvd értékei koziil az i-ediket
jeloljik X*-vel (¢ = 1,2,...,n), akkor az X{,X3,... X statisztikai mintat rendezett mintdnak nevezzik.

Ekkor X; < X5 <...< X,

Nyilvanvald, hogy ha egy valészin(iségi valtoz6 megfigyelésére tobb méréssorozatot hajtunk végre, akkor mas
és mds adatokat kapunk. A mintavétel utdn a mintaelemeket felhaszndlva kovetkeztethetiink a megfigyelt
valoszinliségi valtozé fobb paramétereire, igy a varhatd értékre és a szordsra is. A kovetkeztetéseinket a
statisztikai mintabdl szamolt értékek segitségével hozzuk meg oly mdédon, hogy a mintaelemeket bizonyos



E lecke oldal

formuldkba helyettesitjiik. Gyakorlatilag egy tobbvaltozés fiiggvény helyettesitési értékeit kapjuk. Ez torténik
példaul akkor, mikor az adott minta elemeinek atlagat szamitjuk ki. A mintavételi valtozékon tehat értelmeziink
egy fliggvényt (statisztikat), amely maga is valdsziniiségi valtozd, értéke minden minta esetében kiilonb6zo
(lehet).

23.3. definicié: Az X1,X5,...,X,, valdszinliségi valtozdkat a valos szamok halmazara képez6
an:R" =R

fliggvényt statisztikai fiiggvénynek (statisztikdnak) nevezziik.

Felvet6dik a kérdés, milyen alkalmasan vélasztott statisztikai fliggvényekkel tudjuk a legjobb kovetkeztetéseket
levonni a sokasag paramétereire vonatkozoan. Hogyan becsiiljiik mondjuk a varhat6 értéket? A mintaelemek
atlagaval? A minta legkisebb és legnagyobb elemének atlagaval? A rendezett minta k6z€ps6 elemével? Hogyan
becsiiljiik a szérast?

Az aldbbiakban attekintjiik a leggyakrabban el6fordulé statisztikakat!

23.4. definici6: Az X;,Xo,...,X,, mintaelemek mintadtlaga (empirikus kozepe) az

valészinliségi valtozo.

fenti statisztika adott mintdn kiszamitott
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atlaggal becstilhetjiik a megfigyelt X valdszintiségi valtozé E(X) = m varhat6 értékét. A kovetkez6 statisztikai
fliggvények esetében az egyszeriliség kedvéért nem kiilonitjiik el a konkrét minta alapjan szamitott értéket.

23.5. definici6: Az X;,Xs,...,X,, mintaelemek tapasztalati (vagy empirikus) szdérdsnégyzetén a
mintaelemek mintaatlagtdl valé eltéréseinek négyzetes kozepét, azaz a

%_l’i(X‘_mnﬁ_ (X1 —10)2 + (X2 — )% + ...+ (X — 1hp)?
n n

értéket értjiik.

A tapasztalati szérasnégyzet kiszamitdsara (az elméleti szérdsnégyzetnél tanultakkal analég mdédon) az aldbbi
formulat is hasznalhatjuk:

1 < 1 (& ’
-ty (3]
=1 =1

(Ezzel a kevesebb kerekités miatt jobb a szamitdsi pontossag.)
Vegyiik észre, hogy tapasztalai széras formulajdban a minta atlagos eltérését a varhatéd érték helyett
a sajat mintaatlagatdl szamitjuk, amihez ’kozelebb’ van. Ezért sziikséges az alabbi korrekcio.

23.6. definicio: Az X;,Xo, ..., X, mintaelemek korrigdlt tapasztalati szérdsnégyzetén az

52 L S (x — )2 (X1 — 1)+ (KXo — )2 + ...+ (X — 1i1n)?
D (X = i) )

értéket értjiik.
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A formulékbdl lathatd, hogy a tapasztalati és a korrigalt tapasztalati szérdsok kozotti 0sszefiiggés:

A medidan a rendezett minta kozéps6é értéke. Paratlan elemszamu minta esetében nem okoz gondot a
kivalasztasa, paros elemszam esetén azonban pontosabb meghatdrozasra van sziikség.

23.7. definici6: Az X{,X5,..., X, rendezett minta medidnja
b1 han=2-k+1.

23.8. definicié: A mddusz a statisztikai minta leggyakrabban elé6fordulé mintaeleme.

Nem létezik modusz, ha nincs leggyakrabban el6fordulé mintaelem (minden mintaelem ugyanannyiszor fordul
el6 a mintdban). Ugyanakkor el6fordulhat, hogy tobb mintaelem el6fordulasi szdma is azonos a mintaban.
Ekkor a mintdnak tobb mddusza is van: a legnagyobb el6forduldsi szdmhoz tartozé mintaelem. A mddusz
a mintabdél konnyen szamithatd, a széls6séges mintaelemek hatdsat csokkenti, ugyanakkor jelentésége az
alkalmazdsokban kicsi.

A statisztikai minta legnagyobb és legkisebb elemének kiilonbsége adja a minta terjedelmét.

23.9. definicio: Az X7,X5, ..., X, rendezett minta terjedelmén az X} — X értéket értjiik.



E lecke E oldal

Erdemes még megemliteni a legnagyobb és legkisebb mintaelem szamtani kozepét.
* *

23.10. definicié: Az X7,X;, ..., X rendezett minta kozéppontjdn az % értéket értjiik.

Ahhoz, hogy a fenti statisztikai fliiggvények koziil ki tudjuk vélasztani a megfelelét, el kell donteniink, hogy mit
varunk a becsléstél. Altaldban azt véarjuk, hogy a legnagyobb valdszintiséggel a legkozelebb legyen a becsiilni
kivant paraméterhez. Ehhez az kell, hogy a becslés varhato értéke megegyezzen a becsiilt paraméter értékével
(ekkor torzitatlan becslésrdl beszéliink), illetve a szorasa minimalis legyen (ekkor a becslés hatasos).
Belathat6, hogy a mintaatlag a varhatd értéknek hatdsos és torzitatlan becslése. Ugyanakkor a tapasztalati
szoras nem, a korrigalt tapasztalati szoras viszont torzitatlan becslése a szorasnak.
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23.2. Hisztogramok

23.11. definicié: Az X1,X,,...,X, minta tapasztalati eloszlasfiiggvényének nevezziik az

1 n
Fo(w) = —- Z;kxiq
fiiggvényt, ahol kx, <, az x-nél kisebb mintaelemek szdmadt jelenti.

A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy a tapasztalati eloszlasfiiggvény értéke barmely x € R esetén megegyezik

az r-nél kisebb mintaelemek szamaénak relativ gyakorisagaval. A tapasztalati eloszlasfiiggvényolyan 1épcs6s

fliggvény, melynek ugrashelyei a mintaelemektdl fiiggenek, az ugrdsok nagysdga pedig kiilonb6zé mintaelemek
1

esetén —.
n

23.1. tétel: (Glivenko tétele)
Az F,(z) tapasztalati eloszlasfliggvény az egész szdmegyenesen 1 valdszintiséggel, egyenletesen konvergdl az
F(x) elméleti eloszlasfiiggvényhez, azaz

P (7111_{210 (sup |Fp(z) — F(x)]) = ()) =1.

Ez azt jelenti, hogy ha elegendéen nagy szamu mintat vesziink, akkor tetszéleges pontossaggal tudjuk kozeliteni
az elméleti eloszlasfiiggvényt.
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A statisztikai minta szemléltetésének leggyakoribb médja a kiilonféle hisztogramokkal valé dbrazoléds. Elsé
lépésként a mintaelemeket valamilyen moédon csoportositani kell. Ehhez az X7, X;,...,X rendezett
mintdra lesz sziikségiink. Foglaljuk a mintaelemeket egy [a,b) intervallumba oly mddon, hogy a < X7
illetve X* < b teljestiljenek. Ezutdn osszuk fel az intervallumot r részintervallumra (osztdlyra). Az
osztopontok elhelyezése lehet egyenkoz(i (ekkor minden részintervallum azonos hosszusagu), de akar
tetszéleges hosszusagu részintervallumokat is megadhatunk. Az osztépontokat jelolje rendre zg,z1,...,%,,
melyekre teljesiiljon:
a=xp <1 <T9 < ...<xpr =

Jelolje k; az i-edik ([z;—1,z;)) (i = 1,2,...,r) intervallumba esé mintaelemek szamat.

Gyakorisdgi hisztogram esetén az [z;_1,x;) ( i-edik) részintervallumhoz tartozdé téglalap magassdgat az
intervallumba esé mintaelemek szdménak és az intervallum hosszdnak hdnyadosa adja: ————.

i — Ti-1
Konnyen beldthatd, hogy a kapott téglalapok teriiletének 6sszege megegyezik a minta elemszamadval, azaz
n-nel.

Strlséghisztogramot tigy kaphatunk, ha a gyakorisagi hisztogramban az egyes téglalapok magassagat a minta
elemszdmadval, azaz n-nel osztjuk. Az [x;_1,z;) intervallumhoz tartozé téglalap magassdga tehdt: ﬁ

T;i —Ti—1) N
A téglalapok 6sszteriilete ekkor 1.

Vegylik észre, hogy a gyakorisagi és a stirliséghisztogram csak a téglalapok magassagdban tér el!
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Adott minta esetén a gyakorisagi- és a slirliséghisztogram az intervallum beosztdsatdl, a részintervallumok
szamatol és hosszatél nagymértékben fligg. Ezek megvalasztasa természetesen az adott feladattdl fligg,
de altalanossagban azt mondhatjuk, hogy célszer(i egyenkozii (vagy ahhoz kozeli) beosztdst valasztani, a
részintervallumok szdmdt pedig log,(n) (kis elemszam esetén /n) kozelinek valasztani.

Sokszor a mintdt ugy kapjuk meg, hogy a mintaelemeket mar osztdlyokba soroltdk. Amellett, hogy a
hisztogramok létrehozdasara kiilonosen iigyelni kell, felvetédik egy kérdés. Hogyan szamoljuk ebben az esetben
a kordbban felsorolt statisztikdkat (mintadtlag stb.), ahol a konkrét mintaelemekre van sziikség a szdmitashoz?
Az egyik legegyszer(ibb és leggyakoribb megoldas, ha az egyes mintaelemeket annak az osztdlynak az
osztalykozepével (az adott intervallum felez6pontjaval) helyettesitjiik, amelybe tartoznak. (Ennek a nyilvanvald
pontatlansagnak a csokkentésére vannak kisérletek, ezzel mi nem foglalkozunk.)



E Iecke L oldal

A kovetkez6 feladatok a statisztikai fliggvények kiszamitdsat mutatjak adott mintabdl. Az els6 feladatban a
mintaelemeket felsorolva, a masodikban osztalyokba sorolva adtuk meg. Nézziik, ez a kiilonbség mit jelent a
szamitasoknal!

23.1. feladat: Adott az alabbi 8 elem statisztikai minta:

102 [ 108 [ 95[98[104 [ 90 | 94 | 104 |

Adjuk meg a minta

a) atlagat,

b) tapasztalati szorasat,

¢) korrigalt tapasztalati szdrasat,
d) terjedelmét,

e) medidnjat,

f) mdduszat,

g) kozéppontjat!
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Megoldas: A feladat megoldasahoz a korabbi formulakba kell behelyettesiteni a minta elemeit. (X; a minta
i-edik elemét jeloli.)

a)
8
. 1 X1+ Xo+...+Xg 102+108+...+104 795
g 8; < < < 99.375
b)
8
1 X1 —mg)2+ (Xo —1mg)? + ...+ (Xg — mg)?
&Sdg-Z(Xz‘mS)Q\/( Lol e mhe )t (X = )
=1
102 — 24 (108 — 24 ... 4(104 — 2 1
:\/( 02 — 99,375)% + (108 99,575) +.. 4 (104 -99.375)° /26 é875: 55730 — 5.7214.
)
8
. 1 . X1 —mg)?2 + (Xo —1hg)2 + ... + (Xg — 1mg)?
88J81.2<X,.m8>2¢< RN R N
=1
(102 — 99,375)2 + (108 — 99,375)2 + ... + (104 — 99,375)2 \/261,875
— = = /37,4107 = 6,1164.
\/ 8—1 7 ’ ’

A tapasztalati szérds ismert értékét felhasznalva révidebben jutunk eredményre :

8
by = | Gy = \[ .5,7214 = 6,1164.
n—1 7




LIKILS

A tovabbiakban sziikségiink lesz a rendezett mintdra:

(9094 [95]98[102]104 [ 104 | 108 |

d) Terjedelem: X§ — X = 108 — 90 = 18.

e) A minta elemszama paros (8), ezért a median:

Xi+ X5

98 + 102

2

2

f) A leggyakoribb elem a mintaban (kétszer fordul el6) a médusz: 104.

Xi+ X3

g) A minta kozéppontja: 5 =

90 + 108

2

99.

= 100.
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23.2. feladat: Egy kis faluban a felnétt lakossdg életkor szerinti eloszldsat vizsgaltdk. Az aldbbi eredményeket

kaptdk:

Eletkor (év)

14-20

20-30

30-40

40-50

50-60

60-90

Emberek szama

12

14

26

35

23

6

Adjuk meg a

a) mintaatlagot,
b) korrigalt tapasztalati szorast,
c¢) stirtiséghisztogramot,

d) tapasztalati eloszlasfiiggvényt!



E Iecke Lk} oldal

Megoldas: Ebben a feladatban az n = 116 mintaelemet a mintavételkor » = 6 osztdlyba soroltdk.
Becsiiljiink minden mintaelemet a neki megfelel6 osztalykozéppel (pl. a tizenkett6 darab, 14 és 20 év kozotti
embert egyarant 17 évesnek becsiiljiik). Ezzel sok azonos mintaelemet kapunk, amelyeknek a gyakorisagara
(hanyszor fordulnak el6 a mintdban), illetve relativ gyakorisadgdra (a mintdban valo el6fordulasi aranyukra) lesz
sziikségiink a megoldashoz. Az egyszer(ibb és attekinthet6bb szamoldshoz az adatainkat tdblazatba foglaljuk.

Osztaly:[z;_1,x;) Osztélykézép:% Gyakorisdg:k; | Relativ gyakoriség:%
14-20 17 12 12/116
20-30 25 14 14/116
30-40 35 26 26/116
40-50 45 35 35/116
50-60 55 23 23/116
60-90 75 6 6/116
6 s
2 k; =116 Z; —=1

A tablazatbdl a szamitasainkhoz sziikséges Osszes érték kiolvashatd. A megfelel6 formulakba helyettesitiink:

6
. 1 T; + Ti— 17-124+25-144+...475-6
a)muﬁzfg S k=

5 6 = 40,9828.

=1

1 6 T, +x 2
N 3 1—1 ~
b) $116 = n—lz(l QZ —m116) k=

i=1

= 14,2755

\/12 - (17 — 40,9828)2 + 14 - (25 — 40,9828)% + ... + (80 — 40,9828)2
116 — 1
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c) A tapasztalati eloszlasfiiggvény:

0 haz<I1T,
12 ha 17 < 25
;166 a <x< 5
Fus(e) =4 22 paos <2 <35
116 a2 ST=9
1 hazxz>T75,
1 Ol
O
O
OO0
o9
1.7 2.5 3.5 4.5 5.5 7.5 >

23.1. dbra. A 23.2. feladathoz tartozd tapasztalati eloszldsfiiggvény.
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d) A strliséghisztogram: Intervallum-felosztdsnak elfogadjuk a feladatban megadott osztdlyokat. Annyi
dolgunk van, hogy a tablazatban megadott intervallumokat a hozzajuk tartozé relativ gyakorisagokkal
abrazoljuk. A tadblazatbdl kiolvashaté a részintervallumok hossza (x; — x;—1), az intervallumba es6

mintaelemek szama (k;). A téglalapok alapja a megfelel6 részintervallum, teriilete pedig az adott
intervallumhoz tartozo relativ gyakorisag.

14 20 30 40 50 60 90

23.2. dbra. A 23.2. feladathoz tartozo stirtiséghisztogram.



E Iecke L} oldal

23.3. Konfidencia (megbizhatdsagi) intervallumok

A matematikai statisztika egyik feladata, hogy a statisztikai minta elemeinek segitségével becslést adjon a
megfigyelt valdszinliségeloszlas ismeretlen paramétereinek értékére. Alapvetéen két tipusba sorolhatjuk a
becsléseket.

— Pontbecslések
Ebben az esetben a valdszinliségi valtozd értékét a mintdbol szamitott konkrét értékkel becsiiljiik. Ide
sorolhaté az egyik legismertebb mddszer, a legnagyobb valdszintiség (maximum likehood) elve. Ekkor azt
keressiik, hogy az eloszlds mely paraméterei mellett kaphaté meg a kisérlet sordn legnagyobb
valoszintiséggel az adott minta. (A becslés nagyban fiigg az adott mintatol.)
(Vegyiik észre, hogy pl. az m,, mintadtlag az m varhaté értékre vonatkozoan, az §, korrigdlt tapasztalati
szOrds a o szorasra nézve pontbecslés.)

— Intervallumbecslések
Olyan intervallumot keresiink, amelybe elére adott, nagy valdszintiséggel beleesik a becsiilt paraméter
valodi értéke. A becsiilt paraméter értékére tehat egy intervallumot adunk meg, ezzel az adott mintébol
szarmazo bizonytalansagot csokkentjiik.

A tovabbiakban csak az intervallum-becsléssel foglalkozunk. Azt az intervallumbecslést, amely az esetek
nagy, (1 — ¢) - 100%-4dban tartalmazza a becsiilt o paramétert, (1 — ¢) - 100% megbizhatdsagi szintl
konfidencia-intervallumnak nevezziik. Az adott megbizhatdsagi szint(i konfidencia-intervallum hatarai maguk
is valdsziniiségi valtozdk, melyek értéke az egyes mintak esetében mads és mas.

23.12. definicié: A (c1,c2) intervallumot az X valdszintiségi valtoz6 o paraméterére vonatkozé (1 —¢)-100%
megbizhatdsagi szintli konfidencia-intervalumnak nevezziik, ha

Ploa<a<e)=1-c¢

teljestil.
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Nézziik, hogyan hatarozhatunk meg a varhatd értékre vonatkozé konfidencia-intervallumot (djra kiemelve,
hogy adott megbizhatdsagi szint mellett kiilonb6zé mintdk esetén a hatarai valtoznak)!
A definiciébdl adddik, hogy a (¢1;c2) intervallum nem egyértelmii. Olyan intervallumot keresiink, amelyre

teljesiil, hogy P(m < ¢1) = P(m > ¢3) = %p Ekkor szimmetrikus konfidencia-intervallumrol beszélhetiink.

Tekintsiik az ismeretlen m vdarhaté értékd és ismert o szdrasu valdszintiségi valtozot. Az m varhatd érték
becslésére egy nagy (n) elemszamu X;,Xo, ..., X,, mintat vesziink.

A centrdlis hatareloszlas tétel szerint
. X1+ Xot+ .+ Xy

n

n
. s x (1 (o . . (s O
kozelit6leg normalis eloszldsu valdszinliségi valtozd, melynek varhatd értéke m, szdérasa T Transzformacié
n
utdn az X
My — M
g
vn

kozel standard normalis eloszlasu valészintiségi valtozo.
Keresstik azt a (—u,u) intervallumot, amelybe p = 1 — ¢ valészintiséggel esik ez a transzformalt valtozd.

Az u értékének meghatarozasdhoz felhasznaljuk a standard normadlis eloszlas ® eloszlasfiiggvényérol a
valoszinliség-szamitas részben tanultakat.
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Tudjuk, hogy ®(—u) =1 — ®(u), igy :
Rendezve az egyenletet:

Ha p adott, u értéke a standard normdlis eloszlas tablazatbdl kiolvashaté. Nézziik meg, hogy ha az
m,, mintaatlag adott, akkor milyen intervallumba esik p valészinliséggel az m véarhat6é érték. A kordbbi
egyenl6tlenséget az alabbiak szerint alakithatjuk:

P 7 < <u-Z
—U—= my — M U—= = P.
N Vi) P
P ) . ) ;. O . ; oz ; .
Szorozzuk az egyenl6tlenség mindharom oldalat T—nel. (Az ekvivalens atalakitas nem valtoztatja meg a
n
valoszintiséget.)

o N o

Az egyenl6tlenségek irdnya a (—1)-gyel szorzas utdn megfordul:

o . o
P(u\/ﬁ>m—mn>—u\/ﬁ> =p.

Hozzaadunk m,,-et mindhdrom oldalhoz:

. o . o
P(mn+u>m>mn—u

Vi ﬁ) P
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A vérhaté érték tehat az adott p valdszintiséggel esik az

“ g ~ g
(e =+ 72)

intervallumba, ahol

23.2. tétel: Az X ismeretlen m varhaté értékd, de ismert o szorasu valosziniliségi valtozo megfigyelésére nagy
n elemszdmu mintdt vesziink, melyb6l a mintaatlag m,,. Ekkor az m vdarhat6 értékre vonatkozé p = 1 — ¢
megbizhatésagi szintli konfidencia-intervallum:

Tt — U, 1+ U
nm R m )
ahol

Megjegyzés:
1. Ha X normalis eloszlast, kis mintaelemszam esetén is ugyanezt a konfidencia-intervallumot kapjuk a

varhato értékre.

2. Nagy mintaelem-szam esetén, ha X normadlis eloszlasu, ismeretlen o szérdsu valdszintiségi valtozd, akkor
a fenti formuldban o-t az §,, korrigalt tapasztalati szorassal becsiilhetjiik.

3. A megbizhatdsdgi szint emelése az intervallum sugardnak novekedését vonja maga utdn, ugyanakkor a
minta elemszamdnak novelése forditott hatdsu, csokkenti az intervallum sugarat.
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23.3. feladat: Egy normadlis eloszlasbdl szarmazd 120 elemi mintat vizsgdlva a mintaatlag 8,4. A szérds
ismert, 1,44.

a) Hatarozzunk meg a varhato értékre vonatkozé 97%-os megbizhatdsagi szint(i konfidencia-intervallumot!

b) Hatdrozzunk meg a varhaté értékre vonatkozo 95%-os megbizhatdsagi szintli konfidencia-intervallumot!
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Megoldas:

a) A 23.3. tétel formuldit akarjuk felhaszndlni. Ehhez a feladatbdl kiolvassuk az adatainkat:

n =120, m, =84, 0 = 1,44, p = 0,97,

14097

®(u) = 0,985.

A standard normalis eloszlas tablazatbdl visszakeresve:

u=2,17.

Ezek utdn nincs mas dolgunk, mint behelyettesiteni az

~ (e} ~ g

formulaba.

Felhasznalva az adatainkat:

<84 2171A4'84+2171A4>
’ V1200 TV120)

Elvégezve a miveleteket, a kapott konfidencia-intervallum:
(8,1147; 8,6853).
Azaz:

P (8,1147 < m < 8,6853) = 0,97.
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b) Az adataink koziil csak a megbizhatésagi szint valtozott: p = 0,95, igy:

14095

®(u) 5 = 0.975.

A standard normadlis eloszlas tablazatbdl kapjuk, hogy

u = 1,96.
Helyettesités utan a konfidencia-intervallum:
1,44 1,44
84 —1,96—=; 8,4+ 1,96— = (8,1424; 8,6576).
< v 120 vV 120> ( )

Vegyiik észre, hogy a megbizhatdsagi szint csokkentése az intervallum sugaranak csokkenését vonta maga
utan (az intervallum hossza csokkent). Ezzel pontosabb, de kevésbé biztos becslést kaptunk, mivel az
intervallum kisebb valdszintiséggel tartalmazza az ismeretlen varhato értéket.
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Onellendrzé kérdések

1. Adott a

1176 | 181 | 179 | 181 [ 184 | 179 |

statisztikai minta.

(a) Adjuk meg a mintaatlag értékét
4 tizedesjegy pontossaggal!

(b) Adjuk meg a korrigdlt tapasztalati szérds értékét
4 tizedesjegy pontossaggal!

(c) Adjuk meg a median értékét!

2. Egy kozépiskola 10 tanuldjanak testmagassagat megmérve az alabbi adatokat kaptak (cm-ben):

| 180 | 176 | 164 | 167 | 170 | 174 | 172 | 178 | 186 | 181 |

(a) Adjuk meg a tapasztalati szords értékét
4 tizedesjegy pontossaggal!

(b) Adjuk meg a mintakozép értékét
4 tizedesjegy pontossdggal!

(c) Adjuk meg a minta terjedelmét!
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Egy szabalyos dobdkockat 30-szor feldobva az alabbi dobaseredmények sziilettek:
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Dobads értéke 1
Dobdsokszama | 3 |4 |6 | 5|7 |5

N
w
N
ul
(@)

Adjuk meg a mintaatlag értékét
4 tizedesjegy pontossaggal!

Adjuk meg a korrigdlt tapasztalati szérds értékét
4 tizedesjegy pontossaggal!

80 izz6 élettartamat vizsgalva az alabbi eredményeket kaptak (6rdban):

Elettartam (6ra)

660-670

670-680

680-690

690-700

700-710

710-720

720-730

730-740

Izz6k szama

4

5

12

24

15

10

7

3

Adjuk meg a mintadtlag értékét
4 tizedesjegy pontossaggal!

Adjuk meg a korrigdlt tapasztalati szérds értékét

4 tizedesjegy pontossdggal!

Egy n=10 elem statisztikai minta vizsgdlata sordn a tapasztalati szords értékére 2,5412 adddott. Mennyi
a minta korrigdlt tapasztalati szérdsa?

2,4108

2,5412

2,6787

2,5824
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150 specialis liszteszsak tomegét megmérve a mintaatlag 748 gramm. A szorast 3,6 grammnak feltételezve
hatarozzuk meg a liszteszsdk tomegének varhato értékére

95%-o0s konfidencia-intervallumot!

(747,4239; 748,5761) (747,3159; 748,6841) (747,4240; 748,6840) (747,5162; 748,4838)
98%-o0s konfidencia-intervallumot!

(747,4240; 748,6840) (747,4239; 748,5761) (747,5169; 748,4831) (747,3151; 748,6849)
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24. Hipotézisvizsgalat

Szinte mindannyian taldlkoztunk valamilyen formdban mar piackutatdssal,- illetve kozvéleménykutatassal.
El6bbi esetén a vasarlasi szokasokat vizsgaljak, utdbbi esetében bizonyos kérdésekrdl akarjak megismerni az
emberek véleményét. A kozos benniik, hogy a mintavétellel nyert véges szamu adatbol kell kovetkeztetéseket
levonni az adott mintanal lényegesen nagyobb sokasdgra vonatkozéan. A tudomanyos kutatasok, gazdasagi
modellek felallitdsa soran is gyakran meriilnek fel olyan szakmai kérdések, melyek megvalaszoladsa statisztikai
hipotézisvizsgalat segitségével torténhet. Az aldbbi kérdések is ilyenek:

Egy adott termék tomege megfelel-e az el6irtnak?

Hatasos-e egy bizonyos diéta?

Osszefiigg-e az IQ és a kreativitds?

Adott populacié kor szerinti eloszldsa normalis-e?
— Stb.

24.1. Statisztikai hipotézisek
24.1. definicio: Statisztikai hipotézisnek egy vagy tobb valdszintiségeloszldsra vonatkozo feltevést neveziink.

A statisztikai hipotézis vonatkozhat egy-, vagy tobb sokasdgra, a feltételezett eloszlasra, illetve
annak valamely paramétereire.  Ervényességét a sokasagbdl véletlenszerlien vett mintdk segitségével

vizsgélhatjuk. Nézziink egy egyszeri példat. Egy ujfajta fogyasztdszerrél szeretnénk eldonteni,
hogy a gyarté allitdisanak megfeleléen valéban hatésos-e. Feltételezve, hogy a szer ténylegesen

fogyaszté hatdsd, a hipotézisiink az, hogy a szer megfeleld6 haszndlata fogyast eredményez.
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24.2. definicio: Statisztikai probanak nevezziik az eljardst, amelynek segiségével a hipotézis elfogaddsardl,
illetve elutasitdsardl dontiink.

Fontos megjegyezni, hogy a hipotézisvizsgalat soran soha nem arrél dontiink, hogy a felallitott hipotézisiink
igaz, vagy nem igaz. A dontésiink csak az lehet, hogy az adott minta (mintdk) alapjan a hipotézisiink
elfogadhatd, hihet6-e, vagy sem (nagy valdszintiséggel igaz-e, vagy sem).

24.2. A statisztikai proba menete

A statisztikai probdk menete minden hipotézisvizsgdlat sordn ugyanaz, az egyes probdk csak technikai
részletekben térnek el egymastol.

24.2.1. A statisztikai proba elméleti 1épései

1. A feltételezett eloszlasra, illetve annak valamely paraméterére felallitunk egy Hy nullhipotézist (amely
szinte mindig egyenlség).
Mivel el6fordulhat, hogy vizsgalédasaink eredményeként a nullhipotézist elutasitjuk, sziikséges a H;
alternativ vagy ellenhipotézis meghatdrozasa. A Hy null- és a H; ellenhipotézist ugy kell megfogalmazni,
hogy egymast kizarjak. Koziiliik pontosan egyet fogadunk el, vagyis ha a nullhipotézist elutasitjuk, azzal
az ellenhipotézist elfogadjuk és forditva. A Hy és a H; megfogalmazasa attol fiigg, mi a vizsgdlat célja.
(Gyakran az érdekel benniinket, hogy a H; fennall-e.) Altalénosségban az mondhatd, hogy ha lehet, a
null- és ellenhipotézist ugy fogalmazzuk meg, hogy a nullhipotézis elvetése legyen fontos.



E lecke oldal

24.1. feladat: Egy tizemben 100 g névleges tomegli csokolddészeleteket gydrtanak. Azt akarjuk eldonteni,
hogy j6l van-e bedllitva a gyart6 automata. Allitsuk fel a null- és az ellenhipotézist!

Megoldas: A nullhipotézis ekkor az, hogy az automata jél van bedllitva, azaz a csokolddészeletek
tomegének varhato értéke 100 g. Az ellenhipotézis ekkor természetesen addédik: az automata rosszul van
beallitva, tehat a tomeg nem 100 g.

Ekkor hipotéziseink az alabbi alakba irhatodk :

Hy: E(X) =100 (A csokiszeletek tomegének varhat6 értéke mo = 100.)
Hy: E(X) # 100 (A csokiszeletek tomegének varhato értéke nem 100.)

Az ellenhipotézis a feladattdl fiiggben természetesen akar egyenlStlenség is lehet, ahogy azt az aldbbi

24.2. feladat: Kicsit modositsuk az el6z6 feladatot! Az iizemben 100 g névleges tomeg
példdban lathatjuk.  gyartanak. A Fogyasztévédelmi Feliigyelet azt vizsgélja, hogy a gyarté megkarositja-
null-, illetve ellenhipotézist tudunk feldllitani?

Megoldas: A feltételezésiink az, hogy a gyarté nem kdrositja meg a vasarloit, ekkor a csokiszeletek
varhaté tomege legalabb 100g. Az ellenhipotézis pedig, hogy a gyartd becsapja a vasarldit azzal, hogy
a csokiszeletek varhatd tomege nem éri el a 100 g-ot.

Hy: E(X) > 100 (A csokiszeletek tomegének varhato értéke legalabb my = 100.)
H,: E(X) <100 (A csokiszeletek tomegének varhaté értéke kevesebb, mint 100.)
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Ha a feltételezésiink csak egyenl6tlenséget tartalmaz, akkor azt az ellenhipotézisben fogalmazhatjuk meg:

24.3. feladat: Hogyan fogalmazhatjuk meg a null- és ellenhipotézist, ha azt akarjuk vizsgdlni, hogy a ko-
rabban emlitett fogyasztdszer hatasos-e?

Megoldas: Ha a fogyasztd tabletta hatasos, megfelel6 alkalmazasa esetén stlycsokkenés varhatd. A
feltételezésiink tehat az, hogy a sulyvesztés (a fogyokura el6tti, illetve utani stly kiilonbségének varhato
értéke) pozitiv. Ezt az allitast csak az ellenhipotézisben fogalmazhatjuk meg. A nullhipotézis ennek az
ellentettjét tartalmazza, azaz sulycsokkenés nem tortént (ebbe az is belefér, hogy akar sulynovekedés
varhatd).

Hy: E(X) <0 (A sulycsokkenés varhatd értéke legfeljebb mg = 0, nem hatésos a fogydkuras szer.)
Hy: E(X) >0 (A sulycsokkenés varhato értéke nagyobb, mint 0, hatdsos a fogyaszté tabletta.)

A gyakorlatban azt mondhatjuk, hogy a nullhipotézist ugy kell feldllitani, hogy mindig tartalmazza az
egyenlOséget, az ellenhipotézis pedig soha ne tartalmazzon egyenloséget.

2. A probafiiggvény kivalasztdsa.
A proébafiiggvény egy alkalmasan megvalasztott statisztikai fiiggvény, amellyel H, fenndllasat vizsgaljuk.
Gyakorlatilag a prébafiiggvény egy val6szintiségi valtozd, mely az egyes mintdk esetében kiilonboz6 értéket
vesz fel. A statisztikai prébak szama tobb szazra tehetd, a mi dolgunk kivalasztani azt a prébafiiggvényt,
amely a feladat feltételeinek megfeleld.
Az eléz6 példak esetében, ismert elméleti szérds (o) mellett, n elem@ mintét tekintve a megfelel6 proba-
fliggvény: A

My — Mo

o]

vn

Qpy =

3. A prébafiiggvény eloszldsdnak meghatdrozasa.
Ez a konkrét proba kivalasztdsa esetén a nullhipotézis fenndllasa mellett adott.
A fenti példa esetében pl. standard normadlis eloszlds. (Emlékezziink vissza a konfidencia-intervallum
meghatdrozdsara!)
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4. A prdéba megbizhatésagi vagy szignifikanciaszintjének ((1 — ¢) - 100%) megaddsa (4ltaldban szazalékos
alakban).
A szignifikanciaszint altaldban nagy, igy ¢ értéke kicsi. Ha nincs egyéb kikotés, a szignifikanciaszintet
95%-nak (0,95-nek) tekinthetjiik. (Ennek okara késébb visszatériink.)

5. Kritikus vagy elutasitasi tartomany kijel6lése.
Ebben a 1épésben gyakorlatilag a probafiiggvény teljes értékkészletét bontjuk két tartomanyra. Kritikus
(vagy elutasitési) tartomdnynak azt a részintervallumot nevezziik, ahova (1 — ¢) - 100% szignifikanciaszint
mellett a probastatisztika értéke ¢ valdszinliséggel esik. Az intervallumok hatdrait minden esetben a
prébafiiggvény eloszldsanak ismeretében hatdrozhatjuk meg. A kritikus tartomany komplementere az
elfogadasi tartomany.
A kritikus tartomdny megvalasztasa azért nagyon fontos, mert ettdl fiigg a hipotéziseinkrdl valé dontés.
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Az ellenhipotézist6l fliggbden a kritikus tartomany kijelolésében az alabbi eseteket kiilonboztetjiikk meg . (A
varhatd értékre vonatkozé nullhipotézis esetén mutatjuk be a tartomany kijelolését.)

(a) Kétoldali préba.
Az ellenhipotézis a feltételezett értéktdl barmilyen irdnyu eltérést tartalmaz.

H 0- E (X ) = my
Hy: E(X) #mg
kritikus elfogadasi kritikus
tartomany tartomany tartomany

24.1. abra. Kritikus tartomdny kijelolése kétoldali préba esetén.
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(b) Egyoldali préba.
Az ellenhipotézis a feltételezett értéktol csak egyiranyu eltérést tartalmaz. Vegyiik észre, hogy ekkor
a kritikus tartomany kijelolése az ellenhipotézis egyenl6tlenségének iranyatol fiigg.
jobb oldali préba:

Ho: E(X) S mo
Hy: E(X) >my

elfogadasi kritikus
tartomany tartomany

24.2. abra. Kritikus tartomdny kijel6lése jobb oldali préba esetén.

A legtobb préba egyoldali és kétoldali kritikus tartomany esetén is elvégezhet6, de néhdny specialis
esetben a préba csak jobb oldali lehet. Ilyen lesz késébb példdul az F- és a x2-préba is.
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bal oldali préba:

H()i E(X) > mo
Hy: E(X) < my

< >

kritikus elfogadasi
tartomany tartomany

24.3. abra. Kritikus tartomdny kijel6lése bal oldali préba esetén.

6. Az &, probafiiggvény értékének (szamitott érték) meghatarozasa az adott minta alapjan.
A minta adatait egyszertien behelyettesitjiik a probastatisztika formulaba.

7. Dontés.

Attol fliggben, hogy a probafiiggvény szamitott értéke a kritikus vagy az elfogadasi tartomanyba esik,
dontiink a Hy hipotézis elfogadasardl illetve elvetésérol. Hy-t elfogadjuk, ha a szamitott érték az elfogadasi
tartomanyba esik, és elvetjiik, ha a szamitott érték a kritikus tartomanyba esik. A H, hipotézisr6l valo
dontéssel egyben a H; hipotézisrdl is dontiink. Ha H-t elfogadjuk, egyben H;-et elvetjiik, ha Hy-t elvetjiik,
egyben H-et elfogadjuk.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a hipotézisvizsgdlat soran gyakorlatilag arrdl dontiink, hogy az ismert
eloszldsbdl nagy, 1 — ¢ valészinliséggel kijohet-e az adott minta.
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24.2.2. A statisztikai proba gyakorlati 1épései

1. A Hy null- és a H; ellenhipotézis felallitasa.
2. A prébafiiggvény kivélasztdsa és szamitott értékének meghatdrozdsa az adott minta alapjan.

3. A kritikus- és elfogaddsi tartomdny kijelolése a probafiiggvény eloszldsa és a szignifikanciaszint
ismeretében.

4. Dontés a Hy hipotézis elfogaddsdrdl vagy elvetésérol. (A gyakorlati kérdés megvalaszoldsa szavakkal!)

24.3. Hibalehet6ségek

A statisztikai dontéshozatal sordn (megfeleléen lefolytatva a probat) kétféle hibat kovethetiink el. Els6faju a
hiba, ha a H, hipotézis igaz, ennek ellenére elutasitjuk. Ha a rossz Hy hipotézist elfogadjuk, masodfaju hibat
kovetiink el. Osszefoglalva:

H igaz Hy hamis
Hy-t elfogadjuk | J6 dontés | Mdsodfaju hiba
Hy-t elutasitjuk | Els6faju hiba Jé dontés

Az els6faju hiba elkovetésének valdszinlisége megegyezik e-nal, igy ennek valtoztatdsaval befolydsolhatjuk a
hiba valdszintiségét (példaul gydgyszerkisérletek esetén a szignifikanciaszintet (1 —e) magasabbra allitjak, hogy
a hiba (¢) valdszinlségét csokkentsék). A masodfaju hiba valdszinilisége a minta elemszamanak novelésével
csokkenthetd. Arra azonban iigyelni kell, hogy adott elemszdm mellett az els6faju hiba csokkenésével
n6 a masodfaju hiba valdszinlisége. @ A gyakorlatban legtobbszor hasznalt 95%-os szignifikanciaszint
kompromisszumnak tekinthet6 a kétfajta hiba nagysagat illetéen.

Nézziink példakat a kritikus tartomdny kijelolésére egy- és kétoldali proba esetén, ha a probastatisztika standard
normalis eloszldsu:
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24.4. feladat: Hatdrozzuk meg a kritikus tartomanyt kétoldali préba esetén, 95%- os szignifikanciaszint
mellett, ha a probastatisztika standard normalis eloszlasu!

Megoldas: Kétoldali préba esetén a hipotéziseink az alabbi alakba irhatdk:

H(): E(X) =1my
Hi: E(X) #mg

A kritikus tartomény hatdrait jelolje —uy,., illetve wuy,.. A kritikus tartomdny ekkor (—oo; —ug, ) U (ug,; 00). AZ ug,

érték meghatarozasdhoz vezessiik be a p = 1 — ¢ jelolést, azaz a szignifikanciaszintet jelolje p. Ekkor keressiik

1-— 1 140,95
azt az uy, értéket, melyre teljestiil, hogy ®(u,) = p + 5 b _ 42—p = +2 "~ = 0,975. A standard normalis

eloszlas eloszlasfiiggvényének értékeit tartalmazo tablazatbdl kiolvashatd, hogy uy, = 1,96.

-1,96 1,96

24.4. dbra. Kritikus tartomdny kijelolése a 24.4. feladathoz.
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24.5. feladat: Hatarozzuk meg a kritikus tartomanyt egyoldali préba esetén, 95%- os szignifikanciaszint
mellett, ha a probastatisztika standard normalis eloszlasu!

Megoldéas: Az ellenhipotézistdl fiiggéen két esetet kell megkiilonboztetniink:

1. eset:

Ho: E(X) < mo
Hy: E(X) > my

A kritikus tartomdny ekkor (uy,; 00). Az el6z6 feladat jelolését haszndlva ®(uy,.) =1 —e =p = 0,95.
A tablazatbdl uy, = 1,65.

1,65

24.5. abra. jobb oldali kritikus tartomdny kijellése a 24.5. feladathoz.
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2. eset:

Ho: E(X) 2 mo
Hy: E(X) <my

A kritikus tartomdny ekkor (—oo, — ug,). A standard normadlis eloszlds szimmetridjat kihaszndlva
O(ug,) = 1 —e = p = 0,95. Ekkor (a tdbldzatbdl kiolvasott érték eléjelét meg kell valtoztatnunk) wug, =
—1,65. A kritikus tartomdny tehat a (—oo; —1,65).

-1,65

24.6. dbra. bal oldali kritikus tartomdny kijelolése a 24.5. feladathoz.



AL

Onellendrzé kérdések

1.
2.

. Hatarozzuk meg a kritikus tartomanyt 98% -os szignifikanciaszint és standard normalis eloszlasu préba-

Mit értiink elsd,- illetve masodfaju hiban hipotézisvizsgalat esetén?
Sejtésiink szerint a szerviz javitja az autdk fogyasztasat (azaz szerviz utan csokken az autok fogyasztasa).
Hipotézisvizsgalattal akarjuk ellenérizni a feltételezésiinket. Fogalmazzuk meg az ehhez sziikséges null- és
ellenhipotézist!
Hy: E(X) =0, Hy: E(X) >0, Hy: E(X) <0, Hy: E(X) =0,
H:EX)>0 H:E(X)<0 Hi:EX)>0 H:E(X)<0

fliggvény esetén, ha hipotéziseink

H()Z E(X) = my
Hi: E(X) #myg

alakba irhatok!
(—o0; —2,05)U(2,05; 00)
(—o0; —2,33)U(2,33; 00)
(2, 33 oo)
(—2,05; 2,05)
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Hatdrozza meg a kritikus tartomanyt 96% -os szignifikanciaszint és standard normalis eloszldst préba-
fliggvény esetén, ha hipotéziseink

Ho: E(X) > mo
Hi: E(X)<mg

alakba irhatdk!

(2,06; 00)

(—o0; —2,32)

(—o00; —2,06) U(2,06; 00)

(—o0; —1,75)
Hatdrozza meg a kritikus tartomanyt 99% -os szignifikanciaszint és standard normalis eloszldst préba-
fliggvény esetén, ha hipotéziseink

Ho: E(X) S mo
Hy: B(X) > mg

alakba irhatdk!
(—o0; —2,05)U(2,05; 00)
(2,33;00)
(2,05; )
(—2,33,00)
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25. Paraméteres probak

Paraméteres probdk esetében a H hipotézis és a H; ellenhipotézis a megfigyelt valdoszinliségi valtozo valamely
paraméterére vonatkozik. Mi a tovabbiakban a varhatd értékre, illetve a szérasra kimodott hipotézisek
ellen6rzésére alkalmas legfontosabb prébékat tekintjiik at.

Els6ként nézziik azokat a probdkat, amelyek egyetlen minta vizsgdlatan alapulnak. A tovabbiakban Oket
osszefoglaléan egymintas probaknak nevezziik.

25.1. Varhato értékre vonatkozé egymintas probak

Ismeretlen varhatoé értékii, normalis eloszlasu valdszintiségi valtozo varhaté értékére vonatkozd Hy: E(X) =
mo hipotézis helyességét akarjuk ellendrizni.

25.1.1. Egymintas u-proba

Azt szeretnénk eldonteni, hogy egy n elem, m,, mintaatlagu statisztikai minta elméleti varhatd értéke lehet-e
mo.

1. Legyen a valoszin(iségi valtozd o szorasa ismert:
Ekkor, feltételezve, hogy a H, hipotézis helyes, a mintaelemek m varhaté értékd, o szérdsu valdszinliségi
valtozdk. Valdszinliségszamitds tanulmdnyaink alapjan az 7, valdszintiségi valtozé normadlis eloszlasd, m

varhatd értékkel és T szordassal. A transzformadcié utan kapott
n

my — MMy
g

N

Up:

probastatisztika standard normalis eloszlasu.
Megjegyzés: A centrdlis hatdreloszlds tétele miatt nagy elemszdmu minta esetén u, a megfigyelt
valdszinliségi valtozo eloszlasatdl fiiggetleniil standard normalis eloszlastinak tekinthet6.
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2. Most nézziik azt az esetet, amikor a valdszinliségi valtoz6 ¢ szdrasa nem ismert, de a minta elemszama
nagy (mi a tovdbbiakban nagy elemszdmon az n > 30 esetet értjiik, de ett6] természetesen felfelé el lehet
térni):

A centrdlis hatareloszlas tétele alapjan a megfigyelt valdszinliségi valtozd eloszlasatol fiiggetleniil a
mintaatlag kozel normalis eloszlasu. Szeretnénk standard normadlis eloszldstiva transzformdlni, de ehhez
nem ismerjiik a szérdsdt. Az 3, korrigélt tapasztalati szordst felhaszndlva azonban a mintadtlag szordsét

j’%—nel becsiilhetjiik. Az
mn — mo
up = -
vn

probastatisztika kozel standard normalis eloszlasu.
Megjegyzés: A korabbiakban emlitettiik a korrigalt és a tapasztalati szoras kozotti 6sszefliggést:
n

N ~ n fooA o . . , ’
6p = 1 Sne Ha n nagy, akkor — ~ 1, tehat §,, ~ 7,,. Nagy elemszamu minta esetén tehdt a
n— n—

korrigalt tapasztalati szoras helyettesithet6 a tapasztalati szorassal.

25.1. feladat: Egy normalis eloszlasu valdszinliségi valtozé megfigyelésére n = 8 mérést végeztek. Az
eredményeket az alabbi tablazat tartalmazza:

102 [ 108 [ 95[98 [ 104 [ 90 | 94 | 104 |

Feltételezve, hogy a valdszin(iségi valtozd szdérdsa o = 6, 95%-o0s szignifikanciaszinten igaz-e, hogy a
valoszintliségi valtozo varhatd értéke 100?
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Megoldas: Kovessiik a megoldds sordn a hipotézisvizsgalat 24.2.2. fejezetben megismert gyakorlati 1épéseit!

1. A null- és ellenhipotézis kimondadsa.
A feltételezésiink az, hogy a varhat6 érték my = 100. A feladatban semmilyen megszoritas nincs az ettél
valo eltérés irdnydara, az ellenhipotézis tehdt, hogy a varhaté érték nem 100. Formdlisan a hipotéziseink:

Hy: E(X) =100
Hy: BE(X) # 100

Az ellenhipotézis alapjan a proba kétoldali.

2. A proba kivdlasztdsa és a minta alapjdn a prébastatisztika értékének kiszamitdsa.
. . s o o s s My, — My
Mivel a minta normalis eloszldsbdl szarmazik, és a szérds ismert, u-prébdt alkalmazunk. Az u, = - =

g

v
probastatisztika standard normalis eloszlast valdszintiségi valtozé. Ahhoz, hogy az adott mintabdl

szamitott értékét meghatarozzuk, a feladatban megadott n = 8 és o = 6 mellett ki kell szamitanunk a
102 +108+...+104 _ 795 .

mintadtlagot: mg = g

8
A prébastatisztika formulaba helyettesitve:

My — Mo 99,375 — 100
A 6

vn VB

Up:

= —0,2946.

3. A kritikus érték meghatarozasa.
A préba kétoldali u-préba, p = 0,95 szignifikanciaszinttel. A korabbiakban lattuk a kritikus tartoméany
kijelolését kétoldali préba esetén, ha a probastatisztika standard normalis eloszldsu.
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A kritikus érték meghatdrozdsahoz a

140,95
D (up,) = % = 0,975

egyenl6ségnek kell teljesiilni. A standard normalis eloszlas tablazatabdl wuy,. értéke kiolvashatd:
Ugr = 1,96.

Ennek alapjan az aldbbi abran lathat6 a kritikus, illetve az elfogaddsi tartomany, melyben elhelyeztiik a
probastatisztika értékét is (kék pont).

O
\ 4

-1,96 u, 1,96
25.1. abra. Kritikus tartomdny kijelélése a 25.1. feladathoz.
4. A dontés.

A probastatisztika értéke az elfogaddsi tartomdanyba esik, ezért a H, hipotézist elfogadjuk, 95%-os
szignifikanciaszinten a minta nem céafolja, hogy a valdszin{iségi valtozé varhaté értéke 100.
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25.2. feladat: A tapasztalatok szerint egy nyelvi teszt eredménye normadlis eloszldsu valdszintiségi véltozd,
70 pont varhatd értékkel. Sajnos a szérds nem ismert. Egy évfolyam hallgatdi koziil véletlenszertien
kivalasztottak 36-ot, 6k kitoltotték a tesztet. Az atlagpontszamuk 68,5 lett, a korrigdlt tapasztalati szoras
6. Elfogadhaté-e 95%-os szignifikanciaszinten, hogy ez az évfolyam gyengébben teljesit az atlagosndl ezen a
teszten?

Megoldas: A megszokott jeloléseinket haszndlva a feladatbdl kiolvashatéak a kovetkez6 adatok: n = 36,
my, = 68,5, §, = 6. Lassuk a hipotézisvizsgdlat 1épéseit!

1. A null- és ellenhipotézis kimonddsa.
Ebben a feladatban a minket érdekl6 kérdést (gyengébben teljesit az évfolyam az atlagosndl) az
ellenhipotézisben tudjuk csak megfogalmazni. (Emlékezziink, a nullhipotézis mindig tartalmazza az
egyenl6séget!) A nullhipotézis ennek az ellentettje, az évfolyam legalabb atlagosan teljesit a teszten (a
pontszamuk varhato értéke legalabb 70), az ellenhipotézis pedig, hogy ez az évfolyam gyengébben teljesit
a teszten, azaz a pontszamuk varhaté értéke kevesebb, mint 70.

Hy: E(X) > 70
Hy: E(X) <70
Az ellenhipotézis alapjan a proba egyoldali.

2. A proba kivdlasztdsa és a minta alapjdn a probastatisztika értékének kiszamitdsa.
A minta normalis eloszlasbol szarmazik, a szérds nem ismert, de a minta elemszama nagy (36 > 30), ezért
u-probat alkalmazunk. A prébastatisztika értéke a minta adatait felhaszndlva:

iy, —mg 68570
S N

NG

up = —-1,5.

D
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3. A kritikus érték meghatdrozdsa.
A préba egyoldali (bal oldali) u-préba, a kritikus érték ennek megfeleléen az
®(up,) = 0,95

egyenl6ségbol szamithatd. A standard normalis eloszlas tablazatabdl wy,. értéke kiolvashatd:

Upr = —1,65.

Ennek alapjan az alabbi dbran lathat6 a kritikus, illetve az elfogadasi tartomany, melyben elhelyeztiik a
probastatisztika értékét is (kék pont).

-1,65

25.2. dbra. Kritikus tartomdny kijelolése a 25.2. feladathoz.

4. A déntés.
A probastatisztika értéke az elfogaddsi tartomdnyba esett, a nullhipotézist elfogadjuk 95%-os
szignifikanciaszinten. Ez egyben azt jelenti, hogy az ellenhipotézist elvetjilk, tehdt az adott

szignifikanciaszinten nem fogadhaté el, hogy ez az évfolyam gyengébben teljesit, a minta alapjan nem
szignifikdns az eltérés a 70-tdl.
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Aktivitas: A szamitott érték nagyon kozel van a kritikus értékhez. Vizsgalja meg, hogy a szignifikanciaszintet
90%- ra, illetve 98%-ra valtoztatva hogyan véltozik a dontésiink!

A Hj hipotézis elvetésével az esetlegesen elkovetett hiba tehat els6faju lehet. A szignifikanciaszint emelésével
csokkenthetd az els6faju hiba valészintisége.
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25.1.2. Egymintds t-préba

Tovébbra is azt szeretnénk eldonteni, hogy egy n elemd, m,, mintadtlagu statisztikai minta elméleti varhaté

értéke lehet-e my.

A kordbbiakban azokat az eseteket targyaltuk, amikor vagy a valdszintliségi valtozd o szérasa ismert, vagy a
minta elemszama nagy.

Most nézziik azt az esetet, amikor a valészin{iségi valtoz6 o szérasa nem ismert és a minta elemszama Kkicsi

(n < 30).
Ekkor, feltételezve, hogy a Hy: E(X) = mg hipotézis helyes, a

My — Mo
ty = ———
Sn

NG

prébastatisztika (n — 1) szabadsagi foku, Student-eloszlasu.
Megjegyzés: A korrigdlt és a tapasztalati szérds kozotti 0sszefliggés természetesen tovabbra is érvényes:
n

R . .. [ n e , . . .
op = T 3,. Azonban ha n kicsi, akkor 1 durvan kozeliti az 1-et, ezért az §,, korrigdlt tapasztalati
n — n —

szo6ras ebben az esetben nem helyettesithet6 a 4,, tapasztalati szérassal.

(Az eddigieket figyelembe véve biztosan nem kovetiink el hibat, ha a formuldkban o kozelitésére mindig az s,
korrigalt tapasztalati szorast hasznaljuk!)

Az alabbi tablazat 0ssszefoglalja az egymintas u- és t-proba alkalmazasat.

o ismert o nem ismert

e, _ Mp — Mo ae. o Mp—Mo

n <30 | u-préba: up = ———— | t-proba: t, = ————
vn NG

. My, — Mo . My — Mo

n > 30 | u-proba: u, = —— u-préba: u, = ———
- Sn
Vn /n
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25.3. feladat: Egy ismeretlen szérdsd, normadlis eloszlasu valdszintiségi valtozé megfigyelésére n = 5 mérést
végeztek. Az eredményeket az aldbbi tdbldzat tartalmazza:

11,51 [1,49[1,54 | 1,52 | 1,54 |

95%-os szignifikanciaszinten elfogadhatd-e, hogy a valdszintiségi valtozd varhatd értéke 1,507

Megoldas: Ahogy korabban emlitettiik, a hipotézisvizsgalat 1épései minden proba esetén hasonldak. Kovessiik
ezeket a lépéseket a ¢t-proba esetén!

1. A null- és ellenhipotézis kimondasa.
A feltételezésiink az, hogy a varhato érték mg = 1,50, ett6l semmilyen irdnyu eltérést nem engediink meg.

Hy: E(X)=1,50 (A vérhat¢ érték 1,50.)
H,: E(X) # 1,50 (A vérhaté érték nem 1,50.)

Az ellenhipotézis alapjan a proba kétoldali.

2. A préba kivdlasztdsa és a minta alapjdn a prébastatisztika értékének kiszamitdsa.
Mivel a szdérds nem ismert, a minta elemszdma pedig kicsi, ¢-probat alkalmazunk. A prébastatisztika
formuldba helyettesitsiik a minta adatait, igy megkapjuk a prébastatisztika szamitott értékét.
M —mo 1,52 — 1,50

ty=—"— = "G = 21082

vn V5

A szamitashoz felhasznaltuk, hogy
1.51+1494+...+154 7,6 ,
ms = 5 = ? = 1,52, es
1,51 — 1,52)2 + (1,49 — 1,52)2 + ... + (1,54 — 1,52)2 0,0018
§5:\/( il - 1)+ all ) :\/ T = V/0,00045 = 0,0212,
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3. A kritikus érték meghatdrozdsa.
A probastatisztika Student-eloszlasu, ti, értéke a 4-szabadsagi foki Student-eloszlas tablazatabdl p =

ﬁ — 0,975 értéknél:
ter = 2,78.

Ennek alapjan az alabbi dbran lathat6 a kritikus, illetve az elfogadasi tartomany, melyben elhelyeztiik a

probastatisztika értékét is (kék pont).

2,78 T 2.78
25.3. dbra. Kritikus tartomdny kijelolése a 25.3. feladathoz.
4. A déntés.

A probastatisztika szamitott értéke az elfogaddsi tartomanyba esik, H, hipotézist elfogadjuk, 95%-os
szignifikanciaszinten elfogadhatd, hogy a valdszintliségi valtozo varhato értéke 1,50.
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25.4. feladat: Egy vizsgélatban a vegetaridnusok és a husevék koleszterinszintjét akartdk dsszehasonlitani.
Ehhez 8 véletlenszertien kivalasztott vegetaridnus koleszterinszintjét mérték meg. Az alabbi értékeket kaptak
(mmol/D):

131]28[15[1,7[24[20]33[16]

A husevok koleszterinszintjének varhat6é értéke 3,1. Feltételezve, hogy a minta normalis eloszlasbdl
szarmazik, 98%-os szignifikanciaszinten igazolhatd-e, hogy a vegetaridnusok koleszterinszintjének varhato
értéke alacsonyabb, mint a hisevoké?

Megoldas: A minta elemszama: n = 8.

1. A null- és ellenhipotézis kimondasa.
A kérdés most arra iranyul, hogy a vegetarianusok koleszterinszintjének varhaté értéke kevesebb-e, mint
mo = 3,1. Emlékezziink, hogy a nullhipotézisnek mindig tartalmaznia kell egyenléséget. A feltevésiinkre
( a vegetaridnusok koleszterinszintjének varhaté értéke kevesebb, mint 3,1), ami formdlisan F(X) < 3,1
alakba irhatd, ez nem teljesiil, igy csak az ellenhipotézisben fogalmazhatjuk meg. Ekkor a nullhipotézis az,
hogy a vegetaridnusok koleszterinszintjének varhato értéke legaldbb 3,1.

Hy: E(X) > 3,1 (A vegetaridnusok koleszterinszintjének varhato értéke legaldbb akkora,
mint a husevoké.)
H,: E(X) < 3,1 (Avegetaridnusok koleszterinszintjének varhato értéke alacsonyabb, mint a husevéké.)

A préba egyoldali.
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2. A prdba kivdlasztdsa és a minta alapjdn a probastatisztika értékének kiszdmitdsa.
Ismeretlen széras és kis elemszam mellett ¢-probat alkalmazunk. Az el6z6 feladathoz hasonléan a

mintaatlagot és a korrigdlt tapasztalati szérast a mintabdl kell szamitanunk.
_BLR28 4 416184,

mg

3,1 —2,3)2 28 —-23)2+ ... 1,6 —2,3)2 3,48
(31-23)*+ (2, 8,)1+ +(1,6-23)° 2 /04071 = 0.7051.
A kapott adatokat a probastatisztika formuldba helyettesitve kapjuk a probastatisztika szamitott értékét.

38 =

. mn—mo . 2,3—3,1 .
th="—""72— = gmer — >209L

Vn V8

3. A kritikus érték meghatarozasa.
A préba egyoldali, ¢y, értéke a 7-szabadsagi foku, Student-eloszlas tablazatabdl a 0,98 értéknél:

ter = —2,02,

kihasznalva, hogy a préba bal oldali.
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Ennek alapjan az alabbi dbrdn lathat6 a kritikus, illetve az elfogadasi tartomany, melyben elhelyeztiik a
probastatisztika értékét (kék pont).

4. A dontés.
A probastatisztika értéke a kritikus tartomanyba esik, Hy hipotézist elutasitjuk, a H; ellenhipotézist
elfogadjuk. 98%-o0s szignifikanciaszinten elfogadhatd, hogy a vegetaridnusok koleszterinszintje

alacsonyabb, mint a husevoké.
Vegyiik észre, hogy a szignifikanciaszint novelésével csokkenthetjiik az els6faji hiba valdszintiségét.

t, -2,52

25.4. 4bra. Kritikus tartomdny kijelolése a 25.4. feladathoz.

Megjegyzés: Vegyiik észre, milyen sok mulik a kérdés megfogalmazdsdn! Ha a 25.4. feladatban azt
kérdezziik, hogy 98%-os szignifikanciaszinten igazolhat6-e, hogy a vegetaridnusok koleszterinszintjének
varhaté értéke legfeljebb akkora, mint a hisevoké, akkor a hipotéziseket mdsképp kell kimondani. Ebben
az esetben ugyanis az a feltevésiink, hogy a vegetaridnusok koleszterinszintjének varhaté értéke legfeljebb
3,1 (F(X) < 3,1), ami tartalmazza az egyenlOséget, tehdt nullhipotézisként kell megfogalmazni.

Aktivitas: Mondja ki a null- és az ellenhipotézist a 25.4. feladat fenti mdédositasahoz, majd végezze el a
hipotézisvizsgdlatot! Hasonlitsa 0ssze a kapott eredményt a 25.4. feladat eredményével!
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25.5. feladat: 10 emberen vizsgaltdk egy fogyasztdtabletta hatdsat. A vizsgdlat kezdetén megmérték a
sulyukat, majd két héten at napi rendszerességgel szedték a tablettat. A masodik hét végén ismét megmérték
a sulyukat. Az eredményeket (kg) az alabbi tablazat tartalmazza. (Feltessziik, hogy az adatok normadlis
eloszlasbdl szarmaznak.)

Diétael6tt | 88 |74 |92 | 81 | 73 |96 | 89 | 102 | 98 | 85
Diétautdn | 84 | 68 | 85 83 | 74|90 | 88 | 98 | 99 | 85

Csokkentette-e a sulyukat a fogyasztd tabletta?

Megoldas: A mintdk nem fiiggetlenek, mivel ugyanannak a 10 embernek a sulyat mérték meg, ezért egymintas
probat kell alkalmaznunk. A kérdés valdjaban a két mérés kozott bekovetkezett sulyvaltozasra vonatkozik, igy
a hipotézisvizsgalatot az aldbbi mintdra végezziik el:

| Sulyvaltozas a masodik hét végére (kg) |4 | -6 -7[2][1]-6|-1]-4[1]0]

A minta elemszama n = 10.

1. A null- és ellenhipotézis kimondasa.
Most a feltevésiink az, hogy a tabletta hatasara csokkent a testsuly, vagyis a tabletta hatdsara bekovetkez6
testsulycsokkenés varhaté értéke nagyobb, mint 0. Az el6zé feladathoz hasonléan megint csak az
ellenhipotézisként fogalmazhatjuk meg ezt az allitdsunkat (egyenléséget nem tartalmaz).

Hy: E(X) >0 (A fogyasztétabletta hatdsdra nem valtozott a testsuly.)
Hy: E(X) <0 (Afogyasztétabletta hatasara csokkent a teststly.)

2. A proba kivdlasztdsa €s a minta alapjdn a probastatisztika értékének kiszamitdsa.
Mivel a széras nem ismert, a minta elemszama pedig kicsi, ¢-probat alkalmazunk.
i —mg 240

p Sn 3,3731

Vi V10

—2.,25.
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A szamitashoz felhasznaltuk, hogy
—44(-6)+...4+0

mio = 10 = —2.4, és
—4— (=24))2+(—6—(—2,4))2+...+(0—(—-24))2 102,4
o= IR 0= RS 7 O B _ OB _ sy

3. A kritikus érték meghatarozasa.
Ahogy kordbban emlitettiik, ha a szignifikanciaszintre nincs egyéb kikotés, tekintsiik 0,95-nek.
A proba egyoldali, ¢, értéke a 9-szabadsagi foku, Student-eloszlas tablazatbol :

tp = —1,83.

Ennek alapjan az aldbbi dbran lathatd a kritikus, illetve az elfogaddsi tartomdny, melyben elhelyeztiik a
probastatisztika értékét is (kék pont).

{183

25.5. abra. Kritikus tartomdny kijelolése a 25.5. feladathoz.
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4. A dontés.
A probastatisztika szamitott értéke a kritikus tartomanyba esik, a H, hipotézist elvetjik, a H;
ellenhipotézist elfogadjuk. 95%-os szignifikanciaszinten elfogadhatd, hogy a fogyasztétabletta csokkenti
a testsulyt.

Aktivitas: Oldjuk meg a feladatot abban az esetben, ha a szignifikanciaszintet 97,5%-ra valtoztatjuk. Hogyan
valtozik a dontés?

Az  egymintds  probdk  zarasaul nézziik meg az  alabbi  feladatot.

25.6. feladat: Egy valdszinliségszamitds kurzus egyik gyakorlatdn 10 hallgaté prdébavizsgat irt. Az
eredményeket latva az oktatd azt feltételezi, hogy ez az évfolyam gyengébb a kordbbiaknal, amelyeknél a
pontszdm vdarhato értéke 45 volt, 14 pont szoérdssal.
a) Elfogadva, hogy a szdérds most is 14 pont, valéban gyengébben teljesit ez az évfolyam a kordbbiaknal?
b) Mi a valasz az el6z6 kérdésre, ha a szorast ismeretlennek tekintjiik?

c) Az oktaté ezek utdn tobb gyakorld feladatot ad, majd a 10 hallgatd ’éles’ vizsgan elért eredményeit
Osszehasonlitja a probavizsgan elértekkel. Ennek alapjan dllithatjuk-e, hogy az évfolyam teljesitménye
javult a gyakorlé feladatoknak kdszonhetéen?

d) Végezetiil mit mondhatunk, ez az évfolyam valéban gyengébben teljesit, mint a korabbiak?

A préba,- illetve az ,éles” vizsga eredményeit az alabbi tabldzat tartalmazza.

Proba vizsga | 45 | 58 | 57 | 25 |31 |43 |36 |13 |30 | 32
,,Eles”vizsga 51 | 56|60 |35|28 |48 |41 |12 |33 |30
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Megoldas:

a) A probavizsga eredményei alapjan azt a hipotézist akarjuk ellenérizni, hogy a jelen évfolyam hallgatéi
altal a valdészinliségszamitas vizsgan elért pontszam varhatd értéke kevesebb, mint my = 45 pont
(ellenhipotézis). Mivel ismert a szords (o = 14), a kis (n = 10) elemi{i minta ellenére egymintds u-probat
alkalmazunk. A prébavizsga eredményeit felhaszndlva a mintaatlag m, = 37.

1. A null- és ellenhipotézis.

2. u-probat alkalmazunk.

Uy = el = S = —1,8070
Vn V10

3. A kritikus érték meghatdrozasa.
A préba egyoldali, p = 0,95 szignifikanciaszinttel.

®(ug) = 0,95,

Ugr = —1,65.
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Ennek alapjan az alabbi dbrdn lathat6 a kritikus, illetve az elfogadasi tartomany, melyben elhelyeztiik a
probastatisztika értékét is (kék pont).

u-165

25.6. abra. Kritikus tartomdny kijelolése a 25.6.a) feladathoz.

4. A dontés.
A Hj hipotézist elvetjiik, H;-et elfogadjuk. 95%-os szignifikanciaszinten elfogadjuk, hogy ez az évfolyam
gyengébben teljesit a korabbiaknal.

b) Ha nem fogadjuk el a kordbbi évek tapasztalata alapjan a szords értékét 14-nek, akkor a kis mintaelemszam
alapjan t-prébat kell alkalmaznunk. A mintdbdl s,, = 14,0317.
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1. A null- és ellenhipotézis.

Hy: E(X) > 45
Hy: E(X) <45

2. t-prébat alkalmazunk.
My, —mo 37 —45

bh="—"5— = 110317 — —1,8030
NG V10

3. A kritikus érték meghatarozasa.
A préba egyoldali, p = 0,95 szignifikanciaszinttel. A szabadségi fok 9.

tr = —1,83.

Az 4bran lathaté a kritikus, illetve az elfogadéasi tartomany, melyben a probastatisztika értéke (kék pont)
az elfogadasi tartomdnyba esik.

1,83

25.7. abra. Kritikus tartomdny kijelélése a 25.6.b) feladathoz.

4. A dontés.
A Hj hipotézist elfogadjuk, H;-et elvetjiik. 95%-os szignifikanciaszinten nem fogadjuk el, hogy ez az
évfolyam gyengébben teljesit a korabbiaknal.
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c) Ahhoz, hogy el tudjuk donteni, hogy tortént-e javulds a gyakorlé feladatok hatasara, azt kell
megvizsgdlnunk, hogy mennyit valtozott a hallgatok pontszama. Ehhez az ’éles’ vizsga eredményeibdl
kivonjuk a proba vizsga eredményeit, és a kapott mintara alkalmazzunk ¢-prébat (az ismeretlen szoras
miatt). A vizsga eredmények valtozasa tehdt:

| Pontszdm novekedése [ 6 [ -2 [3[10 [ -3 [5[5][-1[3]-2]

Feltételezziik, hogy nem tortént javulds, a pontszdm novekedésének varhatd értéke < 0. A mintadtlag
my = 2,4, a korrigdlt tapasztali szoras s,, = 4,2740 (a mintabol szamolva).
1. A null- és ellenhipotézis.

2. t-probat alkalmazunk.

bh=—g— =z = L7
Vn V10

3. A kritikus érték meghatarozasa.
A kritikus érték megegyezik az el6z6 feladatrészével:

tir = 1,83.
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d)

Az aldbbi dbran lathaté a kritikus tartomdny.

t, 1,83

25.8. abra. Kritikus tartomdny kijelolése a 25.6.c) feladathoz.

4. A dontés.
A Hj hipotézist elfogadjuk, H;-et elvetjiik. 95%-os szignifikanciaszinten nem fogadhato el, hogy a gyakorld
feladatok hatdsdra javult a teljesitmény.

Az eredményeink meglehet6sen ellentmonddasosnak tinnek. Az a) feladatrész szerint gyengébben teljesit
ez az évfolyam, és a gyakorlé feladatok hatdsdra sem mutatkozik javulds. Csupan akkor fogadjuk el,
hogy mégsem gyengébb ez az évfolyam, ha a szérdst ismeretlennek tekintjiik (a becslésébdl adodd
bizonytalansadg miatt a kritikus tartomény sziikebb) . Vegyiik ugyanakkor észre, hogy a kritikus és a
szamitott értékek mindegyik megoldasrészben kozel vannak egymashoz. Hogyan dontsiink? Meglep6
modon a szamitasaink alapjan azt kell mondanunk, hogy nem gyengébb ez az évfolyam a korabbiaknal.
Ennek oka pedig az, hogy ha csak az ’éles’ vizsga eredményét tekintjiik (ahol a mintaatlag 39,4 pont,
magasabb, mint a prébavizsgaé), és arra alkalmazzuk az a) és b) megoldast, akkor a nullhipotézist el kell
fogadjuk.

Aktivitas: Mutassa meg, hogy ha az oktatd csak a valddi vizsga eredményeit tekintette volna, akkor rogton
arra a kovetkeztetésre jut, hogy nem gyengébb ez az évfolyam a korabbiaknal!
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Onellenérzé kérdések

1. Egy normalis eloszlasu valészintiségi valtozé szoérasa 1,2, egy 12 elemli mintabdl meghatarozott mintaatlaga
11,3. Azt vizsgaljuk, elfogadhaté-e 98%-os szignifikanciaszinten, hogy a valdszintiségi valtozdé varhatd
értéke 11?

(a) Milyen probat haszndljunk a kérdés eldontésére?

egymintas u-proba egymintas ¢-proba
(b) Mennyi a kritikus érték?
0,8660 2,33 2,05 1,96
(c) Mi a dontés? Elfogadhaté-e 98%-os szignifikanciaszinten, hogy a valdszintiségi valtoz6 varhaté értéke
11?
nem fogadhaté el elfogadhaté

2. Egy termék hossza normalis eloszlést kovet, 12 cm szdrdssal. A termék névleges hossza 420 cm. A gydrtdsor
karbantartdsa utdn 100 véletlenszerlien kivdlasztott termék hosszanak atlaga 423 cm. Azt vizsgaljuk,
elfogadhaté-e 95%-os szignifikanciaszinten, hogy a termék hosszanak varhato értéke 420 cm?

(a) A kérdés eldontésére hasznalt proba:

egyoldali kétoldali
(b) Mennyi a prébastatisztika mintdbol szamitott értéke?

1,65 1,12 2,50 1,12
(¢) Mennyi a kritikus érték?

1,96 2,50 1,64 2,05

(d) Mi a dontés? Igaz-e 95%-os szignifikanciaszinten, hogy a termék hosszanak varhaté értéke 420 cm?
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elfogadhaté nem fogadhat¢ el
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Egy csavar atméréje normalist eloszlast kovet. Egy 5 elem(i mintat vizsgalva a csavarok atmérdjére cm-ben
az alabbi eredményeket kaptuk:

11,51 1,49 ]1,54 1,52 | 1,54 |

Azt vizsgaljuk, elfogadhatd-e 95%-os szignifikanciaszinten, hogy a csavarok dtmérdjének varhatd értéke
1,50 cm?

A kérdés eldontésére hasznalt préba:

t-préba u-préba
Mennyi a kritikus érték?
1,96 1,65 2,78 2,33

Mi a dontés? Igaz-e 95%-os szignifikanciaszinten, hogy a csavarok dtmérdjének varhato értéke 1,50 cm?
nem fogadhaté el elfogadhaté

Egy adott autétipus fogyasztdsi adatait vizsgdltdk. 10 autd alapjan az atlagfogyasztds 8.1 liter/100 km.
Feltételezziik, hogy az adatok normalis eloszldsbdl szdrmaznak és a tapasztalati szords 1,2 liter/100 km.
Azt vizsgéljuk, 95 %-os szignifikanciaszinten elfogadhatd-e, hogy az autdk fogyasztasanak varhato értéke
legalabb 8liter/100 km?

A kérdés eldontésére hasznalt préba:

t-proba u-proba
Mennyi a kritikus érték?

-1,83 -2,33 1,96 1,65
Elfogadhaté-e 95 %-os szignifikanciaszinten, hogy az autok fogyasztdsanak varhat6 értéke legaldbb
8 liter/100 km?

nem fogadhaté el elfogadhaté
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Egy fagylaltarus altal kiadott gombdcok tomegét vizsgaltuk, és a kovetkez6 eredményt kaptuk:

| Témeg (dkg) | 4,1 4,6 45[39[42[45[38[43]3,6]338]

Tételezziik fel, hogy a gombdcok tomege normalis eloszlast kovet. Azt vizsgdljuk, elfogadhat6-e 98%-os
szignifikanciaszinten, hogy a gombdcok tomegének varhatd értéke kevesebb, mint 4 dkg?

A kérdés eldontésére hasznalt préba:
t-proba u-proba
Mennyi a kritikus érték?
-2,40 1,32 2,36 -2,05
Mi a dontés? Igaz-e 98%-os szignifikanciaszinten, hogy a gombdcok tomegének varhatd értéke
kevesebb, mint 4 dkg?

elfogadhaté nem fogadhaté el
Az aldbbi minta 8 aut6 fogyasztasi adatait tartalmazza, szerviz el6tt és szerviz utan(liter/100 km):

Szerviz el6tt | 6,8 | 7,4 |1 8,1 | 76 |6,4| 6,9 |8,0]| 7,3
Szervizutan | 6,5 7,278 1|76|60]|68]|7,6]|7,0

Azt vizsgdljuk, csokkentette-e a szerviz a fogyasztast?
A kérdés eldontésére melyik probat alkalmazzuk?
egymintas t-préba kétmintas ¢-proba
Csokkentette-e a szerviz a fogyasztast?
igen nem
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Gyakran a probléma nem egy mintdhoz kapcsolédik, hanem két minta 6sszehasonlitdsa a feladat. Példaul,
ha Ossze szeretnénk hasonlitani két fogyasztotabletta hatasat, és ennek érdekében két tesztcsoporton végziink
méréseket, akkor gyakorlatilag a két szer hatdsara bekdvetkezd fogyasok varhato értékeit hasonlitjuk Ossze,
fliggetlen mintdk alapjan. Ha a mintdk fiiggetlenek, kétmintds probat alkalmazhatunk.

A tovabbiakban két normalis eloszlast valdszinliségi valtozo varhatd értékét akarjuk Osszehasonlitani. Attol
fiiggben, hogy a valdsziniiségi valtozdk szorasa ismert-e, illetve, hogy mekkora a megfigyelésiikbdl kapott
mintdk nagysaga, az alabbi eseteket kiilonboztetjiik meg.

25.1.3. Kétmintas u-proba

Az X és az Y normadlis eloszlasu, F(X) = m; és E(Y) = my ismeretlen vdrhatd értéki, D(X) = o; és
D(Y') = o9 szérésu valészintségi véltozdk varhatd értékének kiillonbségére vonatkozo

Ho:ml—mgzmo

hipotézis helyességét akarjuk ellendrizni.

1. Tekintsiik elészor azt az esetet, mikor a valdszintiségi valtozok szdrasa, azaz D(X) = o1 és D(Y) = o9
ismert.
A prébastatisztika formula:

up = 5 5
01 | 93
— 4 =
ni no

A probastatisztika Hy fennallasa esetén standard normalis eloszlasu.
ny az X -re vonatkozd, no az Y-ra vonatkozo fiiggetlen mintak elemszama.
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Megjegyzés: A fenti prébastatisztika formula egyszer(ibb alakba irhaté, ha az ismert szérasok egyben
azonosak, azaz oy = o9 = o. EkKkor a prébastatisztika formula:

mn1 - m?'LQ — My
1 1
ni n2

Up:

Az eloszlas természetesen tovabbra is standard normalis.

2. Most nézziik azt az esetet, mikor a valdszinliségi valtozok szérasa azonos (01 = o2 = ), de a kdz0s szdrds
(¢0) nem ismert, tovabba mindkét minta elemszama nagy.
A prébastatisztika formula:

" — 1 My, — Mpy — Mo

P )
2, om-Drs, a1 L L
ny+mng —2 e

eloszlasa standard normalis, amennyiben H, fennall.

25.7. feladat: Két normalis eloszlasu valdszintliségi valtozo varhatd értékét szeretnénk dsszehasonlitani. Az
els6 szérasa 5,48, a masodik szordsa 6,32. Az elsé esetben 10 elemd mintat vizsgaltunk, a mintaatlag 40,1. A
masodik esetben 8 elemii mintat vizsgaltunk, a mintaatlag 38,3. 95%-os szignifikanciaszinten elfogadhaté-e,
hogy a két valdszintliségi valtozo varhato értéke megegyezik?
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Megoldas: A két minta adatai (mintak elemszama, a varhato értékek és szdérasok) a feladatbdl kiolvashatéak.

Els6 minta: Masodik minta:
ny = 10 ng =8
1y = 40,1 o = 38,3
o1 = 5,48 o9 = 6,32

1. A null- és ellenhipotézis kimondadsa.
A feltételezésiink, hogy a varhato értékek megegyeznek, vagyis a varhatd értékek kiilonbsége my = 0.

Hy: m1 —mg =0 (Feltételezziik, hogy a varhato értékek megegyeznek.)
Hi:my —mo #0 (A varhato értékek nem egyeznek meg.)
A proba kétoldali.

2. A prdba kivdlasztdsa és a minta alapjdn a probastatisztika értékének kiszdmitdsa.
Mivel a szorasok ismertek, a mintak fiiggetlenek, kétmintds u-prébat alkalmazunk. Helyettesitsiik a minta
adatait a prébastatisztika formulédba:

Min, — fin, —mo 40,1 — 38,3 —0

Up = = = 0,6366.
o2 o2 5,482 6,322
o 0 s
ni ng
3. A kritikus érték meghatdrozdsa.
. . . 1+0,95
A préba kétoldali, igy ®(ug,) = — = 0,975.

A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének értékeit tartalmazdé tablazatbol
Ukr — 1,96.

Ennek alapjan az aldbbi abran lathat¢ a kritikus, illetve az elfogadasi tartomdny, a probastatisztika szamitott
értékével (kék pont), amely az elfogadasi tartomdnyba esik.
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4. A dontés.
A Hj hipotézist elfogadjuk, 95%-os szignifikanciaszinten elfogadhat6, hogy a valdszintiségi valtozdok
varhat6 értéke azonos.

O

-1,96 1,96

cC

P

25.9. abra. Kritikus tartomdny kijelolése a 25.7. feladathoz.

25.8. feladat: 12 éves altaldnos iskoldsok matematikai tuddsat mérték fel. Véletlenszertien kivalasztottak
225 fiat és 250 lanyt, akik ugyanazt a matematikai tesztet irtdk meg. A fitik atlagosan 57 pontot értek el, a
lanyok 60 pontot. A szdrds értéke a fiik esetében 12, a lanyok esetében 15. Normalis eloszlast feltételezve,
98%-o0s szignifikanciaszinten allithatjuk-e, hogy a 12 éves ldnyok jobbak matematikdbdl az azonos koru
fiuknal?
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Megoldas: A mintdk adatai:

Fitk: Lanyok:
ny = 225 ng = 250
my = 57 Mg = 60
o1 =12 o9 =15

Kovessiik a statisztikai hipotézisvizsgalat szokasos 1épéseit!

1. A null- és ellenhipotézis kimondasa.
A korabban megoldott egymintds-probdkhoz hasonléan azt az allitast kell megfogalmazni a
nullhipotézisben, amelyik tartalmazza az egyenléséget. Ennél a feladatndl a kérdésben megfogalmazott
feltevés nem ilyen (a 12 éves lanyok jobban teljesitenek matematikdabdl, mint a veliik egykoru fitk),
ezért az ellenhipotézisben irjuk fel. A nullhipotézis az lesz, hogy a fiuk teljesitményének varhato értéke
(m1) legalabb akkora, mint a lanyoké (ms), azaz m; > mso. (Ez pedig atrendezés utan azt jelenti, hogy
mi1 — My Z 0).

Hy:mp —mo >0 (Feltételezziik, hogy a fitk teljesitménye legaldbb akkora, mint a lanyoké.)
Hi: m; —mgo <mg=0 (Alanyok jobban teljesitenek.)

Az ellenhipotézis alapjan a proba egyoldali.

2. A préba kivdlasztdsa és a minta alapjdn a préobastatisztika értékének kiszamitdsa.
Mivel a szoérasok ismertek, a mintak fiiggetlenek, kétmintds u-probat alkalmazunk. A prébastatisztika
formuldba helyettesittve a mintdk adatait, megkapjuk a szamitott értéket.
My, — Mpy — M 57 —-60—0
upy = —A——r2 0 _ — —2,4175.

2 2 122 152

91 | %2 — 4+ —

m 225 ' 250
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3. A kritikus érték meghatdrozdsa.
A préba egyoldali, igy ®(ug,) = 0,98.
A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének értékeit tartalmazoé tablazatbol

Ugr = —2,005.

A kovetkezé abran lathatd a kritikus, illetve az elfogadasi tartomany, melyben a prdbastatisztika értéke
(kék pont) az elutasitdsi tartomanyba esik.

4. A dontés.
A Hy hipotézist tehat elutasitjuk, ami azt jelenti, hogy a H; hipotézist elfogadjuk. 98%-o0s

szignifikanciaszinten elfogadhatd, hogy az adott populdciéban a 12 éves lanyok jobban teljesitenek
matematikabdl, mint az azonos koru fiuk.

u,-2,05

25.10. 4bra. Kritikus tartomdny kijelolése a 25.8. feladathoz.
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25.9. feladat: Két golfériilt, Kovacs ur és Kiss ur azt akarja Osszehasonlitani, hogy a golfiitével milyen
messzire tudjak {tni a golflabdat. Kovdcs ur allitja, hogy 6 tobb, mint 4 méterrel tavolabb képes {itni a
golflabddt, mint Kiss ur. A vitat a golfpalyan dontik el. Kovacs ur 40 iitésbdl dtlagosan 102 méterre juttatta
a labdat, Kiss ur 35 iitéssel atlagosan 95 métert ért el. Tegyiik fel, hogy az adatok normalis eloszlasbdl
szarmaznak és az iitések szordsa mindkét esetben azonos, 5,648 méter. 99%-os szignifikanciaszinten
igazolhatd-e Kovacs ur allitasa?
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Megoldas: Adataink:

Kovacs ur: Kiss r:

ny = 40 ng = 35

my = 102 mo = 95

01 =5648 =0 09 = 5,648 =0

1. A null- és ellenhipotézis kimonddsa.
Azt akarjuk igazolni, hogy Kovéacs r iitéshosszdnak varhato értéke (m,) tobb, mint 4 m-rel haladja meg Kiss
ar titéshosszdnak varhato értékét (moq-t). Ez azt jelenti, hogy mi —mq > 4. Ezt az allitdst az ellenhipotézben
fogalmazhatjuk meg, a nullhipotézis az egyenldséget is megengedo ellentettje kell legyen. A nullhipotézis
ekkor az lesz, hogy Kovacs ur teljesitménye pont 4 m-rel, vagy anndl kevesebbel haladja meg Kiss urét.

Hy: mp —moe <4 (Kovdcs ur teljesitménye legfeljebb mo = 4 méterrel jobb.)
Hi:my —mge >4 (Kovdcs ur teljesitménye tobb, mint 4 méterrel haladja meg Kiss urét.)

Az ellenhipotézis alapjan a proba egyoldali.

2. A préba kivdlasztdsa és a minta alapjdn a prébastatisztika értékének kiszamitdsa.
Mivel a szdérdsok ismertek és azonosak, a mintak fiiggetlenek, kétmintds u-probat alkalmazunk.

Tty =y 1022954 o
’ L VPO A
ny  no A VT R T
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3. A kritikus érték meghatdrozdsa.
A préba egyoldali, igy ®(ug,) = 0,99.
A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének értékeit tartalmazoé tablazatbol

Ugr = 2,33.

A kovetkezd abran lathatd, hogy a szamitott érték az elfogadasi tartomdanyba esik.

4. A déntés.
A Hj hipotézist elfogadjuk, H-et igy elutasitjuk. 99%-os szignifikanciaszinten nem fogadhatd el, hogy
Kovécs ur legaldbb 4 m-rel hosszabb {iitésekre képes.

U, 2,33

25.11. &bra. Kritikus tartomdny kijelolése a 25.9. feladathoz.

Megjegyzés: Az el6z6 feladatban a szamitott- és a tesztérték nagyon kozel esik egymashoz,

ami felveti, hogy a dontésiink valéban helytall6-e. (Az elso6faja  hiba elkovetésének
valészinlisége most 0,01.) Noveljik az els6faju hiba elkévetésének valdszintiségét 0,02-re (a

szignifikanciaszintet 98%-ra csokkentjiik) és nézziik meg ekkor a feladat megoldésat!
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25.10. feladat: Hogyan véltozna a 25.9. feladat megolddsa, ha a szignifikanciaszintet 99%-rél 98%-ra
valtoztatjuk?

Megoldas: A szignifikanciaszint valtoztatasa az els6 két 1épést nem befolyasolja, a 3. 1épésben a kritikus
tartomany kijelolésére van hatdssal.

3. A teszt statisztika értékének meghatarozasa.

A préba tovabbra is egyoldali, csak a szignifikanciaszint valtozott, igy ®(ug,) = 0,98.

Upy = 2,05.

4. A probastatisztika értéke most a kritikus tartomanyba esik, a H, hipotézist tehat elvetjiikk. 98%-os
szignifikanciaszinten igazolhat6, hogy Kovdcs ur legaldbb 4m-rel hosszabb {itésekre képes.

25.1.4. Kétmintas ¢-proba

Az X és az Y normdlis eloszlasu, E(X) = m; és E(Y) = my ismeretlen varhatd értékdi, ismeretlen, de azonos
D(X) =01 = D(Y) = 09 = o szérdsu valdszinliségi valtozok varhaté értékének kiilonbségére vonatkozd

H():ml—mgzmo

hipotézis helyességét akarjuk ellendrizni.
A prébastatisztika formula:

1 My, — Mpy — Mo

82 - (ng—1)+82, - (ng—1) .t
ny+ng —2 N2

t, =
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A probastatisztika (n; + ng — 2) szabadsdgi foka Student-eloszldst H fenndlldsa esetén.

ny az X -re vonatkozd, no az Y-ra vonatkozd fiiggetlen mintak elemszama.

Megjegyzés: Ha n; és ny nagy, akkor az eloszlas kozel standard normalisnak tekinthetd, megegyezik az u-proba
megfelel6 alakjaval.

25.11. feladat: Tegyiik fel, hogy két valdszinliségi valtozé normalis eloszldsu és szérasuk egyenld. Igaz- e
95%-os szignifikanciaszinten, hogy a két valdszintiségi valtozd varhaté értéke egyenl6? A mérési adatok:

A | 10,2 10,1 | 98| 9,4 | 10,4 | 11,0 | 10,5| 9,9 | 10,6 | 9,7 | 10,3
B |10,6 | 10,3 (9,9 | 10,2 | 9,9 | 10,1 | 10,9 | 10,5 - - -

Megoldas: A mintdkbol kiszdmoljuk a sziikséges statisztikdkat:

Tl1:11
n2:8
1 & 111.9
p=—- X, = —2=10172
= ; ; o 0,1727
1 o 2.,08182
A \2 A \2 )
= . X, — = = 0,2082
)" =3 ;( i =) 10 ’
1 & 82 4
Mo = — - Y, = —/ =10,3
2 No ; 7
1 2 0,86
(82 = —— S (Y - mig)? = == =0,1229
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A mintdk adatai igy az aldbbiak:

A B
ny =11 ng =8
m1 = 10,1727 me = 10,3
51 = 10,4563 $9 = 0,3505

1. A null- és ellenhipotézis kimondasa.
Feltételezziik, hogy a két valdszinliségi valtozo varhato értéke azonos (m; = ms), igy a kiilonbségiik 0
(m1 — mg = 0). A feltevésiink nullhipotézisként mondhaté ki.
Hy: mp —mgo =0 (A varhato értékek egyenl6ek.)
Hi:mq —mo #0 (A varhato értékek nem egyenloek.)

A proba kétoldali.

2. A proba kivélasztdsa és a minta alapjan a probastatisztika értékének kiszamitasa.
Mivel a szérdsok nem ismertek, de azonosak, a mintdk elemszama pedig kicsi, kétmintas ¢-probat

alkalmazunk.
L 1 My — My — Mo 1 10,1727 — 10,3 -0
p o - =
2 (m—1)+82, - (ng—1) i+i \/0,2082-10+0,1229-7 i+l
ny + ng — 2 ny N2 11+8-2 1 8
= —0,6586.

3. A kritikus érték meghatarozasa.

A préba kétoldali. A kritikus érték a 17 szabadsdgi foku Student-eloszlds eloszlasfiiggvényének inverzének

értéke a 1%095 = 0,975 helyen.
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Ahogy azt a Student-eloszldsndl kordbban megtanultuk, a tesztérték a t-eloszlds tabldzatbol kiolvashato:
ter = 2,11

A kovetkezé dbran lathatd, hogy a probastatisztika értéke az elfogadasi tartomdanyba esik.

O
A

-2,11 t 2,11

P

25.12. abra. Kritikus tartomdny kijelélése a 25.11. feladathoz.

4. A dontés.
A Hj hipotézist elfogadjuk, 95%-os szignifikanciaszinten a varhato értékek egyenlésége elfogadhato.
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25.2. Szorasok egyenléségére vonatkozo proba

A kétmintas ¢-proba alkalmazéasanak egyik feltétele, hogy a vizsgalt valdsziniiségi valtozok szorasa egyenld
legyen. A konkrét feladatokban gyakran semmiféle informacionk nincs a szérasokrol, az adott mintakbdl kell
eldonteniink, hogy tekinthetjiik-e a szérasokat azonosnak.

25.2.1. F-préba

Az X és az Y normdlis eloszlast, D(X) = o7 és D(Y) = o, ismeretlen szorasu val6szinliségi valtozok
szorasainak egyenl6ségére vonatkozo
Hy: 01 = 09

hipotézis helyességét akarjuk ellendrizni.

A prébastatisztika formula:
8
A prébastatisztika (n; — 1,ny — 1) szabadsagi foka F-eloszlasu, ha Hj fennall.

ny az X-re vonatkozd, ny az Y-ra vonatkozé fiiggetlen mintdk elemszama.
)

Megjegyzés: Az, hogy az o1 hanyados értéke 1-nél nagyobb vagy kisebb, attdl fiigg, milyen sorrendben
s

F =

2
dolgozzuk fel a mintakat. Az F-eloszlas tablazatanak hasznalatat megkonnyitendé a szamlaléba mindig annak
a mintanak a korrigalt tapasztalati szorasnégyzete keriiljon, amelynél ez az érték nagyobb. Ekkor a hanyados
értéke nem lehet 1-nél kisebb. Technikailag ez azt jelenti, hogy a prébastatisztikat tigy valasztjuk, hogy értéke

legaldbb 1 legyen:
82 &2
F, = max <é, é) > 1.
83 51

Ennek az a kovetkezménye, hogy F-proba esetén az elfogadasi tartomany mindig az egyoldali prébanak
megfeleld (0,Fy,) lesz.
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25.12. feladat: Adott az aldbbi két normadlis eloszlasu, fiiggetlen minta:

A

11,9

12,1

12,8

12,2

12,5

11,9

12,5

11,8

12,4

12,9

B

12,1

12,0

12,9

12,2

12,7

12,6

12,6

12,8

12,0

13,1

95%-os szignifikanciaszinten tekinthetjiik-e azonosnak a szérasokat?

Iecke LG oldal
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Megoldas: A mintdkbol kiszdmoljuk a sziikséges statisztikdkat:

1. A nullhipotézis kimonddsa.

ni = 10
ng = 10
1y = nll ZX = 123 5 =123
(31)° = nll_ T iil;(Xi —mip)? = 1’52 = 0,1467
mQZn—Z iY—125—125
(52)? = — i(Y —mg)? = 1’;12 =0,1578

Hy: 01 =09

ng — 1
2 i1

( A szorasok egyenl6ek.)

40.

lecke WM oldal

Az ellenhipotézis F'-préba esetében sziikségtelen, a proba egyoldali (jobb oldali kritikus tartomdnnyal).

2. A proba kivélasztdsa és a minta alapjan a probastatisztika értékének kiszamitasa.

A szorasok egyenl6ségének vizsgalatara az F-probat alkalmazzuk.
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3. A kritikus érték meghatdrozdsa.

Az F-préba mindig egyoldali, tesztértéke az (n; — 1,ne — 1) = (9,9) szabadsagi fok és a szignifikanciaszint
(0,95) ismeretében az F-eloszlas tablazatbdl kiolvashaté. (A tablazat haszndlatat az F'-eloszlasnal
megmutattuk.)

Fy, = 3,18.
Az elfogadasi tartomdny tehat (0; 3,18).
F,=1,0758 beleesik ebbe a tartomanyba.
3 3,18

P

25.13. abra. Kritikus tartomdny kijelolése a 25.12. feladathoz.

4. A déntés.
A Hj hipotézist elfogadjuk. 95%-os szignifikanciaszinten elfogadhaté, hogy a megfigyelt valészintiségi
valtozok szorasa egyenlo.
Megjegyzés: A szoérasok egyenléségét most mar elfogadhatjuk. Annak a kérdésnek az eldontésére, hogy
a megfigyelt valdszintiségi valtozdk varhato értéke megegyezik-e, teljes joggal alkalmazhatjuk a kétmintds
t-probat. (Ez egy jé gyakorld feladat!)
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Onellenérzé kérdések

1. Két kiillonb6z6 (A és B) gyaregységben termelt azonos célt szolgdld termék selejtaranyat mérték
(ezrelékben). Az eredményeket az aldbbi tdbldzat tartalmazza :

A|86|79(88|96]|84]|89]8,.2
B|89|82|76|79|80)88]|9,6

Feltételezziik, hogy az adatok normalis eloszlasbdl szdarmaznak €és a selejtaranyok szdérasa azonos a két
gyaregységben.

(a) Elfogadhaté-e 95%-os szignifikanciaszinten, hogy a két gyarban termelt selejtardny véarhatd értéke
megegyezik? A kérdés eldontésére hasznalt préba:

kétmintds ¢-préba kétmintas u-proba
(b) Elfogadhaté-e 95%-os szignifikanciaszinten, hogy a két gydrban termelt selejtardny varhat6 értéke
megegyezik?
nem fogadhatd el elfogadhaté

2. Két normalis eloszlasu valoszinliségi valtozo varhato értékét szeretnénk osszehasonlitani. Az egyik szorasa
2,5, a masik szdrdsa 2,4. A els6 esetben 12, a masodik esetben 20 elem( mintat vizsgaltunk, a mintaatlagok
rendre 42,5 és 44,8. Elfogadhaté-e 95%-os szignifikanciaszinten, hogy a két valészinliségi valtozé varhato
értéke megegyezik?

(a) A kérdés eldontésére haszndlt proba:
kétmintds u-préba kétmintds ¢-proba
(b) Elfogadhaté-e 95%-os szignifikanciaszinten, hogy a két gyarban termelt selejtarany varhatd értéke
megegyezik?
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nem fogadhatd el elfogadhaté
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26. Nem-paraméteres probak

nem-paraméteres probak esetében a Hj hipotézis a megfigyelt valdsziniiségi valtozo ismeretlen eloszlasara
vonatkozik.

26.1. A y%-préba

A leggyakrabban hasznélt nem-paraméteres préba a x2-préba. Fontos megjegyezni, hogy mig a kordbban
ismertetett prébdk kis és kozepes mintak esetében is jél hasznalhatéak, a x2-préba csak nagy elemszdmu mintdk
esetében ad megbizhatd eredményt.

Tekintsiik 4t a y2-préba harom legfontosabb alkalmazési teriiletét!

26.1.1. Illeszkedésvizsgalat

Akkor alkalmazzuk, ha azt akarjuk ellendrizni, hogy a minta adott eloszlasi populdciobdl szarmazik-e. A
gyakorlatban ez azt jelenti, hogy azt vizsgaljuk, hogy a mintabdl szarmazd gyakorisagok mennyire illeszkednek
az eloszlasbdl szarmazo becsiilt gyakorisagokra. Adott egy n elem( minta, a mintaelemeket osszuk r (paronként
diszjunkt) csoportba, azaz tekintsiik az A1,A,,...,A, teljes eseményrendszert. Az A; esemény valdszinliségét
p;, gyakorisagat (hany mintaelem esik az i-edik csoportba) pedig p; jelolje (i = 1,2, ... r esetén).

Az eloszlédsra vonatkozd Hy : P(A;) = p; (1 = 1,2,...,r) nullhipotézist akarjuk ellenérizni, azaz azt, hogy a
megfigyelt valoszinliségi valtozé adott eloszlast.

A probastatisztika:

(i — - pi)?
2 A X
XP_Z

n- .
i=1 pi

Eloszl4sa: r — 1 szabadségi fokt y2-eloszlds, ha H, fennall.

(Pontosabban n — oo esetén r — 1 szabadségi foku y2-eloszldssal kozelithetd. A gyakorlatban azonban a fenti
prébastatisztikat ~ — 1 szabadsagi foku y2-eloszlastinak tekintjiik.)

A proba mindig egyoldali, jobb oldali kritikus tartomannyal. (Vegyiik észre, ha a feltételezett eloszlas kiilonbozik
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a megfigyeltt6l, akkor a prébastatisztika értéke a formuldbdl adéddéan nagy. Minél nagyobb a szamitott érték,

annal nagyobb ez az eltérés.)

26.1. feladat: Kockajaték kozben felmeriil annak gyandja, hogy a kocka nem szabdlyos.

Gyanunk

ellenérzésére 300-szor feldobjuk a dobdkockat. A dobdsok eredményét az alabbi tablazat foglalja Gssze:

Dobads értéke 1

2

3

4

5

6

Osszes

Dobasok szama | 45

42

56

55

58

44

300

Vizsgaljuk meg 95%-os szignifikanciaszinten, hogy a dobdkocka szabalyos-e!

Megoldas: A dobott szam értékét tekintve az X valdszintiségi valtozonak, annak eloszlasa diszkrét egyenletes,

1
ha a kocka szabalyos. Ekkor azonos a dobasok valdszinlisége, minden esetben p;, = = (i = 1,2,...,6). A

mintaelemek szama n = 300 (r = 6 csoportba osztva), ezért minden dobasérték vart eléfordulasi szama
(feltételezett gyakorisdga) np; = 50. A hipotézisvizsgdlat sordn tehdt azt kell eldonteniink, hogy a megfigyelt
valdszinliségi valtozé (dobds értéke) a minta alapjan tekinthet-e diszkrét egyenletes eloszlasunak. Ennek

alapjan a préba illeszkedésvizsgalat.

Az attekinthetdbb szamolashoz az alabbi tablazatot hozzuk létre:

Dobasértéke | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6
1 45 |42 [ 56 | 55 | 58 | 44
; 50 | 50 | 50 | 50 | 50 | 50
(u; —np;)* | 25|64 |36 | 25| 64 | 36

A hipotézisvizsgalat 1épései a megszokottak.
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1. A nullhipotézis kimonddsa.
A feltételezésiink most az, hogy a kocka szabdlyos, a dobott szam értéke diszkrét egyenletes eloszlast kovet
(tehat minden dobéasértékhez azonos valdszintiség tartozik).

2. A proba kivadlasztdsa és a minta alapjan a probastatisztika értékének kiszamitasa.
A préba illeszkedésvizsgalat, x2-prébaval. Kordbban emlitettiik, hogy a préba mindig egyoldali (jobb oldali
kritikus tartoménnyal). A probastatisztika mintadbdl szamitott értéke, felhasznalva a tablazat adatait:

6 2
) Z(ui—n-pi) 25 + 64 + 36 + 25 + 64 + 36
Xp: = =

5
n-p; 50

i=1

3. A kritikus tartomany kijelolése.
A préba egyoldali x2-préba. Keresem azt a kritikus értéket, amely mellett az » — 1 = 6 — 1 = 5 szabadsagi
fokt x2-eloszlds eloszlasfiiggvénye 0,95 értéket vesz fel. Ez a 4. tabldzat 6todik sor, els6 oszlopban taldlhaté

X2, = 11,07

érték. A kritikus tartomany abrdjan a korabban megszokott jelolésekkel lathatd, hogy a kritikus érték az
elfogadasi tartomanyba esik.

0 11,07

=9

26.1. abra. Kritikus tartomdny kijelolése a 26.1. feladathoz.
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4. A déntés. 4,6 < 11,07, a probastatisztika értéke az elfogadasi tartomanyba esik, a nullhipotézist elfogadjuk
95%-os szignifikanciaszinten. Ez egyben azt jelenti, hogy az adott minta alapjan elfogadjuk, hogy a kocka
szabalyos. (Minden dobdsértékhez azonos valdsziniiség tartozik, a dobott szamot tekintve valdszin(iségi
valtozdnak, annak eloszldsa diszkrét egyenletes.)

26.1.2. Homogenitasvizsgalat

Akkor alkalmazzuk, ha azt akarjuk eldonteni, hogy két fiiggetlen minta azonos eloszlasbdl szarmazik-e.
(Anélkiil, hogy a konkrét eloszlast meghataroznank.)

Jelolje X és Y a megfigyelt valdszinliségi valtozdkat. Az X-re vonatkozdé minta elemszdma legyen m, az Y-ra
vonatkozo6 minta elemszama n. Soroljuk valamilyen szempont szerint r csoportba a mintaelemeket. Jelolje p;
az X, v; az Y megfigyelésébdl szarmazd minta i-edik csoportba esé mintaelemeinek szamat (azaz az A;, illetve

T T
B; események gyakorisagat). (Z pi=m, » v = n)
i=1 i=1

A nullhipotézisiink az, hogy a két minta azonos eloszlasbdl szdrmazik.
A probastatisztika:

1 < (nepy—m-vy)?
2 Z i %

2=
P Hi + Vi

m-n
=1

Eloszldsa: Hj fennéll4sa esetén r — 1 szabadsagi foku y2-eloszlas.
A préba most is egyoldali, jobb oldali kritikus tartomdnnyal. (Vegyiik észre, ha a két minta eloszlédsa kiilonb6z6,

akkor a prébastatisztika értéke a formuldbdl adéddan nagy. Minél nagyobb ez a szamitott érték, annal nagyobb
ez az eltérés.)
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26.2. feladat: Egy tejiizemben kiilonb6z6 technoldgidval csomagoljdk a fél-, illetve egyliteres dobozos
tejeket. A csomagoldsokra érkez6é mindségi kifogdsok miatt vizsgédlat indult a cégnél. Mindkét kiszerelésti,
hibas csomagolast termékbol mintat vettek, majd a hibak jellege szerint csoportositottak azokat.

Hiba jellege Gyenge ragasztas | Leszakado fiil | Hidnyz6 fiil | Kiszakadé zarékupak | Egyéb | Osszes
Félliteres kiszerelés 51 64 26 18 21 180
Literes kiszerelés 72 51 33 23 21 200

95%-os szignifikanciaszinten igazolhatd-e, hogy a hibak ardnya megegyezik a kétfajta kiszerelés esetén?

Megoldas: Azt akarjuk eldonteni, hogy a két minta eloszldsa azonos-e (ebben az esetben lesz a hibdkhoz
tartozd valoszinliség azonos). A mintdk fiiggetlenek, ezért ezt homogenitasvizsgédlattal donthetjiik el.

1. A nullhipotézis kimonddsa.
A feltételezéslink most az, hogy az egyes hibak aranya azonos a kétfajta kiszerelésnél, a nullhipotézis tehat,
hogy a hibdk tipusa azonos eloszldsu a két mintdban.

2. A préba kivdlasztdsa és a minta alapjdn a prébastatisztika értékének kiszamitdsa.
A préba homogenitdsvizsgdlat, x?-prébdval. A préba tovdbbra is egyoldali (jobb oldali kritikus
tartomannyal), ahogy kordbban megallapitottuk. A szdmitdshoz alkalmazzuk a homogenitasvizsgalatnal
hasznalt jeloléseinket az adott mintdra. A mintaelemeket a hibdk tipusatol fiiggéen » = 5 csoportba
osztottdk. A félliteres csomagoldshoz tartozé mintaelemek szdma m = 180, az egyliteres csomagoldshoz
tartozéké n = 200. Az egyes csoportokba tartozé mintaelemek szama a tablazatbdl kiolvashatd, y; értékei
a masodik sorbdl, v; értékei a harmadik sorbdl.
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A probastatisztika mintdbdl szamitott értéke:

) 1 <~ (180 py — 200 )2
Xp = 180-2()0; [i + g Xp =
1 ((180 .51 — 200 - 72)2 N (180 - 64 — 200 - 51)2
180 - 200 51 + 72 64 + 51
(180 - 26 — 200 - 33)% (180 - 18 — 200 - 23)? N (180 - 21 — 200 - 21)2> B
26 + 33 18 +23 21+ 21
= 9,68.

3. A kritikus tartomany kijelolése.

A préba egyoldali x2-préba. Az el6z6 feladatnak megfeleléen keressiik azt a kritikus értéket, amely mellett

azr — 1 =5 — 1 = 4 szabadsagi foku x2-eloszlds eloszlasfiiggvénye 0,95 értéket vesz fel. Ez a 4. tabl4zat
negyedik sor, elsé oszlopban talalhat6

X3, = 9,49

érték. A kritikus tartomdny az aldbbi dbran lathatd.

0 9.49%°

26.2. abra. Kritikus tartomdny kijelolése a 26.2. feladathoz.
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4. A dontés.

9,49 < 9,68, a prébastatisztika szamitott értéke az elutasitasi tartomdnyba esik, a nullhipotézist 95%-os
szignifikanciaszinten nem tudjuk elfogadni. Ez egyben azt jelenti, hogy az adott minta alapjan nem teljesiil
a két eloszlas azonossaga.

26.3. feladat: Tekintsiik a 26.2. feladatot, de valtoztassuk meg a szignifikanciaszintet 98%-ra.

Megoldas: Vegyiik észre, hogy a szignifikanciaszint megvaltoztatdsaval a feladat megolddsdban csak a kritikus
érték meghatarozdsa és a dontés valtozik meg.

1. Nullhipotézis kimondasa. (Lasd. 26.2. feladat megoldasa.)

2. Prébastatisztika értéke: Xf, = 9,68. (Lasd. 26.2. feladat megoldasa.)

3. Kritikus tartomany kijelolése.
Most azt a kritikus értéket keresem, amelynél az » — 1 = 5 — 1 = 4 szabadsdgi fokt x2-eloszlas eloszl4s-
fiiggvénye 0,98 értéket vesz fel. Ez a 4. tdblazat negyedik sor, mdsodik oszlopban talalhaté

X2, = 11,67

érték.
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A kritikus tartomdny az alabbi 4bran lathatd.

0 %p 11,67

26.3. abra. Kritikus tartomdny kijelolése a 26.3. feladathoz.

4. 1épés A dontés.
9,68 < 11,67, a probastatisztika szamitott értéke az elfogaddsi tartomanyba esik, a nullhipotézist 98%-os
szignifikanciaszinten elfogadjuk. Ez egyben azt jelenti, hogy az adott minta alapjan elfogadjuk, hogy a két
eloszlas azonos.

26.1.3. Fiiggetlenségvizsgalat

Azt akarjuk eldonteni, hogy két valdsziniiségi valtozo, X és Y fiiggetlenek-e. Az (X,Y") valdsziniiségi valtozo
megfigyelésére n elem@ mintat vesziink. Az X valdszinliségi valtozo értékeit r, Y értékeit s csoportba
soroljuk, azaz létrehozzuk X-re vonatkozdéan az Ai,As,...,A., Y-ra vonatkozéan a Bi,Bs,...,B; teljes
eseményrendszereket. Jelolje p;, az A; (1 =1,2,...,r), vy a Bj (j =1,2,...,s) bekovetkezésének gyakorisagat,

T S
wi; pedig az (A;,B;) egyiittes bekovetkezésének gyakorisagat. Természetesen ekkor teljesiil, Z Z wij = 1,
i=1 j=1
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T S
valamint, hogy Z Hij = Vxj, €S Z vij = M. (Ez utébbiakhoz idézziik fel a valészinliségi vektorvaltozdk
i=1 Jj=1
peremeloszlésait diszkrét esetben!)
A feltevésiink, hogy a két valdszinliségi véltozd fiiggetlen, vagyis (Ai,As,...,A,) és (B1,Bs,...,Bs) teljes
eseményrendszerek fliggetlenek. A nullhipotézis formdlisan az, hogy P(A; - Bj) = P(4;)- P(B;) (i =1,2,...,r,
j=12,...,5 esetén).
A probastatisztika:

ZZ (n- Hij — NVZ;' V*])

lel

Eloszldsa: (r — 1) - (s — 1) szabadsdgi fokd x?-eloszlds, amennyiben H, fennall.
A proba egyoldali, jobb oldali kritikus tartomannyal, hasonléan az illeszkedés,- illetve a
homogenitdsvizsgalathoz.

26.4. feladat: 3 televizids csatorna nézettségének életkor szerinti eloszlasat vizsgaltak. Ehhez 200 kiilonb6z6
életkory, televiziét néz6 embert kérdeztek meg arrdl, hogy egy atlagos héten melyik csatornat nézték
legtobbet. A valaszokat az alabbi tablazat tartalmazza, az életkor szerinti eloszldssal.

lecke a oldal

0-18 éves | 18-49 éves | 49 év feletti
A csatorna 24 13 42
B csatorna 12 8 23
C csatorna 17 31 30

Van-e Osszefiiggés a televizios csatorna valasztasa és az életkor kozott?

Megoldas: A feladat fiiggetlenségvizsgalat, mivel azt akarjuk eldonteni, fiigg-e a televizids csatorna valasztdsa
az életkortdl, vagy attdl fiiggetlen.
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1. A nullhipotézis kimonddsa.
A feltételezésiink, egyben a nullhipotézis most az, hogy az életkor és a csatornavalasztas fliggetlen.

2. A proba kivdlasztdsa és a minta alapjdn a prébastatisztika értékének kiszamitdsa.
A préba fiiggetlenségvizsgalat, x?-prébdval, ami egyoldali (jobb oldali kritikus tartomédnnyal). A
szamitashoz a fenti tablazatot egészitsiik ki az alabbiak szerint.

0-18 éves | 18-49 éves | 49 év feletti | Osszesen
A csatorna 24 13 42 79
B csatorna 12 8 23 43
C csatorna 17 31 30 78
Osszesen 53 52 95 200

Iecke ('8 oldal

A szamitashoz alkalmazzuk a homogenitasvizsgédlatndl hasznalt jeloléseinket az adott mintara. Mind a
tv-csatornak, mind az életkor szerint » = 3, s = 3 csoportba osztottak az adatainkat. A mintaelemek szama
n = 200. p;. értékei rendre megadjak, hogy az egyes (i-edik) csatorndkat hanyan részesitik elényben, azaz
értékei az utolsé oszlopbdl leolvashatdk. v,; értékei azt adjdk meg, hogy az egyes korosztalyokbdl hany
embert kérdeztek meg, azaz értékei az utolsé sorbdl leolvashatdk. ji;; értékei rendre az i-edik sor és j-edik
oszlop elemével egyeznek meg. Példdul i1, = 79, v4o = 52, o 3 = 23.
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A probastatisztika mintdbdl szamitott értéke tehat:

3 3
1 (200 - 155 — fhis - Vij)?
2 vj ? J _
Xp = 200 ZZ -

=1 j—1 Misx * Vxj
1 £(200-24—79-53)% (200-13—79-52)% (200 -42 — 79 - 95)?
_To( 7953 + 79 - 52 + 79-95
N (200 - 12 — 43 - 53)2 N (200 - 8 — 43 - 52)? N (200 - 23 — 43 - 95)2
43 - 53 43 - 52 43 - 95
(200 - 17 — 78 - 53)? N (200 - 31 — 78 - 52)2 N (200-30 — 78 - 95)2> _
78 - 53 78 - 52 78 - 95
= 12,67.

3. A kritikus tartomdny kijel6lése.
Nincs a feladatban megadva szignifikanciaszint, tehdt az altaldnosan elfogadott 95%-kal szdmolunk.
A préba egyoldali x2-préba. A kritikus tartomény kijeloléséhez keresem azt a kritikus értéket, amely mellett
az (r—1)-(s—1) = (3—1)- (3 — 1) = 4 szabadsagi foku y?-eloszlas eloszlasfiiggvénye 0,95 értéket vesz
fel. Ez a 4. tablazat negyedik sor, elsé oszlopban talalhat6

X3, = 9,49

érték.
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A kritikus tartomany az alabbi abran lathatd.

0 949 X

26.4. abra. Kritikus tartomdny kijelélése a 26.4. feladathoz.

4. A dontés.

9,49 < 12,67, a prébastatisztika szamitott értéke az elutasitasi tartomanyba esik, a nullhipotézist 95%-os

szignifikanciaszinten elvetjiik. Ez egyben azt jelenti, hogy az adott minta alapjain nem fiiggetlen a
tv-csatorna valasztds az életkortol.

Onellenérzé kérdések

1. Mikor hasznalunk illeszkedésvizsgalatot?
2. Mikor hasznalunk fiiggetlenségvizsgalatot?
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1000 haztartdst a havi nettd jovedelme alapjan hdrom csoportba osztottak, majd megnézték, hogy milyen
tv-késziilék talalhato az egyes haztartasokban. A kapott eredményeket az alabbi tablazat tartalmazza:

Alacsony jovedelem | Kozepes jovedelem | Magas jovedelem
Hagyomanyos TV 56 51 93
Sikképerny6s TV 118 207 375
Nincs tv 26 42 32

95%-os szignifikanciaszinten igazolhaté-e, hogy nincs 0sszefiiggés a tv fajtaja és a jovedelem kozott?
A kérdés eldontésére hasznalt préba:
fiiggetlenségvizsgalat x2-prébaval illeszkedésvizsgélat x2-prébaval
95%-os szignifikanciaszinten igazolhatd-e, hogy nincs 6sszefliggés a tv fajtaja és a jovedelem kozott?
nem igaz igaz

Két dobdkockaval egyardnt 120-szor dobtunk és feljegyeztiikk, hogy az egyes dobdasértékek hanyszor
fordultak el6 a két dobassorozatban.Az eredményeket az alabbi tablazatba foglaltuk.

Dobott szam 1 2 3 4 5 6
Els6 kocka 17 12223116 |17 | 25
Masodik kocka | 19 | 25 | 15| 27 | 15 | 19

95%-os szignifikanciaszinten azonosnak tekinthet6-e a két eloszlas?
A kérdés eldontésére hasznalt préba:
fiiggetlenségvizsgalat y2-prébaval homogenitésvizsgalat y2-prébaval
95%-os szignifikanciaszinten azonosnak tekinthet6-e a két eloszlas?

igen nem
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27. Modulzaroé feladatok

Start. Az alabbi kérdések megvalaszolasara 90 perce van:
Hipotézisvizsgdlat esetén akkor kovetiink el elséfaji hibat, ha

rosszul valasztjuk ki az alkalmazott probat,
elfogadjuk a rossz nullhipotézist,
elutasitjuk a jé nullhipotézist,

elutasitjuk a jé ellenhipotézist.
Egymintéas ¢-proba esetén milyen eloszlasu a prébastatisztika, ha a minta elemszama n?

n szabadsagi foku Student-eloszlasu.
(n — 1) szabadsagi foka Student-eloszlasu.
Normalis eloszlasu.

Standard normalis eloszlasu.

Egy termék élettartaménak vizsgalatdra 200 mérést végeztek. A mérési adatok alapjan rmogg = 984,6 déra és
S900 = 72,1 6ra. Elfogadhaté-e 98%-os szignifikanciaszinten, hogy a termék élettartamdnak véarhaté értéke
1000 dra?

Egymintds u-prdéba alapjan elfogadhatd.

Egymintds u-préba alapjan nem fogadhaté el.

Egymintds ¢-proba alapjan elfogadhaté.

Egymintds ¢-proba alapjan nem fogadhato el.
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Egy normalis eloszlasu valdészinliségi valtozé megfigyelésére n = 8 mérést végeztek. Az eredményeket az
alabbi tabldzat tartalmazza:

12128 ]17[19[24]16 2227 ]

Ha a szérés értéke o = 4, 95%-o0s szignifikanciaszinten elfogadhaté-e, hogy a valdszintiségi valtozo varhaté
értéke tobb, mint 20?

Egymintas u-préba alapjan elfogadhato.

Egymintas u-préba alapjan nem fogadhato el.

Egymintas ¢-préba alapjan elfogahato.

Egymintds ¢-préba alapjan nem fogadhaté el.
Egy csavar atmérdje normadlis eloszldst valdsziniiségi valtoz6. 15 véletlenszertien kivalasztott csavar
atméroéjét megmértiik. A kapott eredmények (mm): m5 = 18,6, 15 = 1,9.
90%-os szignifikanciaszinten elfogadhaté-e, hogy a csavar atméré6jének varhato értéke 20 mm?

Egymintas u-préba alapjan elfogadhato.

Egymintas u-préba alapjan nem fogadhato el.

Egymintas ¢-préba alapjan elfogadhaté.

Egymintas ¢-préba alapjan nem fogadhaté el.
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Egy lizemben deszkakat készitenek, a deszkak hossza normalis eloszlast kovet, 3 cm szdrassal. Az tizemben
18 eleml mintat vesziink. A mintaatlag 1,99 méter.
95%-os szignifikanciaszinten elfogadhatd-e, hogy a deszkdk hosszanak varhat6 értéke kevesebb, mint 2
méter?

Egymintds u-proba alapjan elfogadhatd.

Egymintds u-proba alapjan nem fogadhato el.

Egymintéas ¢t-proba alapjan elfogadhaté.

Egymintas ¢-proba alapjan nem fogadhaté el.

Egy 1j edzésmddszert teszteltek gyanutlan hosszutdvfutdkon. A Kkisérlet elején két 150 f6s csoportba
osztottak a résztvevoket. Az egyik (A) csoportot a hagyomanyos, a masik (B) csoportot az 1j mdodszer
szerint edzették. A Kkisérlet végén mindkét csoportot egy 10 km-es futdssal tesztelték. Tegyiik fel, hogy
mindkét csoport eredményei normaélis eloszlasuak, a szérdsok pedig o4 = 1,22, op = 1,31. A tesztfutdson
elért eredmények (percben) m = 32,10, mp = 31,34. Elfogadhaté-e 95%-os szignifikanciaszinten, hogy az
Uj mddszer javitotta az eredményeket?

Kétmintds u-proba alapjan elfogadhato.
Kétmintds u-proba alapjan nem fogadhato el.
Kétmintds ¢-préba alapjan elfogadhato.
Kétmintds ¢-préba alapjan elfogadhato.



LIKILS

lecke oldal

Egy teriileti bajnoksdgban jatszé futbalcsapat 100 mérkézésén elért gdljainak szamat tartalmazza az aldbbi

tablazat:

Rugott gélokszama | O | 1 | 2 | 3 | 4 |56 |7
Mérkézések szama | 18 |14 (29 (18 |10 | 5|5 | 1

Milyen probat alkamazna annak eldontésére, hogy a csapat altal rugott gélok szama Poisson-eloszlast

kovet-e?

Homogenitésvizsgalat y2-prébéval.

Illeszkedésvizsgalat y2-prébéval.

Fiiggetlenségvizsgélat y2-prébaval.

Egy nagyvallalatndl felmérést készitettek arrdl, hogy a munkabdl teljes napot hidnyzé munkavéllalék a hét
mely napjain hidnyoznak. Ehhez megnézték, hogy egy adott idészakban 500 tavollét milyen napra esett. A
kapott eredményeket az aldbbi tdbldzat tartalmazza:

Hét napja

Hétf6

Kedd

Szerda

Cstitortok

Péntek

Osszesen

Hidnyzasok szama

121

87

87

91

114

500

95%-os szignifikanciaszinten elfogadhaté-e, hogy a hidnyzasok a hét napjain egyenletesen oszlanak el?

Nem fogadhato el.
Elfogadhaté.

Stop.
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1. tdbldzat. A standard normdlis eloszldsfiiggvény (®(x)) értékei I. (x=0...1,99)

lecke oldal

| 0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09 |

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4

0,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554

0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591

0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628

0,5120
0,5517
0,5910
0,6293
0,6664

0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700

0,5199
0,5596
0,5987
0,6368
0,6736

0,5239
0,5636
0,6026
0,6406
0,6772

0,5279
0,5675
0,6064
0,6443
0,6808

0,5319
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844

0,5359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879

0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

0,6915
0,7257
0,7580
0,7881
0,8159

0,6950
0,7291
0,7611
0,7910
0,8186

0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212

0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238

0,7054
0,7389
0,7704
0,7995
0,8264

0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289

0,7123
0,7454
0,7764
0,8051
0,8315

0,7157
0,7486
0,7794
0,8078
0,8340

0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365

0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389

1,0
1,1
1,2
1,3
1,4

0,8413
0,8643
0,8849
0,9032
0,9192

0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207

0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,9222

0,8485
0,8708
0,8907
0,9082
0,9236

0,8508
0,8729
0,8925
0,9099
0,9251

0,8531
0,8749
0,8944
0,9115
0,9265

0,8554
0,8770
0,8962
0,9131
0,9279

0,8577
0,8790
0,8980
0,9147
0,9292

0,8599
0,8810
0,8997
0,9162
0,9306

0,8621
0,8830
0,9015
0,9177
0,9319

1,5
1,6
1,7
1,8
1,9

0,9332
0,9452
0,9554
0,9641
0,9713

0,9345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719

0,9357
0,9474
0,9573
0,9656
0,9726

0,9370
0,9484
0,9582
0,9664
0,9732

0,9382
0,9495
0,9591
0,9671
0,9738

0,9394
0,9505
0,9599
0,9678
0,9744

0,9406
0,9515
0,9608
0,9686
0,9750

0,9418
0,9525
0,9616
0,9693
0,9756

0,9429
0,9535
0,9625
0,9699
0,9761

0,9441
0,9545
0,9633
0,9706
0,9767
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2. tabldzat. A standard normdlis eloszldsfiiggvény (P(z)) értékei II. (x=2...3,99)
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| 0,00

0,01

0,02

0,03

0,04

0,05

0,06

0,07

0,08

0,09 |

2,0
2,1
2,2
2,3
2,4

0,9772
0,9821
0,9861
0,9893
0,9918

0,9778
0,9826
0,9864
0,9896
0,9920

0,9783
0,9830
0,9868
0,9898
0,9922

0,9788
0,9834
0,9871
0,9901
0,9925

0,9793
0,9838
0,9875
0,9904
0,9927

0,9798
0,9842
0,9878
0,9906
0,9929

0,9803
0,9846
0,9881
0,9909
0,9931

0,9808
0,9850
0,9884
0,9911
0,9932

0,9812
0,9854
0,9887
0,9913
0,9934

0,9817
0,9857
0,9890
0,9916
0,9936

2,5
2,6
2,7
2,8
2,9

0,9938
0,9953
0,9965
0,9974
0,9981

0,9940
0,9955
0,9966
0,9975
0,9982

0,9941
0,9956
0,9967
0,9976
0,9982

0,9943
0,9957
0,9968
0,9977
0,9983

0,9945
0,9959
0,9969
0,9977
0,9984

0,9946
0,9960
0,9970
0,9978
0,9984

0,9948
0,9961
0,9971
0,9979
0,9985

0,9949
0,9962
0,9972
0,9979
0,9985

0,9951
0,9963
0,9973
0,9980
0,9986

0,9952
0,9964
0,9974
0,9981
0,9986

3,0
3,1
3,2
3,3
3,4

0,9987
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997

0,9987
0,9991
0,9993
0,9995
0,9997

0,9987
0,9991
0,9994
0,9995
0,9997

0,9988
0,9991
0,9994
0,9996
0,9997

0,9988
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997

0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997

0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997

0,9989
0,9992
0,9995
0,9996
0,9997

0,9990
0,9993
0,9995
0,9996
0,9997

0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998

3,5
3,6
3,7
3,8
3,9

0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
1,0000

0,9998
0,9998
0,9999
0,9999
1,0000

0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000

0,9998
0,9999
0,9999
0,9999
1,0000
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3. tablazat. A Student-eloszldsfiiggvény inverzének értékei t-probdhoz
| f]09 095 0975 098 099 0995] | f]09 095 0975 0,98 0,99 0,995 |
11308 6,31 12,71 15,89 31,82 63,66 21| 1,32 1,72 2,08 2,19 252 2,83
21189 292 430 485 6,96 9,92 22 11,32 1,72 2,07 2,18 2,51 2,82
31,64 235 3,18 3,48 454 5,84 23| 1,32 1,71 2,07 2,18 2,50 2,81
41,53 2,13 2,78 3,00 3,75 4,60 241 1,32 1,71 2,06 2,17 2,49 2,80
5| 1,48 2,02 257 2,76 3,36 4,03 251 1,32 1,71 2,06 2,17 249 2,79
6| 1,44 194 245 261 3,14 3,71 26 || 1,31 1,71 2,06 2,16 248 2,78
71 1,41 1,89 236 2,552 3,00 3,50 271 1,31 1,70 2,05 2,16 2,47 2)77
81 1,40 1,86 2,31 245 290 3,36 28 1,31 1,70 2,05 2,15 247 2,76
9138 1,83 226 240 2,82 3,25 291,31 1,70 2,05 2,15 2,46 2,76
10 || 1,37 1,81 2,23 236 2,76 3,17 30 || 1,31 1,70 2,04 2,15 2,46 2,75
111,36 1,80 2,20 2,33 2,72 3,11 351,31 1,69 2,03 213 244 2,72
121,36 1,78 2,18 230 2,68 3,05 40 | 1,30 1,68 2,02 2,12 2,42 2,70
13| 1,35 1,77 2,16 2,28 2,65 3,01 45| 1,30 1,68 2,01 2,12 241 2,69
14| 1,35 1,76 2,14 2,26 2,62 298 50 || 1,30 1,68 2,01 2,11 240 2,68
15| 1,34 1,75 2,13 2,25 2,60 295 60 || 1,30 1,67 2,00 2,10 2,39 2,66
16 | 1,34 1,75 2,12 224 258 292 70 || 1,29 1,67 1,99 2,09 2,38 2,65
17 1 1,33 1,74 2,11 222 2,57 290 80 || 1,29 1,66 1,99 2,09 237 2,64
181,33 1,73 2,10 2,21 2,55 2,88 9 || 1,29 1,66 1,99 2,08 2,37 2,63
19 11,33 1,73 2,09 2,20 2,54 2,86 100 || 1,29 1,66 1,98 2,08 2,36 2,63
20| 1,33 1,72 2,09 220 2,53 2,85 200 | 1,29 1,65 1,97 2,07 235 2,60
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4. tablazat. A x2-eloszldsfiiggvény inverzének néhdny értéke
[ f] 095 098 099] [ f] 095 098 099] [ f] 095 0,98 0,99 |
1 3,84 5,41 6,63 21 || 32,67 36,34 38,93 50 67,50 72,61 76,15
2 599 7,82 9,21 22 || 33,92 37,66 40,29 60 79,08 84,58 88,38
3 7,81 9,84 11,34 23 || 35,17 38,97 41,64 70 90,53 96,39 100,43
4| 949 11,67 13,28 24 || 36,42 40,27 42,98 80 101,88 108,07 112,33
51 11,07 13,39 15,09 25| 37,65 41,57 44,31 90 113,15 119,65 124,12
6| 12,59 15,03 16,81 26 || 38,89 42,86 45,64 100 124,34 131,14 135,81
7 || 14,07 16,62 18,48 27 || 40,11 44,14 46,96 110 135,48 142,56 147,41
8 | 15,51 18,17 20,09 28 || 41,34 45,42 48,28 120 146,57 153,92 158,95
9| 16,92 19,68 21,67 29 || 42,56 46,69 49,59 130 157,61 165,22 170,42
10 || 18,31 21,16 23,21 30 || 43,77 47,96 50,89 140 168,61 176,47 181,84
11 || 19,68 22,62 24,72 31 || 44,99 49,23 52,19 150 179,58 187,68 193,21
12 || 21,03 24,05 26,22 32 || 46,19 50,49 53,49 160 190,52 198,85 204,53
13 || 22,36 25,47 27,69 33 || 47,40 51,74 54,78 170 || 201,42 209,98 215,81
14 || 23,68 26,87 29,14 34 || 48,60 53,00 56,06 180 || 212,30 221,08 227,06
15 || 25,00 28,26 30,58 35| 49,80 54,24 57,34 190 || 223,16 232,15 238,27
16 | 26,30 29,63 32,00 36 || 51,00 55,49 58,62 200 || 233,99 243,19 249,45
17 || 27,59 31,00 33,41 37 || 52,19 56,73 59,89 300 || 341,40 352,42 359,91
18 || 28,87 32,35 34,81 38 || 53,38 57,97 61,16 400 || 447,63 460,21 468,72
19 || 30,14 33,69 36,19 39 || 54,57 59,20 62,43 500 553,13 567,07 576,49
20 || 31,41 35,02 37,57 40 | 55,76 60,44 63,69 1000 || 1074,68 1093,98 1106,97
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5. tablazat. Az F-eloszldsfiiggvény inverzének néhdny értéke p = 0,95 esetén

lecke oldal

A szamlalé szabadsagi foka (f1)
| f2 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 161,45 199,50 215,71 224,58 230,16 233,99 236,77 238,88 240,54 241,88
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96
5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74
6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 421 4,15 4,10 4,06
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64
8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35
9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98
11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75
13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67
14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60
15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54
16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49
17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,45
18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41
19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 2,38
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 2,35
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Feladatok megoldasa

7.1. tétel bizonyitasa:

1. Ha X diszkrét valdszintliségi valtozo, akkor

EY)=) yi-pi=» (a-aj+b-zi+¢c) pi=

7

:a-Zm%-pi+b-Zmi-pi+c-2pi:a-E(X2)+b-E(X)+c.

2. Ha X folytonos eloszlast valdszintiségi valtozé, akkor

[e.o] oo

E(Y):/y(x)~f(a:)dx:/(a-x2+b-x+c)~f(x)dx:
:a-/Zx2~f(x)da:+b' 7x-f(g;)dx+c. ?f(x)dm:

=a-BE(X?)+b-E(X)+ec.

lecke E oldal
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7.3. tétel bizonyitasa:
D*Y)=D*a-X+b)=E[(a- X +b)?*] —E’[a- X +b] =
=FE[d® X?+2ab- X +b*] —[a- E(X) + b =
=a? E(X?)+2ab- E(X)4+V* —a®- F*(X) —2ab- BE(X) — b*> =
=a* E(X?) —d® E*(X)=a* (E(X?) — E*X)) =d® D*(X).

Azt kaptuk tehét, hogy D?(Y) = a? - D?(X), amib6l gyokvondssal kovetkezik a tétel allitdsa. a
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10.1. tétel bizonyitasa: A varhat6 érték:

00 b
1 1 x? b 1 b>—a®> a+b
EX et . et . = o | — et . et .
() /x J(x)de /m T . [2L b—a 2 2

A szérds meghatdrozdsahoz elészor ki kell szamitanunk X? véarhatd értékét:

00 b
1 1 [237° 1 ¥—dd a2+ ab+ b
E(X2)=/x2'f($)dx:/a:2-b_adx=b_a-[3] =3—a 3 3 .
—0o0 a a

Igy a szorasnégyzet:

D*(X)=E(X* - E*X) = 3 5 3 T

 4a® + 4ab + 4b* _3a2+6ab+3b2 a? —2ab+b*  (b—a)?
- 12 12 - 12 12

a’ + ab + b2 B <a+b)2_ a?® + ab + b? _a2+2ab—|—b2 B

Tehat a val6szinliségi valtozod szdrasa:
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10.2. tétel bizonyitasa: A valdszintiségi valtozé varhatd értékét parcidlis integraldssal hatarozhatjuk meg az

u=u1x-\ésv = e M vilasztassal:
s ® e—/\~oc 0 [eS) e—)vx
E(X)Z/x-f(x)d:c:/x~)\-e_>‘"”dx:[x-)\~ ] —/ A dz =
N P A
—00 0

az elsé kifejezés hatarértéke oo-ben 0 (beldthatjuk a L'Hospital-szabdllyal), 0-ban a helyettesitési értéke szintén
0, igy

7 e AT 7 e~ AT -1 1

=0— [ X de = [ e dx = =0—- —=_.
/ Y T /e T [—)\ L 0 3 3
0 0

A szérés kiszamitdsdhoz X? varhat6 értékét is meg kell hatdrozni. Ez az elébbihez hasonléan térténik, azzal a
kiilénbséggel, hogy most kétszer kell parcidlisan integralni. Igy a kovetkez6t kapjuk:

E(X2): /x2f(x)dx:/l,2)\e—)\mdx:;
00 0

Most mdr meg tudjuk hatdrozni a szérdsnégyzetet, majd abbdl a szdrést:

2 (1> 1 1
D*(X)=E(X*) - E*(X) =+ — (A> =3 = DbM)=x.

Tehat exponencialis eloszlds esetén a varhato érték és szoras egyenld, mindkett6 a A paraméter reciproka. O
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10.4. tétel bizonyitasa: Mivel ®(x) egy folytonos eloszlasu valdszinliségi valtozd eloszlasfliggvénye, ezért
az értéke a slirliségfiiggvény integralasaval adédik. Igy ®(—x) értéke szemléletesen a slrliségfiiggvény alatti
teriilet a (—oo, — x) intervallumon, ®(z) értéke pedig slrtiségfliggvény alatti teriilet a (—oo,z) intervallumon.
Mivel a standard normalis eloszlas stirtiségfliggvénye szimmmetrikus a fliggéleges tengelyre, ezért a fliggvény
alatti, —z-t6l balra és z-t6l jobbra esé teriiletek nagysdga megegyezik. Mivel a teljes gorbe alatti teriilet 1
(hiszen stiriségfiiggvény), ezért az utébbi teriilet nagysaga éppen 1 — ®(x), ami igazolja a tétel allitasat.

®(-x) (x) 1-0(x)

-X 0 X -X 0 X -X 0 X

27.1. abra. A standard normdlis eloszlds stiriiségfiiggvényének szimmetridja miatt ®(—z) = 1 — &(x).
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10.5. tétel bizonyitasa: Azt fogjuk belatni, hogy X* eloszlasfiiggvényének derivéltja (azaz a stirliségfiiggvénye)
a standard normalis eloszlds stiriségfiiggvénye, igy X* nyilvanvaléan standard normalis eloszlasu. Legyen X*
eloszlasfiigvénye F* (). Az eloszlasfiiggvény definicidja miatt ez a kovetkez6 valdszintiséggel egyenld:

F*(z) = P(X* < z).

X —
Hasznaljuk fel azt, hogy X* = m’ és alakitsuk at a fenti formulat:
g

F*(l’):P(X*<$):P<X;m<l'):P(X<£L"O'—|—m):F({L"U+m).

Azt kaptuk, hogy X* eloszlasfiiggvénye nem mds, mint X eloszlasfiiggvénye az x - ¢ + m helyen. A
stiriségfiiggvényt ennek derivalasaval kapjuk. Az 6sszetett fliggvény derivaldsi szabélya alapjan:

(F*(2)) = (Flz-o+m)) =0 Fla-o+m) =0 f(z-0+m),

ahol f az X slrlségfiiggvénye, azaz

fla) = e
€T) = (&} 20
U\/ﬂ
Elvégezve a miiveleteket:
1 (m~d+m—m)2 1 22
Fz)) =0 -flx-c+m)=0- e 202 = e 2.
(F@) =0 flaotm =0~ N

Tehat X* strlségfliggvénye a standard normalis eloszlas siiriségfiiggvénye, vagyis X* valéban standard
normadlis eloszl4su. U



E Iecke 8 oldal

11.1. tétel bizonyitasa: ElGszor alakitsuk at a hipergeometriai kifejezést (az egyszertiség kedvéért s,,, helyett
s-et frunk):

CD'(T:;>::m-gtkﬂ'm-wm-g::j{(n—km

m m!
<n) n!-(m—n)!
B n! s-(s=1)-...-(s=(k=1)-(m—s)- (m—s—=1)-...-(m—s—(n—k—1))

Tk (n—k) m-(m—1)-...-(m—(n—1))

Vegyiik észre, hogy a hosszu tort szamlaldja és nevezdje is 0sszesen n tényez6bdl all

_(n\ s s-—1 s—(k=1) m—-s m-—s—1 m—s—(n—k—1)
_<k>.m'm—1"”'m—(k‘—1).m—k'm—(k‘—i—l)"”' m— (n—1) '

Nézziik meg az egyes tényezdok hatarértékét:

s — konstans s

e lim ——— = lim — =p.
m—oo m — konstans  m—oo m
_ m — s — konstans . m-—s
e lim = lim =1—p.
m—oo M — Konstans m—oo  m

Az els6 tipusbdl k£ darab, a méasodikbdl pedig n — k darab van, igy a teljes kifejezés hatarértéke:

GRS

li =
im )

()
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Ha m, s és m — s nagy az alapsokasag n elemszamahoz képest, akkor a hipergeometriai eloszlas kozelithetd a

S . o ; ;
p = — paraméter(i binomidlis eloszldssal. Ekkor tehat
m

LD ) .-
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11.2. tétel bizonyitasa: A bizonyitdshoz elészor at fogjuk alakitani a binomidlis eloszlas kifejezését:

n k n—k n! k n—k
. . 1— n = — . . 1— n —
<k> P (1= pp) PR (1= pn)

:n'(n_l)'(n_Zl)f!.m.(n_(k_l))-pﬁ-(l—pn

Ezutdn meghatdrozzuk az egyes tényezok hatarértékét:

A\ AN\ F
lim (1 —pp)" % = lim (1 —pp)"- (1 —p,) % = lim (1 - > . (1 - ) —e . 1=e.

n— 00 n—00 n—00 n

n-n—1)-n—-2)-...-(n—(k—-1)) 4

o1l nn-1)-n—-2)-...-(n— (k1)) ko
= Jm o nF (Pn )" =
.1 non-1 n-2 n—(k—1) o1 p AR
_nh—g;loﬁﬁ i - (pn - 1) _5.1.1..“.1.)\ =0

Azt kaptuk tehdt, hogy
lim () e )”*k—)\—k-e*)‘
g) Pt

n—oo

Tehat a fenti feltételek mellett a binomialis eloszlasok sorozata Poisson-eloszlashoz tart. O
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