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1. fejezet
A valb6szintiségszamitas axiomai

A valészintiségszamitas témaja véletlen tomegjelenségekre vonatkozo torvényszertségek megal-
lapitasa. Véletlen jelenség az, aminek a kimenetelét a tekintetbe vett, vagy az ésszertiség hatarain
beliil tekintetbe vehetd, rendelkezésre all6 feltételek még nem hatirozzak meg egyértelmtien.
Tomegjelenségen olyan jelenséget értiink, amely nagy szamban megy végbe egyszerre, vagy
(legalabbis elméletben) tetszélegesen sokszor megismeételhetd. Az elsére példa lehet mondjuk
egy gaztartalyban a részecskék iitkézése, a masodikra valamely szerencsejaték. Az ezekbdl le-
vonhaté torvényszertiségek statisztikai jellegtiek, azaz nagy szamu végrehajtas soran atlagosan
érvényes torvények.

1.1. Események, miiveletek eseményekkel

Kisérlet alatt egy véletlen tomegjelenség megfigyelését értjiik. Tekintslink egy ilyen kisérletet.
Ennek egy lehetséges kimenetele az elemi esemény. Az egy kisérlethez tartozd elemi események
Osszessége az eseménytér, amit (-val jeldliink. Az eseménytér bizonyos részhalmazait esemény-
eknek nevezziik. Az esemény definicidja szerint az elemi események egyetlen elemet tartalmazo
események. Ha egy A eseményre vonatkozoan kisérletet végziink, és a kisérlet soran adédé a
elemi esemény eleme az A-nak (a € A), akkor azt mondjuk, hogy az A esemény bekovetkezik.

1.1. Példa.
Dobjunk fel kétszer egy pénzérmét. Mindkét dobés lehet fej (F') és iras (I) is. Ekkor az ese-
ménytér:

Q= {FF, FI, IF, II}.

1.2. Példa.
Legyen az el6z6 kisérlettel kapesolatban A az az esemény, hogy az elsd dobds fej,B pedig az,
hogy a mdsodik dobds irds. Ekkor

A={FF, FI}  B={FI, II}.

Az Q) halmaz is egy eseményt ad. Mivel ez az esemény az Osszes lehetséges elemi eseményt
tartalmazza, ezért biztosan bekovetkezik, és emiatt biztos eseménynek nevezziik. Az iires hal-
mazzal megadott esemény sohasem kovetkezik be, ezért lehetetlen eseménynek nevezziik és ()-val
jeloljiik.

Ha A és B két esemény és A C B, akkor azt mondjuk, hogy az A esemény bekovetkezése
maga utan vonja a B esemény bekiévetkezését. Az A és B eseményeket egyenlSknek nevezziik,
ha barmelyik bekovetkezése egyben a masik bekdvetkezését is jelenti. Az események kozott az
alabbi miiveleteket értelmezziik:
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Az A és B események A + B sszege az az ese-
mény, amely akkor kévetkezik be, ha az A és B
események koziil legaldbb az egyik bekovetkezik.

1.3. Példa.
Legyen A és B a 1.2. példdban megadott ese-
mény. Ekkor

A+ B={FF, FI, II}. 5

1.1. abra. Az A és B események Osszege.

Az A és B események A - B szorzata az az ese-
mény, amely akkor kévetkezik be, ha az A és a
B is bekovetkezik.

1.4. Példa.
Legyen A és B a 1.2. példaban megadott ese-
mény. Ekkor

-

A-B={FI}. .

1.2. abra. Az A és B események szorzata.

Az A és B események A — B kiilonbsége az az
esemény, amely akkor kovetkezik be, ha az A
esemény bekovetkezik, de a B esemény nem.

1.5. Példa.
Legyen A és B a 1.2. példaban megadott ese-
mény. Ekkor

A—B={FF}. 5

1.3. abra. Az A és B események kiilonbsége.

Az A esemény A ellentettje (komplementere) az
az esemény, amely akkor kovetkezik be, ha az A
esemény nem kovetkezik be.

1.6. Példa.
Az 1.2. példdban szerepld A eseménnyel:

A={II,IF}.

1.4. abra. Az A esemény komplementere.
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Ha az A és B esemény egyszerre sohasem

kiovetkezik be, azaz A - B = (), akkor az A és A B
B eseményeket egymést kizard eseményeknek
nevezzik.

1.7. Példa.
Példaul az elsd dobds fej és mindét dobds irds
események egymast kizaroak.

Q

1.5. dbra. Egymaést kizar6 események.

Ha az A esemény bekovetkezésekor minden e-
setben egy masik, B esemény is bekovetkezik,
akkor azt mondjuk, hogy az A esemény
bekovetkezése maga utdn vonja a B esemény
bekovetkezését. Halmazokkal kifejezve ez azt je-
lenti,hogy A részhalmaza B-nek, azaz A C B.

1.8. Példa.
Legyen most A = mindkét dobds fej, és B = 0
= az elsd dobds fej. Ekkor az A C B.

1.6. abra. Az A esemény maga utan vonja B-t.

1.9. Feladat.
Egy szabalyos dobokockaval egyszer dobunk. A kisérlet soran az elemi események a dobott
szamok, igy Q = {1,2,3,4,5,6}. Tekintsiik a kovetkez6 két eseményt:

A : parosat dobunk = A={24,6}
B : haromnal kisebbet dobunk = B ={1,2}

Mi lesz ekkor A, B, A+ B, A-B, A— B és B — A?

Megoldas:

A: nem dobunk paros szdmot, vagyis paratlant dobunk, igy A = {1,3,5}.
B: nem dobunk haromnal kisebbet, azaz a dobott szdm legalabb hérom, tehat B = {3,4,5,6}.

A+ B: a pdrosat dobunk és a hdromndl kisebbet dobunk események koziil legalabb az egyik bekovetkezik,
tehat A+ B = {2,4,6} U{1,2} = {1,2,4,6}.

A - B: parosat is dobunk és haromnal kisebbet is dobunk (mindkett§ bekovetkezik), igy A - B = {2}.
A — B: parosat dobunk, de nem dobunk haromnal kisebbet, azaz A — B = {4,6}.
B — A: haromnal kisebbet dobunk, de nem dobunk pérosat, tehat B — A = {1}.

1.10. Feladat.
Fejezziik ki az események bettijelével az aldbbiakat:

a) Az A és B események koziil pontosan egy kovetkezik be.

b) Az A, B és C események koziil egyik sem kovetkezik be.
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¢)
d)
¢)

Az A, B és C események koziil pontosan egy kivetkezik be.
Az A, B és C események koziil pontosan ketts kovetkezik be.

Az A, B és C események koziil mindharom bekévetkezik.

Megoldas:

a)

b)

d)

e)

1.11.

Mivel a két esemény koziil pontosan egy kovetkezik be, ezért két eset lehetséges: vagy A bekdvetkezik és
B nem kévetkezik be, vagy pedig A nem kovetkezik be és B bekiovetkezik. Ha A bekovetkezik és B nem,
akkor egyszerre bekovetkezik az A és a B esemény, tehat az A- B esemény kovetkezik be. A masik esetben
hasonléan az A - B esemény kovetkezik be. Igy az, hogy a két esemény koziil pontosan egy kivetkezik be
az alabbi lesz:

A-B+A-B.

Haaz A, B, C események koziil egyik sem kovetkezik be, akkor egyszerre bekévetkezik mindhérom esemény
komplementere, azaz egyszerre kovetkezik be A, B és C. A jelolésekkel kifejezve:

A-B-C.
Ugyeljiink arra, hogy ez nem ugyanaz, mint az A- B - C esemény!

Pontosan egy kovetkezik be, tehat egy bekovetkezik és a masik kett§ nem. Igy a kovetkezs harom eset
koziil torénik valamelyik: A bekovetkezik, de B és C' nem kivetkezik be, B bekovetkezik, de A és C' nem
kovetkezik be, illetve C' bekovetkezik, de A és B nem kovetkezik be. Ha A bekovetkezik, de B és C' nem
kovetkezik be, akkor az A, B és C események kovetkeznek be egyiittesen, vagyis az A - B - C esemény
kovetkezik be. A masik két esetben ehhez hasonléan rendre a B- A-C és a C - A - B esemény kovetkezik
be. Igy az, hogy a harom koziil pontosan egy kovetkezik be az alabbi kifejezés lesz:

A-B-C+B-A-C+C-A-B.
A feladat nagyon hasonl6 az el6z6hoz, csak itt két esemény bekovetkezik, egy pedig nem. Itt is harom eset
van, amelyek koziil valamelyik bekdvetkezik: A és B bekovetkezik, de C nem vagy A és C' bekovetkezik,
de B nem, illetve B és C bekovetkezik, de A nem. Ha A és B bekovetkezik, de C nem akkor az A- B -C

esemény kovetkezik be. A mésik két esetben pedig az A- B - C, illetve az A - B - C esemény kovetkezik be.
Igy az, hogy az A, B és C események koziil pontosan ketts kovetkezik be:

A-B-C+A-B-C+A-B-C.
Mivel mindharom esemény bekovetkezik, ezért az események szorzata kovetkezik be, azaz
A-B-C.

Feladat.

Egy szabalyos pénzérmét kétszer feldobunk, és azt figyeljiik, hogy 6sszesen hany fejet kapunk.
Az eseménytér ekkor Q = {0,1,2}. Az alabbiak koziil melyek adhatoak meg Q2 részhalmazaként ?

9
b)
)
4

Nem dobunk kétszer fejet.
Az egyik dobés fej, a masik iras.
Az els6 dobés fej, a masodik iras.

Legalabb egy fejet dobunk.

Megoldas:

a)
b)

Ha nem dobunk kétszer fejet, akkor a dobott fejek szama nulla vagy egy. Ennek megfelel a {0,1} részhalmaz,
igy ez negadhat6 részhalmazként.

Mivel az egyik fej, a masik pedig irés, ezért a dobott fejek szama egy. Ez is megadhato részhalmazként, a
részhalmaz pedig {1}.
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¢) Hasonl6an az el6z6hoz itt is igaz az, hogy az egyik dobas fej, a masik pedig iras, de itt az események
sorrendje is szamit. A dobésok sorrendjét az eseménytér megadasanal viszont nem vettiik figyelembe
(nem az egyes dobasok kimenetelét néztiik, hanem azt, hogy Osszesen hany fejet dobunk), igy ez nem
fejezhetd ki Q2 részhalmazaként.

d) A legalabb egy fej itt azt jelenti, hogy egy vagy két fejet dobunk. Az ennek megfelel részhalmaz: {1,2}.

Az események k6z0tti 6sszeadés, szorzas ugyanolyan tulajdonsigokkal rendelkezik, mint hal-
mazok korében az unié és a metszet, azaz

kommutativ: A+B=B+A A-B=B-A
asszociativ: (A+B)+C=A+(B+0C) (A-B)-C=A-(B-C)
disztributiv: A (B+C)=A B+A-C  A+B-C=(A+B)-(A+0)

Egy tetszéleges A esemény, a komplementere (A), a biztos esemény (£2) és a lehetetlen
esemény () kozott érvényesek a kovetkezs egyszerd miveleti tulajdonsagok:

A+ A=A A-A=A
A+Q=0Q A-Q=A
A+D=A A-0=0
A+A=0Q A-A=0

Két esemeény (A és B) kiilonbsége atalakithato szorzatta:
A-B=A-B.
Itt is érvényesek a halmazok korében ismert De Morgan azonossagok:

A+B=A-B A-B=A+B.

1.12. Feladat.
Igazoljuk, hogy tetsz6leges A, B, C eseményekre fennéll, hogy

(A-B)-(A—C)=A-(B+O).

Megoldas: B B

A bal oldalon hasznéljuk fel, hogy A — B = A - B, illetve A — C = A - C, a jobb oldalon pedig alkalmazzuk az
egyik de Morgan azonossagot: B + C = B - C. Igy a kovetkezét kapjuk:
A-

B-A-C=A-B-C.

Mivel tudjuk, hogy az események korében a szorzas kommutativ, tovibba A - A = A, ezért ebbdl az allitds mar
kovetkezik.

1.13. Feladat.
Igazoljuk, hogy tetsz6leges A, B, C eseményekre fennéll, hogy

A-B-C=(A-B)+(A-0C).
Megoldas:

A kivonasokat mindkét oldalon alakitsuk at az ismert formula szerint a komplementer eseménnyel vett szorzassa
(A-B=A-B): - -
A-B-C=A-B+A-C.

A bal oldalon alkalmazzuk a B - C' = B + C de Morgan azonossagot:
A-(B+C)=A-B+A.C.

Innen a bal oldalon allé zarojel felbontasaval adodik az allitas.
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1.7. dbra. A fej relativ gyakorisdganak idébeni alakuldsa egy 100 és egy méasik, 1000 dobasbdl allo fej
vagy iras kisérletsorozatban.

1.2. A valészintiségszamitis axiémai

Ha egy véletlen tomegjelenséget (A) nagyon sokszor, azonos koriilmények kozott megfigyeliink,
akkor a tapasztalat szerint a bekiévetkezések és az Osszes kisérletek szdmanak aranya hosszi
tavon stabilitdst mutat. Ez annyit jelent, hogy ez az ardny egy meghatarozott szdmérték koriil
ingadozik, és az ingadozésok a kisérletek szdméanak novelésével altalaban egyre kisebbek lesznek
(lasd az 1.7 abrat). Ha tobbszor is elvégezziik a kisérletsorozatot, akkor az egyes kisérletek
eredményei természetesen nem feltétleniil lesznek ugyanazok, de a tendencia itt is érvényesiil
(lasd az 1.8 abrat): az arény ingadozasa egyre kisebb lesz. Azt a szamot, amely koriil ez az
arany ingadozik, az esemény valoszintiségének nevezziik és P(A)-val jeloljiik.

1.14. Definicié.
Ha egy kisérletet n -szer azonos koriilmények kézdtt megismételve az A esemény ka esethen
kévetkezik be, akkor ezt a ky szamot az A esemény gyakorisdganak nevezziik. A gyakorisag és

a kisérletek szaméanak hanyadosat,

ka
-et pedig az A esemény relativ gyakorisdagdanak hivjuk.
n

1.15. Példa.
Tegyiik fel, hogy egy pénzérmét harmincszor feldobva 18 fejet kapunk. Ekkor a fej dobas gyako-
18

risdga 18, relativ gyakorisdga pedig 30" 0,6.

A fentiek szerint az A esemény k—A relativ gyakorisaga az esemény P(A) valészintiségéhez
tart. A relativ gyakorisag tulajdonsémggib(’)l igy kovetkeztethetiink a valdszintiség tulajdonsigaira
is, érdemes tehat elGszor ezeket megvizsgalni.

Ha egy kisérlettel kapcsolatos A esemény gyakorisdga k4 , akkor nyilvanvald, hogy az A
esemény relativ gyakorisaga 0 és 1 kozotti érték, azaz

o<ty
n

10
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1.8. abra. A fej relativ gyakorisaginak idGbeni alakulasa négy kiillonbozd, 100 dobésbol allo fej vagy irés
kisérletsorozatban.

Mivel az A esemény relativ gyakorisiga az A esemény valdsziniisége koriil ingadozik, a

0<PA)<1

feltételnek is igaznak kell lennie.
A biztos esemény mindig bekiévetkezik, ezért relativ gyakorisaga mindig 1, azaz

ko
n

=1.

Ezért a
P(Q)=1

egyenl@ségnek is teljesiilnie kell.
Ha A és B egymast kizaré események, akkor az A + B esemény (ks + kp)-szer kovetkezik
be. A relativ gyakorisdgokra attérve innen azt kapjuk, hogy

n n n n

kA—s—B_kA‘i‘k’B_kiA_‘_kiB

Mivel az A+ B esemény relativ gyakorisdga az A+ B esemény valdszintisége koriil ingadozik, az
A illetve a B esemény relativ gyakorisigai pedig az A illetve a B esemény valoszintisége kortil,

11



1. FEJEZET. A VALOSZINUSEGSZAMITAS AXIOMAI

ezért egymast kizaré események esetén a
P(A+ B)=P(A)+ P(B)

egyenlségnek is fenn kell allnia.
A relativ gyakorisag tulajdonsagai alapjan célszert a kovetlezket tekinteni a valdsziniiség-

szamitas axiémainak:

1.16. A valészintiségszamitas axidmai
1. Az adott Q eseménytér minden egyes A eseményéhez tartozik egy 0 és 1 kozé es6 P(A)

Szam, azaz
0<PA<1

amelyet az A esemény valoszintiségének (valoszintiségi mértékének) neveziink.
2. A biztos esemény valoszintisége 1 , azaz P(2) = 1.

3. Az egymast paronként kizard események Osszegének valoszintisége az egyes események
valdszintiségeinek Gsszegével egyenld, azaz ha az Aj, Ao, ..., Ag, ... események esetén
A; - A; =0 (ha i # j), akkor

P(A1—|—A2+...):P(A1)+P(A2)+....

Tomorebben :

P (zk: Ak> = ;P(Ak) :

1.3. Az axiomik egyszeriibb kovetkezményei

1.17. Tétel.
Az A esemény komplementerének valoszintsége 1 — P(A).

BizonyiTAs: Tudjuk, hogy Q = A+ A, igy P(Q) = P(A+A). Tovabb4 azt is tudjuk, hogy A és
A egymast kizarjak (A- A = (), tehat alkalmazhatjuk a 3. axiomat: P(A+ A) = P(A) + P(A),
mésrészt a biztos esemény valdszintisége 1, igy

1=P(Q)=PA+A) =P(A) + P(A)

Ebbél rendezés utan kapjuk, hogy

P(A)=1- P(A).

12



1. FEJEZET. A VALOSZINUSEGSZAMITAS AXIOMAI

1.18. Definici6. (Teljes eseményrendszer)
Az Ay, Ao, ..., A, események teljes eseményrendszert alkotnak, ha egymast paronként kizar-
Jjak és osszegiik a biztos esemény, azaz ha A;- Aj =0 (hai#j), és A1+ Ay + ...+ A, =

1.9. abra. Teljes eseményrendszer, azaz a teljes eseménytér felbontasa olyan diszjunkt részhalmazokra,

1.19.

melyek egyiittesen lefedik a teljes eseményteret.

Példa.

Legyen a kisérlet az, hogy feldobunk egy szabalyos dobdkockat. Nézziik ezzel kapcsolatban a
kovetkez6 eseményeket:

a)

b)

d)

Aqp: parosat dobunk, As: péaratlant dobunk. Ekkor Aj, As teljes eseményrendszert alkot-
nak, hiszen egyszerre nem kovetkezhetnek be (A1-As = 0)), viszont a kett6 koziil valamelyik
biztosan bekdvetkezik, gy 6sszegiik a biztos esemény.

A;:adobott szam i (i = 1,...,6). Ekkor Ay, As, ..., Ag teljes eseményrendszert alkotnak,
hiszen egyszerre nem kévetkezhetnek be (A4; - A; =0, i # j), viszont a hat esemény koziil
valamelyik biztosan bekovetkezik, igy Osszegiik a biztos esemény.

Ay : egyet dobunk, As: kett6t vagy harmat dobunk, As: négyet, 6t6t vagy hatot dobunk.
Most is igaz az, hogy az események koziil egyszerre csak egy kovetkezhet be (egymast
paronként kizarjak), valamelyik viszont mindenféleképpen be fog kovetkezni (Gsszegiik a
biztos esemény), igy most is teljes eseményrendszerrsl van sz6.

Aj: a dobott szam legalabb harom, As: a dobott szam legfeljebb négy. A legaldbb hdrom
lehet 3, 4, 5 vagy 6, a legfeljebb négy pedig lehet 1, 2, 3 vagy 4. A két esemény Osszege
a biztos esemény, de nem teljesiil az, hogy egyszerre csak egy kivetkezhet be koziiliik, igy
nem alkotnak teljes eseményrendszert.

Aqp: egyet dobunk, As: paros szamot dobunk, As: harommal oszthatdé szamot dobunk.
Mivel a hat paros is és harommal is oszthatd, ezért az Ao és A3 események egymast nem
zarjak ki, tovibba A1, Ag, As Osszege sem a biztos esemény, hiszen az 5 egyik eseményben
sem szerepel, {gy ez sem teljes eseményrendszer.

13
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1.20. Tétel.
Ha az Ap, As,..., A, események teljes eseményrendszert alkotnak, akkor valdszintiségeik

osszege 1, azaz P(Ay) + P(A2) +...+ P(A,) = 1.

BizonyiTAS: Mivel a teljes eseményrendszer tagjai egymést paronként kizarjak, ezért a 3. ax-
ibma miatt az Osszegiik valoszintisége megegyezik a valoszintiségeik Osszegével. Masrészt a teljes
eseményrendszer tagjainak 6sszege a biztos esemény, melynek a valészintisége a 2. axiéma miatt
1. Ebb6l mér kévetezik az allitads. Formélisan:

P(Q)=P(A; + Az + ...+ A,) = P(A)) + P(A2) + ...+ P(A,)
1=P(A;) +P(A2) + ...+ P(A,)

1.21. Példa.
Tekintsiik az el6z6 példaban az els§ harom esetet:

a) Aj: péarosat dobunk, As: paratlant dobunk.
1 1
P(A1)+P(A2) = 54-5 =1.

b) A;: adobott szam i (i =1,...,6).

1

P(A1)+P(A2)+...+P(A6):6+ +...+==1.

| =

¢) Ajp: egyet dobunk, As: kett6t vagy harmat dobunk, As: négyet, 6t6t vagy hatot dobunk.

1 2 3
P(A1) + P(Az) + P(A3) = o+ o+ o= 1.

1.22. Tétel. (Kiilonbség valdszintisége)
Az A és B események B — A kiilénbségének valoszintisége

P(B—A)=P(B)— P(A-B).

BizoNYITAS: A B eseményt egymast kizard események dsszegére fogjuk felbontani, majd alkal-
mazzuk a 3. axiémét.

P(By=PB-Q)=PB-(A+A)=PB-A+B-A)=

B - Aés B- A egymést kizaroak, ezért alkalmazhatjuk a 3. axiomat

—P(B-A)+P(B-A)=P(B-A)+ P(B - A)

14
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Atrendezve kapjuk, hogy

P(B—A)=P(B) - P(A-B).

1.23. Kovetkezmény.
Ha A C B, akkor P(B — A) = P(B) — P(A).

1.24. Tétel. (Osszeg valészintisége)
Az A és B események Gsszegének valoszintisége

P(A+ B) = P(A)+ P(B) — P(A-B).

BizonyiTAS: Az A + B eseményt felbontjuk egymast kizard események dsszegére, majd alkal-
mazzuk a 3. axiomét. Az A + B esemény tartalmaz minden olyan eseményt, ahol A vagy
B bekovetkezik. Ezt ugy is leirhatjuk, hogy tartalmazza azokat az eseményeket, amikor A
bekovetkezik, tovabba azokat is, amikor B bekovetkezik, de A nem. Ebbdl kovetkezik ez az
egyenlGség: A+ B = A+ (B — A). Vigyézat, itt a zardjelet nem lehet elhagyni!

P(A+B)=P(A+(B—-A)) =

A és B — A egymast kizarjak, ezért alkalmazhatjuk a 3. axiéméat

— P(A)+ P(B—A)=P(A) + P(B) — P(A- B).
O

1.25. Feladat.
Legyen az A esemény valdszintisége 0,6, a B esemény valosziniisége 0,5, az egylittes bekovetkezés
valoszintisége pedig 0,3. Hatdrozzuk meg az alabbi valészintiségeket :

a) P(A) ¢) P(A— B) e) P(A+ B) g) P(A-B)
b) P(A+ B) d) P(B— A) f) P(A+ B) h) P(A— B)
Megoldas:
a)
P(A)=1-P(A)=1-0,6=04.
b)
P(A+ B)=P(A)+P(B)— P(A-B)=0,6+0,5—-0,3=0,8.
c)
P(A—B)=P(A) -~ P(A-B)=0,6-10,3=0,3.
d)

P(B—A)=P(B)—P(A-B)=05—03=02.
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P(A+B)=P@A) +PB)-P(A-B)=1-P(A)+1— P(B)— P(A+ B) =
=1-P(A)+1-P(B)—(1-P(A+B))=04+05-02=0,7.

Vegyiik észre, hogy ennél egyszertibben is megoldhato a feladat, ha felhasznaljuk, hogy A+ B = A - B.
Ekkor ugyanis:

PA+B)=PA-B)=1-P(A-B)=1-03=0,7.

f) Sajnos itt nem élhetiink az el6z6h6z hasonlo triikkel:

P(A+B)=P(A)+ P(B)—P(A-B)=1-P(A)+ P(B)— P(B-A) =
=1-P(A)+ P(B)— P(B—A)=1-0,6+0,5-0,2=0,7.
9) _
P(A-B) = P(A—B) = P(A) — P(A-B) = 0,6 — 0,3 = 0,3.
h) B
P(A-B)=P(A-B)=PA-B)=P(B-A)=P(B)-P(A-B)=0,5-0,3=0,2.

1.26. Feladat.
Legyen B C A, és P(A) = 0,4, P(B) = 0,1. Hatarozzuk meg az alabbi valoszintiségeket :

a) P(A-B) ¢) P(A— B) e) P(A-B) g) P(A— B)
b) P(A+ B) d) P(B—A) f) P(A+ B) h) P(B — A)
Megoldas:

a) Mivel B C A, ezért A és B egyiittes bekovetkezése tulajdonképpen B bekovetkezését jelenti, igy
P(A-B)=P(B)=0,1.

b) Mivel B C A, ezért az A + B esemény megegyezik A-val, ezért
P(A+ B)=P(A)=04.

c)
P(A—B)=P(A) — P(A-B) = (mivel BC A) = P(A)— P(B)=0,4—0,1=0,3.

d) A B — A esemény jelentése: B bekovetkezik, de A nem. Mivel B C A, ezért nem fordulhat el§, hogy B
bekovetkezik, de A nem, igy a kérdéses valészintiség 0.

e)
P(A-B) = P(B— A) = (az el6z6 feladat alapjan) = 0.
f)
P(ATB)=1-P(A+B)= (mivl BCA) =1—P(A)=1-04=06.
9)
P(A-B)=P(A-B)=P(A-B)= (mivel BC A) =P(B)=0,1.
h)

P(B—A)=P(B-A)=P(A+ B) = (ez mar szerepelt) = 0,6.
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2. fejezet

A klasszikus és a geometriai
valoszintiségli mezo

2.1. A klasszikus val6szintiségi mezé6

2.1. Definici6.
Ha egy kisérlettel kapcsolatban az elemi események szama véges (n), és minden elemi esemény
valésziniisége egyenld ( %), akkor a k féleképpen bekivetkezd A esemény valdsziniisége

P(A) kedvez§ esetek szama k
Osszes esetek szama n’

Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az események és ezek valbszintiségei klasszikus
valésziniiségi mezdt alkotnak.

A kedvez§ és az Osszes esetek szama altaldban kombinatorikus tton hatdrozhaté meg, ezért
el6szor tekintsiik at az alapvets kombinatorikai eseteket.

2.1.1. Kombinatorika

— Adott n darab kiilonb6z6 elem. Ekkor a lehetséges sorrendek szama (az n elem permuté-
cioinak szdma):
n-(n—1)-...-2-1=mn!.

2.2. Példa.

Adottak az A, B, C, D, E bettik. Ezeket 6sszesen 5! = 120 féleképpen lehet sorba rakni.

— Adott n darab elem, melyek kézott vannak megegyezéek is: ky darab 1. tipusu, ko darab
2. tipust, ..., k, darab r. tipusa (természetesen ki + ko +...+ k. = n). Ekkor a lehetséges
sorrendek szama (az n elem ismétléses permutécioinak szama):

n!
kil kol .. k07
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2. FEJEZET. A KLASSZIKUS ES A GEOMETRIAI VALOSZINUSEGI MEZO

2.3. Példa.
Adott 3 darab A, 4 darab B, 2 darab C és egy D betti. Osszesen 3 +4+2+1 = 10 darab
elemiink van, melyek kozott vannak megegyezéek is. Ekkor a lehetséges sorrendek szama

Osszesen
10!

— =12600.
3l-41.21-1

Adott n darab kiilonb6z6 elem, melyekbdl kivalasztunk k& darabot (0 < k < n). Ekkor a
kivalasztott elemek lehetséges sorrendjeinek szama (a variaciok szama):

n-(n—1)-...-(n—k+1).

2.4. Példa.
Adottak az A, B, C, D, E bettik. Ha minden betiit csak egyszer hasznalhatunk fel, akkor
ezekbdl Gsszesen 5 - 4 - 3 = 60 féle harom betiibdl 4ll6 ,sz6t” lehet késziteni.

Adott n darab kiilénboz6 elem, melyekbdl k-szor valasztunk tgy, hogy egy elemet akar
tobbszor is kivalaszthatunk (igy most k értéke lehet n-nél t6bb is). Az igy adodo lehetGsegek
szama (ismétléses variaciok szama):

2.5. Példa.

Adottak az A, B, C, D, E betiik. Ha egy bettit tobbszor is felhasznalhatunk, akkor ezekbdl
Osszesen 5% = 125 féle harom bettibdl allé szot” lehet késziteni.

Adott n darab kiilonb6z6 elem, melyekbdl kivalasztunk k darabot (0 < k < n) ugy, hogy a
kivalasztas sorrendje nem szamit. Ekkor a lehetséges kivalasztésok szama (a kombinaciok

szdma):
n! _(n
kl-(n—k)! \k)’
2.6. Példa.

2
A 32 lapos magyar kirtyabol osztanak nekiink 6t lapot. A kapott 6t lap <35 > = 201376
féle lehet.

Adott n darab kiilonb6z6 elem, melyekbél k-szor valasztunk dgy, hogy a kivalasztés sor-
rendje nem szamit, tovibba egy elemet tobbszor is kivalaszthatunk. Ekkor a lehetséges
kivalasztasok szdma (ismétléses kombinaciok szama):

n+k—1
. )
2.7. Példa.

Egy 6sztondijra 4 palyazat érkezett. A pélyazatokrol egy 12 f6s bizottsag dont, mindenki
pontosan egy palyazora szavazhat. A szavazast tekinthetjiik tgy is, hogy a bizottsag min-
den egyes tagja kivalaszt pontosan egyet a palyazok koziil, akire szavaz, tehat 4 emberbdl
véalasztanak 12-szer gy, hogy a kivalasztas sorrendje nem szamit. A szavazas végered-
ményén azt értjiik, hogy kiilon-kiilon hany szavazatot kaptak az egyes palyazok. Ekkor a
lehetséges végeredmények szama:

44+12-1 15
= =455.
()= () -
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2.8. Feladat.
Két szabalyos dobékockaval dobunk.

a) Mekkora annak a valoszintisége, hogy a dobott szamok osszege 87
b) Mekkora annak a valoszintisége, hogy legalabb az egyikkel hatost dobunk?

¢) Mekkora annak a valoszintisége, hogy a két kockéaval egyforma szdmokat dobunk?

Megoldas:
a) Két kockaval dobva Gsszesen 36 féle eset lehetséges ( a kockdk megkiilonboztethetSek, tehat az (1,2) és a
(2,1) nem ugyanaz az eset. Az osszes eset: (1,1), (1,2), ..., (1,6), (2,1), (2,2),...(6,6). A dobott szamok

Osszege a kovetkezSk szerint lehet 8: 2+ 6, 6 +2, 3+ 5, 5+ 3, 4 + 4. Ez Osszesen 5 eset. Tehat a keresett
5
l6sziniiség — =~ 0,1389.
valoszinfiség oo ,
b) Ez létre johet gy, hogy
— az egyikkel hatost dobunk, a mésikkal nem. Amikor nem dobunk hatost, akkor 5 félét dobhatunk.

— az egyikkel nem dobunk hatost a maéasikkal igen. Itt is 5 féle lehet&ség van.
— mindkettével hatost dobunk. Ez természetesen csak egyféleképpen johet létre.

11
Ez igy 0ssesen 5+5+1 = 11 eset, tehat a keresett valoszintiség % ~ 0,3056. Egyszertibben is megkaphatjuk

azonban ezt az eredményt. Azon esetek szamat, amikor legalabb az egyikkel hatost dobunk megkaphatjuk
ugy is, hogy az Osszes esetbdl (ez 36 féle) elhagyjuk azokat, amikor nem dobunk hatost. Ha nem dobunk
hatost, akkor mindkét kockaval csak 5 féle szamot dobhatunk, tehat itt 5 -5 = 25 eset lehetséges. Tehat
azon esetek szama, amikor legalabb egy hatost dobunk 36 — 25 = 11.

6 1
¢) Itt 6 féle eset lehetséges ((1,1),(2,2),...,(6,6)), igy a keresett valoszintiség il 0,1667.

2.9. Feladat.
Egy osztalyban 16 fin és 10 lany van. Kivalasztunk kozilitk négy embert (a kivalasztas sorrendje
nem szamit).

a) Mi a valoszintisége, hogy van kozottiik lany ?
b) Mi a valoszintisége, hogy pontosan két fiti és két lany van kozottitk ?
¢) Mi a valoszintisége, hogy legalabb két lany van kozottiik?
Megoldas: 96

a) Mivel a kivalasztas orrendje nem szamit, ezért az osszes lehetséges esetek szama <4 = 14950. A ,van
kozottiik lany” esetek helyett egyszeriibb azokat megszamolni, amikor nincs kozottiik lany. Azon esetek

. . P 16 .
szama , amikor nincs kozottiik lany 4= 1820. Igy a keresett valdsziniség:

16
4 1820
1 ~ 0,8783.

26\ 14950
4

b) Ekkor a 16 fiubol kell kettSt és a 10 lanybol kell szintén kett6t kivalasztani. A lehet&ségek szama itt

(16> . <10) = 5400. A kérdéses valdszintiség pedig:

2 2
16\ (10
’ 2] _ 540 0,3612
% T 14950 T
4
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1 1
¢) A jlegalabb két lany” lehet 2, 3 vagy 4. Kett6nél az esetek szama <26> . (20) = 5400, haromnal

(116> . <130) = 1920, négynél pedig (106> . (140) = 210. A kérdéses valoszintiség pedig:

(3 ) () ¢)_

~ 0,5037.

2.1.2. Visszatevéses és visszatevés nélkiili mintavétel

Mingségellenérzéskor, kdzvéleménykutatasnal altallaban nem vizsgaljuk a teljes alapsokasagot,
hanem valamilyen metdédus szerint kivalasztotunk néhanyat. Ekkor azt mondjuk, hogy a sokasag-
bo6l mintat vesziink. A mintavétel két legegyszeriibb modja a visszatevéses és a visszatevés nélkiili
mintavétel.

A visszatevéses mintavétel

Visszatevéses mintavétel esetén a minta elemeit egyenként valasztjuk ki, majd a vizsgalat utan
visszatessziik, ezutdn kivessziik a kovetkezét, stb.

Legyen Gsszesen N darab termékiink, melyek koziil s darab selejtes. Az N elemt sokasaghol n
elemd mintat vesziink visszatevéssel. Mi lehet annak a valésziniisége, hogy a mintdban pontosan
k darab selejt van?

A visszatevés miatt minden mintavétel ugyanolyan koriilmények kozott torténik, igy az n
elemtii minta kivalasztasara az 6sszes lehetséges eset N-N-...- N = N™. Azok lesznek a kedvezd
esetek, amikor a kivalasztott termékek kozott pontosan k darab selejt van, ekkor természetesen
a tobbi n — k termék nem selejtes. A k darab selejtes s*, az n — k darab nem selejtes pedig

(N — 5)("=F) feleképpen vélaszthato ki. Mivel az n huzasbol (Z) féleképpen véalaszthato ki az

a k darab, amikor selejtet huzunk, igy a megfelel6 esetek széma: <

Z) s (N = s) R A

kérdéses valoszintiség ezzel:

P(k db selejt) — _ <
: 8 G )70 G 6 e
= Z (1 —=p)nh.

2.10. Példa.

Egy dobozban 12 fehér és 8 zdld golyd van. Visszatevéssel hizunk 6tszor és azt figyeljiik, hogy
8 R
20

hany z6ld goly6t huizunk ki. A fenti jelléseket hasznalva most N =20, s =8, n=5,p=
= 0,4. Annak valoszintisége, hogy pontosan 2 zoldet hizunk ki (k = 2):

P(2 z6ld) = (g) -(0,4)%- (1 -0,4)°"2 = 0,3456..
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A visszatevés nélkiili mintavétel

Visszatevés nélkiili mintavétel sordn vagy egyszerre emeljiik ki a minta elemeit a sokasaghol,
vagy pedig egymas utén, de egyetlen kihizottat sem tesziink vissza.

Legyen most is 0sszesen N darab termékiink, melyek koziil s darab selejtes. Az N elemd
sokasagbdl n elemi mintat vesziink visszatevés nélkiil tgy, hogy n < s és n < N —s is teljesiiljon.
Mi lehet annak a valészintisége, hogy a mintdban pontosan k darab selejt van?

Tegyiik fel, hogy a minta elemeit egyesével emeljiik ki a sokasdgbol, és igy szamit a sor-
rend is. Ekkor az osszes lehetséges eset N - (N —1)-...- (N —n + 1). A k darab selejt
s-(s—=1)-...-(s—k+1) féleképpen valaszthato ki, a maradék n — k darab nem selejt pedig
(N—s)-(N—=s—1)-...- (N —s—(n—k—1)) féleképpen. Mivel a k darab selejt és az n — k

n!

darab nem selejt ' féleképpen éllithatd sorba, igy a megfelel§ esetek szama:

k! (n—k)
n!
A kérdéses valoszintiség:

P(k db selejt) =

s (s=1)-...-(s—k+1)- (N—s)- (N—=s—1)-...- (N—=s—(n—k—1)).

n!
B m'S'(S—l)'~---(s—k+1)-(N—s)-(N—s—l)-...-(N—s—(n—k—1))
B N-(N-1)-...-(N—-n+1)
S'(S—].)'...'(S—k—{—l)'(N—S>'(N—S—1)'...'(N—S—(n—k‘—1))
_ k! (n—Fk)! B
B N-(N=1)-...-(N=n+1) B
n!

iR (j!_ Bl (n— k- g:)i (n— 1)) (k> | @—_’f) .

TR (%)

Tegyiik fel most azt, hogy a minta elemeit egyszerre emeljiik ki a sokasigbdl, és igy nem
szamit a kivalasztds sorrendje. Az Gsszes lehetséges eset annyi, ahény féleképpen N elembdl

kivalaszthatunk n darabot ugy, hogy a sorrend nem szamfit, azaz . A megfelels esetekhez
n

S

az s darab selejtbdl kell k£ darabot kivalasztani, ezt megtehetjiik (k:

) féleképpen, tovabba az

N — s darab nem selejtesbdl kell a maradék n—k darabot kivélasztani, amit

N —s
n—=k

(&) (2-i)
k n—k
P(k db selejt) = .
(k db selet) ~
n
Azt kaptuk tehat, hogy visszatevés nélkiili mintavétel esetén a valoszintség szempontjabol mind-
egy az, hogy figyelembe vessziik a sorrendet vagy nem.

B 8> féleképpen
n—=~k
tehetiink meg. Igy most a megfelels esetek szama: (Z) . ( ) A kérdéses valdszintiség

pedig:
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2.11. Példa.

Tekintsiik ugyanazt a példat, mint el6bb, de most visszatevésnélkiil: egy dobozban 12 fehér és 8
z6ld goly6 van. Visszatevés nélkiil kihtizunk 6t6t és azt figyeljiik, hogy hany z6ld goly6t huzunk
ki. A fenti jeltléseket hasznalva most N = 20, s = 8, n = 5. Annak valészintisége, hogy pontosan
2 zoldet huzunk ki (k = 2):

L) G=)_G) ()
. 2 5—2 2 3
P(2 db zsld) = 50 20 ~ 0,3973.
5 5
A vigszatevéses és a visszatevés nélkiili mintavétel kozotti kiilonbség egyre inkabb elmosédik,
ha a sokasag elemszédma, tovabba a két részsokasag (selejt—nem selejt) elemszéama nagyon nagy

a kihuzott elemek szamahoz képest. Azaz, ha N, s és N — s is sokkal nagyobb |, mint n, akkor
a kétféle mintavétellel kapott valosziniiségértékek gyakorlatilag megegyeznek.

2.12. Példa.
Legyen most szazszor annyi golyénk a dobozban: 1200 fehér és 800 zold. Ot golyot kihazva
mennyi lehet a valoszintsége annak, hogy pontosan 2 zoldet htizunk?

a) Ha visszatevéssel huzunk, akkor

2 5—2
P(2 db zold) = (g) : (2%)?0) : (1 - 288) = (2) -(0,4)%- (1 —0,4)3 = 0,3456..

b) Ha visszatevés nélkiil huzunk, akkor

(800) (2000 - 800) <800> <1200>
2 —2 2
P(2 db z5ld) = > = 3 /10,3460

2000 2000
5 5
2.13. Feladat.

A 32 lapos magyar kartyabol 3 lapot huizunk.

a) Mi a valoszintisége annak, hogy a 3 lap kozott van piros, ha visszatevéssel huzunk?
b) Mi a valoszintisége annak, hogy a 3 lap kozott van piros , ha visszateveés nélkiil huzunk?

Megoldas:

a) A ,van piros” tobbféleképpen is létrejohet (lehet 1, 2 vagy 3 piros is), ezért célszertibb tgy szamolni,
hogy 1-bél kivonjuk annak valésziniségét, hogy nem hizunk pirosat. Mivel visszatevéssel hiizunk, ezért
minden hiizas eredménye 32 féle lehet, tehat harom huzasnal Gsszesen 32° = 32768 eset lehetséges. Ha
nem htzunk pirosat, akkor csak 24 féle lapot huzhatunk mindharomszor, ez 243 = 13824 eset. Igy a

keresett valoszintiség:
3 3 3
L 32768 ) 24 ) 24 ) 3 0.5781
S 13824 © 328 \32) 7 \4) T

b) Az el6z6hoz hasonloan itt is annak valoszintiségét fogjuk elGszor meghatarozni, hogy nem hiizunk pirosat.
Mivel visszatevés nélkiil hizunk, ezért az els6 lap lehet 32 féle, a masodik 31 féle, a harmadik 30 féle, ez
Osszesen 32 - 31 - 30 = 29760 féle eset. Ha nem htizunk pirosat, akkor az els6 lehet 24 féle, a masodik 23
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féle, a harmadik 22 féle, ez Gsszesen 24 - 23 - 22 = 12144 féle eset. Igy annak valoszintsége, hogy hizunk
pirosat:

24-23-22 12144

323130 ' 29700

Ha dgy szamolunk, hogy a hizéasok sorrendje nem szamit, akkor is ugyanezt az eredményt kapjuk. Ekkor

~ 0,5919.

32 . .
az Osszes lehetséges esetek szama < 3 > , hiszen a 32 lapbdl valasztunk ki harmat, és a sorrend nem szamit.

. . 24 ..
Hasonléan azon esetek szama, amikor nem hiazunk pirosat ( 3 ) . Ezzel a keresett valosziniség a kovetkezd

lesz:
(%f) 24! 924.923 .22
— 24.23.22
S NVAE s A L | R P Y L
32 32! 32-31-30 32-31-30
3 3129 31

2.14. Feladat.

Adott 12000 darab sorsjegy. Osszesen 6000 nyereményt sorsolnak ki, azaz 6000 nyerd sorsjegy
van. Az A jatékos egy darabot, B pedig 20 darabot vasarol. Mi a valoszintisége annak, hogy A
nyer? Mi a valoszintisége annak, hogy B nyer?

Megoldas:

Az A jatékos akkor nyer, ha az § szelvényét kihiazzak és a maradék 11999 szelvény koziil hazzak ki a tobbi

5999-et. Ennek valészintisége:
11999
5999
P(Anyer) = —£& =0,5.

12000
6000

Ezt persze tudtuk, hiszen a szelvények fele nyer, igy egy szelvénnyel jatszva nyilvan 0,5 valészintséggel nyeriink.
A B jatékos esetében a nyerés valoszintiségét a komplementer esemény segitségével hatarozzuk meg:

P(B nyer) =1 — P(B nem nyer).

Ha B nem nyer, akkor a nyerd szelvényeket a tobbi 11 980 szelvénybdl huzzak ki. Igy a nyerés valoszintsége :

11980
6000
P(B nyer) =1 — ——2 ~0,9999990613 .

12000
6000

Ezt sajnos zsebszamologéppel altaldban nem lehet kiszdmolni, de nincs is ra sziikség, mert becsiilhetjiik is a
valoszintiséget. A feladat tigy is megfogalmazhato, hogy adott 12 000 sorsjegy, ezek koziil 6000 nyers. 20 darabot
kihtizva mi a valosziniisége, hogy lesz koztiik nyer§? Mivel a hiizasok szama (20), sokkal kevesebb, mint a nyerd
(6000) és a nem nyers (6000) sorsjegyek szama, ezért a visszatevés nélkiili modell jol kozelithets a visszatevésessel.
Ha minden egyes hiizas utan visszatennénk a sorsjegyet, akkor minden hizasnal 0,5 lenne annak a valészintsége,
hogy nyer6t hizunk és 0,5, hogy nem nyerét. Ezzel a modszerrel becsiilve a valoszintséget a kovetkezs eredményt
kapjuk:
1120

P(B nyer) =1 — P(B nem nyer) ~ 1 — <§) ~ 0,9999990463 .

Latszolag még ehhez is kell szamologép, de ezt is tudjuk becsiilni:

10 5 1N 1
= ~ =1 — ~ — = 1.
2 1024 ~ 1000 0 = <2 106 0,00000

Ezt felhasznélva a becsiilt eredmény :

1
—5 = 0,999999.

P(B nyer) =1 — P(B nem nyer) ~ 1 — 0
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2.1.3. Nevezetes klasszikus problémak

2.15. Feladat.
Mi a valészintisége, hogy egy n f6s tarsasagban van legaldbb két olyan ember, aki ugyanakkor
innepli a sziiletésnapjat?

Megoldas:

Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy minden év 365 napbol all (azaz a sz6kdévekkel ne torédjiink), illetve
tételezziik fel azt is, hogy az év egyik napjan sem sziiletnek nagyobb valésziniséggel emberek, mint maskor. Ha-
sonléan néhany el6zé feladathoz, itt is egyszeriibb elGszor a komplementer esemény valoszintiségét meghatéarozni,
amibél majd konnyen megkaphatjuk a valaszt az eredeti kérdésre.

P(van legalabb két olyan ember, aki ugyanakkor iinnepli a sziiletésnapjat) =

= 1 — P(mindenkinek maskor van a sziiletésnapja) .

Ha egy n f8s tarsasdgot néziink a fenti feltételekkel, akkor mindenki 365 féle napon sziilethetett, igy az
Osszes lehetséges eset 365™. Nézziik azokat az eseteket, amikor mindenki mas-més napon sziiletett. Ekkor az elsg
365, a masodik 364, stb., az n-edik pedig 365 — n + 1 féle napon sziilethetett. Igy a megfelel§ esetek szama
365-364-...- (365 —n+ 1). Igy annak valészintisége, hogy van legalabb két olyan ember, aki ugyanakkor tinnepli
a sziiletésnapjat a kovetkezs lesz:

P(van legalabb két olyan ember, aki ugyanakkor iinnepli a sziiletésnapjat) =
365-364-...- (365 —n+1)
a 365" '

Az igazan megleps eredményt persze akkor kapjuk, ha néhany n-re ki is szamoljuk ezt a valoszintséget. Megleps
modon 23 ember esetén a valoszintiség mar t6bb, mint 0,5, mig 60 ember esetén pedig t6bb, mint 0,99.

P10 ~ 0,1411 P23 =~ 0,5073 P40 ~ 0,8912
Py ~ 0,4757 Pso ~ 0,7063 Pso ~ 0,9941

2.16. Feladat.

Ajdndékozds 1. Sokszor eléfordul, hogy egy kézosséghen ajandékozaskor nem ad mindenki min-
denkinek ajandékot, hanem a neveket egy kalapba (urnaba, dobozba) teszik, majd mindenki
htiz egy nevet és csak annak ad ajandékot. Mi a valdszintisége, hogy ilyenkor lesz olyan, aki
sajat magat huzza?

Megoldas:

Mivel a ,lesz olyan, aki sajat magat hizza” esemény nagyon sokféleképpen el6fordulhat (egy ember htuzza sajat
magat, két ember hizza sajat magat, stb.), ezért célszeribb elGszor a komplementer esemény valoszintiségét
meghatarozni, azaz annak val6sziniségét, hogy senki sem hizza sajat magat. Mivel mindenki csak egy cédulat
hiiz, ezért az Osszes eset szama annyi, ahany féleképpen az n darab kiilonb6z6 cédulat ki lehet osztani n ember
kozott. Ez pontosan annyi, ahany féleképpen az n embert sorba lehet allitani, azaz n!.

Azon esetek Osszeszamlalasa, amikor senki sem hizza sajat magat mar egypicit nehezebb. Az Gsszes esetbdl
(n!) el kell hagyni azokat, amikor valaki sajat magat hazta. Ehhez az n emberbdl ki kell valasztani egyet (ezt
megtehetjiik (%) féleképpen), a maradék n — 1 ember pedig (n — 1)! féleképpen hizhat. Ekkor viszont kétszer
vontuk le azt az esetet, amikor két ember hizta sajat magat, ezért azt egyszer hozza kell adni, és igy tovabb. A
megfelels esetek szama tehat:

(g)-n!— <§‘> ~(n—1)!+<g> S(n—2)! - <§> .(n—3)!+---+(—1)"(z> .ol
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Ez alapjan a valdszintség:

P(lesz olyan, aki sajat magat hizza) = 1 — P(nem lesz olyan, aki sajat magat hizza) =

<g> n'@) .(n1)!+<’;> (n—2)! — (g) -(n3)!+---+(1)"<z>«0!
=1- =

n!

n! n! n! n! n!
-(nfl)!er- ——— =3+ (-1)"

1
A zardjeles kifejezés hatarértéke n — oo esetén — = 0,3679, igy a keresett valoszintiségértéke nagy n esetén

e
kozelitsleg 0,6321, de nem is kell olyan nagyon nagy: n = 5 esetén az elsg ketts, n = 7 esetén pedig mar az elsé
négy tizedesjegy pontos.

2.17. Feladat.

Ajindékozds II. Tekintslink egy kicsit masfajta ajandékozést. Most az n tagi tarsasag ugy
oldja meg az ajandékozast, hogy mindenki visz egy-egy ajandékot, de nem tudja, hogy kinek,
ugyanis az ajandékokat kisorsoljak a résztvevsk kozott. Raadasul ezt agy teszik, hogy mindenki
részt vesz minden sorsoléson, tehat egy ember t6bb ajandékot is kaphat. Mi valészintisége ekkor
annak, hogy egy elére kiszemelt ember nem kap ajandékot?

Megoldas:
Az Osszes lehetséges eset megszamlalasaval kezdjiik. Az els6 ajandékot kaphatja n ember, a masodikat szin-
tén n ember, stb., az n-ediket is n ember, igy az Osszes lehetségek szama n -n-...-n = n". A megfelel§

esetek most azok, amikor az elére kiszemelt aldozat nem kap semmit. Ekkor az els§ ajandékot kaphatja n —
— 1 ember, a masodikat szintén n — 1 ember, stb., az n-ediket is n — 1 ember. Igy a megfelel§ esetek szama
(n=1)-(n—=1)-...-(n—1) = (n — 1)". Tehat a valosziniség:

. . (-1 (n—1\"
P(egy eldre kiszemelt ember nem kap ajandékot) = = .

nr n

Analizisbdl ismerds lehet ez a kifejezés. A hatarértéke:

n n
o (n-1 . 1 1
lim =lim [1—-—] =-=0,3679.
n—oo n n—oo n e

Az els6 két tizedesjegy mar n = 24 esetén is ennyi.
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2.2. A geometriai val6sziniiségi mezd

A klasszikus valosziniiségi mezé csak olyan esetekben hasznalhato, amikor véges sok elemi ese-
ményiink van, és ezek valosziniisége megegyezik. Elfordulhat azonban, hogy egy kisérletben a
szOba johetd elemi események szdma nem véges, de még csak nem is megszamlalhatéan végte-
len. Ilyenkor a klasszikus értelmezés természetesen nem alkalmazhaté. Ennek ellenére bizonyos

) jo esetek szama ; . .
esetekben szamolhatunk a - - formulaval anal6g médon.
osszes eset szama

2.18. Definicié.
Ha egy kisérlettel kapcsolatos események egy geometriai alakzat részhalmazainak feleltetheték
meg dgy, hogy az egyes események valészintisége az eseményekhez rendelt részhalmaz geome-
triai méretével (hosszusag, teriilet, térfogat) aranyos, akkor az események és valoszintiségeik
geometriai valészintiségi mez6t alkotnak.

Legyen A egy ilyen kisérlettel kapcsolatos esemény. A kisérlettel kapcsolatban széba jové
teljes alakzat mérete legyen M, az A eseménynek megfeleld részalakzaté pedig m . Az A
esemény valésziniisége ekkor tehét

2.19. Példa.

Valaki egy R sugart kéralaku céltablara 16. Tételezziik fel azt is, hogy a talalatok a céltablan
egyenletesen oszlanak el, vagyis egy adott teriiletd részbe mindig ugyanakkora valoszintiséggel
talal, fliggetleniil ennek a résznek a céltablan elfoglalt helyétsl. Ekkor annak valoszintisége, hogy
a céltabla kozepén levs r sugaru korbe talal, ardnyos a kis kor és a teljes céltabla teriiletével,

azaz

7"271' 7'2

R’r  R?
Természetesen ugyanekkora valoszintséggel talal barmely maés, ugyanekkora sugarii korbe is.

P(a kis korbe talal) =

2.1. dbra. Adott nagy kor esetén a kis kor eltalalasanak valdszintisége csak a kis kor teriiletétdl fiigg, a
nagy koron beliili helyzetétél nem.

2.20. Feladat.

Szobam falan van egy 60 cm x40 cm-es kép, koriilotte 3 cm széles keret. Egy pimasz légy erre
(kép+ keret) akar leszallni. Ha teljesen véletlenszertien valasztja ki a helyet, akkor mi a valoszi-
nisége, hogy a keretre fog leszallni?
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46 cm

66 cm

2.2. dbra. Kép és keret.

Megoldas:

Tekintsiik a legyet pontszertinek. A légy altal valaszthato helyek szama a kép és a keret pontjainak egyiittes
szdma, ami nyilvan végtelen sok. Mivel a helyet teljesen véletlenszerden valasztja ki, azaz egyiket sem tiinteti ki
a méasikhoz képest, ezért hasznalhatunk itt geometriai valoszintiségi mezst, a kérdéses valdsziniséget pedig majd
a keret teriiletének és a kép és a keret egyiittes teriiletének a hanyadosa adja meg, vagyis:

a keret teriilete

P(a keretre fog leszallni) = a Toret & a kép teriilote’

Mivel a kép mérete 60cmx40cm (2400 cmz)7 és koriilotte 3 cm széles keret van, ezért az egyiittes teriiletiik
66 cm x 46 cm, azaz 3036 cm?®. A keret teriiletét legegyszeriibben tigy kaphatjuk meg, hogy ebbél kivonjuk a kép
teriiletét, igy a keret teriilete 636 cm?. Ezzel a valoszintiseg:

a keret teriilete 636

P(a keretre fog leszéllni) = ~ 0,2095.

a keret és a kép teriilete ~ 3036

Gyakran el6fordul az is, hogy egy kérdés geometrai valdszintiségi mez§ alkalmazasival megvala-
szolhato, de a keresett valészintiség meghatarozasihoz sziikséges alakzat kozvetleniil nem szere-
pel a feladatban. Ilyenkor a teljes eseménytérnek, illetve a vizsgidlando eseményeknek megfeleld
alakzatok a feladatban szerepl$ Gsszefiiggések alapjan hatarozhatéak meg.

2.21. Feladat.
Egy szakaszt véletlenszertien hdrom részre osztunk. Mi a valdszintisége, hogy a kapott szakasz-
okbdl haromszog szerkeszthets?

Megoldas:

A szakaszt ugy tudjuk harom részre osztani, hogy kijeloliink rajta két osztopontot. A véletlenszeriiség ott je-
lenkezik, hogy a pontokat teljesen véletlenszertien, egymastol fiiggetleniil jeloljiik ki. Az egyszertiség kedvéért
tekintsiik a [0,1] intervallumot, ezt osztjuk fel harom részre. Az egyik osztépont 0-t6l mért tavolsaga legyen x,
a masiké pedig y. Ekkor a keletkezett szakaszok hossza x, y — x és 1 — y. Nem tudjuk viszont azt, hogy x vagy
y a nagyobb, ezért lehet az is, hogy y, © — y és 1 — = hosszisagi szakaszok keletkeznek. Ezekbdl akkor lehet
haromszoget szerkeszteni, ha teljesiil rajuk a haromszog-egyenlStlenség, azaz barmely két oldal 6sszege nagyobb
a harmadiknal. Ily médon az alabbi egyenl6tlenségeket kapjuk:

Ha a szakaszok hossza z, y —x és 1 — y: Ha a szakaszok hossza y, x —y és 1 — x:
1 1
z+(y—z)>1—y = y>§ y+x—y)>1—=x = x>§
1 1
G-n)+1-y>s = z<; (c=y)+(1-2)>y — y<,
1 1
z+(1—-y) >y—=x = y<x+§ y+(l—-—z)>zx—y = y>x—§
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Mivel az osztopontokat teljesen véletlenszeriden, egyméstol is fiiggetleniil jeloljik ki, ezért = és y is barmi lehet
a [0,1] intervallumon. Igy az Gsszes lehetséges esetnek ( a teljes eseménytérnek) megfeleltethets egy 1 x 1-es
négyzet. Ezen beliil keresssiik az pontokat, melyeknek (z,y) koordinatai olyan z-et és y-t jelentenek, melyek
esetén haromszoget lehet szerkeszteni a darabokbol. Keressiik tehat a négyzet pontjait, melyek koordinataira az
elsé, vagy a masodik egyenlGtlenség-rendszer teljesiil.

Az els6 egyenlGtlenség-rendszernél:

-y> %, tehat a megfelel§ pontok az y = % egyenletii vizszintes egyenes felett helyezkednek el.
-—z< %, tehat a megfelel6 pontok az = = % egyenleti fiiggtleges egyenestdl balra helyezkednek el.
- y <+ 1, tehat a megfelel6 pontok az y = x + 3 egyenletd egyenes alatt helyezkednek el.

A masodik egyenlGtlenség-rendszernél:

- x> %, tehat a megfelel§ pontok az © = 5 egyenletii fiiggleges egyenestdl jobbra helyezkednek el.

1
2
% egyenleti vizszintes egyenes alatt helyezkednek el.

- y< %, tehat a megfelel6 pontok az y =
- y >z — 1, tehat a megfelel§ pontok az y = x — £ egyenleti egyenes felett helyezkednek el.

A megfelel ponthalmaz tehat az alabbi:

1

0.5

0.5 1

2.3. abra. Az egyenlGtlenségeknek megfelel ponthalmazok a haromszog szerkesztésénél.

A keresett valosziniiség pedig:

ha soek toril 1
P(A darabokbol haromszog szerkeszthets) = a,ro’mszoge t"eru cte _ 1 .
négyzet teriilete 4

2.22. Feladat.

Két ember talalkozot beszél meg. 9 és 10 6ra kozott egymastol fliggetleniil, teljesen véletlenszerd
idépontban érkeznek meg a megbeszélt helyre, és varnak tarsuk érkezéséig. Mekkora annak a
valdszintisége, hogy az el6bb érkezének 10 percnél tobbet kell varnia?

Megoldas:
Egy elemi esemeénynek itt az felel meg, hogy az egyik megérkezik egy bizonyos id6pontban, a masik (az el6z6t6l
fiiggetleniil) szintén megérkezik egy bizonyos id6pontban. Tehat egy elemi esemény a két érkezési idGponttal,
vagyis egy szamparral jellemezhets. Az érkezési id6pont mindkét esetben végtelen sok féle lehet, uis. az id6
nem diszkrét egységekben, hanem folytonosan telik. Mégis valasztanunk kell valamiyen egységet, amiben az id6t
mérjiik. Mivel a kérdés percben van megfogalmazva, mérjiik az id6t percekben (persze létezik a perc tortrésze is),
méghozza 9 o6ratol kezdve. Igy mindkét ember esetében az érkezési idGpont a [0,60] intervallum valamely eleme
lesz. Mivel az elemi esemény itt az érkezési id6pontokbol 4ll6 szampért jelenti, az elemi események halmaza
(vagyis a teljes eseménytér) megfeleltethets a [0,60] x [0,60] négyzet pontjainak. Ha az egyik érkezési idépontja
x, a masiké y, akkor x és y egymastol fiiggetleniil lehet barmi a [0,60] intervallumbol.

Azon esetek kellenek nekiink, amikor az el6bb érkezének 10 percnél tobbet kell varnia. Ez azt jelenti, hogy az
érkezési id6pontok kiilonbségének abszolit értéke tobb, mint 10, azaz |z — y| > 10. Tehat a négyzeten beliil meg
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kell keresniink azt a ponthalmazt, amelyre ez a relacio6 teljesiil, és ennek, valamint a teljes négyzet teriiletének a
hanyadosa adja meg a keresett valoszintiséget. Az |x — y| > 10 relacio kétféleképpen teljesiilhet:

z—y>10 vagy z—y < —10.
Atrendezve y-ra a kovetkezGket kapjuk:
y<x-—10 vagy y>x+10.

Ez azt jelenti, hogy a négyzetbdl a nekiink megfeleld ponthalmaz az y = x — 10 egyenletd egyenes alatti rész,
illetve az y = x + 10 egyenletd egyenes feletti rész. Mindkét haromszog teriilete 50 - 50/2, igy a teljes megfelel§
rész teriilete 50 - 50 = 2500, a teljes négyzet teriilete pedig 60 - 60 = 3600. Igy a valoszintiség:

haromszogek teriilete 2500

P(az el6bb érkezonek 10 percnél tobbet kell varnia) = ~ 0,6944 .

négyzet teriilete 3600

60

40

0
0 10 20 30 40 50 60

2.4. abra. A talalkozéasos feladatban a jo eseteknek megfelels ponthalmaz két haromszog.

2.23. Feladat.
A [0; 2] intervallumbol teljesen véletlenszertien valasztunk két szamot. Mi a valoszintisége annak,

P

hogy az Osszegiik kisebb ketténél, de nagyobb egynél?
Megoldas:

Legyen az egyik szam z, a masik y. A feladat szerint mindkét szam barmi lehet a [0;2] intervallumbél, ezért
minden egyes (z;y) valasztasnak meg lehet feleltetni egy-egy olyan pontot a sikon, melynek az els6 koordinatéja
x, a masodik pedig y. Igy az Gsszes lehetséges esetnek a [0;2] x [0;2] négyzet pontjai felelnek meg. A kedvezd
esetekhez meg kell keresni azokat a pontokat, melyek koordinataira 1 <z +y < 2. Azaz: y <2—x ésy > 1—x,
tehat az y = 2 — x egyenletd egyenes alatti és az y = 1 — = egyenlet egyenes feletti rész metszete alkotja a
megfelel6 eseteket. Ennek teriiletét gy hatarozhatjuk meg, hogy a négyzet teriiletének felébsl még elhagyjuk
a bal als6 haromszog teriiletét: 2 — 0,5 = 1,5. A kérdéses valoszintiséget a jo eseteknek megfelel§ ponthalmaz
teriiletének és az Osszes esetnek megfeleld ponthalmaz teriiletének hanyadosa adja:

megfeleld rész teriilete 1,5

, = = — =0,375.
négyzet teriilete 4

Pl<z4+y<?2) =

2.24. Feladat.
Egy egységnyi oldali négyzet két szomszédos oldalan teljesen vélelenszertien, egymastol fliggetleniil
kivalasztunk egy-egy pontot. Mi a valészintisége, hogy a két pont tavolsiga kisebb, mint 17

Megoldas:
Egy elemi eseménynek az felel meg, hogy az egyik oldalrdl is valasztunk egy pontot, és a masik oldalrél is
valasztunk egy pontot. Tekintsiik viszonyitasi alapnak a két szomszédos oldal k6zds csticsat. Ha a csticstol mért
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0.2 0.4 0.6 0.8 1

2.5. abra. A jo eseteknek megfelels ponthalmaz egy negyedkor.

tavolsagok x és y, akkor a kérdés igy szOl: mi a valoszindsége annak, hogy /22 + y? < 17 Mivel a kivalasztott
pontok egyértelmiien megadhatok a csticstol mért tavolsagukkal, igy egy elemi esemény megfeleltethetd egy olyan
szamparnak, melynek mindkét eleme a [0,1] intervallumbél keriil ki. Tgy a teljes eseménytér megfeleltethets egy
egységnyi oldald négyzet pontjainak (de ez a négyzet nem azonos az eredeti négyzettel). Ezen 1j négyzeten beliil
kell megkeresni azokat a pontokat, melyek koordinataira az igaz, hogy /x2 + y? < 1. Ez ekvivalens azzal, hogy
z? + 9% < 1. Ez a ponthalmaz pedig nem mas, mint az origd kdzépponti, egységnyi sugari korlemez belss
pontjainak halmaza. Esetiinkben z > 0 és y > 0, igy a megfelel§ pontok halmaza a pozitiv siknegyedbe esé
negyed korlemez. Ezzel a keresett valoszintiség:

negyedkdr teriilete

P(a két pont tavolsaga kisebb, mint 1) = —  toriilot
négyzet teriilete
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3. fejezet

Feltételes valoszintiség, fuggetlenség

3.1. A feltételes valdszintiség

Gyakran el6fordul, hogy egy esemény (A) valoszintiségét olyan esetben kell megadni, amikor
vele egyiitt egy mésik esemeény (B) is bekovetkezik. Ekkor azt mondjuk, hogy az A esemény
valoszintiségét a B feltétel bekovetkezése mellett adjuk meg. Nézziink erre elGszor egy példat:

3.1. Példa.
Adott 100 ember, koziilok 40 sz6ke, 35 kékszemii, 30 pedig széke és kékszemii. Véletlenszerten
valasztunk egy valakit. Ekkor

— annak val6szintsége, hogy sztke:

sz6kék szama 40 0.4
osszes ember szama 100
— annak val6szintisége, hogy kékszemi:
kékszemtiek szama 35
é o 2 035

Osszes ember szama 100

— annak valoszintisége, hogy szdke, feltéve, hogy kékszemti:

Slék sz kékszemtiek kozott 30
SZOKEK SZaIna a KekKszemue 0ZO _ % ~ 0,8571

kékszemiiek szama

— annak valoszintisége, hogy kékszemi, feltéve, hogy szdke:

kékszemiiek szama a sz6kék kozott 30
— =—-=0,75.
sz6kék szdma 40

Az utols6 két esetben feltételes valoszintiségrsl beszélhetiink. Figyeljiik meg azt, hogy ekkor a
szamlaléban azon esetek szdama 4ll, amikor a feltétel is és maga az esemény is bekovetkezik, a
nevezében pedig azon esetek szama 4all, amikor teljesiil a feltétel. Altalanos esetben is a fentihez
hasonlé mdédon hatarozhatjuk meg a feltételes valdszintiséget, azaz

egyiittes bekovetkezés valdszintisége

feltétel valoszintisége

Ezt a kdvetkez8képpen magyarazhatjuk. Legyen A és B egy kisérlettel kapcsolatos két esemény,
és legyen P(B) > 0. Végezziink el n darab kisérletet. Nézziik azt, hogy hanyszor kovetkezett
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be a B esemény, legyen ez a szidm kp. Figyeljiik azt is, hogy ezekben az esetekben hényszor
kovetkezett be az A esemény is (ekkor persze A is és B is bekovetkezett, tehat tulajdonképpen
az A- B esemény kovetkezett be), legyen ez a szam k4p. Ekkor a B esemény relativ gyakorisaga

k k
—B, az A - B esemény relativ gyakorisdga pedig B Bgekkel definidlhatjuk a feltételes relativ
n n

gyakorisagot:

3.2. Definicid. kp kAp
Legyen a B esemény relativ gyakorisiaga —, az A- B esemény relativ gyakorisdga pedig —.

n n
Ekkor a

kap
k;AB __n
kB k}B
n

hényadost az A esemény B -re vonatkozé feltételes relativ gyakorisdganak nevezziik.

3.3. Példa.
Egy szabalyos dobokockaval tizszer dobunk. A dobott szamok:

4,6,2,5,5,2,1,2,6, 3.
Vezessiik be a kovetkezd eseményeket :
A : parosat dobunk
B : legaldbb harmat dobunk .
Ekkor az A esemény gyakorisaga 6, relativ gyakorisiga 10 a B esemény gyakorisaga 5, relativ
gyakorisaga 10 az A- B esemény (péros és legalabb hérom, azaz négy vagy hat) gyakorisaga 3,

relativ gyakorisaga 10 Az A esemény B -re vonatkozo feltételes relativ gyakorisiga pedig

k
Tudjuk azt, hogy a relativ gyakorisig valészintiség koriil ingadozik, tehét a “B Lelativ gyako-
n

k
risag P(B) koriil, a “AB L elativ gyakorisag pedig P(A- B) koriil ingadozik. Ebbél kovetkezben a
n

KAB ¢ Iteteles relativ avakorisag a - oo D)
Eeeeesrealvgyaorlsagaw

definicio:

hényados koriil ingadozik, ezért értelmes az alabbi
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3.4. Definicio.
Ha A és B egy kisérlettel kapcsolatos két tetszéleges esemény és P(B) > 0 , akkor az A
esemény B -re vonatkozo feltételes valésziniiségét a

kifejezéssel definigljuk.

3.5. Példa.
Tekintstik az el6z6 példa eseményeit. Ekkor

PA)=>  P(B)=1 P(A-B):%.

Ebbél meghatarozhato az A esemény B -re vonatkozd feltételes valoszintisége:

2
P(A]B):W:Z:Zzo,&
6

Azaz, feltéve, hogy legalabb harmat dobunk, 0,5 annak a valdészintisége, hogy parosat dobunk.

3.6. Feladat.
Legyen P(A) =0,6, P(B) =0,5és P(A-B) =0,4.

a) P(A|B)=" b) P(B|A)="
Megoldas: P(A-B) 04
o) PAIB) = = g2 =08,
_P(A-B) 04 _
b) P(B|A) = POA) = o5~ 0667

3.7. Feladat.
Egy pakli magyar kartyabol visszatevés nélkiil hiizunk egymas utan két lapot.

a) Feltéve, hogy az els6 zold, mi a valoszintisége, hogy a masodik piros?
b) Feltéve, hogy az els6 z6ld, mi a valoszintisége, hogy a mésodik zold ?

Megoldas:

a) Mivel visszatevés nélkiil hazunk, ezért a méasodik hiizas mar csak 31 féle lehet. Az els6 kihtizott lap z6ld
8
volt, igy a méasodik 8 féleképpen lehet piros. Tehat a keresett valoszintiség: 31 ~ 0,2581.
b) A mésodik hiizas itt is 31 féle lehet. Az els§ kihdzott lap zold volt, igy a mésodik mar csak 7 féleképpen

7
lehet zold. Tehat a keresett valoszintség: ETR 0,2258.

3.8. Feladat.
A 2010. oktéber 27-én rendezett pilispokerdei futason indulok megoszlasat az alabbi tablazat
mutatja:
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Férfi | N6
hallgato 130 | 24
munkatérs 8 4
kiils6s 22 9

a) Véletlenszeriien valasztunk egy indulot. Mi a valoszintisége, hogy 6 hallgato?

b) Feltéve, hogy kiilsést valasztottunk, mi a valoszintisége, hogy 6 n6?

¢) Feltéve, hogy férfit valasztottunk, mi a valoszintisége, hogy 6 hallgato?

d) Feltéve, hogy hallgatot valasztottunk, mi a valoszintisége, hogy 6 férfi?

e) Feltéve, hogy nét valasztottunk, mi a valészintisége, hogy ¢ nem munkatars?

f) Feltéve, hogy nem munkatarsat valasztottunk, mi a valoszintisége, hogy 6 ng?
Megoldas:

a) A tablazatbol kiolvashatbéak a kovetkezs adatok: osszesen 197 {6 indult a versenyen. A jogviszony szerinti

megoszlas: 154 hallgato, 12 munkatars, 31 kiils6s. Nemek szerinti megoszlas: 160 férfi, 37 nG. Annak
valoszintisége, hogy egy véletlenszerden valasztott induld hallgaté:

hallgaték szama az indulok kozott 154

dsszes indulé szama 197 0,7817
b)
nék szama a kiils6sok kozott B 9 0.9903
kiils6sok szama, 3177 ’
¢
hallgatok szama a férfiak k6z6tt 130
. " = —=0,8125.
féerfiak szama 160
d)
hallgatok szama a férfiak kozott 130
_ = — ~0,8442.
hallgatok szama 154
e)
n6k szama a nem munkatarsak kézott 33
p " = —~0,8919.
ndk szama 37
f)
nék szama a nem munkatarsak kézott 33
p P =—=0,1784.
nem munkatarsak szama 185

3.9. Definicio.
A feltételes valosziniiség definiciojat felhasznéalva P(A - B) kifejezhetd

P(A-B) = P(A|B) - P(B)

alakban, amit a valészintiségek szorzasi szabalydnak neveziink.

3.10. Feladat.
Egy pakli magyar kartyabol visszatevés nélkiil htuzunk harom lapot. Mi a valdszintisége annak,
hogy az els6 asz, a masodik kirdly, a harmadik pedig ismét ész lesz?
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Megoldéas:
Vezessiik be a kovetkez jeloléseket:
A; : az els6 kihazott lap asz
A : a masodik kihizott lap kiraly
As : a harmadik kihizott lap asz
A feladat szerint mindharomnak be kell kovetkeznie, igy a kérdés az Ay - Az - A3 esemény valoszinisége. Ez a

valoszintiség a szorzasi szabaly alkalmazasaval atirhaté olyan szorzat alakra, amelyben az egyes tényezsk (valo-
szintiségek) mar konnyen meghatarozhatok.

P(A1-Ax-A3)=P(A3- Az - A1) = P(A3|Ax - A1) - P(As - A1) = P(A3]|Az - A1) - P(A2|A1) - P(A1).
A pakliban 32 lap van, ebbdl 4 4sz, ezért annak valoszintisége, hogy az els§ kihazott lap &sz:

4
P(A) = 33
Ha A; bekovetkezett, akkor a pakliban mar csak 31 lap van, ebbdl 4 kirdly, ezért annak valészintsége, hogy a
masodik kihtizott lap kirdly, feltéve, hogy az els6 asz volt:

4
P(Az]Ar) = 31
Ha A, és Ay mar bekovetkezett, akkor a pakliban mar csak 30 lap van, ebbsl mar csak 3 4sz. Igy annak valészi-
niisége, hogy a harmadik kihizott lap asz, feltéve, hogy az els§ &sz és a masodik kiraly volt:

3
P(As3|As - A1) = 30"

Tehat a keresett valoszintség:

3 1
32 31 30 620 0016

P(A1 - Az - As) = P(As|As - Ar) - P(As|Ar) - P(Ar)

3.2. A teljes valészintiség tétele és a Bayes-tétel

Egy esemény valdszintiségét a ra vonatkozé feltételes valdszintségek ismeretében is meghatarozhat-
juk. Ehhez az kell, hogy ismerjiik az egyes feltételek valészintiségét és a feltételek alkossanak
teljes eseményrendszert.

3.11. Tétel. (A teljes valoszintiség tétele)

Ha a By, Bo,..., B, események teljes eseményrendszert alkotnak, és P(B;) > 0 minden
i=1,2,...,n esetén, valamint A egy tetszéleges esemény, akkor

P(A) =) P(A|B)  P(By).
=1

BizoNyiTAs: Mivel a By, Bs, ..., B, események teljes eseményrendszert alkotnak, ezért B;-B; =
=0 (i # j), tovibba By + By + ... + B, = Q. Ezt felhasznélva atirhatjuk A-t mas alakba:

A kapott események paronként kizarjak egymést, mivel
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A 3. axioma alapjan ezért
P(A)=P(A-Bi+A-By+...+A-B,)=P(A-B1)+ P(A-By)+...+ P(A-B,).
A szorzasi szabéaly miatt azonban P(A - B;) = P(A|B;) - P(B;), igy
P(A)=P(A-By+A-Bo+...4+A-B,)=P(A-B1)+ P(A-By)+...+ P(A-B,) =
= P(A|By)- P(By) + P(A|By) - P(By) 4 ...+ P(A|By) - P(By,) =

= ZP(A|Bz') - P(B;) -

6 5 Q

3.1. dbra. A teljes valoszintség tételében az A esemény valoszintiségét szemléletesen a teljes eseményrend-
szer egyes elemeibe es6 részvaloszinitségekbdl rakjuk Gssze.

3.12. Feladat.
Egy varosban a lakossag 28 %-a rendelkezik diploméval. A munkanélkiiliek ardnya a diplomasok
kozott 4,8 %, a tobbiek kozott 9,2 %. Ha véletlenszertien kivalasztunk egy embert, mekkora a
valészintisége, hogy 6 munkanélkiili?
Megoldas:
A kérdés megvalaszolasahoz a teljes valosziniségtételét fogjuk hasznéalni. Ehhez olyan teljes eseményrendszert
kell keresniink, amely tagjainak ismerjiik a valészintiségét, és amelyekre vonatkozé feltételes valosziniségek is
rendelkezésiinkre allnak. A diplomas—nem diplomas, illetve a munkanélkiili-nem munkanélkiili felosztas is teljes
eseményrendszer, de csak az els6 esetben ismerjiik az események valoszintiségét. Vezessiik be tehat a kovetkezs
jeloléseket:

Bi : a kivalasztott embernek van diploméja

B, : a kivalasztott embernek nincs diploméja

A : a kivalasztott ember munkanélkiili
Ezekkel kapcsolatban az alabbi valészintiségek szerepelnek a feladatban:

P(B;) =0,28 P(A|B;) = 0,048 (a diplomasok 4,8%-a munkanélkiili)
P(B2) =0,72 P(A|B;) = 0,092 (a nem diploméasok 9,2%-a munkanélkiili)

A fenti valoésziniségekbdl a teljes valoszintiség tétele segitségével meghatarozhatd annak valdoszintisége, hogy a
kivalasztott ember munkanélkiili (vagyis az A esemény valosziniisége):

P(A) =) P(A|Bi)- P(Bi) = P(A|B1) - P(B1) + P(A|By) - P(B2) =

= 0,048 - 0,28 40,092 - 0,72 = 0,07968 ~ 0,0797 .
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Azt a kérdést is feltehetjiik, hogy ha bekdvetkezett az A esemény, akkor a teljes eseményrendszer
egyes tagjai milyen valészintiséggel kivetkezhetnek be. Erre ad valaszt a kovetkezd tétel.

3.13. Tétel. (Bayes-tétel)

Ha a By, By,..., B, események teljes eseményrendszert alkotnak és P(B;) > 0 minden
i = 1,2,...,n esetén, valamint A egy tetszGleges pozitiv valdszinlségl esemény, azaz

P(A) > 0, akkor

n

> P(A[B;) - P(By)
=1

Bi1zoNvyiTAs: Alakitsuk 4t a P(Bg|A) valoszintiséget a feltételes valoszintiség definicidja szerint,
majd a szamlaloban alkalmazzuk a szorzasi szabdlyt, a nevez6ben pedig a teljes valoszintiség
tételét

P(By-A) _ P(A-Bp) _ P(A|Bg)-P(By)) _ P(A|By) - P(Bi)

P(Bg|A) = P(A) PA) P(A) - iP(/ﬂB‘) - P(B;) |
i=1

O

3.14. Feladat.
Vegyiik az el6z6 feladatot. Talalkoztunk valakivel, akinek nincs munkéja. Mi a valdszintisége,
hogy rendelkezik diploméval?

Megoldéas:
A mar bevezetett jelolésekkel megfogalmazva a kérdés: P(Bi1|A) =7 Azaz, féltéve, hogy munkanélkiili, mi a
valoszintisége, hogy van diplomaja? Alkalmazzuk a Bayes-tételt:

P(A|B:) - P(B P(A|By) - P(B 0,048 - 0,28
P(Bi|A) = (A[B1) - P(B1) _ P(A|B1) - P(B1) _ ~ 0,1687.

2 P(A) 0,07968
Z P(A|B;) - P(B;)

3.15. Feladat.

Egy kereskedd négy beszallitotol kap arut. Az els§ a teljes aru mennyiségének a felét, a ma-
sodiktél a negyedét, a harmadiktél és a negyediktél egyardnt a nyolcadat szerzi be. Tapaszta-
lata szerint a legnagyobb szallitotol kapott aru 70 %-a elsG osztalyd, a tobbi masodosztalyt. A
mésodiknal ez az arany 60-40 %, a maradék ketténél 40-60 %.

a) A készletébol valasztott aru mekkora valoszintiséggel lesz els§ osztéalya?

b) Egy véletlenszeriien valasztott masodosztalya aru mekkora valoszintiséggel szarmazik az
egyes beszallitoktol?

Megoldas:
a) Mivel minden egyes beszallito esetében rendelkezésiinkre all az az informécio, hogy a teljes készlet hanyad-
részét adja, tovabba azt is tudjuk minden beszallitonal, hogy az arujanak mekkora része els§ osztalyt,
ezért a valaszt a teljes valosziniség tételének alkalmazasaval kapjuk meg. Ehhez sziikségiink van egy teljes
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b)

eseményrendszerre. Erre a célra megfelel az, hogy a kereskedd kit6l kapja az arut. Vezessiik be tehat a
kovetkez§ jeloléseket :

B
Bo
Bs :
By

A : a kivalasztott aru els6 osztalyt

a kivalasztott aru az els6 beszallitotol szarmazik
: a kivalasztott aru a masodik els6 beszallitotol szarmazik
a kivalasztott aru a harmadik beszallitotol szarmazik

: a kivalasztott aru a negyedik beszallitotdl szarmazik

Ezekkel kapcsolatban az alabbi valészintiségek szerepelnek a feladatban:

P(B1)=0,5 P(A|By) =0,7
P(B2) =0,25 P(A|B;) =0,6
P(B;3) =0,125 P(A|Bs) =04
P(B4) = 0,125 P(A|Bs) =04

A teljes valoszintiség tételét felirva:

4
> P(A|B;)- P(Bi) =0,7-0,5+0,6-0,25+0,4-0,125 + 0,4- 0,125 = 0,6.

i=1

P(A) =

Az elobb A-val jeloltiik azt az eseményt, hogy a kivalasztott aru els§ osztalyd. Mivel csak kétféle aru
van (els6 ill. masodosztalyt), ezért A lesz az az esemeény, hogy a kivalasztott aru masodosztalya. A vele
kapcsolatos valdszintségek:

P(A|B1) =0,7 = P(A|B1) =03
P(A|B) =0,6 — P(A|B2) = 0,4
P(A|Bs) = 0,4 = P(A|Bs) = 0,6
P(A|By) =04 = P(A|Bs) =0,6

A kérdés szerint meg kell hataroznunk annak valészintiségét, hogy a termék az i-edik beszallitotol szér-
mazik, feltéve, hogy mésodosztalyt. Formalisan kifejezve ez azt jelenti, hogy a P(B;|A) valosziniségeket
kell meghataroznunk i = 1,2,3,4-re. A valaszt a Bayes-tétellel adhatjuk meg:

P(A|B;) - P(B;) _ P(A|B;) - P(B;)

P(Bi[A) = — =
ZP(ZU—%) - P(By)

Az egyes esetek kiszamolva, felhasznalva, hogy P(A) =1 — P(A) =1—0,6 = 0,4.

_ P(AB1)-P(B1) _03-05

P(By|A) = o = o =087,
P(Bs|A) = P(A|B;()A;D (Ba) _ 0’4672’25 — 0,25,
P(Bs|A) = P(A|B;’()A)P(BS) _ 08 604’125 —0,1875,
P(B4|A) = P(A%()A)P(Bﬁl) _ 96 6?4’125 — 0,1875.

3.16. Feladat.

Tiz érme van a zsebemben. Kilenc szabdlyos, de a tizedik hamis, mert mindkét oldalan fej van.
Teljesen véletlenszeriien kiveszek egy érmét a zsebembdl és haromszor feldobom. Feltéve, hogy
mindig fej jon ki, mi a valészintisége, hogy a hamis pénzérmét valasztottam?
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Megoldas:
A valaszt a Bayes-tétel segitségével kaphatjuk meg. Teljes eseményrendszernek kézenfekvs a szabalyos érmét
hiztam — hamis érmét hiztam eseményeket valasztani. Vezessiik be tehat a kovetkezd jeloléseket :
Bi : szabélyos érmét hiztam
Bs : hamis érmét hiztam
A : mindharomszor fejet dobtam
A hamis érmével csak fejet lehet dobni, igy ebben az esetben a harom fej valoszintisége 1. Szabalyos érmével
minden egyes dobasnal 1/2-1/2 valészintiséggel dobhatunk fejet, illetve irast, ezért ekkor a harom fej valoszini-
sége 0,5° = 0,125. Ismertek tehat a kovetkezd valoszintiségek :
P(B1) =09 P(A|B;) =0,125
P(B:) = 0,1 P(A|Bs) =1

A bevezetett jelolésekkel az eredeti kérdés formalisan megfogalmazva: P(Bz|A) =7

P(A|By) - P(B 1-0,1 8
(AlB2) - P(B2) _ — ~ 0,4706..

P(Bs|A) = — _
(B2|4) 0,125-09+1-0,1 17

ZP(A|Bi) - P(B;)

3.17. Feladat.
Egy szabalyos dobokockaval dobunk, majd a dobés eredményétsl fiiggGen néhany piros és fehér
goly6t tesziink egy urnéba:

— ha 1-et, 2-t vagy 3-at dobunk, akkor 2 fehéret és 8 pirosat,

— ha 4-et vagy 5-6t, akkor 7 fehéret és 3 pirosat,

— ha 6-ot, akkor 3 fehéret és 3 pirosat.
Az urnébol hazunk egy golyot.

a) Mi a valoszintisége, hogy fehéret hiuzunk?

b) Feltéve, hogy fehéret huztunk, mi a valoszintsége, hogy el6tte hatost dobtunk?
Megoldas:

Teljes eseményrendszernek megfelel az, hogy a kockaval mit dobtunk, tovabba sziikségiink lesz arra az eseményre
is, hogy fehéret huztunk. Vezessiik be ezért a kovetkezd jeloléseket:

B : 1l-et, 2-t vagy 3-at dobunk,
B; : 4-et vagy 5-6t dobunk,

Bs : 6-ot dobunk,

A : fehéret hizunk.

A Bi, Ba, Bs események teljes eseményrendszert alkotnak. Veliik és az A eseménnyel kapcsolatban a feladat
szovegébdl a kovetkezd valdsziniségeket ismerjiik:

P(By) = ¢ P(AIB) =
P(B,) = % P(AIBy) = %
P(Bs) = é P(ABs) = %

a) Annak valoszintisége, hogy fehéret hizunk meghatarozhato a teljes valoszintségtételével:

3

P(4) =3 P(AIB) - P(B:) = 13 .

3 1 25 5
- = = = = ) 41 .
+6 6 60 12 0,4167

N

LT
10

| w
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b) Feltéve, hogy fehéret hiztunk, annak a valosziniisége, hogy elétte hatost dobtunk:

31
P(A|Bs)-P(Bs) g5 5 1

P(Bs|A) = —
ZP(AlBi) -P(Bi) &

3.3. Események fiiggetlensége

A hétkoznapi életben akkor mondjuk azt, hogy két esemény fiiggetlen egymaéstol, ha az egyik
bekdvetkezése nem befolyasolja a masik bekovetkezését. Jellemzen ilyen példaul kockadobésnal
két egymast kovetd dobas eredménye. A valdszintség-elméletben az aldbbi médon definialjuk
két esemény fiiggetlenségét :

3.18. Definicié.
Két eseményt fiiggetlennek neveziink, ha az egyiittes bekdvetkezésiik valészintisége egyenld a
valésziniiségeik szorzataval, azaz

P(A-B)=P(A) - P(B).

3.19. Példa.
Egy szabalyos érmét kétszer feldobunk. Nézziik a kovetkezd eseményeket :

A : az els6 dobas fej
B : a masodik dobas fej.

FEkkor, mivel az érme szabélyos

A két dobas utén végiil a kovetkezoket kaphatjuk: FF, 11, IF, FI1. Mivel a fej (F) és az iras (I)
valészintisége minden dobésnél megegyezik, ezért ezeknek az eseményeknek a valoszintisége is

1
egyenld lesz, tehat mindegyik T igy az A - B esemény val6szintisége is ennyi. Azt kaptuk tehat,

hogy
1
P(A~B)—Z—

= P(A)- P(B).

N —
N | =

Tehat az A és B események fiiggetlenek. A kapott matematikai eredmény teljes dsszhangban
van azzal, hogy az érme nem emlékszik arra, hogy mi volt az el6z6 dobés eredménye, a dobés
kimenetele fiiggetlen az el6z6 dobas(ok) kimenetelétdl.

A fiiggetlenség fogalmat két eseményrdl kiterjeszthetjiik t6bb eseményre is. Itt viszont mar
tobbféle figgetlenséget is definidlhatunk.
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3.20. Definicié.

Az Ay, As, ..., A, eseményeket paronként fiiggetleneknek nevezziik, ha barhogyan is valasz-
tunk ki kéziiliik két eseményt, ezek szorzatdnak valészintsége egyvenls az egyes események
valészintiségeinek szorzataval, azaz

P(A;-Aj) = P(A;)-P(4;) 1<i<j<n.

3.21. Definicié.

Az Ay, Ag, ..., A, eseményeket (teljesen) fiiggetleneknek nevezziik, ha barhogyan is valasz-
tunk ki kéziilik k darab eseményt (k = 2,3,...,n), ezek szorzatanak valosziniisége egyenld
az egyes események valoszintiségeinek szorzataval. Az Ay, Aa, ..., A, események fiiggetlensége
esetén tehit a

P(Ay-As-...- Ay) = P(Ay) - P(A3) - ... P(Ay)

egvenldségeknek mind teljesiilniiik kell.

n

n
Vegyiik észre, hogy itt Gsszesen Z ( i

) = 2" —n — 1 feltételnek kell teljesiilni.
k=2

3.22. Példa.

Két szabélyos dobdkockaval dobunk. Tekintsiik a kdvetkezs eseményeket: A: az elsGvel paratlan

szdmot dobunk; B: a masodikkal paratlan szamot dobunk; C': a dobott szdmok 6sszege paratlan.

Azt fogjuk igazolni, hogy ezek az események paronként fiiggetlenek, de teljesen nem fiiggetlenek.
A két kockaval dobott szamok egymastél fliggetlenek. Mivel a dobodkocka szabdlyos, ezért

P(A) = 2 =05 ¢ P(B) = 2 = 0,5. A dobott szamok Osszege akkor lesz paratlan, ha az
egyikkel péros, a masikkal pedig paratlan szamot dobunk, vagy forditva. Ennek valészintisége
23833 — 18 = 0,5, tehat P(C) = 0,5.

Vizsgéaljuk az egyiittes bekiovetkezéseket: A - B azt jelenti, hogy mindkett&vel paratlant
dobunk, ennek valészintisége % = 33 =0,25. A - C azt jelenti, hogy az els6 kockéval paratlant
dobunk, a dobott szamok 0Osszege pedig paratlan. Ez csak ugy fordulhat eld, hogy a mésodik

kockaval parosat dobunk. Tehat az els6vel paratlant, a masodikkal parosat dobunk, ennek val6-
szintisége szintén % = % = 0,25. A B - C esemény jelentése és valdszintisége teljesen hasonlé.

Kaptuk tehat a kovetkezéket:

P(A-B)=025=0,5-0,5=P(A)-P(B) tehat A és B fiiggetlenek
P(A-C)=025=0,5-0,5=P(A)-P(C) tehat A és C fiiggetlenek
P(B-C)=0,25=0,5-0,5=P(B)-P(C) tehat B és C fiiggetlenek
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Igy az A, B és C események paronként fiiggetlenek. Nézziik most az A - B - C' eseményt. Ez
azt jelenti, hogy az els6vel paratlant dobunk, a masodikkal paratlant dobunk, és dobott szamok
Osszege is paratlan. FEz lehetetlen esemény, hiszen két paratlan szam Gsszege nem lehet péaratlan.
Ezért P(A-B-C) =0. Azaz

P(A-B-C)=04%P(A)-P(B)-P(C)=05-0,5-05=0,125.

Vagyis az A, B és C események paronként fiiggetlenek, de teljesen nem fiiggetlenek.

3.23. Tétel.
Ha A és B fiiggetlen események, akkor

P(A|B) = P(A) ¢ P(B|A)=P(B).

BizoNYITAS: A tétel szinte magatol értetdds: ha két esemény fliggetlen, akkor hidba szabom
meg feltételként az egyiket, az nem fogja befolyasolni a mésik bekovetkezését.
P(A-B
A bizonyités soran azt hasznaljuk fel, hogy P(A|B) = l(D(B))’ tovabba azt, hogy ha A
és B fiiggetlenek, akkor P(A - B) = P(A) - P(B). A két egyenlgség koziil elég csak az egyiket
bebizonyitani, a mésik teljesen azonos médon adodik.
P(A-B) P(A)-P(B)

P(A|B) = PB) ~ P = P(A).

3.24. Feladat.
Egy pakli magyar kartyabol visszatevéssel hiizunk egymés utan két lapot.

a) Mi a valoszintisége, hogy a masodik piros?
b) Feltéve, hogy az els6 kiraly, mi a valoszintisége, hogy a masodik piros?

Megoldas:
a) Visszatevéssel hiuzzuk ki a lapokat, tehat egy huzas sem befolyésolja azt, hogy mit htizunk uténa, igy a
8
piros hiizasanak val6szintisége minden esetben 35 = 0,25.
b) A visszatevéses huzas miatt a feltételnek semmilyen szerepe sincs, hiszen az el6z§ htizas eredményétél

. 8
fliggetleniil barmit htzhatunk. Igy a valasz ugyanaz, mint az elgz6ben: 35— 0,25.

3.25. Tétel.
Ha A és B fiiggetlen események, akkor A és B, A és B, valamint A és B is fiiggetlen események.
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BIZONYITAS: Az 4talakitasok sordn azt fogjuk kihasznéalni, hogy A - B = A — B, a kiilonbség
valoszintisége P(A — B) = P(A) — P(A - B), tovabba azt, hogy ha A és B fiiggetlenek, akkor

P(A-B) = P(A) - P(B).
P(A-B) = P(A— B) = P(A) — P(A- B) = P(A) — P(A) - P(B) = P(A) - (1 — P(B)) =
= P(A) - P(B)

Azt kaptuk, hogy P(A- B) = P(A) - P(B), tehat A és B fiiggetlenek. Hasonléan lathato be a
tétel masik két allitasa is. O
3.26. Feladat.

A és B legyenek fiiggetlen esemeények, P(A) = 0,4 és P(B) = 0,7. Hatarozzuk meg az alabbi
valoszintiségeket !

a) P(A-B) f) P(A|B)

b) P(A+ B) 9) P(A|B)

¢) P(A— B) h) P(A|B)

d) P(B— A) i) P(A+ B)

e) P(A|B) j) P(A-B)
Megoldas:

a) A fiiggetlenség definiciojat kell alkalmazni:
P(A-B)=P(A)-P(B)=04-0,7=0,28.
b) A fiiggetlenség definicioja alapjan:
P(A+B)=P(A)+P(B)—P(A-B)=P(A)+P(B)—P(A)-P(B)=04+0,7—04-0,7=0,82.
c) A fiiggetlenség definicioja alapjan:
P(A-B)=P(A)—P(A-B)=P(A)— P(A)-P(B)=04-04-0,7=0,12.
d) A fiiggetlenség definicitja alapjan:
P(B-A)=P(B)-P(A-B)=0,7-04-0,7=0,42.
e) A mér bizonyitott tétel szerint, ha A és B fiiggetlenek, akkor P(A|B) = P(A), ezért
P(A|B) = P(A) = 04.

f) Itt az el6z6 feladatban emlitett tételt, tovibbé azt hasznaljuk fel, hogy ha A és B fiiggetlenek, akkor A
és B, A és B, A és B is fiiggetlenek.

P(AIB)=P(A)=1-P(A)=0,6.

g) Ugyanazt kell felhasznéalni, mint elébb.

P(A|B) = P(A) =06.
h) Ugyanazt kell felhasznalni, mint el6bb.

P(A|B) = P(A) =04.
i) Csak azt hasznaljuk fel, hogy ha A és B fiiggetlenck, akkor A és B, A és B, A és B is fiiggetlenek.

P(A+ B)=P(A)+ P(B)— P(A-B) = P(A)+ P(B) - P(A)- P(B) =0,6+0,7—0,6-0,7 = 0,88.
j) Ugyanazt kell felhasznalni, mint elbb.
P(A—B)=P(A)— P(A-B)=P(A) - P(A)-P(B)=0,6—-0,6-0,3=0,42.
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4. fejezet

A valo6szintiségi valtozo

A gyakorlatban elgfordulé kisérletek tilnyomd részében a kisérletek egyes kimeneteleivel, az ele-
mi eseményekkel, egyuttal szamértékek is adédnak. Példaul kockadobés esetén a pontok szama,
mintavételkor a selejtek szama, a vizsgalt berendezés élettartama. Az emlitett kisérleteknél min-
den elemi eseményhez egyetlen szamérték tartozik, és e szamérték megjelenése az elemi esemény
bekdvetkezésétdl fiigg, tehat beszélhetiink a szameérték bekiovetkezésérol is.

4.1. A val6szintiségi valtozo

4.1. Definicio.

Ha egy kisérlettel kapcsolatos elemi események mindegyikéhez egyértelmiien hozzarendeliink
egy-egy valos szamot, akkor az elemi események () halmazdn egy X : Q — R fiiggvényt
értelmeziink. Ezt a fiiggvényt valészintiségi valtozonak nevezziik.

A valoszintiiségi valtozd definicidja nem hatirozza meg azt, hogy az egyes elemi eseményekhez
milyen szdmértéket rendeljiink. Ha azonban az egyes elemi eseményekkel egyiitt valamilyen
szamértékek is ad6dnak és ezek mindegyike fontos a tovabbi vizsgalatok szempontjabél, akkor
érdemes az egyes elemi eseményekhez a veliik egyiitt megjelend értékeket rendelni. Ha az elemi
eseményekhez kdzvetleniil nem tartozik szdmeérték, akkor az eseményekhez rendelt szamértékeket
gy célszerd megvalasztani, hogy a tovabbi elemzés, szamolas soran ne okozzanak felesleges
bonyadalmakat.

Ha egy kisérlet soran az a; elemi esemény kovetkezik be és a valdszintiségi valtoz6 megadasakor
ehhez az x; értéket rendeltiik, akkor azt mondjuk, hogy az X valészintiségi valtozé az x; értéket
veszi fel, az x; -t pedig az X egy lehetséges értékének nevezziik.

4.2. Példa.
Egy pakli magyar kartyabol hiizunk egy lapot. Ezzel kapcsolatban megadunk harom valészint-
ségi valtozot. A valoszintségi valtozo a kisérlettel kapcsolatos elemi eseményekhez rendel szamot
oly médon, hogy minden elemi eseményhez tartozzon egy szam, tovabba egy elemi eseményhez
csak egy szam tartozzon.

Ha csak az érdekel minket, hogy htizunk-e pirosat, akkor a val6szintiségi valtoz6 lehet példaul
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az alabbi:

X, — 0, ha a kihtizott lap piros,
171 1, ha a kihazott lap nem piros.

Tegyiik fel, hogy ha a piros szt hiizzuk, akkor 10 Ft-ot kapunk, ha valamelyik masik 4szt, akkor
5-0t, egyébként pedig semmit. Ekkor megfelel§ lehet ez a valdszintségi valtozo:

10, ha a kihuzott lap a piros asz,
X9 = 5, ha a kihtizott lap asz, de nem piros,
0, minden més esetben.

Ha tobb eset is érdekes szamunkra, akkor valaszthatunk példaul ilyen valészintiségi valtozot:

1, ha a kihazott lap piros,
2, ha a kihazott lap zold,
5, ha a kihuzott lap tok,
8, ha a kihtizott lap makk.

X3 =

4.3. Példa.
Az A esemény indikator valtozojanak nevezziik a kivetkezd X 4 : Q — R valdszintiségi valtozot:

X, 1, ha A bekovetkezik,
A 0, ha A nem kovetkezik be.

4.1.1. Diszkrét valoészintiségi valtozo

4.4. Definicié.
Egy valészintiségi valtozot diszkrétnek neveziink, ha a lehetséges értékeinek halmaza megszam-
lalhato (azaz véges sok vagy megszamlalhatéan végtelen sok lehetséges értéke van).

Ha egy 2 eseménytéren értelmezett X diszkrét valoszintiségi valtozo lehetséges értékei az xy,
(k=1,2,...) valos szamok, és egy esemény bekovetkezésekor az X értéke xy , akkor azt mondjuk,
hogy az {X = x;} esemény kovetkezik be, és az esemény bekovetkezési valoszintiségét pr =
= P(X = zy)-vel jeloljik.

4.5. Példa.
Tizszer feldobunk egy pénzérmét. A valdszintiségi valtozd értéke legyen a dobott fejek szédma.
Ekkor a lehetséges értékek halmaza véges: 0, 1, ... ,10.

4.6. Példa.

Addig dobalunk egy pénzérmét, amig irdst nem kapunk. A val6szintiségi valtozo értéke legyen
a sziikséges dobdsok szama. Ekkor a lehetséges értékek halmaza megszamlalhatéan végtelen:
1,2,. .. (fels6 korlat nincs).
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4.7. Definici6.

Az X diszkrét valosziniiségi valtozo lehetséges értékeihez tartozé bekdvetkezési valosziniiségek
Osszességét X eloszlasanak nevezziik. Azaz, ha X lehetséges értékei az xy , (k = 1,2,...)
szamok, akkor X eloszlasa a p, = P(X = x) (k = 1,2,...) bekovetkezési valosziniiségek
Osszessége.

4.8. Feladat.
Két szabalyos dobékockat elguritunk, és azt vizsgaljuk, hogy a dobott szamok szorzata paros
vagy paratlan. Adjunk meg egy megfelels valdszintiségi valtozot és irjuk fel az eloszlasat!

Megoldas:

Az érdekel minket, hogy a dobott szamok szorzata paros vagy paratlan (ez minden esetet lefed), tehat elegends,
ha a valoszintiségi valtozonak csak két értéke van. Legyen a valoszintiségi valtozoa kovetkez6 (a szorzat kettGvel
vett maradéka):

¥ = 0, ha a dobott szamok szorzata paros,
“ 1 1, ha a dobott szamok szorzata paratlan.

A valoszintségi valtozo eloszlasa a lehetséges értékeinek és az azokhoz tartozo valoszintiségeknek az Gsszessége.
A valoszintiségi valtozo értéke akkor 1, amikor a dobott szamok szorzata paratlan. Két szam szorzata csak akkor
paratlan, ha mindkét szam péaratlan. Szabalyos dobokockakkal dobunk, ezért 3/6 = 0,5 a valészintisége annak,
hogy paratlan szamot dobunk. A két dobott szam fiiggetlen egymastol, igy tehat annak valoszinidsége, hogy a
mind a ketts paratlan lesz 0,5- 0,5 = 0,25, vagyis ennyi annak a valészintisége, hogy a valészintiségi valtozo altal
felvett érték 1. Minden mas esetben (paros—péros, paros—pératlan, paratlan—paros) a dobott szamok szorzata
paros, igy a valdszintiségi valtozo értéke O lesz. Ennek valdszintsége 1 — 0,25 = 0,75. Most mar felirhatjuk a
valoszintségi valtozo eloszlasat:

0o 1
X { 0,75 0,25

4.9. Feladat.
Egy szabélyos dobdkockéval addig dobunk, amig nem kapunk hatost. Jelolje X a sziikséges
dobésok szamét. Adjuk meg X eloszlasat!

Megoldas:
Elgszor megallapitjuk X lehetséges értékeit. Egy dobas mindenképpen sziikséges, viszont a sziikséges dobasok
szamanak nincs fels§ korlatja, igy a lehetséges értékek: 1,2,.... Annak valoszinisége, hogy az els§ dobéasra

hatost dobunk é. Annak valészintisége, hogy a masodik dobésra dobjuk az elsé hatost é . %, mert els6re nem

dobunk hatost (ennek valészintisége o), mésodikra viszont hatost dobunk (ennek valészintsége ¢), és a dobasok
kimenetelei egymastol fiiggetlenek. Hasonléan annak valészinisége, hogy k-adikra dobjuk az els6 hatost %~ (%) kil,
hiszen az els6 k — 1 dobas nem hatos, az utolsé viszont hatos. Igy X eloszlasa

1 2 k
X:{ 1.5 1.(§)k—1

1
6 6 6 "' 6 \6

A valosziniségeket ki lehet fejezni egy képlettel, amely X lehetséges értékeitdl fiigg, igy az eloszlast rovidebben

is felirhatjuk:
1 /5\*!
por=n=t (2) 7 kmten

4.10. Feladat.
Egy urnaban 4 piros és 6 fehér golyd van. Az urnabol 3 goly6t huizunk visszatevéssel. Jelolje X
a kihazott fehérek szdmat. Adjuk meg X eloszlasat!
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0.2

0.1r

0.05f

0 5 10 15 20 25

4.1. dbra. Az els6 hatos valoszintiségének eloszlasa.

Megoldas:

Haromszor hizunk, igy a kihtazott fehér golyok szama lehet 0, 1, 2 vagy 3. Ezek lesznek tehat a valoszinidségi val-
tozo lehetséges értékei. Mivel visszatevéssel hizunk, ezért a fehér golyo valoszintisége minden hizasnél 4% = 0,6,
a pirosé pedig ﬁ =0,4.

— Annak a valészintsége, hogy nem hizunk fehér golyot (X = 0) 0,4® = 0,064, hiszen ekkor a 0,4 valoszint-
ségtl esemény kovetkezik be egyméas utan haromszor (azaz harom pirosat hizunk).

— Annak valészintisége, hogy egyetlen fehéret htizunk (X = 1) 3-0,6-0,4% = 0,288, mert fehéret 0,6, pirosat
pedig 0,4 valosziniséggel hizunk, a 3-as szorzot pedig az indokolja, hogy egyetlen fehéret haromféleképpen
hazhatunk (piros—piros—fehér, piros—fehér—piros, fehér—piros—piros).

— Annak valosziniisége, hogy ketts fehéret hiizunk (X = 2) hasonlo az el6z6hoz: 3-0,6%-0,4 = 0,432. A 3-as
szorzot itt is a lehetséges sorrendek széma indokolja (piros—fehér—fehér, fehér—piros—fehér, fehér—fehér—
piros).

— Végiil annak a valoszintisége, hogy harom fehéret hazunk (X = 3) 0,6° = 0,216.

Ezekbsl mar felirhato X eloszlasa:

<./ 0 1 2 3
1 0,064 0288 0432 0,216

Tomorebb formaban:

P(X =k) = (2) 0,67 -0,4%7F k=0,1,23.

0.5} 0.5
0.4t 0.4f
0.3t 03l
0.2 0.2
0.1t 01l
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3
(a) Visszatevéssel. (b) Visszatevés nélkiil.

4.2. dbra. A kihtuzott fehér golyok szamanak eloszlasa, amikor a négy piros és hat fehér golydt tartalmazéd
urnabol huzunk egymas utan haromszor.

4.11. Feladat.
Oldjuk meg az el6z6 feladatot ugy, hogy visszatevés nélkiil huzunk!

Megoldas:
A valoszintiségi valtozo lehetséges értékei most is 0, 1, 2, 3. Osszesen van 10 golyénk, ebbél 4 piros és 6 fehér.
Ebbél a 10 golyobdl valasztunk ki harmat, igy az sszes lehetséges esetek szama (130) = 120.
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1) =4

- Ha nem hiizunk fehéret (X = 0), akkor csak a 4 piros koziil valogathatunk, itt az esetek szama (5

Tehat annak valosziniisége, hogy nem hizunk fehéret % ~ 0,0333.

— Ha egy fehéret huzunk (X = 1), akkor a fehérek koziil valasztunk egyet, és a pirosak koziil valasztunk
kettét, igy az esetek szama ((1’) . (;) = 36, azaz annak valoszintisége, hogy egy fehéret huzunk % = 3% =
=0,3.

— Ha két fehéret hiizunk (X = 2), akkor a fehérek koziil valasztunk kettst, és a pirosak koziil valasztunk

egyet, igy az esetek szama (2) . (?) = 60, azaz annak valoszintsége, hogy két fehéret hizunk % =0,5.

— Ha harom fehéret hiizunk (X = 3), akkor csak a fehérek koziil valogathatunk, itt az esetek szama (3) = 20,

igy a harom fehér valészintisége % ~ 0,1667.

Ezekbdsl mar felirhato X eloszlasa:

X 0 12 3
"1 00333 0,3 05 0,1667

(1) ()
k)] \3—k
PX=k)=—~t_~_ 7/ k=0,1,2,3.
(3)
3

4.1.2. Folytonos valésziniiségi valtozo

Tomorebb formaban:

4.12. Definici6.
Egy valészintiségi valtozét folytonosnak neveziink, ha a lehetséges értékei egy vagy tébb in-
tervallumot alkotnak (lehet nem korlatos is).

4.13. Példa.

A [0;4] intervallumbol valasztunk véletlenszertien egy szamot. A valoszintiségi valtozo értéke
legyen a valasztott szam. Ekkor a lehetséges értékek halmaza egy intervallum, igy a valészint-
ségi valtozonak nem megszamlalhatéan végtelen sok lehetséges értéke van.

4.14. Példa.

Vasarolunk egy energiatakarékos izzot. A valdszintségi valtozonk értéke legyen az izzd draban
mért élettartama (ez lehet nem egész is). Ekkor a lehetséges értékek halmaza a [0; 00) félegyenes,
ezért a valoszintségi valtozonak most is nem megszdmlalhatéan végtelen sok lehetséges értéke
van.

4.2. Az eloszlasfiiggvény

4.15. Definici6.

Az X valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényének nevezziik azt az F fiiggvényt, amely minden
valés x értékhez hozzarendeli annak valésziniiségét, hogy az X valdszintiségi valtoz6 z-nél
kisebb értéket vesz fel, azaz

F(z)=P(X <) reR.
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4.16. Példa.
Az X valoészintiségi valtozd eloszlasa legyen az aldbbi:

1 3 4
X'{Q405(M

Meghatarozzuk X eloszlasfliggvényét, amihez csak az eloszlasfiiggvény definicidjara lesz sziik-
séglink.

— Ha z < 1, akkor F(z) értéke 0, hiszen a valoszintségi valtozo lehetséges értékei 1, 3, 4,
igy annak a valoszintisége, hogy 1-nél (vagy egy 1-nél kisebb szamnél) kisebb értéket vesz
fel 0.

~ Ha 1 < x < 3, akkor F(x) értéke 0,4, mert ekkor van z-nél kisebb érték, az 1, aminek a
valoszinisége 0,4.

— Ha 3 <z < 4, akkor F(x) értéke 0,9, mert ekkor ket z-nél kisebb érték is van, az 1 és a
3, ezek valdszintiségei pedig 0,4 és 0,5, tehat 0,4 4+ 0,5 = 0,9 a val6szintisége annak, hogy
a valészintségi valtozo6 értéke kisebb x-nél.

— Ha z > 4, akkor F'(x) értéke 1, mert a valosziniiségi valtozo lehetséges értékei 1, 3, 4, igy
annak a valdszintisége, hogy egy 4-nél nagyobb szamnél kisebb értéket vesz fel 1.

A fentieket Gsszefoglalva a kovetkezot kapjuk:

0 hax<l1
04 hal<z<3
F@) =909 hag<ao<4
1 haz>14
1k o0
o—1e
0.8
0.6
04f o— o
0.2
o—————o
4 0 1 2 3 . 5 s

4.3. abra. A diszkrét eloszlasu valoszintségi valtozo eloszlasfiiggvénye lépcsés fliggvény.

4.17. Példa.

Egy két egység sugara korlapon teljesen véletlenszertien valasztunk egy pontot. Az X valoszint-
ségi valtozo értéke legyen a pontnak a kor kdzéppontjatél mért tavolsaga. X lehetséges értékei
ekkor a [0;2] intervallumot alkotjak. Meghatarozzuk X eloszlasfiiggvényét.

— Ha z <0, akkor F(x) értéke 0, hiszen a tavolsag nem lehet nullanal kisebb, igy ennek a
valosziniisége 0.
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— Legyen most 0 < o < 2. A valasztott pont akkor lesz x-nél kisebb tavolsiagra a kozép-
ponttol, ha az eredeti kézéppont koriili, x sugara kérdn beliil van. Ennek a valoszintisége

2 2
r‘m
megadhatd, mint az x sugart és a 2 sugara kor teriiletének hényadosa, azaz Pl
x? "
Tehat ebben az esetben F(z) = T

— Ha x > 2, akkor F(x) értéke 1, mert a kdzépponttol mért tavolsag legfeljebb 2 lehet, igy
biztosan kisebb egy 2-nél nagyobb szamnal.

A fentieket Gsszefoglalva a kovetkez6t kapjuk:

0 haxz<o0
2
F(z) = T ha 0 <z <2

1 hax>2

WL

0.8

0.6

0.4

0.2

0

-1 *O.‘S (‘) O‘.5 Z‘l 115 ‘2 2‘.5 I‘S

4.4. dbra. A korlapos példaban szerepls folytonos valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye.

Az eloszlasfiiggvény definiciojabol kovetkeznek az alabbi tulajdonsagok:

4.18. Tétel.
Legyen X egy tetszdleges valoszintiségi valtozo, az eloszlasfiiggvénye pedig legyen F'(z). Ekkor
F(z) rendelkezik az aldbbi tulajdonsagokkal :

1. 0< F(z) < 1.
2. Monoton név6, azaz ha a < b, akkor F(a) < F(b).

3. lim F(x)=0 ¢és lim F(x)=1.

T——00 T—00

4. F(x) minden pontban balrél folytonos, azaz lim F(z) = F(a).

z—a—0

B1zONYITAS:

1. Mivel az eloszlasfiiggvény értéke egy esemény valosziniiségét adja meg, igy 0 < F(x) < 1.
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2. Haa < b, akkor {X < b} = {X <a}+{a <X <b}. Ezzel az {X < b} eseményt egymast
kizaré események Osszegeként frtuk fel, igy a 3. axidma miatt a valdszindsége ezen két
esemény valoszintiségének az Osszege, azaz P(X < b) = P(X < a)+ Pla < X < b). Az
eloszlasfiiggvény definicidja alapjan ez atirhat6 F(b) = F(a) + P(a < X < b) alakba.
Mivel P(a < X <b) >0, ezért F(a) < F(b).

A 3. és a 4. tulajdonsagot nem bizonyitjuk.

0

A kovetkezs tétel azt mutatja meg, hogy az {X > a}, {a < X < b}, {X > a} és {X = a}
események valészintisége hogyan szamithaté ki az eloszlasfiiggvény segitségével.

4.19. Tétel.
Legyen X egy tetszbleges valoszintiségi valtozo, az eloszlasfiiggvénye pedig legyen F'(z). Ekkor

1. P(X >a)=1—F(a).
2. Pa< X <b)=F(b)— Fla).
3. P(X>a)=1— lim F(x).

r—a+0

4. P(X =a)= lim F(x)— F(a).

r—a—+0

B1zONYITAS:

1. Az {X > a} esemény az {X < a} esemény komplementere, ezért

P(X>a)=1-P(X<a)=1-F(a).

2. Az {a < X < b} esemény az {X < b} és az {X < a} események kiilonbsége, rdadéasul e
két eseménykozott fennall az {X < a} C {X < b} relacio is. Az események kiilonbségének
valdszintiségére vonatkozd Osszefiiggés alapjin kapjuk, hogy

Pla<X <b)=P(X <b)—P(X <a)=F(b)— F(a).
. 1 . 1 .
3. P(X >a)= lim P<X2a+> = lim <1—P<X<a+>) =1— lim F(z).
n—00 n n—00 n r—a+0

4. Az {X = a} esemeény az {X > a} és az {X > a} események kiilonbsége, tovabba teljesiil
az is, hogy {X > a} C {X > a}. Az események kiilonbségének valoszintiségére vonatkozo
Osszefliggés és a tételbeli 1. és 3. pontok alapjan kapjuk, hogy

P(X:a):P(XZa)—P(X>a):1—F(a)—<1— lim F(x))z lim F(z)— F(a).

r—a—+0 rz—a+0
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4.20.

O
Feladat.

Az X valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye

—2 hazxz>5H
_ 2
Fa) = { 0 kiilénben

Szamitsuk ki az alabbi valészintségeket :

a) P(X < 6) e) P(X =8) i) P(X < 8|X < 10)
b) P(X <1) f) P(X > 8) j) P(X < 8|X > 6)
¢) P(X > 6) g) P(6<X <8) k) P(X > 9|X > 10)
d) P(X >?2) h) P(—5 < X < 6) I) P(X <8|X > 12)
Megoldas:
a) Az eloszlasfiiggvény definicioja miatt ez nem més, mint F(z) helyettesitési értéke az o = 6 helyen, azaz
P(X <6)= F(6) = 1— % _ :% ~ 0,3056.

b)

d)

f)

9)

h)

A feladat szinte azonos az elgzével, csak arra kell figyelni, hogy 5-nél kisebb szamokhoz az eloszlasfiiggvény

nullat rendel, igy
P(X <1)=F(1)=0.

Az eloszlasfiiggvény egyik tulajdonsaga (P(X > a) =1 — F(a)) miatt

25 25
PIX>26)=1-F6)=1—-(1— =) =— =0,6944.
(=0 =1-ro=1-(1-%) =2 =~0

Hasonl6 az el6z6hoz, de figyelni kell arra, hogy 2 kisebb 5-nél, ezért F'(2) = 0:
P(X>2)=1-F2)=1-0=1.,

Ugy is gondolkodhattunk volna, hogy az eloszlasfiiggvény csak 5-nél nagyobb szamokhoz rendel nullatol

eltér értéket, tehat a valoszintiségi valtozo csak 5-nél nagyobb értékeket vehet fel. Igy nyilan 1 lesz annak

a valoszintsége, hogy az értéke legalabb 2.

Az eloszlasfiiggvény egyik tulajdonsagabdl (P(X = a) = lim+F(x) — F(a)) kovetkezik, hogy folytonos
Tr—ra

eloszlasfiiggvény esetén az egyenlség valoszintisége mindig nulla, igy
P(X =8)=0.

Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagaibol tudjuk, hogy P(X > a) = 1 — F(a), tovabba azt is tudjuk, hogy
folytonos eloszlasfiiggvény esetén az egyenldség valoszintsége 0. Igy most nem szamit, hogy nagyobb vagy
nagyobb-egyenls szerepel-e a relaciéban, vagyis

25\ 25
P(X>8)=1—-F(@8) =1- (17§) = 57 ~ 0,3906.

Az eloszlasfiiggvény egyik tulajdonsaga, hogy P(a < X < b) = F(b) — F(a). Ezt alkalmazva:

25 25 25 25
P6< X =FQ)—-F6)=1—-=—-(1—-=|===—-—~= .
(6 <X <8) (8) (6) 2 ( 62) 36 64 0,3038
Az el6bb mar lattuk, hogy most nem szamit, hogy a relacioban kisebb vagy kisebb-egyenls szerepel-e,
hiszen az egyenlGség valoszintisége igyis nulla. Tovabba figyeljiink arra, hogy —5 < 5, tehat F(—5) = 0.
Igy
25 11

P(-5<X<6)=F6)—F(-5)=1—— —0=— ~0,3056.
(<5< X <6)=F(6)~ F(-5) =1- o ~0= 2= ~0,
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1) Emlékezziink vissza arra, hogy hogyan kell feltételes valosziniiséget szamolni:

egyiittes bekovetkezés valoszintsége

feltétel valoszintdsége

Az egyiittes bekGvetkezés azt jelenti, hogy az X < 8 és a X < 10 relacioknek egyszerre kell teljesiilniiik.
Akkor fog mindketts teljesiilni, ha X < 8. A feltétel szerint X < 10. Igy a kovetkezét kapjuk:

25
1- ==
_ P(X<8) _ F®8) g 13
P(X < 8|X < 10) = P(X <10) = F(10) = ;25 ~ 16 =0,8125.
102

J) Itt egyszerre kell teljesiilni annak, hogy X < 8 és annak, hogy X > 6. Ez azt jelenti, hogy 6 < X < 8, a
feltétel pedig X > 6. Ezzel az alabbiakat kapjuk:

17§7<17§)
P(X<8|X>6):P(6<X<8):F(8)—F(6): 82 62

P(X > 6) 1- F(6) 2
- (1-&
25 25
_ 3664 _,_36_28 _
= Bt =1 = 5 = 0T,
36

k) Az egyiittes bekovetkezéshez teljesiilni kell az X > 9 és az X > 10 relacioknak, ami tulajdonképpen azt
jelenti, hogy X > 10. Viszont a feltételiink is az, hogy X > 10, igy ezt kapjuk:

P(X >10) 1-F(10) _

P(X >10)  1-—F(10)

P(X >9|X > 10) =

Ez az eredmény mér a kérdésbdl is latszik, az ugyanis szavakkal megfogalmazva igy hangzik: feltéve, hogy
X nagyobb tiznél, mi a valosziniisége, hogy nagyobb kilencnél 7

) Szavakkal kifejezve igy hangzik a kérdés: feltéve, hogy X nagyobb tizenketténél, mi a valoszinisége, hogy
kisebb nyolcnal? Erre a kérdésre nyilvanvaléan 0 a valasz. Ha formalisan akarjuk megoldani a feladatot,
akkor azt kapjuk, hogy egyszerre kell teljesiilni az X < 8 és az X > 12 relacioknak, ami lehetetlen. Igy
a szamlaloban a lehetetlen esemény valdszintisége allna, ami nulla, s igy a feltételes valészintiség is nulla
lesz.

4.3. A strtiségfiiggvény

A valdszintségi valtozok koziil kiilon figyelmet érdemelnek azok, amelyeknek eloszlasfiiggvénye
elgall egy masik fiiggvény integraljaként.

4.21. Definicié.
Az X valoszintiségi valtozot folytonos eloszldsiinak nevezziik, ha az eloszlasfiiggvénye integ-
ralfiiggvény, azaz van olyan f fiiggvény, amelyre

/f(t)dt—F(x) TER.

A fenti definicié szerint adott F-hez keresiink megfelel§ f-et. Azonban a definicioban szerepld

f korantsem egyértelmi, hiszen ha egy, a feltételnek megfelel§ f fiiggvény értékeit megszamlal-
hato (véges vagy megszamlilhatoan végtelen) sok helyen megvéltoztatjuk, akkor az az integral
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értékét nem befolyésolja. A definicionak megfelels f fliggvények koziil olyat célszerd valasz-
tani, ami a legkevesebb helyen nem folytonos. Tudjuk azt is, hogy abszolut folytonos fiiggvény
majdnem mindeniitt differencialhato és egyenls a derivaltjanak hatarozatlan integraljaval, igy
abszolut folytonos F esetén a f = F’ megfelel a fenti kovetelményeknek. A kérdés mar csak
az, hogy mit tegyilink azokban a pontokban, ahol F' nem differencidlhaté. Megtehetnénk azt
is, hogy ezeken a helyeken f-et nem definidljuk, st akar tetsz6leges értéket is adhatnank neki,
az az integral értékét nem fogja befolyasolni. Mi itt azt a (miszaki alkalmazasokban elterjedt)
megoldast valasztjuk, hogy ezeken a helyeken f értékét O-nak definidljuk.

4.22. Definici6.

Legyen az X valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye F'(x). Ha F(z) abszolut folytonos, akkor
legyen f(x) = F'(x), ha pedig egy pontban F(x) nem differencialhato, ott f(x) értéke legyen
0. Az igy definialt f(x) fiiggvényt az X valdsziniiségi valtozo striiségfiiggvényének.

A striségfiiggvény definicidjabol kovetkeznek az alabbi tulajdonsigok:

4.23. Tétel.

Legyen X egy tetszéleges folytonos eloszlasn valoszintiségi valtozd, az eloszlasfiiggvénye legyen
F(z), a strtségfiiggvénye pedig legyen f(x). Ekkor f(x) rendelkezik az alabbi tulajdonsé-
gokkal :

1. Nemnegativ, azaz f(x) > 0.

2. ff(x) dz = 1.

B1zONYITAS:

1. Mivel az eloszlasfiiggvény monoton névs, ezért a derivaltja nem negativ azokon a helyeken,
ahol F' differencidlhato, a tobbi pontban pedig a definicié szerint 0 a siirtiségfiiggvény
értéke.

x
2. Mivel a stiriiségfiiggvény olyan fliggvény, amelyre a / f(t)dt = F(x), ezért
—00

T

/ flx)dx = :plggo flx)de = lim F(z)=1.

T—00
—00
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4. FEJEZET. A VALOSZINUSEGI VALTOZO

A kovetkezs tétel azt mutatja meg, hogy az {X < a}, {X > a} ¢s {a < X < b} események
valészintisége hogyan szamithaté ki a stirdségfiiggvény segitségével.

4.24. Tétel.
Legyen X egy tetszéleges folytonos eloszlasn valoszintiségi valtozd, az eloszlasfiiggvénye legyen
F(z), a strtiségfiiggvénye pedig legyen f(z). Ekkor

B1zONYITAS:

1. P(X <a)=Fl(a) = / f(z)daz.

2. P(X >a)=1-F(a) = 7f(a:) da — / f(z)da = 7]‘(35) da.

b a b

3. P(a§X<b):F(b)—F(a):/f(x)dx—/f(x)dx:/f(w)dx.

4.25. Feladat.
Mennyi legyen a ¢ paraméter értéke, hogy az alabbi fliggvény strtségfiiggvény legyen?

fz) =

c-x™® haxz>2
0 kiillonben

Megoldéas:

Ahhoz, hogy az f(x) fiiggvény sirtségliiggvény legyen az kell, hogy legyen nemnegativ, és a teljes szamegyenesen
vett integralja legyen 1. Az elsg feltételbsl annyi adodik, hogy ¢ > 0, viszont a méasodikbol mar meg tudjuk
hatarozni a paraméter értékét. Mivel f(z) stirtiségfiiggvény (azt szeretnénk), ezért

/O?f(x)dmzl.
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Figyeljiink arra, hogy a stirtiségfiiggvény nem c - x5, hanem egy olyan fiiggvény, amely 2-ig nulla, utdna pedig
c-x°. Elvégezve az integralast:

_/.f(m) {I,'—/C'(L' X =cC- T42 =C- @2 =C- _a —a
—o0 2

Azt kaptuk tehat, hogy 1 = 6704’ ebbdl pedig ¢ = 64 kovetkezik.

4.5. abra. A 4.25. feadatban szerepld strtségfiiggvény.

4.26. Feladat.
Mennyi legyen a ¢ paraméter értéke, hogy az alabbi fliggvény stirtiségfiiggvény legyen?

f(x):{ c-22 ha-3<z<3

0 kiilénben
Megoldas:

Ugyanigy kell eljarnunk, mint az el6z6 feladatban, azzal a kiilonbséggel, hogy a fiiggvény csak egy korlatos
tartomanyon kiilénbo6zik nullatol.

1_7()d _/3 gy o @1 (e —or\ s
= fle)dz= [ c-2"dz =c- 3 370- 3 3 =c-18.
—o0 -3 -

1
Mivel azt kaptuk, hogy 1 = c - 18, ezért a c paraméter értéke s

0.5F
0.4F
0.3f
0.2f
0.1f

0

01 ; i
-5 0 5

4.6. abra. A 4.26. feladatban szerepld striségfiiggvény.

4.27. Feladat.
Az X valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye az alabbi fiiggvény:

0 ha z < -2
x+ 2)2
1 haz >4
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Hatarozzuk meg X strtiségfiiggvényét!

Megoldas:

Tudjuk, hogy a stiriségfiiggvény olyan fiiggvény, amelyet integralva elGallithatjuk az eloszlasfiiggvényt. Meg-
forditva, ha az eloszlasfiiggényt derivaljuk, akkor megkapjuk a strtségfiiggvényt, azaz f(z) = F'(x). Mivel az
eloszlasfiiggveny a (—2;4) intervallumon kiviil konstans, ezért a (—2;4) intervallumon kiviil a stiriségfiiggvény

z+2)?
nulla lesz (uis. konstans derivaltja nulla). —2;4) intervallumon a strtségtiiggvény az ————— fiiggvény de-
lla 1 is. k derivaltj lla). A (—2;4) i 11 gfiiggvény ( 36) fiiggvény d
rivaltja lesz, azaz
z+2?%\ 1 b1 42
—_— | === 2 =—-2- 2) = .
( 36 56 (@ +27) =552 (z+2) = =3
Igy a strdsegfiiggveny:
T2 o 4
J@=3 T M USS
0 kiilonben
0.3f
0.2r
0.1r
0
-4 =2 0 2 4 6 -4 - 0 2 4 6
a) Az eloszlasfiiggvény. b) A siirtiségfiiggvény.
ggveny. gruggveny.

4.7. abra. A 4.27. feladatban szerels eloszlasfiiggvény és az abbol meghatéarozott siirtiségfiiggvény.

4.28. Feladat.
Az X valészintségi valtozo stirtiségfiiggvénye:

72 L 6
f@)=q 23 M-
0  kiilénben
a) P(X <10)=7 ¢) PB< X <12)="
b) P(X >T7)=" d) Hatarozzuk meg X eloszlasfiiggvényeét!

Megoldas: a
a) A stridségfiiggvény tulajdonsagaibol tudjuk, hogy P(X < a) = / f(z) dz, ezért

10 10 10
72 -1 -1 -1 36 64
—o0 6
b) A stirtségfiiggvény tulajdonsagaibol tudjuk, hogy P(X > a) = /f(;r) dz, ezért

~1]= -1
} =72. (0—) :Ez0,7347.

P(X>7):/f(m)dm:/x—3dx:72- 577
7 7 7
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0.4r

4.8. abra. A P(X < 10) valoszintiség a strtiségfiiggvény alatti teriilet —oo-t6l 10-ig.
0.4r
0.3f
0.2t

0.1f

0
4 6 8 10 12 14

4.9. abra. A P(X > 7) valoszintség a stirtiségfiiggvény alatti teriilet 7-t6] végtelenig.

b
¢) A strtségfiiggvény tulajdonsigaibol tudjuk, hogy P(a < X < b) = /f(:c) dz, ezért

12 12
72

12
—1 -1 -1
8 8

0.41
0.3f
0.2f

0.1f

04 6 8 10 12 14

4.10. dbra. A P(8 < X < 12) valoszintiség a strtségfliggvény alatti teriilet 8 és 12 kozott.

x
d) A striségfiiggvény az az f(t) figgvény, amelyre igaz, hogy F(z) = / f(t) dt, tehat az eloszlasfiiggvényt
— 00
a striségfiiggvény integralasaval fogjuk elgallitani. Mivel a stirtségfiiggvény minusz végtelentsl egészen
6-ig nulla, ezért a fenti integral értéke is nulla lesz, ha x < 6 (konstans nulla integralja nulla), vagyis
z < 6 esetén az eloszlasfiiggvény 0. Legyen most x > 6, igy tehat f(¢) minusz végtelen és x k6z6tt nem
mindenhol nulla. Az eloszlasfiiggvény értéke ezen az x helyen:

r 72 -1]" -1 -1 36
F(x)_/f(t)dt_/ﬁdt_n-[%2]6_72(%2—72>_1—932.
—00 6
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Osszegezve az eredményeket azt kaptuk, hogy az eloszlasfiiggvény a kovetkezd:
0 haz <6

3
1—— haz>6
X

0.3F : : : ]
0.25f 8
0.2r 8
0.151 ]
0.1r ]
0.05f g

5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30

(a) Az eloszlasfiiggvény. (b) A siirtiségfiiggvény.

4.11. abra. A 4.28. feladatban szerels eloszlasfiiggvény és az abbol meghatarozott siriiségfiiggvény.
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5. fejezet

A varhato érték és a szoras

Egy valészintiségi valtozdval kapesolatos kérdések megvilaszolasahoz fontos informéciét ad az
eloszlasfiiggvény, vagy diszkrét esetben az eloszlas, folytonos esetben pedig a strtségfiiggvény.
Sokszor azonban nincs sziikség nagyon részletes lefrasra, csak az a fontos, hogy atlagosan mennyi
a valoszintiségi valtoz6 értéke, milyen érték koriil ingadoznak a valdszintiségi valtozd lehetséges
értékei, illetve ezek az értékek mennyire koncentralédnak, atlagosan mekkordk az ingadozasok.
Ezeket a jellemzsket adja meg a varhaté érték és a szoras.

5.1. Diszkrét valdszintiségi valtoz6 varhato értéke

Legyen X egy diszkrét eloszlastu valészintségi valtozd, melynek lehetséges értékei 1, zo, ..., az
ezekhez tartozo valoszintségek pedig p1, po, - . .. Elvégezve n darab filiggetlen kisérletet, az egyes
értékek gyakorisagai legyenek rendre ki, ko, .... A valdsziniiség értelmezésénél lattuk, hogy a

k; k.
— relativ gyakorisag p; kortl ingadozik, igy a Z — . z; kifejezés, amely az n darab kisérlet
n — 7

7
soran kapott értékek szamtani kozepe (atlaga) a Z p; - x; érték koril ingadozik. Ezt a szamot

i
nevezziitk az X valészintiségi valtoz6 varhato értékének. Pontosabban:

5.1. Definicié.
Legyen X diszkrét valoszintiségi valtozo, és legyen p; = P(X = x;). Ekkor X vérhato értékén

az E(X) = ZJSZ - p; Osszeget értjiik, amennyiben a Z |x;| - p; Osszeg véges. Egyéb esetben

)

i
azt mondjuk, hogy a virhaté érték nem létezik.

5.2. Példa.
Meghatarozzuk a szokasos kockadobésnél a dobott szdm varhaté értékét. Legyen X a dobott
szamot jelentd valoszintiségi valtozé. Eloszlasa:

1 2 3 4 5 6
Xﬁ{ 1101 1 1 1
6 6 6 6 6 6
FEz alapjan a varhato érték:
1 1 21
E(X)=1-c+2 4. 46 c="75=35
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5.3. Példa.
(Nincs varhato érték) Az X valoszintiségi valtozo lehetséges értékei legyenek a pozitiv egészek
(1,2,...), a hozzajuk tartozo valosziniiségeket pedig definidljuk a kovetkezé modon: a k szamhoz

1
tartozzon az m valoszintiség. Hatarozzuk meg X varhato értékét!
A leirtak alapjan X eloszlasa a kivetkezd:
1 2 ... k
X:< 11 1
2 6 k(k+1)

Els6 ranézésre egyaltalan nem vilagos, hogy ez egyaltalan eloszlas-e. Ehhez az kell, hogy a valé-
szintiségek Osszege legyen 1 (és persze ne legyenek negativak, de ez lathatoan teljesiil). Nézziik
tehat a valoszintségek Osszegét:

> 1 1 1 1 = [1 1
—_~ — (felhaszndlva, hogy ——— =~ — — ) =5 -~ | =
kzlk:(k+1) (e AELAVE, MO8 Tk 1 1) & k+1> Z{k k+1]

az els6é néhany tagot kifrva mar latszik a lényeg:

1

+ L] + Lz +...=1
2 2 33 4 7
Tehat valoban eloszlasrél van sz6. Nézziik a varhato értéket. Ehhez egy végtelen Osszeget kell
vizsgalnunk:

2 6 k(k+1) "'_kzl k(k+1)_k:1k+1'
o0
Mivel a Z z harmonikus sor divergens, ezért a fenti végtelen sor is divergens, igy a val6szintiségi
k=1

valtozonak nem létezik varhato értéke.

5.4. Feladat.
Egy szabalyos pénzérmét haromszor feldobunk. Legyen X a dobott fejek szama. Hatarozzuk
meg X varhato értékét!

Megoldas:

Elgszor meg kell hataroznunk X eloszlasat. Mivel haromszor dobunk, a fejek szama lehet 0, 1, 2 vagy 3, ezek
lehetnek X értékei. A pénzérme szabélyos, tehat 1/2 —1/2 valoszintiséggel dobhatunk fejet, illetve irast. A hirom
fej (X = 3) valoszintisége (%)3, hasonléan ennyi a harom iras (azaz a nulla fej, X = 0) valoszintisége is. Az egy
fej, két iras (X = 1) és a két fej, egy iras (X = 2) események valosziniisége szintén megegyezik, mivel a fej és
az iras valdszintisége egyenld. Tekintsiik pl. az X = 1 esetet. Ennek valészintisége 3 - (%)3, ugyanis mind a fej,
mind az iras valoszintsége 1/2, és az egy fej, két irds esemény haromféleképpen johet létre (fej, iras iras—iras, fej,
iras—iras, iras, fej). Igy X eloszlasa:

01 2 3
X 1 3 3 1
8 8 8 8
Ebbdl meghatarozhatjuk X varhato értékét:
1 3 3 1 12 3
E(X)—0~§+1~§+2~§+3~§_§_5.
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5.2. Folytonos valészintiségi valtozé varhaté értéke

Legyen X folytonos eloszlast valoszintiségi valtozo, a strtségfiiggvénye legyen f(x). Legyen
(a, b) az az intervallum, ahol f(z) nem nulla. Osszuk fel ezt az intervallumot m részre, az
i-edik részintervallum végpontjai legyenek ¢;_q és ¢;. Ekkor annak valészintsége, hogy az X
valoszintiségi valtozo értéke az i-edik részintervallumba esik

t;
P(ti_l <X < ti) = f(:E) dx .
]

Végezziink el n darab fiiggetlen kisérletet, az eredmények legyenek xq, xo, ..., x,, és vizsgaljuk,
hogy az egyes részintervallumokba hanyszor esik az eredmény. Jelolje k; az i-edik részinter-
vallumba es6 elemek szamat. Az atlagot kozelitsiik gy, hogy minden egyes részintervallumbol
valasztunk egy-egy szamot, amivel helyettesitiink minden olyan értéket, ami az adott interval-
lumba esik (példaul, ha a (3,4) intervallumot tekintjik, akkor vehetjik a 3,5-et). Legyen az
i-edik intervallumbol valasztott érték 7;. Ekkor az atlag kozelitése:

1 — 1 — AN

=1 i=1

Sok kisérletsorozat esetén a — relativ gyakorisag az i-edik részintervallumba esés valdszintisége
n
koéril ingadozik, ezért

t
i zt/ f(@)dz.

3|

Ezt felhasznalva az atlag kozelitése:

t;

m m m t; m b
;Z—lez%l—zlnlz%z_zlnt_/ f(m)dx%Z/xf(x)dxza/xf(x)dx

lzlti—1

A fenti eljaras alapjan definidlhatjuk a folytonos eloszlast valdszintiségi valtoz6 varhato értékét:

5.5. Definici6.
Legyen X folytonos eloszldsu valoszintiségi valtozo, a striiségfiiggvénye legyen f(x). Ekkor

oo o0
X vérhato értékén az E(X) = / x - f(x) dx integralt értjiik, amennyiben az / |z| - f(z)dx
—0o0 — 0o

integral véges. Egyéb esetben azt mondjuk, hogy a virhaté érték nem létezik.

5.6. Példa.
Az X valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye legyen a kivetkezd:

0 haz<0
Fz)=4{ 22 ha0<z<1
1 hazx>1
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A varhato érték meghatéarozasahoz el6szor ki kell szamitanunk a strtsegfiiggvényt. A (0;1)
intervallumon kiviil az eloszlasfiiggvény konstans, igy azokon a helyeke a siirtiségfiiggvény nulla
lesz. Ha 0 < x < 1, akkor a strtiségfiiggvény megfelels része derivilassal kaphat6 meg: ( 2) =
= 2z. Vagyis a striségfiiggvény:

Fz) = 2r halO<z<l1
)= 0 kiilénben

Ennek segitségével a varhato érték:

0o 1 1
371
2 2
E(X)= v 2rde= [ 222dz=1{2-2| =2 -0=12.
31, 3 3
—00 0

5.7. Példa.
(Nincs varhato érték) Az X valoszintségi valtozo eloszlasfiiggvénye legyen a kovetkezs:

1
1—— h 1
F(x) x ar>
0 kiilénben

Hatarozzuk meg X varhato értékeét!
Ha z < 1, akkor az eloszlasfiiggvény konstans, igy a striiségfiiggvény nulla lesz. Ha x > 1,
akkor derivalassal elgallithato a strdségfiiggvény megfelel§ része:

!/
(1—1> :(1—x—1)’:—1'—1'x—2:z—2:i.

T 2

Tehat a sidrtségfiiggvény:

1
f(.’L’) _ ﬁ hal<zx
0  kilonben

A strdségfiiggvény segitségével probaljuk meg kiszamitani a varhaté értéket:

E(X)z]ox f(a:)da;:/ooa:-l2 7; lnx]?zoo—Ozoo.
—00 1 1

Mivel a kapott érték nem véges, ezért azt mondjuk, hogy a varhaté érték nem létezik.

5.8. Feladat.
Az X valészintségi valtozo stridségfiiggvénye a kdvetkez6:

a
f(l') _ F hax >4
0  kiilonben

a) Hatarozzuk meg az a paraméter értékét!

b) Hatérozzuk meg X véarhato értékét!
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Megoldas: o0
a) A stridségfiiggvény egyik tulajdonsaga az, hogy / f(z)dx = 1. Ezt kihasznalva:
/oof(l)dx—/oodw—a i L—1 = a=192
St 3], 192 -
—o0 4
b)
192 192 -1 1=
E(X)= /m f(m)dm:/x-jd :/dez {192”]4 =6
—o0 4 4
5.9. Tétel.

Legyen X egy tetszGleges valoszintségi valtozo és legyen Y = a- X2 +b- X +¢, ahol a, b és ¢
tetsz6leges valés szamok. Ekkor az Y valészintiségi valtoz6 varhatod értéke

EY)=a-E(X*)+b-E(X)+c

amennyiben X és X? varhato értéke létezik.

B1ZONYITAS:

1. Ha X diszkrét val6szintségi valtozé, akkor

E(Y):Zyi'pi:Z(a'$?+b-$i+C)-pi:

)

:a-Zx?-pi—i-b-Z:z:i-pi—i-c-Zpi:a‘E(X2)+b-E(X)+c.

2. Ha X folytonos eloszlastu valoszintiségi valtozé, akkor

[e.9] o0

E(Y):/y(x)-f(x)dx:/(a~a:2—l—b-x+c)-f(x)d:r:
:a-7x2-f(:c)dx+b-far'f(:z:)dx—kc-/Oof(a:)dx:

=a-BE(X?)+b-EBE(X)+ec.

0

5.10. Példa.
Egy szabélyos pénzérmét haromszor feldobunk. Legyen X a dobott fejek szama, legyen tovabba
Y =4-X — 1. Az X valésziniiségi valtozé varhato értékét mar meghataroztuk, és azt kaptuk,

3
hogy E(X) = —. Ezzel az Y valoszintiségi valtozo varhato értéke:
2

B(Y)=4-E(X)-1=4-7-1=5.
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5.3. A szoOras

Olyan mérészamot keresiink, amellyel jellemezhetjik a varhato érték koriil ingadozast, vagyis
a valoszintiségi valtozonak (X) és a varhato értéknek (E(X)) az eltérését szeretnénk egyetlen
szammal leirni. Vegyiik alapul a kilonbséget. Az egyszerd X — E(X) kifejezés nem megfeleld,
hiszen ez egy valdszintiségi valtozo, vagyis az értéke fligg a véletlentsl. Ennek a varhatd értéke
mér nem valdszintiségi valtozo, de

E[X - E(X)]=E(X)—E(X)=0

igy ez egyaltalan nem jellemzi az ingadozast. Tekintsiik ezért inkabb az X — E(X) kiilonbség
négyzetét. Ez azért nem megfelel§, mert nem egy szdm, hanem valdszintiségi valtozo, de ennek
a varhato értéke mar megfeleld lesz az ingadozas jellemzésére. Pontosabban:

5.11. Definicid.
Az X valoszintiségi véltozo szérasan az (X — E(X))? valoszintségi véltozo varhatoé értékének
négyzetgyokét értjiik, amit D(X)-szel (vagy o-val) jelolink. Azaz X szorasa

D(X) = \/E [(X - E(X))ﬂ .

amennyiben X és (X — E(X))? varhaté értéke létezik.

5.12. Megjegyzés.
A gydkvonas nélkiili D*(X) = E [(X — E(X))?| értéket az X valoszindségi valtozo szérasnégy-

zetének nevezziik. Altalaban eldszor a szérasnégyzetet tudjuk meghatarozni, és abbdl gyékvo-
néssal a szoérast.

5.13. Tétel.
Ha az X valészintiségi valtozénak és annak a négyzetének is létezik a varhaté értéke, akkor

létezik X szorasa is, és

D(X) = +E(X?) — E2(X).

BizoNYITAS: A kifejezés szorasnégyzetre vonatkozd alakjat fogjuk igazolni, abbol pedig gySkvo-
nassal kovetkezik az allitas.

DYX)=E|(X - E(X)ﬂ —E[X?-2.-X E(X)+EXX)] =
=E(X?) -2 E(X) -E(X)+ E*X)=E(X? - E*(X)
0

5.14. Feladat.
Egy szabalyos pénzérmét hiaromszor feldobunk. Legyen X a dobott fejek szdma. Hatarozzuk

meg X szoérasat!
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Megoldéas:
A szorast a D(X) = /E(X?) — E2(X) formula alapjan fogjuk kiszamitani. Ebbdl a varhato értéket (E(X)) egy
el6z6 feladatban mar meghatéaroztuk, és azt kaptuk, hogy

Sziiksegiink lesz még X2 varhato értékere, igy elGszor irjuk fel X2 eloszlasat. X2 lehetseges értekeit igy kaphatjuk
meg, hogy X lehetséges értékeit négyzetre emeljiik, a hozzajuk tartozé valoszinidségek pedig az eredeti értékekhez
tartozé valészintségek lesznek, azaz

0 1 4 9
X?:¢ 1 3 3 1
8 8 8 8
Ebbsl X? varhato értéke: ) 5 5 )
EX))=0-=41-244.2 D=3,
(X9)=0 3 + 3 + 3 +9 3 3 3
A szorasnégyzet és abbol a szoras:
2
D*(X) = E(X?) - E*(X) =3 - (g) = g — DX)= % = 73 ~ 0,8660 .

5.15. Tétel.
Legyen X egy tetsz6leges valoszingségi valtozo és legyen Y = a - X + b. Ekkor Y szo6rasa

D(Y)=D(a- X +b) = |a| - D(X)

amennyiben X szérasa létezik.

Bi1zONYITAS:

D*(Y)=D*a-X+b)=E[(a- X +b)?] —E?[a-X +b] =
=FE[a® X?+2ab- X +b*] — [a- E(X) +b]> =
=a’ BE(X?) +2ab- E(X) +V* —a*  E*(X) — 2ab- B(X) — b* =
=a* E(X?) —d® E*(X)=a* (BE(X?) — E*(X)) =a*- D*(X).

Azt kaptuk tehét, hogy D?(Y) = a? - D?(X), amib6l gyokvonassal kivetkezik a tétel allitasa.
O

5.16. Példa.
Egy szabalyos pénzérmét haromszor feldobunk. Legyen X a dobott fejek szama, legyen tovabba

Y = -2 X + 3. X varhato értéke és szorasa az el6z6 feladatokbdl méar ismert:
3 3
E(X)=5 & D)= \Qf ~ 0,8660.

Az Y valdszintségi valtozd varhato értéke és szorasa:
3
B(Y)=E(-2-X +3)=-2-B(X)+3=-2- 5 +3=0

D(Y):D(—z.XJrS):\—2|-D(X):2.‘f:\/ﬁm,ﬂm.
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5.17. Feladat.
Hatarozzuk meg az aldbbi eloszlasi valészintségi valtozd varhatd értékét és szorasét!

-2 0 2 3
X'{ 02 03 0,2 0,3

Megoldas:
A véarhato érték:
B(X)=-2-02+0-03+2-02+3-0,3=0,9.

A szoras meghatarozasahoz el6szor irjuk fel X2 eloszlasat. X2 lehetséges értéke X lehetséges értékeinek a negy-
zetei, a hozzajuk tartozo valoszintségek pedig az eredeti értékekhez tartozoak. Egy dologra érdemes figyelni:
mivel —2 és 2 négyzete is 4, ezért X2 eloszlasaban a 4-hez tartozé valoszintiség a —2-hoz és a 2-hoz tartozé
valoszintiségek Osszege lesz. Igy X2 eloszlasa:

2, 0 4 9
X { 03 04 03

Ez alapjan X? varhato értéke:
E(X*)=0-03+4-044+9-0,3=4,3.

A szorasnégyzet és a szoras:

D*(X)=E(X?) - E*(X)=43-09"=349 — D(X)=/349~ 1,8682.

5.18. Feladat.
Egy urnaban 4 piros és 6 fehér golyd van. Az urnaboél 3 goly6t huizunk visszatevéssel. Jelolje X
a kihuzott fehérek szamét. Adjuk meg X varhato értékét és szorasat!

Megoldas:

A valbszintiségi valtozo eloszlasat mar meghataroztuk egy korabbi feladatban:

X 0 1 2 3
"1 0,064 0288 0,432 0,216

A varhato érték:
E(X)=0-0,064+1-0,288+2-0,432+3-0,216 = 1,8.

A valosziniiségi valtozo négyzetének eloszlasa:

2./ 0 1 4 9
"1 0,064 0,288 0432 0,216

X? varhato értéke:
E(X2) =0-0,064+1-0,288+4-0,432+9-0,216 = 3,96.

A szorasnégyzet és a szoras:

D*(X) = E(X?) - E*(X) =39 —-18 =0,72 = D(X)=/0,72~0,8485.

5.19. Feladat.
Oldjuk meg a feladatot visszatevés nélkiil!

Megoldas:

Itt is meghataroztuk mar X eloszlasat:

A varhato érték:
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X? eloszlasa:

0 1 4 9
X2 1 9 15 5
30 30 30 30
X? varhato értéke:
1 9 15 5 114
E(X))=0-—4+1 - —4+4. — =" -38.
(X7 =0 30 + 30 + 30 +9 30 30 3.8

A szoréasnégyzet és a szOras:
D*(X)=E(X*)-E*(X)=38-18"=056 =— D(X)=1/0,56~0,7483.

5.20. Feladat.
Szamitsuk ki az alabbi eloszlasfliggvényel rendelkezsd X valoszintiségi valtoz6 varhato értékét és

szorasat!
0 ha z <2
x?—4
F(z) = o1 ha2<x <5
1 haz > 5
Megoldas:

Vegyiik sorra, hogy mi mindent kell tenniink: az eloszlasfiiggvénybél meg kell hatarozni a strtségfiiggvényt; a st-
riségfiiggvény felhasznalasaval ki kell szamitanunk X és X2 varhato érteket; ezek segitségével meghatarozhatjuk
a szérasnégyzetet, abbol pedig a szérast. Kezdjiik tehat a strtségfiiggvénnyel, amit az eloszlastiiggvény derivalasa-
val kaphatunk meg. Az eloszlasfiiggvény a (2;5) intervallumon kiviil konstans, ezért ott a derivaltja nulla, tehat
a strtségfiiggvény a (2;5) intervallumon kiviil nulla lesz. Az intervallumon beliili értékhez az eloszlasfiiggvény

megfelel§ részét kell derivalni:
24\ (1. 4 _ 2
21 T \21 21) 21"

Tehat a stdridségfiiggvény:

2 hao 5
f(x): 21 az<zx<
0 kiilénben

A siirtdségfiiggvény segitségével kiszamithatjuk a varhato értéket:

r P2 2 2 [2°1° 2 (125 8

xT 2 x
E(X) = f@)dz= [z Zde= 2 de= 2 |2 =2 (222 _2) =
(X) /xf(m)x /m ST T 21[3}2 21(3 3)

—o0 2 2

26

= — & 3,7143.

7 )
X? varhato értéke:

r [, o2 2 2 [2*]° 2 (625 16

2y = 2, — [ L= [ PBde= 2 | T =2 (222 =
E(X)—/x f(z)dx /m 21dx 21/xdx 21{4}2 21(4 4)
—o00 2 2
203
=— =145.

14 )5

A szorasnégyzet és a szoras:
2
DA(X) = B(X?) ~ B*(X) = 2} ~ (2—76) =9~ o700

5.21. Feladat.
Szamitsuk ki az alabbi eloszlasfiiggvényel rendelkezd X valoszintiségi valtoz6 varhato értékét és
sz6rasat!
64
F( :L') _ 1-— ; ha x > 4

0 kiilénben
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Megoldéas:
Ugyanazokat a lépéseket kell végrehajtanunk, mint az el6bb. Mivel az eloszlasfiiggvény « < 4 esetén nulla, ezért
itt a stirtiségfiiggvény is nulla lesz. Az x > 4 esethez tartozo részt derivalassal hatarozzuk meg:

/
(1—%) :(1—64.x*3)’:—64.—3~x*4:@.

x4

Tehat a striségfiiggvény:
192 ha 4
f(a:) — ad<x

= 4

T
0 kiilonben

A siriiségfiiggvény segitségével kiszamithatjuk a varhato értéket:

i o102 1 T,
E(X)=/w-f(ﬂf)dw=/x-?dm:192/Edm:lgz/x dz =
— 00 4 4 4

2] —171* -1 192
7192[_—2} =192 {27’2}4 f192(0—3—2>73—276.

4

X? varhato értéke hasonléan kaphatoé meg:

E(X?) = /xg-f(x)dm:/xQ.%dx:192/%dx:192/x*2dx:
—00 4 4 4
1700 41> _
— 192 {L} — 192 {71] — 192 (0— J) _192_ o
-1], x ], 4 4

A szorasnégyzet és a szOras:

D*(X)=E(X?) - E*(X)=48-6>=12 =— D(X)=+V12=2V3~3,4641.
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6. fejezet

Nevezetes diszkrét eloszlasok

6.1. Az indikator valtozo eloszlasa

A legegyszertbb eloszlast gy kapjuk, hogy csupan egyetlen kisérletet hajtunk végre egy adott
valészintiségl esemény megfigyelésére. Itt tehat két dolog térténhet: az esemény vagy bekdvetkezik,

vagy nem.

6.1. Definici6.
Végezziink el egyetlen kisérletet a p valosziniiségli A esemény megfigyelésére. Az X valbszi-
ntiségi vatozo értéke legyen 1, ha A bekévetkezik, és legven 0, ha A nem kévetkezik be. Ekkor

X az A esemény indikdtor viltozdja, eloszlasa pedig az aldbbi:

0 1
X :
{1—pp

A valoszintiségi valtozd varhato értéke:
E(X)=0-(1-p)+1-p=p.

Mivel 02 = 0 és 12 = 1, ezért a valoszintiségi valtozé négyzetének eloszlasa és varhato értéke
ugyanaz, mint X eloszlésa és varhato értéke:

X2:{19p 11) — E(X?) =p.

A valoszintiségi valtozd szorasa:

D(X) = VE(X?) - B*(X) = Vp—p* = V/p(1 - p).

Lathato, hogy az indikator eloszlas nagyon egyszerd. Jelent6sége abban all, hogy egy kisérlet-
sorozat esetén minden egyes kisérlethez hozzarendelhetiink egy-egy indikitor valészintiségi val-
tozot, igy a sikeres kisérletek szamat ezen valoszintiségi valtozok Gsszege adja meg. Igy kaphatjuk
meg példaul a binomialis eloszlast is.
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0.25

0.2r-

0.15F

0.1f
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. | ] I
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6.1. Abra. Binomidlis eloszlas n = 10 és p = 0,5 esetén.

0.25F

021
0.15f

0.1r
0.05

0 1 L Il Il

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

6.2. dbra. Binomidlis eloszlas n = 10 és p = 0,3 esetén.

6.2. Binomialis eloszlas

Binomidlis eloszlasséil adhatjuk meg, hogy adott szamu fiiggetlen kisérlet elvégzése esetén a meg-
figyelt p valdszintiségl esemény Osszesen hanyszor kivetkezik be. Az elgbbiek szerint a binomialis
eloszlas megkaphato6 gy is, mint adott szamu (n), fliggetlen, azonos paramétert (p) indikator
eloszlas Gsszege. A visszatevéses mintavételnél a kihuzott selejtek szdma szintén leirhatd bi-
nomialis eloszlassal, hiszen minden egyes htizas az elgz6ekkel azonos koriilmények kézott, azoktol
fliggetleniil torténik.

6.2. Definicio.

Végezziink el n darab kisérletet a p valosziniiséglii A esemény megfigyelésére. Az X valo-
szintiségi vatozo értéke legyen a sikeres kisérletek szama (0,1,2,...,n). Ekkor X binomilis
eloszlast valésziniiségi valtozo az n és p paraméterekkel, eloszldsa:

P(X =k) = <"> Pl —p Tt k=012,...,n.

Mivel a binomidlis eloszlasu valdszintségi valtozd tekinthetd n darab fiiggetlen, karakter-
isztikus eloszlast valdszintségi valtozd Gsszegének is, ezért a valtozd varhato értéke és szorisa:

E(X)=n-p D(X)=+np(l-p).

6.3. Feladat.
Egy pakli magyar kartyabol 5 lapot hizunk visszatevéssel.

a) Mi a valoszintisége annak, hogy a kihuzott lapok kozott nincs piros?
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0.4r

0.2

0 Il

0 1 2 3 4 5

6.3. dbra. Binomialis eloszlas n = 5 és p = 0,25 esetén.

b) Mi a valoszintisége, hogy a kihtzott lapok kézott van piros?

¢) Mi a valoszintisége, hogy a kihtzott lapok kozott pontosan harom piros van?
d) Mi a valoszintisége, hogy a kihuzott lapok kézott haromnal t6bb piros van?
e) Adjuk meg a kihtizott pirosak szaménak varhato értékét és szorasét!

Megoldas:
a) Elére rogzitett szamu kisérletet (huzast) hajtunk végre, visszatevéssel hizunk, igy az egyes htizasok ered-
ménye fiiggetlen a t6bbitdl, tovabba minden egyes hizéaskor 8/32 = 1/4 valosziniiséggel huzunk pirosat.
Igy a kihtzott pirosak szama binomialis eloszlast kovet, a kisérletek szama n = 5, a sikeres kisérlet valo-
szintsége p = i. Legyen a kihtizott pirosak szama X. Ekkor

P(X =0)= <g> G)O (i)5 = (if ~0,2373.

b) A ,van piros” esemeény sokféleképpen megvalosulhat, uis. lehet a kihizottak kozott 1, 2, 3, 4 vagy 5 piros is.
Ezért célszertibb a komplementer esemény val6szintségével szamolni: P(van piros) = 1 — P(nincs piros).

P(X>0)=1-P(X=0)~1-0,2373=0,7627.

P(X =3) = <§> (i)g (i)2 ~ 0,0879.
P(X>3)=P(X =4)+ P(X =5) = <Z> <i>4 (%) + (g) (i>5 <Z>O ~ 0,01562.

e) Binomialis eloszlasrol van szo6, tehat a varhato érték E(X) = n - p, a szoras pedig D(X) = /np(1 — p).
Behelyettesitve az n =5 ésap = i értékeket:

d)

E(X)=5- i =125 D(X)=4/5- ~ 0,9682.

P
o

6.4. Feladat.

Egy halastéban 1000 hal van. Egyik nap kihalasznak koziiliik szazat. Ezeket valamilyen médon
megjelolik, majd visszadobjak dket. Masnap megint kihalasznak 100 halat, de most visszatevés-
sel (azaz kifognak egyet, megnézik, viszadobjék, és ezt ismétlik szézszor). Hatarozzuk meg a
mésodik nap kifogott megjelolt halak szaménak varhato értékét és szorasat!
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Megoldéas:

A megjelolés utan a toban 1000 hal van, koziiliik 100 megjel6lt. Mivel méasnap a halakat egyesével fogjak ki (és
vissza is dobjak), ezért minden esetben 100/1000 = 0,1 annak a valészinisége, hogy megjelslt halat fognak ki, és
0,9 annak a val6szintisége, hogy jeloletlent. Feltételezhetjiik azt is, hogy az egyes fogasok eredménye (megjelolt
vagy jeloletlen) fiiggetlen az el6zGektsl. Ha ezekhez még hozzavessziik azt is, hogy a el6re tudjuk, hogy hany
halat fognak ki masnap (azaz rogzitett szami kisérletet hajtanak végre), akkor kijelenthetjiik, hogy a masnap
kifogott megjelolt halak szama binomialis eloszlast kovet az n = 100 és a p = 0,1 paraméterekkel (ha masnap
mondjuk 50 halat fognanak ki, akkor n = 50 lenne). Igy a varhato érték n-p = 100 - 0,1 = 10, a széras pedig

v/np(l —p)=+,/100-0,1-0,9 =3.

6.5. Feladat.
Létezik-e olyan binomidlis eloszlas, melynek varhaté értéke 6, szordsa pedig 27

Megoldas:

Binomialis eloszlasnal a varhaté érték n - p, a szoras pedig \/np(l — p), ahol n a kisérletek szamat jeloli, igy
pozitiv egész, p pedig a sikeres kisérlet valoszintisége, ezért 0 és 1 kozé esik. A kérdés tehat az, hogy az alabbi
egyenletrendszer megoldasa megfelel-e ezeknek a feltételeknek.

n-p==~6
np(1 —p) =2
Emeljiik négyzetre a méasodik egyenletet: np(l—p)=4
1
Hasznaljuk fel, hogy np = 6: 6(1l—p) =4 — P=3
1
Visszahelyettesitve az elsGbe: n--=6 = n =18

3

Tehat létezik ilyen binomialis eloszlas, nevezetesen az n = 18 és p = 1/3 paraméterekkel rendelkez§ ilyen. Ha
viszont pl. a széras nem 2, hanem 3 lenne, akkor nem létezne, ugyanis az egyenletek igy alakulnanak:

Emeljiik négyzetre a masodik egyenletet: np(l—p)=9

Hasznaljuk fel, hogy np = 6: 6(l—-p) =9 — p=—=

, ami nyilvan lehetetlen, hiszen p valdszintség érték.

6.6. Feladat.

Egy tesztben 20 kérdést tesznek fel, amelyekre harom-hérom lehetséges valasz van, ezek koziil
egy jo. Tegyiik fel, hogy 6 kérdésre tudjuk a helyes valaszt, a tobbinél teljesen véletlenszeriien,
talalomra valasztunk. Mi a valoszintsége, hogy legalabb 50%-0s eredményt ériink el ?

Megoldas:

Ahhoz, hogy legalabb 50%-os eredményt érjiink el, legalabb 10 helyes valasz kell. Mivel 6 kérdésre tudjuk a valaszt,
ezért ez azt jelenti, hogy a maradék 14 kérdésbdl kell legalabb négyre helyes valaszt adni. Minden esetben teljesen
véletlenszertden valasztunk a harom valasz koziil, ezért a helyes vilasz valészintisége %, a helytelené % Rogzitett
szamu kisérletet (tippelést) hajtunk végre, a kisérletek egymastol fiiggtelenek, a sikeres kisérlet valoszintsége
mindig ugyanakkora, ezért az eltalalt valaszok szama (sikeres kisérletek szama) binomialis eloszlast, az n = 14

ésp= % paraméterekkel. Legyen X a 14 kisérletbdl eltalalt vilaszok szama. Ekkor a kérdéses valoszintiség:

P(legalabb 50%-o0s eredményt ériink el a teszten) = P(X >4) =1— P(X < 4)
=1-[P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)+P(X =3)] =

) 667 ()6 @ () ()0 0]

~1—0,2612 = 0,7388.

=1-
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0 1 2 3 4 5 6

6.4. Abra. Hipergeometriai eloszlas m = 20, s = 8 és n = 6 esetén.

6.3. Hipergeometriai eloszlas

Hipergeometriai eloszlassal adhatjuk meg visszatevés nélkiili mintavételnél a kihizott selejtek
szamat. Késébb latni fogjuk, hogy a hipergeometriai eloszlds bizonyos koriilmények kozott
helyettesithets (kozelithets) binomiélis eloszlassal.

6.7. Definicio.

Tekintsiink m darab elemet (barmit), amelybdl s darabot valamilyen ok miatt megkiilon-
boztetiink a tébbi m — s darabtol (példaul selejtes). Ezutdn talalomra kivalasztunk az m
elembdl n darabot visszatevés nélkiil, ahol n < s és n < m — s (tehdt eldfordulhat az is,
hogy minden kivalasztott selejtes, és az is, hogy egvik sem az). Legyen az X valoszintiségi
valtozé értéke az n darab kivalasztott kozdott lévé megkiilonboztetett elemek szama, igy X
lehetséges értékei 0,1,2,...,n. Ekkor X hipergeometriai eloszlast val6sziniiségi valtozo az m,
s és n paramétereckkel, eloszldsa:

6.8. Példa.

Meghatarozzuk az 06tos lotton elért taldlatainkat jellemz6 valdszintiségi véaltozéd eloszlésat és
varhato értékét. A 90 szamot elméletben két részre oszthatjuk: b nyerd szdm van és 85 nem
nyer6. A 90 szambol a szelvényen 6t6t jeldliink be, és minket az érdekel, hogy hany nyerd
szamot sikeriil eltaldlnunk. Jeldlje X a taldlatok szamét. Ekkor X hipergeometriai eloszlasa
valoszintiségi valtoz6 az m = 90, s = 5 és n = 5 paraméterekkel. X eloszlésa:

(0) ()
P(X =k)= AR NSRS 0,1,2,3,4,5.

(5)
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Kicsit bévebben:

X 0 1 2 3 4 5
"1 0,7463 0,2304 0,0225 8,12-10"* 967-107% 227.1078
. . s . b
Hipergeometriai eloszlas esetén a varhato érték n - —, vagyis most 5 - 90" 18 ~ 0,2778.
m

0.8
0.6
0.4
0.2

0 1 1 L L

0 1 2 3 4 5

6.5. Abra. Hipergeometriai eloszlas m = 90, s = 5 és n = 5 esetén.

6.9. Feladat.
Egy dobozban 20 fekete és 10 piros goly6 van. Hat goly6t kihuzunk visszatevés nélkiil.

a) Mi a valoszintisége, hogy mind a hat fekete?

b) Mi a valoszintisége, hogy pontosan négy fekete?

¢) Mi a valoszintisége, hogy t6bb pirosat htzunk, mint feketét ?

0.4r

0.2

| — 1

0 1 2 3 4 5 6

6.6. Abra. Hipergeometriai eloszlas m = 30, s = 10 és n = 6 esetén.

Megoldas:

a) Adott szami (6sszesen 30) golyobodl hiuzunk visszatevés nélkiil, a golyokat valamilyen szempont (szin)

szerint két csoportra osztottuk, és az érdekel minket, hogy a kihtzottak kozétt hany olyan van, amely
az egyik csoportba (fekete) tartozik. Legyen X a kihuzott fekete golyok szama. A fentiek miatt ekkor X
hipergeometriai eloszlast valésziniségi valtozo az m = 30, s = 20, n = 6 paraméterekkel. Igy a kérdéses

valoszintiség :
20 10 20
6 0 6
P(X =6) = = ~ 0,0653.
30 30
6 6

: " 30
Természetesen gy is gondolkodhatunk volna, hogy az Osszes lehet&ség (6 ), a megfelel§ esetek szama

20
di .
pedig <6)
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20 10
4 2
P(X=4=—2 "7 ~03672.
30
6
¢) Ekkor a pirosak szama lehet 4,5 vagy 6, igy a feketék szama (vagyis X) lehet 2,1 vagy 0. A keresett
valészintlség:

b) Hasonl6an az el6z8hoz:

P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)=
20 10 20 10 20 10
0) \s6 1] \s5 2]\ 4
i T ~ 0,0760.
30 30
5 )

6.4. Geometriai eloszlas

Gyakran el6fordul, hogy addig kell probalkoznunk valamivel, amig az nem sikeriil. Ilyenkor
természetesen fontos kérdés az, hogy nagy valdszintiséggel mennyi id6re, hany probalkozasra is
lesz sziikséglink. Ha az egyes kisérletek egymastol fliggetleniil mindig ugyanakkora valészint-
séggel sikeresek, akkor a sziikséges probalkozéasok szamat geometriai eloszlassal irhatjuk le. Az
eloszlas elnevezését a valosziniiségek mértani (geometriai) sorozattal valo kapcsolata indokolja.

6.10. Definicio.

Tegyiik fel, hogy addig hajtunk végre kisérleteket a p valosziniiségli A esemény megfigyelésére,
amig az be nem kovetkezik. A sziikséges kisérletek szama legyen X, igy a lehetséges értékek
1,2, ... (felsé korlat nincs). Ekkor X geometriai eloszldsu valésziniiségi valtozo a p paraméter-
rel, eloszlasa:

PX=k=QQ-pktp k=12....

1 1-p
EX)=- DX)=1/—7
p p
05F
04F
03F
02F
0.1
) I — o
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

6.7. abra. Geometriai eloszlas p = 0,5 esetén.
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6.11. Feladat.

Egy kockéval addig dobunk ismételten, mig hatost nem dobunk. Mennyi a valészintisége, hogy
legalabb 6tszor kell dobni, hogy az elsé hatos kijojjon? Melyik az a k szam, amelyre teljesiil,
hogy annak a valoszintisége, hogy legalabb k dobéas kell az elsé hatosig kb. 1/37

0.151- ]
0.1F
0.05
0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
6.8. abra. Geometriai eloszlés p = & esetén.
Megoldas:
Addig hajtunk végre fiiggetlen kisérleteket (dobunk a kockaval), amig be nem kovetkezik a vart esemény (hatost
1
dobunk). Legyen a sziikséges dobasok szama X. Ekkor X geometriai eloszlasi valészintiségi valtozo a p = 5
parameéterrel. Annak valoszintisége, hogy legalabb 6t dobéas kell:
P(X>5)=1-P(X<5)=1-[PX=1)4+PX=2)+P(X=3)+P(X=4)]=
=1-[p+(1-pp+1-p’p+1-p’p =
a mértani sorozat Osszegképletét felhasznalva:
(1-p*-1 (1-p*-1 s " 1\
—l-p- 2 T o1 p. P T 14 (1-pt -1 =(1-p)'=(1->) ~04823.
1 - (1-p)*-1)=(1—-p) ;

Ezt az eredmény kicsit egyszertibben is megkaphatjuk. Ha legalabb 6t dobas kell az els6 hatoshoz, akkor az els6

5
négy dobas eredménye biztosan nem hatos. A nem hatos valoszintisége minden dobasnal —, igy annak valoszind-
4
5
sége, hogy az els6 négy dobas nem hatos (tehat legalabb 6t dobas kell) 5

Az eddigiek alapjan annak valészinisége, hogy legalabb k dobas kell az els§ hatosig

k—1
P(X > k)= (Z) .

A feladat szerint megoldando tehat a kovetkezd egyenlet:

k—1
(%) = :1)) vegyiik mindkét oldal logaritmusat
5\ 1
In (6) =In 3 hasznéljuk fel, hogy Ina" = nlna
k—1)ln 5 =1In 1 rendezziik k-ra
6 3
1
In -
k= —§+ 17,0257 ~ 7.
In —
6

7—1
Tehat kb. 1/3 annak a valészintisége, hogy legalabb 7 dobas kell az els6 hatosig. Ellenérzésképp: () =

—56 0,3349
=|g) =03349.
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6.12. Feladat.
Szabo6 Béla mindig 0,3 valdszintiséggel vizsgazik eredményesen egy bizonyos targybol, fliggetleniil
az addigi vizsgak eredményétsl.

a) Mi a valoszintisége, hogy egy targyfelvétellel (maximum 3 vizsga) teljesiti a targyat?

b) Mi a valoszintsége, hogy harom targyfelvétel (3-szor 3 vizsga) és egy méltanyossigi vizsga
utan sem sikeriil teljesitenie a targyat?

0.2

0.1F

0 *'—'—] I T L L L L

1 2 3 4 5 6 7 8 9 100 11 12 13 14 15

6.9. abra. Geometriai eloszlas p = 0,3 esetén.

Megoldas:

a) Mivel addig probalkozik, amig nem sikeriil a vizsgaja, tovabba a sikeres vizsga valoszintsége fliggetleniil
az el6zményektsl mindig ugyanannyi, ezért a sziikséges vizsgdk szama geometriai eloszlasi valoszintiségi
valtozo (p = 0,3), jeldlje ezt X. Maximum héarom vizsgaval teljesiti a targyat, tehat a sziikséges vizsgak
szama legfeljebb harom, X < 3. Ennek valdszintsége:

P(X<3)=P(X=1)+P(X=2)+P(X =3) =p+p(l —p) +p(1 —p)* =
=0,3+0,3-0,7+0,3-0,7° = 0,657

b) Ezek szerint legalabb tizszer vizsgézik sikerteleniil, vagyis a sikerhez sziikséges vizsgak szama legalabb 11,
X > 11. Ennek valoszintisége (az el6zd feladat szerint):

P(X >11)=(1-p)" =0,7"" =~ 0,0282.

6.13. Feladat.
Egy kedves ismeretlen a kovetkezs jatékra akar minket ravenni: fizetiink neki 1500 Ft-ot, majd
egy szabdalyos dobokockaval az elsg hatosig dobunk. Nyereményiink a dobasok szama x 200 F't.

a) Kinek kedvezd a jaték?
b) Mi a valoszintisége, hogy szamunkra nyereséges lesz a jaték?

Megoldéas:
a) Az els6 hatosig sziikséges dobasok szama legyen X. Ez geometriai eloszlasi valészintiségi valtozo, a

paraméter értéke p = % (mivel szabalyos a dobodkocka). A sziikséges dobasok szamanak varhato értéke

E(X)= % = 6, azaz atlagosan hatodik kisérletre jon ki az els6 hatos, igy jatszmanként atlagosan 6 x 200 =
= 1200 Ft-ot nyeriink, viszont szamunkra egy jatszma 1500 Ft-ba keriil, igy a jaték a kedves ismeretlennek

kedvezd.

b) Szamunkra akkor nyereséges a jaték, ha 1500 Ft-nal t6bbet nyeriink. Ez akkor fordul els, ha az els6 hét
jatszmaban nem dobunk hatost, azaz X > 8. Ennek valdszintsége:

7
P(X>8)=(1-p) = (%) ~ 0,2791.
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6.14. Feladat.

Egy izz6 minden egyes bekapcsolaskor az addigi miik6désétsl fiiggetleniil 0,005 valoszintséggel
kiég. Legyen az X valoszintiségi valtozo értéke a kiégésig végbemend bekapcsolasok széma (azzal
egylitt, amikor kiég). Szamoljuk ki X varhato értékét és szorasat! Mennyi a valészintisége, hogy
a varhato6 értékénél tovabb tudjuk hasznélni az izzét?

Megoldas:

Addig kapcsolgatjuk az izzot, amig az ki nem ég, tovabba a kiégés valoszintisége fiiggetleniil az el6zményektol,
mindig 0,005. Ezért X geometriai eloszlast valoszintiségi valtozo a p = 0,005 paraméterrel. A varhato értéke és
a szorasa:

1 1 I-p 1-0,005
E(X)=-= =2 D(X) = = 2 ~199,4994 .
(X) p = 0005 20 (X) \/p2 \/0,0052 ’

Akkor tudjuk a varhato értékénél tovabb hasznélni az izzot, ha a tonkremenésig torténd bekapcsolasok szama
t6bb, mint a varhato érték, azaz X > 200. Ennek valészintisége:

P(X > 200) = (1 —p)*® =0,995°" ~ 0,3670.
6.15. Feladat.
Egy bizonyos esemény minden egyes napon ,szinte biztosan” bekoévetkezik. Hatarozzuk meg

annak valoszintiségét, hogy az év minden napjan bekovetkezik, ha a ,szinte biztosan” 99%-ot,
99,9%-ot illetve 99,99%-ot jelent!

Megoldas:
Minden esetben a p36° valoszintiséget kel meghataroznunk, ahol p rendre 0,99, 0,999 és 0,9999. A kapott értékek:

0,99°%° ~ 0,0255  0,999°%° ~ 0,6941  0,9999°% ~ 0,9642.

Az eredményekbdl latszik, hogy nagyon kell vigyazni a ;majdnem mindig”, ,szinte biztosan” megfogalmaza-
sokkal, mert az eredeti értékekben egy kis kiilonbség is nagy eltéréseket eredményez hosszi tavon.

6.5. Negativ binomialis eloszlas

Ha nem csak az elsg sikeres kisérletig, hanem példaul a harmadikig kell probalkoznunk, akkor
a sziikséges kisérletek szama negativ binomiélis eloszlassal adhaté meg.

6.16. Definicio.

Tegyiik fel, hogy addig hajtunk végre kisérleteket a p valoszintiségli A esemény megfigyelésére,
amig az n-szer be nem kivetkezik. A sziikséges kisérletek szama legyen X, igy a lehetséges
értékek n,n+1, ... (fels6 korlat itt sincs). Ekkor X negativ binomialis eloszlast valoszintiségi
valtozé az n és p paraméterekkel, eloszlasa:

n+k—1
n—1

HX:n+M:<

)u—pﬁjﬁ k=0,12,....

Az n és p paraméterid negativ binomidlis eloszlasi valoszintségi valtozd tekinthetd n darab
fliggetlen, p paraméterii geometriai eloszlast valoszintiségi valtozo Osszegének is: az elsd sikeres
kisérletig tart az elsd, itt ujra kezdjiik a szdmolast, a mésodik sikeres kisérletig tart a mésodik,
stb. Igy a varhato értéke és szorasa:
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3 8 13 18 23 28 33 38 43 48 53

6.10. dbra. Negativ binomidlis eloszlas n = 3 és p = % esetén.

6.17. Feladat.
Egy szabalyos dobdkockaval addig dobunk ismételten, mig Osszesen harom darab hatost nem
dobunk.

a) Mennyi a valoszintisége annak, hogy pontosan tizszer kell dobni?
b) Mennyi a valoszintsége annak, hogy legalabb hétszer kell dobni?
¢) Mennyi a sziikséges dobasok szamanak varhato értéke?

Megoldas:
a) A sziikséges dobasok szama legyen X. Ez negativ binomiélis eloszlast valoszintségi valtozo, hiszen addig
hajtunk végre kisérleteket (dobunk a kockéaval), amig be nem kovetkezik r-edszer (harmadszor) a vart

esemény. Az eloszlas paraméterei p = é és r = 3. Ezzel a keresett valészintiség:

P(X =10) = (Z) (2)7 (é)d ~ 0,0465 .

b) Ha legalabb hétszer kell dobni a harom hatoshoz, akkor az elsé hat dobasban maximum két hatos lehetett.
Igy a keresett valoszintiség:

P(X > 7) = P(az els6 hat dobasban maximum két hatos) =
= P(0 hatos) + P(1 hatos) + P(2 hatos) =

6 (1\°(5\°, (6) /1\' [(5\°, (6)/1\*(5)"
—(o) 5) () *(1) (5) (5) +(3) (5) (§) =oosmr
c) p= % és r = 3 paraméterd negativ binomidlis eloszlasrél van sz6, igy a varhaté érték:

=18.

ol-| w

6.6. Poisson-eloszlas

Elsfordul, hogy sok, fiiggetlen, kis valdszintiségli eseménnyel kapcsolatban nem az érdekel ben-
niinket, hogy pontosan mely események kdvetkeznek be, hanem csupén az, hogy koziiliikk hany
kovetkezik be. Ez a valészintiségi valtozé Poisson-eloszlastnak tekinthets, még akkor is, ha az
egyes események valoszintiségei kiilonbozsek. Események (pontok) térbeli vagy idébeli eloszlasa
is modellezhet Poisson-eloszlassal, ha az egyes események egymastol fiiggetlenek, tovabbd min-
den térrészben (idGintervallumban) a bekidvetkezés valdszintisége ardnyos e részhalmaz méreté-
vel. Gyakran modellezhet&ek Poisson-eloszlassal példdul az alabbiak:

— adott iddintervallumon beliil a bekdvetkezések szdma (pl. egy ora alatt beérkezd telefon-
hivasok szama, tiz percen beliil érkezé jarmiivek szama, 6t perc alatt latott hullécsillagok
szdma, stb.),
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— adott térrészben torténd bekovetkezések szama (pl. sajtohibdk szama egy oldalon, hull-
csillagok szama az égbolt egy adott részén)

— adott szamu berendezés esetén adott id6 alatt a meghibasodésok szama.

6.18. Definici6.
Az X valészintségi valtozo Poisson-eloszlasi a A > 0 paraméterrel, ha lehetséges értékei a
nemnegativ egész szamok (0,1,...), az eloszlasa pedig

PLENEN
P(X=k)=17¢ k=012,....

A valoszintségi valtozo varhatod értéke és szorasa:

0.05- ’—
0 1 L 1 1 Il
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

6.11. dbra. Poisson-eloszlas A = 3 esetén.

0.1r

0.05

0 ’7 *‘—} L L Il

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

6.12. abra. Poisson-eloszlas A = 3,5 esetén.

6.19. Feladat.
Egy buszmegalléban az 6t perc alatt érkezé buszok szama Poisson-eloszlasi valészintségi valtozo
(X)), melynek varhato értéke kettd.

a) Mi a valoszintisége annak, hogy 6t perc alatt pontosan harom busz jon?

b) Hatarozzuk meg annak valészintiségét, hogy 6t perc alatt ketténél kevesebb, pontosan
kettd, illetve kettonél tobb busz jon!

¢) Mi a valoszintisége, hogy nyolc perc alatt pontosan harom busz jon?
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d) Mi a valoszintisége, hogy negyedoéra alatt nem jon busz?

e) Mekkora az az idGtartam, amely alatt 0,9, illetve 0,99 a valészintisége annak, hogy jon

busz?
0.25
0.2
0.15
0.1f
0.05
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(a) Az 6t perchez tartozo Poisson-eloszlas (A = 2).
0.25F
0.2
0.15
0.1f
0.05+ *)—’—‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(b) A nyolc perchez tartozo Poisson-eloszlas (A = 3,2).
0.25F
0.2
0.15F
0.1r-
0.05
o ] ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(¢) A negyed 6rahoz tartozo Poisson-eloszlas (A = 6).
6.13. dbra. A kiilonb6z6 id6tartamokhoz tartozo Poisson-eloszlasok.
Megoldas:

a) Poisson-eloszlasrél van sz6, tehat E(X) = X\, masrészt a feladat szerint E(X) = 2, igy A = 2. Igy a
kérdéses valoszintiség:
3
P(X =3) = % e 2~ 0,1804.

b) A kérdés most is 6t percre vonatkozik, tehat dolgozhatunk az eredeti valészintségi valtozoval, igy A értéke
is valtozatlan. A keresett valoszintiségek:
P(X<2)=P(X=0)+P(X=1)=2e >+ e ?=3e2~0,4060

2
P(X =2)= % e ? ~0,2707

P(X>2)=1-P(X<2)=1-[P(X =2)+ P(X < 2)] ~0,3233.

¢) A kérdeés itt mar a feladatban megadottol eltérs hossztusagt idétartamra vonatkozik. Viszont az igaz, hogy
az ezen id§ alatt érkezs buszok szdma is Poisson-eloszlast valdszintségi valtozo. Legyen ez a valoszintiségi
valtozo Yi. El6szor hatarozzuk meg az eloszlas paraméterét, ami megegyezik a varhaté értékkel, hiszen
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Poisson-eloszlasrol van sz6. Az 6t perc alatt érkezd buszok szaméanak varhato értéke kettd, azaz 6t perc

alatt atlagosan két busz érkezik. Ebbdl kovetkezik, hogy pl. 10 perc alatt atlagosan négy busz érkezik,

a kérdésben szerepl§ nyolc perc alatt pedig atlagosan % -2 = 3,2 (atlagosan érkezik ennyi, tehat itt van

értelme a nem egész értéknek is). Azt kaptuk tehat, hogy F(Y1) = 3,2 és ennyi a paraméter értéke is. Igy
a valoszintiség:
32° 3,
P(Y1=3)= ar ¢ “ 2 0,2226.
d) Ismét mas az idGtartam, de most is igaz, hogy az ezen id6 alatt érkez6 buszok szama is Poisson-eloszlast
valoszintiségi valtozo, amit most jel6ljon Ya. A fentihez hasonlé gondolatmenettel azt kapjuk, hogy E(Y2) =

= 6, igy ennyi az eloszlas paramétere is. Ezzel a keresett valoszintség:

0
P(Y2 =0) = %, e % =e%~0,0025.

e) Mint sok mas esetben, itt is érdemes a komplementer esemény valosziniségével szamolni:
P(jon busz) = 1 — P(nem jon busz) .
Mivel a keresett idétartamban érkezs buszok szama is Poisson-eloszlasi valamely )\ paraméterrel, ezért

annak valdszinisége, hogy nem jon busz:

/0 N N
P(nem jon busz) = or e =e " .
Az els6 esetben 0,1, a masodikban 0,01 ez a valoszintiség. Ennek ismeretében mindkét esetben meghatarozhato

), abboél pedig az idSintervallum hossza (hiszen tudjuk, hogy 6t percre A = 2). Az els§ esetben:
eV =01 = X ~2302.

Mivel 6t percre A = 2, ezért itt az idGtartam % -5 ~ 5,76 perc.

A masodik esetben: ,
e =0,00 = X ~4,6052.

Itt az id6tartam %2 . 5 ~ 11,51 perc.

6.20. Feladat.
Egy kéziratban 200 oldalon 300 sajtohiba talalhatoé.

a) Mekkora annak a valoszintisége, hogy egy oldalon nincs hiba?

b) Mekkora annak a valoszintisége, hogy egy oldalon van hiba?

¢) Mekkora annak a valoszintisége, hogy egy oldalon pontosan két hiba van?
d) Mekkora annak a valoszintisége, hogy egy oldalon legalabb harom hiba van?

Megoldas:

a) A megadott értékek szerint egy oldalon atlagosan 300/200 = 1,5 sajtohiba van. Egy oldalon nagyon sok
karakter (és igy hibalehet@ség) van, de mindegyik csak kis valoszintiséggel ,romlik el”, tovabba feltehetjiik
azt is, hogy a hibak bekiovetkezése egymastol fiiggetlen. Ezek alapjan az egy oldalon lev hibak szaméat
modellezhetjiik olyan Poisson-eloszlasu valoszintségi valtozoval, melynek varhato értéke (és igy az eloszlas
paramétere) 1,5. Jelolje ezt a valoszintiségi valtozot X. Ezzel a kérdéses valoszintség:

_ 15 s

P(X=0)=—Fre "= e "% ~0,2231.

b) Mivel P(van hiba) = 1 — P(nincs hiba), ezért
P(X>0)=1-P(X=0)=1-¢""~0,7769.
1,52

P(X =0) == e % x0,2510.
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d)
P(X>3)=1-P(X<3)=1-[P(X=0)+P(X=1)+P(X =2)] =

L5% a5 150 a5 L5 s

=l=1re T 21

=1-3625-¢ "5 ~0,1912.

6.21. Feladat.
Augusztus kozepe tajan, az éjféli ordkban 10 percenként atlagosan egy hulldcsillagot lehet latni
a Galyatet6rél. Mi a valészintisége annak, hogy 5 perc alatt két hullcsillagot is latunk?

Megoldas:

Az idGintervallum alatt latott hullocsillagok szama Poisson-eloszlassal modellezhetd (kis valoszintiségt események,
egymastol fiiggetleniil kovetkeznek be). Mivel 10 percenként atlagosan egy hulloesillagot lehet latni, ezért 5
percenként atlagosan felet (ennek az atlagosan” kifejezés miatt van értelme). Tekintsiik tehat az 6t perc alatt
latott hullécsillagok szaméat. Ezek szerint ez modellezhetd egy Poisson-eloszlast valészintségi valtozdéval, melynek
varhato értéke 0,5, és igy ennyi a paraméter értéke is. Legyen ez a valdszintiségi valtozé X. Ezzel a keresett va-
l6szintség:

P(X =2) = e "%~ 0,0758.

6.22. Feladat.
A tapasztalat azt mutatja, hogy 6rédnként négyszer csérog a telefon az irodaban.

a) Mi a valoszintisége, hogy fél ora alatt pontosan két hivas érkezik?
b) Mi a valoszintisége, hogy negyed ora alatt pontosan egy hivas érkezik 7

Megoldas:
a) Az egy ora alatt bejové hivasok szama modellezhet§ olyan Poisson-eloszlast valoszintiségi valtozoval,
melynek varhaté értéke négy, igy a fél 6ra alatt bejové hivasok szama olyan Poisson-eloszlasi valoszind-
ségi valtozoval jellemezhetd, melynek varhaté értéke ketts, igy ennyi a paraméter értéke is. Legyen ez a
valoszintségi valtozo Xi. Ezzel a keresett valoszindség:

P(X;=2=>¢e¢?=2-¢"2~02707.

b) Hasonl6an az el6z6hoz, itt is Poisson-eloszlast valoszintségi valtozoval jellemezhetjiik a hivasok szamat,
de most a varhaté érték egy. Legyen a valdsziniségi valtozo Xo. Ezzel a kérdéses valoszintiség:

P(Xo=1)==—¢'=¢"'~0,3679.

6.23. Feladat.
Egy benzinktnal a tiz perc alatt érkez6 vev6k szama Poisson-eloszlést kévet. Tudjuk, hogy tiz
percenként atlagosan 6t vevs érkezik.

a) Mi a valoszintisége annak, hogy tiz perc alatt pontosan négy vevs jon?
b) Mi a valoszintisége annak, hogy ot perc alatt jon vevs?

Megoldas:
a) Legyen a tiz perc alatt érkezs vevsk szama X,;. Ekkor X; Poisson-eloszlast, varhato értéke E(X,) =5 =
= A1. Ezzel a kérdéses valészintiség:
4
P& =4) = e’ =0,1755.
b) Legyen az 0t perc alatt érkezd vevSk szdma Xo. Ekkor X, is Poisson-eloszlast, varhato értéke pedig
F(X2) =2,5=)A2. A ,jon vevs” nem azt jelenti, hogy egy vevé jon, hanem azt, hogy nullanal tobb. Igy

P(jon vevs) = P(é2 >0) =1—P(&2=0)=1—¢ >° =0,9179.
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6.24. Feladat.
X1 és X5 legyenek fliggetlen, Poisson-eloszlasu valoszintségi valtozok, A1 és Ao paraméterekkel.
Hatarozzuk meg az Y = X1 + Xy valdszintiségi valtozo eloszlasat, varhato értékét és szorasat!

Megoldas:

X1 és X, lehetséges értékei 0,1,2,. .., igy Y lehetséges értékei is 0,1,2,.... Az Y valdszintiségi valtozo eloszlasat
akarjuk meghatarozni, vagyis minden egyes k-ra (kK = 0,1,...) keressiikk annak valdszintségét, hogy ¥ = k.
Y = k akkor fordul elo ha X1 = i és Xo = k — i. Ennek valoszintsége pedig P(X1 = i) - P(Xo = k — 1),

k—i

azaz % e M. (2_1)! e 2. Az Y = k esemény valoszintiségét akkor kapjuk meg, ha ezeket 6sszegezziik minden
lehetséges i-re:
k k A ki
P(Y =k)=)» P(Xi=1i)-P(Xo =k — i) :ZT}(“ : (kQ_w e ™2 =
i=0 i=0 ’
ki k—i i k—i
AL k' A3 )\
D SV A 2 e~ (A1tAz) —
e e 2_:0@' (k—il Zk' A (k—i)
1 on [k
—(A1+X2) k—i _ —(A1+X2) L iyk—i
ZZ' _“k, NN = k!§<i>A1A2 =
=(A1+X2)k

M+ >\2)k Ce—(MitA2)

_ 1
=~ (MtAr2) P (M + Az)k = ol

A kapott eredmény szerint Y Poisson-eloszlasi, paramétere pedig A1 + Ao. Igy a varhaté értéke és a szorasa:

EY)=M4X DY)=vVh+ .
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7. fejezet

Nevezetes folytonos eloszlasok

7.1. Egyenletes eloszlas

Tegyiik fel, hogy egy valészintiségvaltozo az (a, b) intervallumbol veheti fel az értékeit, és ha ezen
beliil vesziink egy (¢, d) részintervallumot, akkor ennek hosszaval ardnyos annak valoszintisége,
hogy a valdszintiségi valtozo értéke bele esik-e, attol viszont nem fiigg, hogy az eredeti (a, b)-n
beliil hol helyezkedik el ez a részintervallum. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy a valészintségi
valtozo egyenletes eloszlasu az (a,b) intervallumon. Itt tulajdonképpen geometriai valészintiseégi
mezdrdl van szo, hiszen a valoszintiség a geometriai mérettel (hosszusaggal) ardnyos.

7.1. Definicio.
Az X valoszintiségi valtozo egyenletes eloszlast az (a;b) intervallumon, ha striségfiiggvénye

1
f(z) = " a haa<x<b
0 kiilonben

A siirtiségfiiggvény alapjan meghatérozhato az eloszlasfiiggvénye

0 haz <a
r—a

F(x) = haa<x<b
b—a
1 haz >0b
A véarhato értéke:
T / 1 1 221" 1 v —a® a+b
() /:” J(x)da /‘T T N [QL b—a 2 2

A szoéras meghatarozasahoz elészor ki kell szamitanunk X? varhato értékeét:

9 b
1 1 231" 1 b —a®  a®+ab+ b2
2 f— 2- f— 2- f— . — .
E(X)—/ac f(;r)da:—/x b—adx_b—a [SL > 3 3 .
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1(b-a)

Igy a

o O
H s 0 a b
(a) Strtségfiiggvény. (b) Eloszlasfiiggvény.
7.1. abra. Az egyenletes eloszlas siirtiségfiiggvénye és eloszlasfiiggvénye.
szorasnégyzet:
DQ(X)—E(XQ)—EQ(X)—a2+ab+b2— a+b 2_a2+ab+b2_a2+2ab+b2_
B B 3 2 B 3 4 B
_ 4a® +4ab+4b*  3a® 4 6ab+3b*  a? —2ab+ b (b—a)?
B 12 12 B 12 12

Tehat a valészintiségi valtozo szorasa:

(b—a)z_b—a_b—a
12 V12 2v3°

D(X) =

7.2. Feladat.
Egy 800 m hosszu vezeték barmely pontjadban meghibasodhat, a hiba helye egyenletes eloszlasi
folytonos valdszintiségi valtozo.

a)

b)
)

Adjuk meg a hiba helyét leiré valoszintiségi valtozot, a valdszintiségi valtozo eloszléasfiig-
gvényét, striiségfliggvényét, varhato értékét és szorasat!

Mekkora annak a valdszintisége, hogy a vezeték els§ negyedében torténik a meghibasodés?

Mekkora annak a valészintisége, hogy a vezeték pontosan a felénél hibédsodik meg?

Megoldas:

a)

b)

Legyen a hiba helyét megadé valoszintiségi valtozo X. A hiba helyét célszerti a vezeték valamelyik végétsl
meérni, igy (méterben) X lehetséges értékei a (0;800) intervallumbdl keriilhetnek ki. Ezek szerint X egyen-
letes eloszlast valészintségi valtozé a (0;800) intervallumon. Igy az eloszlasfiiggvénye és a sirtségfiigg-
vénye:

0 haz <0 1
X -
Flz) =) o= ha0<z <800 f(x)={800 ha 0 < o < 800
1 ha = > 800 0 kiilonben
A varhato értéke és a szorasa:
— 4
o) =280 o0 px) = 30020 _ 490 950 9401
2 V12 V3

Atfogalmazva: mi a valészintsége annak, hogy a hiba 200 méternél kozelebb van az elejéhez (azaz mi a
valoészintisége, hogy X < 200)?

P(X < 200) = F(200) = % =0,25.

A valosziniiségi valtozoval kifejezve: P(X = 400) =7 Mivel az eloszlasfiiggvény folytonos, ezért ez a
valoszintség nulla.
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7.2. Exponencialis eloszlas

Exponencialis eloszlassal altaldban valamilyen idGtartamot modelleziink. Ez lehet egy alkatrész
élettartama, két meghibasodés kozott eltelt id6, két telefonhivas kozott eltelt idd, stb. Ha egy
alkatrész jovébeni élettartamat nem befolyasolja az eddigi miikédése (pl. a kopasa), akkor az
élettartama exponencialis eloszlasu valdszintiségi valtozéval modellezhets. Ha egy id6intervallu-
mon beliil valamilyen esemény bekdvetkezéseinek szama Poisson-eloszlast, melynek parameétere
(vagyis a varhato értéke) aranyos az idintervallum hosszéval, akkor az elsé bekovetkezésig eltelt
id§ exponencialis eloszlasn, s6t két bekovetkezés kozott eltelt id6 is exponencidlis eloszlasq.

7.3. Definicio.
Az X valosziniiségi valtozo A > 0 paraméterti exponencialis eloszlasti, ha siirtiségfiigvénye

ce AT T
Fz) = { A haxz >0

0 kiilénben

A stiriségfiiggvény alapjan meghatarozhato az eloszlasfiiggvénye:

1—e™* haz>0
F(x):{ 0 haz <0

=]
(=1 ]
o

(a) Stiriségfiiggvény. (b) Eloszlasfiiggvény.
7.2. abra. Az exponencialis eloszlas strtségfiiggvénye és eloszlasfiiggvénye.

A valdszintségi valtoz6 varhato értékét parcidlis integralassal hatarozhatjuk meg az u = x - A

és v/ = e 7 valasztassal:
7 7 e~ AT 7 e~ AT
E(X):/x'f(x)dx:/$~)\'e)""de:[a:')\‘ ] —/)\~ dz =
= -
—00 0

az elsé kifejezés hatarértéke oo-ben 0 (belathatjuk a I’Hospital-szaballyal), 0-ban a helyettesitési
értéke szintén 0, igy
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A széras kiszamitasahoz X? varhato értékét is meg kell hatdrozni. Ez az elébbihez hasonléan
torténik, azzal a kiilonbséggel, hogy most kétszer kell parcialisan integralni. Igy a kovetkezst

kapjuk:
Az 2
B(X?) = /ZL'Q‘f(CL‘)dl’:/;L‘Q-)\-e A dx:ﬁ_
% 0

Most mar meg tudjuk hatarozni a szérasnégyzetet, majd abbol a szérast:

2
D*X)=EB(X* - E*(X) = % - <i> - = D(X) = %
Tehat exponencidlis eloszlas esetén a varhato érték és szoras egyenld, mindketts a A paraméter
reciproka.

Az exponenciilis eloszlas egyik furcsa tulajdonsaga az agynevezett orokifji tulajdonsdg. Ha
egy alkatrész élettartama exponenciilis eloszlast, akkor az alkatrész bizonyos értelemben véve
nem Oregszik. Ez annyit jelent,hogy ha mar miikodott ¢ ideig, akkor annak valészintisége, hogy
még legalabb s ideig fog miikodni (vagyis Gsszesen legalabb t + s ideig fog miikédni), nem fiigg
a megel6z§ t id6tartamtol, ugyanakkora, mint annak valészintisége, hogy a kezdett6l szamitva
legalabb s ideig mikodni fog. Tehat az eltelt ¢ id6tartam alatt a berendezés nem haszndalodott
el, nem Oregedett, ezért nevezziik ezt a ordkifju tulajdonsagnak.

7.4. Tétel.
Az exponencilis eloszlas orokifja tulajdonsagi, azaz ha X exponenciilis eloszlast valdszind-
ségi valtozo, akkor

P(X >t+s|X>t)=P(X>s).

BizonyYiTAS: Legyen X A paramétert exponencialis eloszlasi valészintiségi valtozé. Ekkor a
tételben szerepld feltételes valdszintiség:

P(X>t+s) 1-F(s+t) 1—(1—e Aty A6+

P(X>t)  1-F({t)  1-(1—eM) X
:€_>‘5:1_(1_6_)‘5):1_F(5):P(XZS).

PX>t+s|X>t)=

0

7.5. Feladat.
Egy alkatrész élettartama exponencialis eloszlasa valdszintiségi valtozo, 5000 éra varhato értékkel.

a) Mi a valoszintisége annak, hogy az alkatrész kevesebb, mint 100 6ra milva meghibasodik ?
b) Mi a valoszintisége annak, hogy legalabb 3000, de legfeljebb 7000 6rat képes miikodni?

c¢) Feltéve, hogy 4000 oraig miikodott, mi a valosziniisége, hogy még legalabb 6000 oraig
miikddni fog?
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Megoldéas:

a)

b)

Legyen az alkatrész élettartamat jelents valoszintsegi valtozo X. A feladat szerint E(X) = 5000 (6raban),
tovabba exponencialis eloszlasrol van sz6, ezért E(X) = &, vagyis A = = 0,0002. Ezzel X eloszlas-
fliiggvénye:

1
5000

_-0,0002-%
F(m):{l e haz >0

0 kiilénben

Az eloszlasfiiggvénnyel mar kiszamithatoak az X-szel kapcsolatos valoszintiségek. Ha az alkatrész kevesebb,
mint 100 6ra milva meghibasodik, akkor az élettartama kevesebb, mint 100 6ra, vagyis X < 100. Ennek
valbszintisége :

P(X < 100) = F(100) = 1 — e~ 0902190 — 1 _ ¢7992 % 0 0198.

Ezek szerint az élettartama legalabb 3000, de legfeljebb 7000 éra, azaz 3000 < X < 7000. Ennek valoszi-
niisége:

P(3000 < X < 7000) = F(7000) — F(3000) =
— 1 — 7000027000 _ (1 _ ,=0,0002:3000y

=l1—e " —(1-e") =" — e x0,3022.

Ha maéar 4000 6raig mikodott, akkor az élettartama legalabb 4000 6ra, azaz X > 4000. Ha még legalabb
6000 oraig mikodni fog, akkor Osszességében az élettartama legalabb 10000 ora, azaz X > 10000. A
feltételes valosziniségmeghatarozasihoz sziikségiink van az egyiittes bekovetkezés valoszintségére, annak
valdszintségére, hogy X > 4000 és X > 10000 egyszerre teljesiil. Ezek természetesen akkor kovetkeznek
be egyszerre, ha X > 10000. Igy a feltételes valoszintiség:

P(X >10000) 1— F(10000)
P(X >4000) = 1-— F(4000)
1— (1 _ 6—0,0002410000) =2

T 1= (1 — e9,0002:4000) =08 ¢

~ 0,3012.

P(X >10000|X > 4000) =

Ezt az eredményt masképp is megkaphattuk volna, ugyanis az exponencialis eloszlas rendelkezik az 6rokifji
tulajdonsaggal:
P(X>t+s|X>t)=P(X >5s).

Ez alapjan:
P(X >10000|X > 4000) = P(X > 6000) = 1 — F(6000) =
—1-(1- 6—0,00026000) — e 12 % 0.3012

7.6. Feladat.

Egy bizonyos fajtaju izz6 élettartama exponencialis eloszlasi valészintiségi valtozo. A tapaszta-
lat szerint atlagosan csak minden harmadik éli tul a féléves idétartamot. Mennyi lehet az izzok
atlagos élettartama?

Megoldas:

Legyen X az izz6 élettartamat jelents valdsziniségi valtozo. Mivel a tapasztalat szerint atlagosan csak minden
izz6 harmadik éli tal a féléves idGtartamot, ezért % annak a val6szintsége, hogy egy izz6 élettartama tobb, mint
fél év. Ebbdl az exponencialis eloszlas paramétere meghatarozhato, abbol pedig az élettartam varhato értéke,
ami megfelel az atlagos élettartamnak.

1
P(X >05) = 3

_ 1

(1 _ .05\ _ 1
1 (1 e ) :
o M05 1

3

—)\-O,5=ln% — )\:—2-111%%2,1972.

Mivel exponenciélis eloszlasrol van szo, ezért E(X) = + = ;=L ~ 0,4551. Tehat az atlagos élettartam 0,4551
év (kb. 3987 ora).

X 2,1972
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7.7. Feladat.
Egy alkatrész élettartama exponencidlis eloszlast valoszintiségi valtozd. A tapasztalat szerint az
ilyen tipusu alkatrésze 80%-a bir ki 4000 6ranal tébbet.

a) Mi a valoszintisége annak, hogy egy alkatrész legalabb 6000 6rat képes miikodni?

b) Feltéve, hogy egy alkatrész mér 3000 oraja mikodik, mi a valoszintisége, hogy még legalabb
5000 orat képes miikodni?
Megoldéas:

a) A feladat el6szor a A paraméter meghatarozasa. Legyen X egy alkatész élettartama. A feladatban szerepls
informacio valésziniségre atfogalmazva: P(X > 4000) = 0,8. Ebbdl kell A\-t meghatarozni:

P(X > 4000) = 0,8

1 — F(4000) = 0,8

1-(1- 6—)\-4000) —0,8
In0,3
4000

A= ~ 0,00005578

Ezzel:
P(X > 6000) =1 — F(6000) =1 — (1 —e *%%) ~ 0,7155.

b) Az exponencialis eloszlas orokifji tulajdonsidga miatt nem szamit az, hogy mennyit mikodott mar az
alkatrész, igy a kérdéses valoszintség:
P(X >5000) =1 — F(5000) = 1 — (1 — e %) ~ 0,7566 .

7.8. Feladat.
Egy kardcsonyi izzosoron 50 darab égd van sorbakétve. Az égdk élettartama egyenként (egymastol
fiiggetleniil) exponencialis eloszlast valoszintiségi valtozo. A tapasztalat szerint az ilyen tipusi
izzok 1%-a kevesebb, mint 200 6raig birja. Az arus azt alltja, hogy ha december 24-én este 6-kor
bekapcsoljuk az izzésort, akkor szinte biztos, hogy 31-én éjfélkor még vilagitani fog. Vajon igazat
mond?
Megoldas:
Legyen X az egy izz6 élettartamét leir6 valosziniségi valtozo. Az adatok szerint az izzok 1%-a kevesebb, mint
200 oraig birja, azaz 0,01 annak a valdszintsége, hogy egy izz6 élettartama 200 6ranal kevesebb. Ebbdl az eloszlas
paramétere meghatarozhato:
P(X < 200) = 0,01
1—e 22 =0,01
e 2% = 0,99
In 0,99
200
Az ég6k sorba vannak kapcsolva, tehat ha egy kiég, akkor az izzosor méar nem vilagit. December 24-edike este

6-tol 31-edike éjfélig 6+ 7-24 = 174 ora telik el. Akkor fog tehat vilagitani az izzosor, ha minden ég6 élettartama
tobb, mint 174 6ra. Egy izz6 esetén annak valdészintisége, hogy az élettartama t6bb, mint 174 éra:

P(X > 174) = 1 — (1 — ¢~ 000005174y _ (=0,00005-174 () 9913

—2-200=In0,99 = A= ~ 0,00005.

Mivel az ég6k élettartama egymastol fiiggetlen, ezért ennek valoszinisége, hogy mind az 6tven élettartama tobb,
mint 174 o6ra:
[P(X > 174)]° ~ [0,9913]%° ~ 0,6460 .
A kapott 0,6460 valoszintiség semmiképp sem nevezhet$ ,szinte biztosnak”, igy az &rus sajnos nem mondott
igazat.
Egy kicsit pontosabb eredményt kaphatunk gy, hogy A-t ki sem szamoljuk:

174
P(X > 174) = ef/\'174 = |:6*>\-2001| 200 _ [0799] égg
174
4

50 E
[P(X > 174)]"° = [[0,99]%] —[0,99]'F = [0,99]**° ~ 0,6458 .

A kapott eredmény alig kiilonbézik az el6z6t6l, igy a valasz most is az, hogy az arus sajnos nem mondott igazat.
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7.2.1. Soros és parhuzamos rendszerek élettartama

Az €l6z6 feladat példa a sorosan kapcsolat rendszerek élettartamara. Altalanosan megfogal-
mazva a probléma {gy hangzik: adott n darab, egymastol fliggetlen, exponenciilis eloszlast
élettartammal rendelkez§ berendezés, melyeket sorosan kapcsolunk (azaz, ha az egyik elromlik,
akkor az egész rendszer muikodéskeéptelenné valik). Kérdés ekkor a teljes rendszer élettartamat
jelentd valdszintiségi valtozo eloszlasfliggvénye, striségfiiggvény, varhatd értéke. Ez a problé-
ma természetesen parhuzamos kapcsolas esetén is felmeriil (ekkor a teljes rendszer akkor valik
miikodésképtelenné, ha az Gsszes berendezés elromlik). Az aldbbiakban a soros és parhuzamos
exponencialis rendszerek élettartamat (megbizhatosagat) vizsgaljuk!.

Mindkét esetben az i-edik komponens élettartaméat megadd valoszintségi valtozo legyen X,
amely exponencialis eloszlast a \; paraméterrel. A teljes rendszer élettartamat jeldlje Z. Kérdés
Z eloszlasfiiggvénye, stiriiségfiiggvénye, varhato értéke.

Soros rendszer élettartama

Ebben az esetben, ha az egyik komponens elromlik, akkor a teljes rendszer miikodésképtelenné
valik. Annak val6szintisége, hogy a teljes rendszer élettartama t6bb, mint x:

P(Z > z) = P(minden komponens élettartama tobb, mint z) =
=PX1 >z, Xo>2, ..., Xp,>12) =
= P(X;>z)-P(Xog>z)-...-P(X, >x)=e MT.e7 0. g =
= o bt tdn)z

Tehat a teljes soros rendszer élettartama exponenciélis eloszlasii, a paramétere pedig az egyes
komponensek paramétereinek Gsszege. Az aldbbi formuldkban az egyszertiség kedvéért > \; =
=AM+ A+...+ A\
Az eloszlasfiiggvény :
1—e XM% haz>0
F —
z(7) { 0 haz <0

A siirtiségfiiggvény :

ZAie_Z’\i'z hax >0

fz(z) = { =
0 hax <0
A varhato érték:
1
E(Z) = S
Ha a komponensek paramétere azonos, azaz A\ = Ao = ... = A\, = A, akkor
1—e™ haxz>0
Fz(z) = { 0 haz <0
n-X-e " haz>0
fz(x) = { 0 haxz <0
1

1 A kérdéssel részletesebben a meghizhatosagelmélet foglalkozik.
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Lathato, hogy a rendszer élettartamanak varhato értéke drasztikusan csdkkent, egyenld paraméterek
esetén egy komponens varhato értékének az n-ed részére.

Parhuzamos rendszer élettartama

Most a teljes rendszer csak akkor valik mitkodésképtelenné, ha mar mindegyik komponense
tonkrement. Igy annak valosziniisége, hogy a teljes rendszer élettartama kevesebb, mint x:

P(Z < ) = P(minden komponens élettartama kevesebb, mint z) =

=PXj<z, Xo<uz, ..., Xy <z)=
=P(X,<z) P(Xy<az)-...-P(X, <) =
=(1—e™M?) . (1—e ). .. (1—e 7).
n
Alkalmazzuk a H(l — e M) = (1 —eMT) (1 —e?2%) . . (1—e %) jelolést. Ezzel az
i=1
eloszlasfiiggvény :

(1—e %) haz>0
Fy(x) = 2131

0 haxz <0
A stirtiségfiiggvény:

n n
kT =T
Ze - Ak H (I1—e ) haz>0
fZ(x) = i=1 i=1,i#k
0 ha x <0

Ebben az esetben a teljes rendszer élettartama mér nem exponenciélis eloszlasi. A sirdségfiig-
gvénybdl az is sejthetd, hogy a varhato érték meghatarozasa sem lesz egyszert feladat. Szoritkoz-
zunk most csak arra az esetre, amikor a komponensek paraméterei megegyeznek, azaz A\ = Ay =
=...=A =\

Ekkor az eloszlasfiiggvény :

[ (@=e)" haz>0
Fz(x) = { 0 hax <0

A siirtiségfiiggvény :

Cfmexe? (1= M) haz >0
fz(x) = { 0 haz <0

A varhato érték meghatarozasat a definicié kozvetlen alkalmazésa helyett az alabbi médon
célszerd elvégezni:

— Adott n darab parhuzamosan kapcsolt berendezés, melyek élettartama azonos paraméterd
exponencialis eloszlasi valoszintségi viltozo. Legyen ekkor T, az elsd meghibidsodasig
eltelt idé.

— Az els6 meghibisodas utan mar csak n — 1 darab miikéds komponens van, ezek koziil az
els6 meghibasodasaig eltelt id6 legyen T),_1, és igy tovabb.
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— A teljes rendszer élettartama nem mas, mint T, T,,_1,..., T} Osszege, igy a rendszer
élettartaméanak varhato értéke: E(Z) = E(T, + ...+ Th) = E(T,) + ...+ E(Th).

A soros kapcsolasnal lattuk, hogy az elsé meghibasodésig eltelt id6 exponencialis eloszlasu a

3" \i paraméterrel, ami most n - . Igy

1
E(T,) = ——.
(1) = —
A t6bbi hasonlban, azaz
E(T, = E(T, = ! th
(n—l)—ma (n—2)—m StD.
Igy az élettartam varhato eértéke:
E(Z) = E(T, E(T, E(T) = ! ! L
(2) = BT) + B(t) + oo+ B = =5+ g+ 5

1 1+ 1
A \n n-1

1y 1 1
+...+)\>:)\-Zk.

n

k=1

Lathato, hogy a rendszer élettartamanak varhaté értéke névekedett.

7.9. Feladat.

Egy karacsonyi fényfiizér mindossze 5 darab égébsl all. Minden egyes égd élettartama expo-
nencidlis eloszlast valészintiségi valtozo, 400 6ra varhato értékkel. Jeldlje Z azt az id6tartamot,

ameddig a fényfizér vilagit.

a) Hatarozzuk meg Z varhato értékét!

b) Mi a valoszintisége, hogy legalabb 200 6raig vilagit a fényftizér?

Megoldas:

Soros kapcsolas esetén:

a) Mivel most Z exponencialis eloszlast valosziniiségi valtozo, melynek paramétere 5 - 1/400, azaz 1/80, igy
a teljes rendszer élettartamanak varhato értéke

1

— - —80éra.
1/80 ora

E(Z)

b) P(Z>200)=1-P(Z<200)=1- (1 - e*l/go'”o) = 2% ~ 0,0821.

Parhuzamos kapcsolés esetén:

a) Most a teljes rendszer élettartaméanak varhato értéke:

5
1
400-) 7 ~ 913,33 6ra.
k=1

5
b) P(Z>200)=1— P(Z < 200)=1— (1 - e1/400'200) ~ 0,9906.
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7.3. Normalis eloszlas

A normalis eloszlés (vagy Gauss-eloszlas) a legfontosabb valdszintiség eloszlas. Szamos, a valosag-
ban tapasztalt véletlenszert jelenség modellezhets normalis eloszlassal. Altaldban, ha egy jelen-
séget nagy szamu, egymastol fliggetlen vagy csak kevéssé fiiggs, véletlenszerd tényez6 hataroz
meg, tovabba az egyes tényezbk egyenként csak kis mértékben jarulnak hozza a véletlentdl fiiggd
ingadozésokhoz, és a tényez6k hatasai Osszegzddnek, akkor a jelenség eloszlasa jol kozelithetd
normélis eloszlassal. A normalis eloszlas kiemelkedd szerepet jatszik az Osszes olyan tudomény-
ban, amely statisztikai vizsgalatokra is tamaszkodik.

7.10. Definicio.
Az X folytonos eloszlasi valoszintiségi valtozot m, o (o > 0) paraméterti normélis eloszlasii-
nak neveziink, ha a striségfiiggvénye

1 _ (e=m)?

Eloszlasfiiggvénye pedig

Varhato értéke és szorasa:
E(X)=m D(X)=o.

A normalis eloszlas siirtiségfiiggvénye az tgynevezett Gauss-gorbe (vagy més néven harang-
gorbe). Ez a fliggvény szimmetrikus a varhato értéknél (m-nél) huzott fliggélegesre. A maxi-
muménak helye a varhato értéktsl (m), a gorbe alakja (cstcsosabb vagy laposabb) pedig a
szorastol (o) fiigg. Ehhez hasonlé alaku grafikonokkal gyakran lehet taldlkozni kiilonféle statisztikak-
ban (pl. IQ eloszlésa, egy népcsoport magassagarol késziilt hisztogramm, egy tomegtermelésben
késziils termék mérethibaja, stb.), ami jol igazolja a gyakorlati jelentGségét.

: 0
m m

(a) Strtségfiiggvény. (b) Eloszlasfiiggvény.
7.3. dbra. A normalis eloszlas striségfiiggvénye és eloszlasfiiggvénye.

A normélis eloszlas eloszlasfiiggvénye nem elemi fliggvény, azaz a szokasos zart alakban nem
irhato fel. Ertékeinek meghatarozasa numerikusan vagy mar kész tablazat segitségével torténik.
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kisebb G —»

<«— nagyobb o

m

7.4. abra. A normalis eloszlas strtségfiiggvénye szimmetrikus a varhato értékre (m-re). A fiiggvény

alakjat a o paraméter hatarozza meg. Ha o nagyobb, akkor a fliggvény inkabb szétteriil, ha kisebb,

akkor jobban csticsosodik az m paraméter koriil. A fiiggvénynek az x = m helyen maximuma van, itt az
értéke minden esetben —3

oV2r”
1 [
kisebb 0 —»
<«— nagyobb o
0.5F
O L

m

7.5. bra. A normaélis eloszlas eloszlasfiiggvénye kézéppontosan szimmetrikus a varhatoértékre (m-re). A

fliggvény alakjat itt is a o paraméter hatarozza meg. Ha o nagyobb, akkor a fliggvény jobban elnylk,

ha kisebb, akkor meredekebben véltozik 0 és 1 kozott. A fiiggvénynek az © = m helyen inflexioés pontja
van, itt az értéke mindig 0,5.

A fiiggvény sehol sem éri el a nullat és az egyet, de természetesen teljesiil ra, hogy —oo-ben a
hatarértéke 0, és oo-ben a hatéarértéke 1.

Erdemes megjegyezni, hogy tetszéleges normélis eloszlast valoszintiségi valtozo esetén meny-
nyi a valészintisége annak, hogy a valdszintiségi valtozo értéke a varhaté érték koriili egy, ketts
vagy hérom széras sugari intervallumba esik:

= 68,26% = 95,44% = 99,74%

m-o m+o m-20 m+20 m-30 m+30

(a) Egy szoréas. (b) Két szoras. (c) Harom szoras.

7.6. abra. A véarhato érték koriili, egy, kettd és harom széras sugartu intervallumba esés valdszintisége
normalis eloszlasnél.
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7.3.1. Standard normalis eloszlas

A normalis eloszlasok kozott kitiintetett szerep jut annak, amelynek varhato értéke 0, szordsa
pedig 1, azaz m = 0 és o = 1. Tetszbleges normalis eloszlassal kapcsolatos valoszintiség
meghatarozésat vissza lehet vezetni egy ilyen tipust normélis eloszlassal kapcsolatos kérdésre.
Ezt standard normélis eloszldsnak hivjak, és fontossaga miatt kiilon jelolése is van.

A strtségfiiggvénye: . .

e 2.

Az eloszlasfiiggvénye:

1 ’ 2

A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének (®(x)) értékeit téablazatokban szokas
kozolni. Az ilyen tablazatok csak pozitiv z-ekre tartalmazzik ®(x) értékeit. Ennek oka a kovetkezd:

7.11. Tétel.
Legyen ®(x) a standard normaélis eloszlas eloszlasfiiggvénye. Ekkor:

O(—z)=1— D).

B1zONYITAS: Mivel ®(z) egy folytonos eloszlasu valoszintségi valtozo eloszlasfiiggvénye, ezért
az értéke a stirtiségfiigegvény integralasaval adodik. Igy ®(—x) értéke szemléletesen a stirtiségfiigg-
vény alatti teriilet a (—oo, —z) intervallumon, ®(x) értéke pedig strtisegfiiggvény alatti teriilet
a (—oo, z) intervallumon. Mivel a standard normalis eloszlas strtiségfiiggvénye szimmmetrikus a
fliggbleges tengelyre, ezért a fiiggvény alatti, —x-t6l balra és x-t6l jobbra esé teriiletek nagysiga
megegyezik. Mivel a teljes gorbe alatti teriilet egy (hiszen strtségfiiggvény), ezért az utébbi
teriilet nagységa éppen 1 — ®(x), ami igazolja a tétel allitasat. O

7.7. abra. A standard normalis eloszlas strtségfiiggvényének szimmetridja miatt ®(—z) =1 — &(z).

7.12. Tétel. (Standardizalas)
Legyen X normaélis eloszlasu valészintségi valtozo, a varhato értéke m, a szérasa o. Ekkor az

X -m

g

X*

valészintiségi valtoz6 standard normélis eloszlasu.
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BizoNYITAS: Azt fogjuk belatni, hogy X* eloszlasfiiggvényének derivaltja (azaz a sirtiség-
fiiggvénye) a standard normalis eloszlas stirtdségfiiggvénye, igy X* nyilvanval6an standard nor-
malis eloszlasu. Legyen X* eloszlasfiigvénye F*(x). Az eloszlasfiiggvény definicioja miatt ez a
kovetkezs valosziniiséggel egyenls:

F*(z)=P(X* <x).

Hasznéljuk fel azt, hogy X™* = — m, és alakitsuk at a fenti formulat:
o

F*(x):P(X*<x):P<X;m<x> —P(X<z-o+m)=F(z-o+m).

Azt kaptuk, hogy X* eloszlasfiiggvénye nem més, mint X eloszlasfiiggvénye az x-0+m helyen. A
strtségfiiggvényt ennek derivalasaval kapjuk. Az Osszetett fliggvény derivalasi szabalya alapjan:

(F*(2)) = (Flz-o+m)) =0 Fl(e-o+m) =0 f(a-o+m),

ahol f az X siirtiségfiiggvénye, azaz

fl) = e
) = (& 20
oV 2T
Elvégezve a miiveleteket:
1 _@otm-m)? 1 22
(F*(2)) =0 f(zx-0+m)=0- e 207 = e 2.

oV 2m V2T

Tehat X* siirtségfiiggvénye a standard normalis eloszlas strdségfiiggvénye, vagyis X* valoban
standard normalis eloszlast. g

7.13. Példa.
Legyen X olyan normélis eloszlast valészintiségi valtozd, melynek varhato értéke 10, szérésa
pedig 4. Ekkor

9

X—10<12—10
4 4

P(X <12)=P ( ) — P(X* < 0,5) = ®(0,5) ~ 0,6915.
b)

—10 _ 1610
4 4
=®(1,5) — ®(—1,5) = B(1,5) — (1 — D(1,5)) =2-B(1,5) — 1 ~
~ 20,9332 — 1 = 0,8664 .

4-10 X
P(4<X<16):P( < )zP(—1,5<X*<1,5):

5—10 X —-10 11-10
P(5<X<11):P< T <1 <1 >:P(—1,25<X*<0,2):
= 0(0,5) — ®(—1,25) = ®(0,5) — (1 — ®(1,25)) =
= ®(0,5) + D(1,25) — 1 ~ 0,6915 + 0,8944 — 1 = 0,5859 .
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d)

X-10 _7-10
4 4

=1—®(0,75) ~ 1 — 0,7734 = 0,2266 .

P(X<T) =P < ) — P(X* < —0,75) = ®(—0,75) —

X-10_2-10
4 4
=1—(1-®(2)) = ®(2) ~0,9772.

P(X>2):P( >:P(X*>—2):1—<I>(—2):

7.14. Feladat.
Egy normalis eloszlast valdszintiségi valtozé 0,1 valdszintiséggel vesz fel 7-nél kisebb értéket, és
0,25 valoszintiséggel 15-nél nagyobbat. Mennyi a varhato értéke és a szérésa?

Megoldas:
Legyen a valosziniiségi valtozo X. Ezzel felirhatjuk a rendelkezésiinkre 4ll6 informéciokat:
P(X <T7)=0,1
P(X >15)=0,25.

Legyen X varhato értéke m, szérésa pedig o. Mindkét egyenl@séget standardizalassal fogjuk atalakitani, majd
kapunk igy két egyenletet m-re és o-ra:

P(X<7):P(¥<L%>:P(X*< 7;m):¢(7_m)

g

P(X>15):P(u> 15_m>:P<X*> 15_"‘): —@(15_"‘).
a g g

g

Osszevetve ezeket az eredeti egyenletekkel azt kapjuk, hogy

@(7_77”):071

g

1-@(15””):0,25 — @(15*7") - 0,75
ag ag

Nézziik elGszor az els6 egyenletet. A tablazatunkban & oszlopadban nincs 0,5-nél kisebb érték, ezért az ismert
D(z) + ¢(—x) = 1 osszefiigges felhasznalasaval egy kicsit at kell alakitanunk a kifejezést:

@(7’7’"):0,1 = @(—ﬂ>:o,9.
g g

A tablazatbol ® oszlopabol visszakeresve 0,9-et x-re azt kapjuk, hogy 1,28 (kozelit6leg). Ezzel kaptunk egy
egyenletet m-re és o-ra:

_T-m =1,28.
o

A masodik egyenlettel konnyebb dolgunk lesz, csak ki kell keresni ® oszlopabol 0,75-ot, és x-re azt kapjuk, hogy
0,67 (kozelit6leg). Ezzel kaptunk még egy egyenletet m-re és o-ra:

om _ 67,
Megoldandé tehat a kovetkezs egyenletrendszer:
_T=m 08
o
15—m — 0,67
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Mindkét egyenletet szorozzuk meg o-val, iigyelve arra, hogy az els6ben a tort el6tt egy negativ elGjel is van,
majd adjuk Ossze a két egyenletet. Igy a kovetkez6t kapjuk:

8=195-0 = o0~4,1026.
Ezt helyettesitsiik vissza pl. az els6 egyenletbe:

B 7T—m
4,1026

=128 = m=~122513.
Tehat X varhato értéke 12,2513, szorasa pedig 4,1026 (kozelitéleg).

7.15. Feladat.

Egy tizemben 30 dkg névleges tolt6tomegii konzervet gyartanak. A tolt6tomeg normadlis elosz-
lastnak tekinthetd, melynek varhato értéke megegyezik a névleges értékkel. A termékek 95%-
anak tolt6tomege 27 és 33 dkg kozotti.

a) Kozelitéleg mekkora a toltGtomeget leird valoszintiségi valtozo szordsa?

b) Ha a szorés 1,5dkg lenne, akkor a termékek kb. hany szazalékdnak tomege esne 27 és
33 dkg kozé?

Megoldas:
a) Legyen a tolt6tomeget leir6 valoszintiségi valtozo6 X . Ennek varhato értéke 30, a keresett szoras pedig
legyen o. Mivel a termékek 95%-anak t6lt6tomege 27 és 33 dkg kozotti, ezért P(27 < X < 33) = 0,95. Ezt
atalakitva:

— X — _ — .
P(27<X<33):P(27 3O< 30<33 3O):P(—3<X <§>:
o

g g g o

Q)3+ (2) 24 (2) oo

Kaptuk igy a kovetkez6 egyenletet, melybsl mar meg is tudjuk hatarozni a szérast:

2@@)-1:0,95
g

S x1645 = o~ 1,8237.

Tehat a szoras kozelitsleg 1,8 dkg.

b) A tolt6tomeget leir6 normalis eloszlasi valosziniségi valtozo legyen most is X, m = 30 és o = 1,5. Ekkor
27— 30 < X —-30 < 33 —30
15 15 1,5
—®(2)—D(-2)=d(2)— (1—-D(2)=2-®(2) — 1~ 20,9772 — 1 = 0,9544.

P(27<X<33):P( >:P(—2<X*<2):

Tehat a termékek kb. 95,44%-anak a tolt6tomege esne ekkor 27 és 33 dkg kozeé.

7.16. Feladat.
Egy falizemben készitett deszkak hossza normaélis eloszlast kivet 400 cm varhato értékkel és 2 cm
szorassal. Egy deszka selejtesnek szamit, ha a hossza legalabb 5 cm-rel eltér 4 m-t6l.

a) Milyen selejtszazalékkal dolgozik az iizem?

b) Hogyan kellene valtoztatni a tiiréshatarokat, hogy a selejtszazalék 0,5% legyen?
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Megoldéas:

a)

b)

A kérdés megvalaszolasdhoz azt kell kiszamitani, hogy mi a valoszintisége annak, hogy egy véletlenszeriien
véalaszott deszka selejtes. Legyen X a deszka hosszat jelent6 normalis eloszlasa valosziniségi valtozo, m =
=400, o = 2. Egy deszka akkor nem selejtes, ha a hossza 395 és 405 cin kozé esik, azaz

395400 _ X — 400 _ 405400 _

2 2 2 -
= P(-25< X* <25)=®(2,5) — ®(—2,5) = &(2,5) — (1 — ®(2,5)) =
=2.9(2,5) —1~2-0,9938 — 1 = 0,9876.

P(nem selejt) = P(395 < X < 405) = P (

Ezek szerint egy termék 0,9876 valészintiséggel nem selejt, igy 0,0124 valésziniséggel selejt, tehat a selejt-
szazalék 1,24%.

Nyilvan adott szoras mellett akkor lesz kisebb a selejtszazalék, ha a varhaté értéktsl nagyobb eltérés is
megengedett. Legyen ez a keresett eltérés d. Ekkor annak valoszinidsége, hogy egy termék nem selejtes
99,5%, azaz 0,995 (hiszen 0,5% selejt):

d X -—400 d

P(nem selejt) = P(400 — d < X < 400 4 d) = P (_7 <=5 —< 5) =

R RIORIC RIORCHOIE
~oea(2) - 1-0ums

Ebbdl d mar meghatarozhato:

2

P (g) = 0,9975

3:2781 = d=5,62.

Tehat a selejtszazalék akkor lesz 0,5%, ha ttréshatar 45 cm helyett 45,62 cm.

2.c1>(§>—1:0,995

7.17. Feladat.

Egy termék mérethibdja normalis eloszlasnu valészintségi valtozo 0 mm varhato értékkel és 5 mm
szorassal. A termék elsG osztalyn, ha a mérethiba (£) legfeljebb 2mm és selejtes, ha legalabb
9mm. Ekkor 1000 termékbdl atlagosan hany termék lesz elfogadhato (tehat nem selejt), de nem
elsé osztalyi?

Megoldas:

A valaszhoz ki kell szamitani, hogy mi a valdészintsége annak, hogy egy véletlenszerten valasztott termék nem

els6 osztalyd, de nem is selejt. Legyen X a termék mérethibajat megadd normaélis eloszlasi valészintségi valtozo,
m =0 és 0 = 5 (miliméterben). Ekkor a kérdéses valoszintiség:

P(-9<X<-2)+P2<X<9).

Ezt egyszertien kiszamithatjuk standardizalassal, de egy kicsit kevesebb szamolassal jar, ha észrevessziik, hogy

P(-9<X<-2)4P2<X<9=P(-9<X<9-P(-2<X<2).

Kovessiik az utobbit:

—9-0 _X-0_9-0
5 5 5
=2-9(1,8) — 1~ 20,9641 — 1 = 0,9282
—2-0 _X-0_2-0
5 5 5
=2.8(0,4) —1~2-0,6554—1=0,3108.

P(—9<X<9):P< ):P(—1,8<X*<1,8):

P(—2<X<2):P< ):P(—O74<X*<074):

Igy a keresett valoszintiség (kozelit6leg) 0,9282 — 0,3108 = 0,6174, tehat 1000 termékbdl atlagosan kb. 617,4 lesz
elfogadhato, de nem els6 osztalyt (mivel atlagrol van szo6, ezért van értelme a nem egész értéknek).
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8. fejezet

Kapcsolatok a nevezetes diszkrét
eloszlasok kozott (hatareloszlas tételek)

Bizonyos esetekben el6fordulhat, hogy egy jelenséggel kapcsolatos valdszintiségek kielégité pon-
tossagi meghatarozasahoz nem sziikséges a jelenséget pontosan leiré valoszintségi modell (elosz-
1as) hasznalata, hanem egy egyszertibb, kevesebb paramétert tartalmazo, konnyebben kezelhetd
eloszlas is elegendd. Az aldbbiakban két olyan esetet targyalunk, amikor egy diszkrét eloszlas
kozelithets egy masik, egyszertibb diszkrét eloszlassal.

8.1. A binomidalis eloszlas kozelitése Poisson-eloszlassal

Tudjuk azt, hogy ha végrehajtunk rogzitett szamu, fiiggetlen kisérletet egy adott valészint-
ségii esemény megfigyelésére, akkor a sikeres kisérletek szama binomialis eloszlassal irhato le. A
kovetkezd tétel azt mutatja, hogy ha kisérletek szama elegend§en nagy, a sikeres kisérlet valo-
szintisége pedig elég kicsi, akkor a binomidlis eloszlas helyett hasznilhatunk Poissont is. Lehet,
hogy az az els6 benyoméasunk, hogy a Poisson-eloszl4s bonyolultabb a binomialisnél, de ez nem
igy van. A binomiélis eloszlés két paramétert tartalmaz (n és p), a Poisson-eloszlas viszont csak

egyet (\).

8.1. Tétel.
Legyen X\ egy pozitiv szam, legyen p, (n = 1,2,...) 0 és 1 kozotti szamok olyan sorozata,
amelynél

lim p,-n=A\.
n—o0

Ekkor tetszSleges rogzitett k esetén

. n k n—k_)‘k -\
lim (k)-pn-(lpn) —E'e .

n—oo

Tehat az n és p, paraméterdi binomiélis eloszlas a A\ paraméterd Poisson-eloszlashoz kozelit.
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BizoNYITAS: A bizonyitashoz el§szor at fogjuk alakitani a binomidlis eloszlés kifejezését :

n-n—1)-n-=2)-...-(n—(k—-1))

Ezutan meghatarozzuk az egyes tényezk hatarértékét:
A\" A\ F
lim (1 —p,)" *F = lim (1 —p,)"- (1 —pn) % = lim <1 — > - <1 - ) —e M 1=e.
n—0o00 n— 00 n—00 n n
Cnen—1)-(=2). (= (k=1)
s ki P =
L= (=2 (= (k1)
nh_}rglo T ok (pn-n)" =
.1 nn-1 n-2 n—(k—1) o1 L AR
A T T p Peen)l= gl AT =S
Azt kaptuk tehat, hogy
k
: n k \n—k _ )\7 A
Jim <k> P (L=pa)"™" =2
Tehat a fenti feltételek mellett a binomidlis eloszlas a Poisson-eloszlashoz tart. O

8.2. Kévetkezmény.
Ha p elég kicsi és n nagy, akkor a binomidlis eloszldst Poisson-eloszldssal kézelithetyik :

<Z> Papta ;;f)k e

8.3. Példa.

Tegyiik fel, hogy végrehajtunk n darab kisérletet egy p valoszintiségd esemény megfigyelésére.
Ekkor annak valészintisége, hogy pontosan 2 darab sikeres kisérletiink lesz (négy tizedesjegyre
kerekitve):

10
- n=10és p=0,1 esetén ( 2> -0,1%-0,9% ~ 0,1937.

20
n =20 és p = 0,05 esetén <2 > -0,05% - 0,95'8 ~ 0,1887.

50
n =50 és p = 0,02 esetén <2> -0,02% - 0,98%8 ~ 0,1858.
) . (10 2 98
— n =100 és p = 0,01 esetén 5 ) 0,017 - 0,99°° ~ 0,1847.

1000
— n = 1000 és p = 0,001 esetén < 0 ) -0,0012 - 0,999%%8 ~ 0,1840.
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0.41

0.3f

0.2

0.1f

0.4r

0.3f

0.2r

0.1r

0.41

0.3f

0.2f

0.1f

I —

0

(a) Binomialis eloszlas, n = 10, p = 0,1.

1

2

3 4 5 6

—

0

(c) Binomialis eloszlas, n = 50, p = 0,02.

1

2

3 4 5 6

—

(e) Binomialis eloszlas, n = 1000, p = 0,001.

0

1

2

3 4 5 6

0.41

0.3f

0.2f

0.1f

0.4r

0.3f

0.2

0.1r

0.41

0.3f

0.2f

0.1f

[ —

0 1 2 3 4 5 6

(b) Binomialis eloszlas, n = 20, p = 0,05.

—

0 1 2 3 4 5 6

(d) Binomiélis eloszlas, n = 100, p = 0,01.

—

0 1 2 3 4 5 6

(f) Poisson-eloszlas, A = 1.

8.1. abra. A binomiélis eloszlas n novelésével és p csokkentésével egyre kozelebb kerill a A = n - p
paramétert Poisson-eloszléshoz.

A fenti esetek mindegyikében n - p = 1. A A = 1 paraméterii Poisson-eloszlas értéke k = 2 ese-
tén = 0,1839. Lathato, hogy n novelésével (és p csokkenésével) egyre kozelebb keriilnek ehhez a
binomidlis eloszlassal szamolt értékek, igy példaul az utolsé esetben mar mindenképpen elfogad-
haté a binomiélis eloszlas Poissonnal vald kozelitése. Az eloszlasokat az 8.1 4bran szemléltetjiik.

8.4. Feladat.

Egy hivatalban 600 telefonkésziilék van, melyek a tapasztalat szerint egymastol fiiggetleniil 0,005
valészintiséggel romlanak el naponta.

a) Mi a valoszintisége, hogy egy nap alatt pontosan 6t késziilék romlik el ?

b) Mi a valoszintisége, hogy egy nap alatt egy késziiléek sem romlik el ?
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0.2r

0.151

0.1r-

0.05 ’7 | |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(a) Binomialis

0.2

0.151

0.05 ’7 | |

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(b) Poisson

8.2. dbra. A telefonos feladathoz tartozo binomiélis, illetve Poisson-eloszlas

Megoldas:
a) Legyen az egy nap alatt meghibasodo késziilékek szama X. Mivel el6re megadott szami (600) késziilékrol
van, tovabba ezek egymaéstol fiiggetleniil, azonos valosziniiséggel romolhatnak el, ezért X binomialis elosz-
last valésziniségi valtozé az n = 600 és p = 0,005 paraméterekkel. Igy a kérdéses valoszintiség:

P(X =5) = (62()) -0,005° - (1 — 0,005)°%® ~ 0,1009.

Mivel n nagy és p kicsi, ezért a binomidlis eloszlas kozelithets olyan Poisson-eloszlassal, melynek paramétere
A=mn-p==600-0,005 = 3. Ezzel a keresett valoszintiség kozelitsleg meghatarozhato:

P(X =5)~ % e~ 0,1008.
Lathato, hogy igen jo a kozelités, hiszen a két érték kozott kevesebb, mint egy tizezred az eltérés.

b) Binomialis eloszlassal szamolva:

P(X =0) = (63()) 20,0052 - (1 — 0,005)%%° = 0,995°%° ~ 0,0494 .

Poisson-eloszlassal kozelitve: 0

P(X =0)~ % e % ~ 0,0498.

Most is jo a kozelités, az eltérés kevesebb, mint egy ezred.

8.5. Feladat.
Tegyiik fel, hogy az év minden napjan szézszor elguritunk egy dobokockat, és azt figyeljiik,
hogy naponta hany hatost dobunk. Annak valoszintisége, hogy 100 dobasbdl legalabb 25 hatost

kapunk kb. 0,022.

a) Mi a valosziniisége annak, hogy az évben pontosan nyolc olyan nap lesz, amikor a hatosok
szama legaldbb 257

b) Mi a valoszintisége annak, hogy az évben legalabb négy ilyen nap lesz?
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Megoldas:

a)

b)

Egy éven keresztiil mindennap végrahajtjuk a 100 dobasbdl allo kisérlet sorozatot. Azt tekintjiik sikeresnek,
amikor legalabb 25 hatost dobunk. Legyen X ezeknek a napoknak a szama. Ekkor X binomidlis eloszlast
valészintiségi valtoz6 az n = 365 és p = 0,022 paraméterekkel. Igy a kérdéses valészintiség:

P(X =8) = (3§5> -0,022°% - (1 — 0,022)*" ~ 0,1411.

Mivel n nagy és p kicsi, ezért a binomidlis eloszlas kozelithets olyan Poisson-eloszlassal, melynek paramétere
A=mn-p=2365-0,022 = 8,03. Ezzel a keresett valoszintiségkozelitsleg meghatarozhato:

8,038
P(X=8)~ 5

A két valosziniiség kozotti eltérés mindossze 0,0015. Ha 8,03 helyett 8-cal szamoltunk volna, akkor az
eredmény akkor is ~ 0,1396.

e 5% ~0,1396.

Az igazan pontos értéket természetesen akkor kapjuk, ha a binomialis eloszlasban a feladatban szerepld
»kb. 0,022” helyett minél pontosabb értéket hasznalunk. Ehhez a kovetkez6t kell felirnunk:

100 k 100—%78 100 k 100—k7 37
365 1 5 1 5
s ()26 O) -
k=25 k=25
~ 0,1410855 .

Lathato, hogy legkevesebb szamoléassal a Poisson-eloszlassal valo kozelités jart, és az ott kapott eredmény
alig tér el a pontosnak mondhaté értéktsl.

Binomialis eloszlassal:
PX>4)=1-[P(X=0+PX=1)+PX=2)+P(X=3)]=

3
:1_2
k=

<325> -0,022% - (1 —0,022)*°7* ~ 0,9600.
0
Poisson-eloszlassal :

P(X>4)=1-[P(X=0+P(X=1)+P(X =2)+P(X =3)] =

_ 8,03° _so0s , 803" _so3, 803% _s05  803° s
—1—|:0!6 +1!e +2!e +3!e

~ 0,9585.

Ha itt 8,03 helyett 8-cal szdmoltunk volna, akkor az eredmény ~ 0,9576, ami még mindig elég kozel van
a binomialis eloszlassal kapott értékhez. Ha itt is a lehetS legpontosabban szamolunk, akkor

P(X>4)=1-[P(X=0)+P(X =1)+P(X =2) + P(X =3)] =
3 100 100—k7* 100 100_1] 365—Fk
£ EOOTTHE 07T

k=0
~ 0,9569 .

Az eredményekbdl vilagosan latszik, hogy a Poisson-eloszlassal valo kozelités a joval kevesebb szamolas

mellett még elfogadhato értéket is ad.

8.6. Feladat.
Egy dobozban 1000 goly6 van, koziiliik 2 fekete, a t6bbi piros. Ezerszer htzunk visszatevéssel.
Az alabbiak koziil melyik a legvaldszintibb:

— ketténél kevesebb feketét hizunk,

— pontosan kettd feketét htizunk,

— ketténél tobb feketét hizunk?

106



8. FEJEZET. KAPCSOLATOK A NEVEZETES DISZKRET ELOSZLASOK KOZOTT (HATARELOSZLAS
TETELEK)

Megoldas:
Legyen X a kihazott fekete golyok szama. A leirtak alapjan ez n = 1000 (huzasok szama) és p = 0,002 (fekete
huzasanak val6sziniisége) paramétert binomidlis eloszlast valosziniségi valtoz6. Ezzel a keresett valoszintségek:

P(X<2)=P(X=0+P(X=1)=

- (10000> 0,002 - 0,998"9% + <10100> 0,002" - 0,998”" & 0,4057

P(X =2) = (1020()) 0,002% - 0,998°%® ~ 0,2709

P(X>2)=1-[P(X <2)+ P(X =2)] ~ 0,3233.

Mivel n nagy és p kicsi, ezért a binomidlis eloszlas kozelithet6 olyan Poisson-eloszlassal, melynek paramétere
A=mn-p=1000-0,002 = 2. Az ezzel kapott valoszintségek:

0 1
P(X<2)=P(X=0)+P(X =1~ %e*ﬁ?e*? =3-¢e %~ 0,4060
22 ‘
P(X=2)~ e ?=2-¢%~0,2707

P(X>2)~1-[P(X<2)+P(X=2)]=1-5-¢2~0,3233.

Tehat ebben az esetben is jo kozelitést kaptunk.

8.2. A hipergeometriai eloszlas kozelitése binomialissal

A visszatevés nélkiili mintavétel kapcsdn mar lattuk azt, hogy ha a teljes elemszam, és ezen
beliil a kitiintettek szdma sokkal nagyobb, mint a kihtzott elemek szama, akkor a valészintiség
szempontjabol szinte teljesen mindegy, hogy a visszatevéses vagy a visszatevés nélkiili modellel
szamolunk. Mivel a visszatevés nélkiili mintavétel hipergeometriai val6szintiségi valtozdval irhato
le, a visszatevéses pedig binomialissal, ezért itt arrél van sz6, hogy a hipergeometriai eloszlas
kézelithetd binomialissal.

8.7. Tétel.
Legyen p egy 0 és 1 kozé es6 szam, legyen tovabba s,, olyan egész értéki sorozat, melyre

Legyen n olyan m-t6l és s,,-t6l fiiggetlen egész allandé, melyre n < s,, és n < m — s,,. Ekkor
tetszGleges rogritett k esetén (0 < k < n):

(DG e

lim

)

Tehat az m, s, és n paraméterd hipergeometriai eloszlas az n és p paraméterd binomidlis
eloszlashoz kozelit.

BizoNYITAS: Elgszor alakitsuk at a hipergeometriai kifejezést (az egyszertiség kedvéért s,
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helyett s-et irunk):
s m—s s! (m —s)!
Q)'<n—k)::m.@_ky(n—kﬂwm—s—o%—mﬂ:
m m/!
<n> n!- (m—n)!
n! s-(s=1)-...-(s=(k=1))-(m—s)-(m—s—1)-...-(m—s—(n—k—1))

TR (n—k) m-(m—1)-...-(m—(n—1))

Vegyiik észre, hogy a hosszi tort szamliléja és nevezdje is 6sszesen n tényezdbdl all

_(n) s s—1 s—(k—=1) m—s m—-—s—1 m—s—(n—k—1)
_<k>.m.m—l.'”.m—(k—l).m—k’.m—(kﬂ—l).”'. m—(n—1) '

Nézziik meg az egyes tényez6k hatarértékét:

. s — konstans ) S
- lim ——— = lim — =p.
m—oco m, — konstans m—oo m

~ m — s — konstans . m-—s
— lim = lim
m—oo 1 — konstans m—oo  m

=1-p

Az els tipushol k darab, a masodikbol pedig n — k darab van, igy a teljes kifejezés hatarértéke:

lim <Z> | <Zl:ks) - (n> (1 —p)nR

m—0o0 m k
n
8.8. Kovetkezmény.
Ha m, s és m — s nagy az alapsokasdg n elemszdmdhoz képest, akkor a hipergeometriai eloszlds

O

s
kézelithetd a p = — paraméterd binomidlis eloszldssal. Ekkor tehdt
m

@ ' (7;—_1:) - <n> . (f)’“. (1_5)”*’“ _ <"> (1 —p)

m
n
8.9. Példa.

Egy urndban m darab goly6 van, ezek koziil s darab piros. Visszatevés nélkiil huzunk nyolcat.
Ekkor annak a valoszintisége, hogy pontosan két pirosat hizunk (négy tizedesjegyre kerekitve):

10 15
. , 3 5
- m =25 és s = 10 esetén ~—~4~—~—* ~ 0,3332.

25

20 30
) ) 3 5
— m = 50 és s = 20 esetén —~4—~—+% ~ 0,3026.
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40 60
=100 és s = 40 esetén ~2Z N9/~ 0.2800
- - 100 e
8
s
Az — ardny mindharom esetben 0,4. Az n = 8 és p = 0,4 paramétert binomidlis eloszlas értéke
m

k = 2 esetén ~ 0,2787. Lathato, hogy m (és s) novelésével egyre kozelebb keriilnek ehhez a
hipergeometriai eloszlashol szamolt értékek. Az eloszlasokat a 8.3 dbran szemléltetjiik.

0.41 0.41

0.3f 0.3f

0.2 0.2f
0.1f 0.1f
0 ! 0

4 5 6 7 8

o 1 2 3

0 1 2 3 4 5 6 7 8

(a) Hipergeometriai eloszlas, m = 25, s =10, n = (b) Hipergeometriai eloszlas, m = 50, s = 20, n =
0.4r 0.4r
0.3r 0.3r
0.2r 0.2
0A17 Ol,
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 0 1 2 3 4 5 6 7 8
(c) Hipergeometriai eloszlas, m = 100, s = 40, (d) Binomialis eloszlas, n = 8, p = 0,4.
n = 8.

8.3. dbra. A hipergeometrai eloszlas adott n mellett m és s novelésével egyre kozelebb keriil az n és

S
p = — paraméteri binomiélis eloszlashoz.
m

8.10. Feladat.
Egy varosban 51000 ng és 49000 férfi él. Véletlenszerten kivalasztunk 10 embert.

a) Mi a valoszintisége, hogy pontosan hat ng van a kivalasztottak kozott?
b) Mi a valoszintisége, hogy legalabb két férfi van a kivalasztottak kozott?
Megoldas:

a) Legyen X; a nék szama a kivalasztottak kozott. Ekkor X, hipergeometriai eloszlast az m = 100 000,
s = 51000 és n = 10 paraméterekkel. Igy a valoszintiség:

51000\ (49000
6 4
~0,2130.
100000
10

109

P(X; =6) =

=
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Egyszertibb szamologéppel elég nehézkes kiszamitani a fenti kifejezés értékét. Viszont most m, s és m — s
is sokkal nagyobb, mint n, igy a hipergeometriai eloszlas olyan binomidlis eloszlassal kozelithets, melyre
p= > =0,51 és n = 10. Ezzel a kivetkez6t kapjuk:

P(X,=6)~ (160> -0,51°-0,49* ~ 0,2130.

Lathato, hogy a két eredmény négy tizedesjegyre megegyezik.

b) Legyen X, a férfiak szama a kivalasztottak kozott. Természetesen ez is hipergeometriai eloszlasi, a keresett
valoszintiség pedig:

P(Xy>2)=1-[P(X2=0)+P(X2=1)] =

51000) (49000 51000) (49000
10 0 9 1
=1- + ~ 0,9873756
100 000 100 000
10 10

X eloszlasa kbzelithet olyan binomialis eloszlassal, melyre n = 10 és p = 0,49. Igy a binomialis kozelités-
sel kapott valésziniség:

~ 0,9874.

P(X2 > 2) =1- [P(Xz = 0) +P(X2 = 1)]
(100) -0,51'0-0,49° + (11()) -0,51° .0,491} ~ 0,9873721

~ 0,9874.

~1-—

A kozelités most is igen jol miikodik, a két eredmény csak a hatodik tizedesjegyben tér el egymastol.

8.11. Feladat.

A legutobbi Barcelona meccs 70000 nézGjébdl 60000 volt hazai, 10000 pedig vendég szurkold. A
mérkszés utan a renddrok kozilik 20 {6t vettek Srizetbe. Mi a val6szintsége, hogy 17 hazai és
3 vendég szurkolot vettek Grizetbe?

Megoldas:

Legyen X az 6rizetbe vett hazai szurkolok szama. Ha X = 17, akkor nyilvan 17 hazai és 3 vendég szurkolé élvezi a
renddrség vendégszeretetét (hiszen Gsszesen hisz embert vettek drizetbe). X tekinthets hipergeometriai eloszlasi
valdszintségi valtozonak az m = 70000, s = 60000 és n = 20 paraméterekkel. Ezzel a kérdéses valészintiség:

60000) (10000
17 3
P(X=17) = ~ 0,241869 ~ 0,2419.

70 000
20

Mivel m, s és m — s is nagyon nagy n-hez képest, igy X eloszlasa kozelithets olyan binomialis eloszlassal, melyre
n =10 és p= 23390 = & A binomialis kozelitéssel kapott valoszintiség:

70 000
20\ /6\'" /1\®
P(X =17~ = = ~ 0,241833 ~ 0,2418.
(X =17) (17> (2) -(3) ~o ,

Lathato, hogy a pontosabb értékek csak az 6tddik tizedesjegyben térnek el.
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9. fejezet

Val6szintiségi valtozo fuggvényének
eloszlasa

Elsfordul, hogy egy proléma megoldasdhoz egy adott valdszintiségi valtozo valamely fiiggvényére
van sziikségiink, példaul adott az X valoszintiségi valtozo, mi pedig az Y = X3 valoszintsegi
valtozoval kapcsolatos kérdésekre keressiik a valaszt. Ilyen esetekben fontos, hogy meg tudjuk
hatarozni a transzformécioval kapott 0] valoszintségi valtozo eloszlasat, eloszlasfligggvényét,
strdségfliggvényét, varhato értékét, szorasat.

9.1. Diszkrét valészintiségi valtozo fiiggvényének eloszlasa

9.1. Példa.
Az X valoszintségi valtozd eloszlasa legyen az aldbbi:

o 1 2 3
X'{O,Q 0,1 04 03

Ekkor az Y = X3 valoszintségi valtozo lehetséges értékeit ugy kapjuk, hogy X lehetséges
értékeit harmadik hatvanyra emeljiikk. A hozzajuk tartozé valdszintiségek meghatdrozhatok X
eloszlasabol: az Y = y esemény valoszintisége megegyezik az X = /iy esemény valoszintiségével.
Igy az Y = X3 valoszintiségi valtozo eloszlasa:

0o 1 8 27
Y'{ 02 0,1 04 0,3

Nézziik meg azt is, hogy mi torténik a varhato értékkel és a szorassal. Az eredeti X valoszintségi
valtoz6 varhatd értéke és szorasa az eloszlas alapjan kénnyen meghatarozhato:

E(X)=18 D(X)=+4/1,16 =~ 1,077.
Hasonl6an egyszeri Y varhat6 értékének és szordsdnak meghatérozésa:
EY)=114 D(Y) = /114,44 ~ 10,6977 .

Lathato, hogy E(Y) # [E(X)]? és D(Y) # [D(X)]?, azaz itt sem a varhaté érték, sem pedig a
szoras nem ugy transzformélodik, mint a valoszintségi valtozo.
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9. FEJEZET. VALOSZINUSEGI VALTOZO FUGGVENYENEK ELOSZLASA

9.2. Példa.
Legyen most X eloszlasa az alabbi:

X : 0 % T 37”
0,25 0,25 0,25 0,25

A varhato értéke és a szorasa:

3
E(X)="" D(X)=+/03125 72 = 0,550r.

4
Az 1j valoszintiségi valtozo legyen Y = cos X. Ekkor Y lehetséges értékei:
0 3

cos0 =1, cos§ =0, cosm=-—1, cos7 =0.
Az Y =1és az Y = —1 esemény csak ugy kovetkezhet be, ha az X = 0 illetve az X =«
esemény bekovetkezik, ezért az Y = 1 esemény val6szintisége megegyezik az X = 0 esemény
valoszintiségével, az Y = —1 esemény valoszintisége pedig megegyezik az X = 7 esemény vald-
szintiségével. Az Y = 0 esemény akkor kévetkezik be, ha X = § vagy X = 37”, fgyazY =0
esemény valoszintisége az X = 5 és az X = %’r események valoszintiségeinek Osszege. Igy az

Y = cos X valdszintiségi valtozo eloszlésa:

-1 0 1
Y'{ 025 05 0,25

Az 4j valosziniiségi valtozo varhato értéke és szorasa:
EY)=0 D(Y) =4/0,5~0,7071.
Mivel cos 2% = %ﬁ és cos 0,559m = —0,1843, ezért E(Y) # cos E(X) és D(Y') # cos D(X).

9.3. Megjegyzés.

Van olyan eset is, amikor a varhaté érték és a széras ugyanigy transzformalédik, mint a valo-
szintiségi valtozo. Legyen Y = a- X + b, ahol a,b € R és a # 0. Emlékezziink vissza roviden két
tételre:

-~ E(Y)=a-E(X)+b, és
- D(Y) = l|a| - D(X).

A fentiekbdl kévetkezik, hogy ha a > 0 és b = 0, akkor a vdrhaté érték és a szordas ugyanugy
transzformdldédik, mint a valésziniiségi valtozo, vagyis az eredeti értékek a-szorosara valtoznak.

A példak utdn mar kézenfekvd a diszkrét valoszintiségi valtozo transzformaltjanak altalanos
definicidja:

9.4. Definicio.

Legyenek az X diszkrét eloszlast valbszintiségi valtozé lehetséges értékei x1,x9,... és ezek
bekiovetkezési valoszintiségei p1,pa, . ... Az Y = h(X) valoszintiségi valtozo lehetséges értékei

ekkor az y1 = h(x1),y2 = h(x2), ... szamok (amelyek kozdtt megegyezdk is lehetnek) és ezek
bekovetkezési valészintségei a

PY=y)= > PX=x)= > pi

h(x:)=yr h(x:)=yx

értékek, ahol az Gsszegzés mindazon x;-re vonatkozik, amelyre h(x;) = yy fennall.
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9. FEJEZET. VALOSZINUSEGI VALTOZO FUGGVENYENEK ELOSZLASA

9.5. Megjegyzés.

HaazY = h(X) valésziniiségi valtoz6 X -nek szigorian monoton fiiggvénye, akkor az Y valoszintisé-
gi valtozo yr = h(xy), (k = 1,2,...) értékeihez tartozé valosziniiség eloszlias megegyezik az X
valészintiségi valtozé eloszlaséval.

9.2. Folytonos valoszintiiségi valtozo fiiggvényének eloszlasa

Legyen most X folytonos eloszlasu valoszintseégi valtozo, eloszlasfiiggvénye pedig legyen F(x).
Tegyiik fel, hogy az Y valdszintiségi valtozot az X fiiggvényeként kaptuk. Az Y-nal kapcsolatos
kérdések megvalaszolasahoz sziikség lesz Y eloszlasfiiggvényére és stirtiségfiiggvényére. Ezeket az
X valoszintiségi valtozo ismeretében meg tudjuk hatédrozni. A moédszer lényege, hogy az Y-nal
kapcsolatos eseményt ki tudjunk fejezni X-szel kapcsolatos eseményként.
9.6. Példa.
Legyen az X valoszintiségi valtozo egyenletes eloszlast a (—4;4) intervallumon. Ekkor eloszlés-
fliggvénye és siirtiségfiiggvénye:
0 ha z < —4
F(z)=¢ %4 ha-4<a2<4 és f(z) =

{é ha -4 <z <4
1 ha x >4

0 kiilénben

Legyen Y = X3. Mivel X —4 és 4 kozé esik, ezért Y —64 és 64 kozé fog esni. Jelolje YV
eloszlasfiiggvényét G(z), strtségfiiggvényét pedig g(x). Fejezziik ki G-t F' segitségével:

G(r)=P(Y <z)=P(X®<z)=P(X < ¥z) = F(Vx).
Vagyis YV eloszlasfiiggvényét ugy kapjuk, hogy X eloszlasfliggvényébe /z-et helyettesitiink. Az
F fiiggvény értéke

— 0, ha a valtozo6 kisebb vagy egyenls, mint —4. Ezért G értéke 0, ha /x < —4, azaz ha
z < —64.

4 J 4
T , ha a valtoz6 —4 és 4 kozé esik. Ezért G értéke \/58+

ha —64 < z < 64.

, ha —4 < Yx < —4, azaz

— 1, ha a valtoz6 nagyobb, mint 4. Ezért G értéke 1, ha /x > 4, azaz ha x > 64.
Igy Y eloszlasfiiggvénye:

0 ha z < —64
Gz)={ Yo ha 64 <2 <64
1 haz>64

A stirtiségfiiggvény most is el6all az eloszlasfiiggvény derivaltjaként, ezért

{214- L ha—64<a2 <64

_ V2
9(x) 0 kiilénben

A g(z) striiségfiiggvény meghatarozhato X eloszlasfiiggvényébdl is:

o) = G'(a) = [FYR) = F(Y2) - (Vo) = 55— = o1 o

(ott, ahol a stirtiségfiiggvény nem nulla).
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9.7. Példa.

Legyen az X valdszintiségi valtoz6 ugyanaz, mint el6bb, a bel6le képzett valoszintiségi valtozo
pedig legyen Y = X2, Az a nagy kiilonbség az el6z6 példahoz képest, hogy a négyzetre emelés
(a harmadik hatvanyra emeléssel szemben) a megadott intervallumon nem szigortian monoton
fliggvény, igy az eloszlasfiiggvény meghatirozasa kicsit masképp torténik. Mivel X értéke —4
és 4 kozé esik, ezért Y értéke 0 és 16 kozeé fog esni. Jelolje YV eloszlasfliggvényét most is G(z),
strtsegfiiggvényét pedig g(x). Fejezziik ki G-t F' segitségével.:

Gx)=P(Y <z)=P(X?<z)=P(—vVz < X < V)= F(Jz) - F(—VT).

Mivel Y nemnegativ, ezért G(x) nulla lesz minden z < 0 esetén. Ha = > 0, akkor

4
— ha 0 <2 <16, akkor 0 < /z <4 és —4 < —\/x < 0. Az F(x) fiiggvény értéke x;— ha
Vr+4 = +4
== g

a valtozo —4 és 4 kozé esik, igy itt G(z) = F(y/x) — F(—+/x)

, azaz

4
— ha x > 16, akkor /z > 4 és —/x < —4, tehat most F(y/z) = 1 és F(—/z) = 0, igy
G(z)=1.
A fentieket dsszefoglalva kapjuk Y eloszlasfiiggvényét :
0 hax <0
Gx)={ ¥ ha0<z<16
1  haz>16

A stirtiségfiiggvény pedig
= ha0<z<16
0 kiilénben

A g(z) striségfiiggvényt most is meghatarozhatjuk X eloszlasfiiggvényébdl is:

g9(x) =G'(2) = [F(Vz) - F(-vV2)] = f(V2) - (Vo) = f(=V2) - (V) =

1 1 -1 1 1
=—.— (ott, ahol a sirtségfiiggvény nem nulla).

1
T8 2z 8 2z 8

A két péeldabol latszik, hogy egy kicsivel egyszeriibb az Y = h(X) valoszintiségi valtozo eloszlas-
figgvényének a meghatarozisa, ha h szigortian monoton fiiggvény. Erre az esetre egy altaldnos
formulat adunk a kovetkez§ tételben.

9.8. Tétel.

Legyen h egy szigorian monoton, differencidlhato fliggvény és X egy folytonos eloszlasi
valoszintségi valtozo, amelynek strtiségfiiggvénye f . Ekkor az Y = h(X) valoszintségi valtozo
strdségfiiggvénye

/
T e thl.

g@) = f (b7 (@) - |(n7' (@)

ahol h=! a h fiiggvény inverzét jeldli.
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9. FEJEZET. VALOSZINUSEGI VALTOZO FUGGVENYENEK ELOSZLASA

B1zONYITAS:

1. Legyen elGszor h szigorian monoton névs. Ekkor az {Y < x} esemény (ami tulajdonkep-
pen a {h(X) < x} esemény) ekvivalens az {X < h™!(z)} eseménnyel. Igy Y eloszlasfiigg-
vénye:

G(z) =P(Y <2)=P(h(X)<2)=P(X <h ') =F (h (z)),

ahol F' az X eloszlasfliggvénye. Ebb6l Y stirtiségfiiggvénye az dsszetett fiiggvény derivalasa-
val megkaphaté:

Mivel h szigortian monoton novs, ezért (lfl(ac))/ > 0, ami megegyezik az abszolit értéké-
vel.

2. Legyen most h szigortian monoton csékkend. Ekkor az {Y < z} esemény (ami most is a
{h(X) < x} esemény) ekvivalens az {X > h~!(z)} eseménnyel. Igy ebben az esetben Y
eloszlasfiiggvénye:

G(x)=P(Y <2)=P(h(X)<z)=P(X >h ' z)=1-F (h'(2)),

ahol F az X eloszlasfliggvénye. Ebb6l Y stirtiségfiiggvénye az dsszetett fliggvény derivalasa-
val megkaphaté:
/

g@)=[1-F(h ()] =—f (h (@) ().

Mivel h szigortan monoton cstkkend, ezért (hfl(x))/ < 0, igy a —1-szerese megegyezik
az abszolut értékével.

0

9.9. Példa.

Legyen X X paraméterd exponencidlis eloszlast valoszintségi valtozd. Az Y valdszintségi valtozod
legyen eX. Mivel X értékkészlete a (0;00) halmaz, ezért Y értékei az (1; 00) halmazbol keriilnek
ki Az X strtségfiiggvénye:

Ae ™ haO<uz
J(@) = { 0  kiilonben

Most h(z) = €*, igy
1
hlz)=lnz ¢ (W '(2) = e

Ezzel Y strtségfiiggvénye:

glw) = (071 @) - |(n @)

Pontosabban:

g(z) =

A'x)\l-‘rl hal<zx
0 kiillonben

A tétel fontos specialis esete az, amikor Y az X linearis transzformaltja, vagyis Y = a- X 40,
(a #0). Ekkor a stirtiségfiiggvényre vonatkozé formula is egyszertisodik:
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9.10. Tétel.
Legyen X egy folytonos eloszlast, f siirtiségfiiggvényti valdszintiségi valtozé. Ekkor az ¥ =
=a-X 4+ b (a #0) valoszintiségi valtozo siirtségfiiggvénye

g($)=;-f<x;b>-

B1zoNYITAS: Tekintsiik az el6z6 tételt a h(x) = a - x + b fiiggvénnyel. Ekkor h(x) inverze

T 1
h=Y(z) = , ennek derivaltja pedig (h_l(a;))/ = —, igy adodik a tétel allitasa. O
a

a
A lineéris transzformalas leggyakrabban akkor fordul els, amikor egy normalis eloszlast va-
loszintiségi valtozot standardizalunk. Az elézé tétel alapjan egyszertien beldthatjuk, hogy a
standardizalassal kapott valdszintiségi valtozo valéban standard normélis eloszlast.

9.11. Tétel.
Legyen X normalis eloszlasa valészintiségi valtoz6 az m és o paraméterekkel. Ekkor X stan-

dardizaltja, vagyis az X* = valdszintiségi valtozo standard normélis eloszlasu.

(2

1 2
BizoNYIiTAS: A bizonyitashoz elég azt megmutatni, hogy X* strtségfiiggvénye T -e” 2
m
Mivel X normélis eloszlasu, ezért a stirtiségfiiggvénye
1 _(z=m)?
fla) = — e B
ov2m
. ., X—-m 1 m ) .
Mivel X* = = — - X — —, ezért alkalmazhatjuk az el6z6 tétel az a = - és b = -
o o o
valasztassal. Igy X* stirtiségfiiggvénye:
1 xr — b xr — —_m 1 7((0‘-1‘+m)—'m)2
f< >:O'f ______ o :O-f O-x_l_m =0 - - e 202 —
lal a 1 ( ) oV 2
1 _a?
= — - e 2 .
Vam
O

9.3. Valo6szintiségi valtozo fliggvényének varhato értéke

Az Y = h(X) valoszintiségi valtozo varhato értékét kiszamithatjuk diszkrét esetben az elosz-
lasabdl, folytonos esetben pedig a sdridségfiiggvényébdl. Ha azonban csak Y varhato értéke
érdekel minket, az viszont nem, hogy az eloszlasa, eloszlasfiiggvénye mi lesz, akkor joval kevesebb
szdmolassal is megkaphatjuk azt.
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9.12. Tétel.
Legyen X diszkrét eloszlasu valésziniiségi valtozd, lehetséges értékei xq,x2,..., a hozzajuk
tartozo valoszintiségek pedig p1, po, ... . Legyen tovabbd Y = h(X). Ekkor Y varhato értéke

E(Y) = Zh(xi) ;.

BizONYITAS: Az Y val6szintségi valtoz6 varhato értéke:

EY)=) w-a ,sholg= > pi
k

h(zi)=yx

yk'pizz Z h(z;) - pi =
, k

h(z:)=yx

9.13. Tétel.
Legyen X folytonos eloszlasu valoszintiségi valtozo, a stirtiségfiiggvénye legyen f(x), és legyen
Y = h(X). Ekkor Y varhato értéke

BIzONYITAS: Mivel minden fiiggvény felbonthaté szigorian monoton fiiggvények Osszegére!,
ezért a tételt elég szigortian monoton h-ra bizonyftani.

E(Y)= / x-g(r)de = / x-f (h_l(m)) . (h_l(:L'))/ dz.
1
Hasznaljuk fel, hogy az inverzfiiggvényre vonatkozo6 derivilasi szabaly miatt: (h_l (:Jc))/ = W,
majd pedig végezziik el az y = h~!(z) helyettesitést. Ekkor z = h(y), do = h/(y)dy. Ezzel
BY)= [ o f (7' @) gy do= [ B0 1) s W) dy =
. W) W)
— [ 1) fw)dy.

! Pontosabban minden olyan fiiggvény, amely folytonos és minden véges intervallumon korlatos variacioji.
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Ha h szigortin monoton cstkkend, akkor a levezetés teljesen hasonléan elvégezhets. Ha pedig h
nem szigorian monoton, akkor felbonthaté szigortian monoton fiiggvények Gsszegére. g

9.14. Példa.

Az X valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye legyen a kovetkezd:

1-L hal<z
Fx) = { 0 ’ kiilénben

Vezessiik be a kovetkezd valoszintiségi valtozokat: Y1 = X2 Yy = VX, Y3 = 1/X. Ekkor az

1
alkalmazott fiiggvények: hi(z) = 22, ho(x) = \/z, h3(x) = — Meghatarozzuk X és az 1j valoszi-

niiségi valtozok varhato értékeét is. Ehhez sziikségiink lesz X surusegfuggvenyere, amely F(x)-bol
megkaphaté:

hal<uz

kiilénben

Ty 4 1% 4
:/x-S :/dx—[ 3303]1 =3~ ~ 1,3333.
1
7 1, 004 4™
_ 2, _
1 1

o -{%

E(YZ): /h2( d:l?_/f d{L‘—/ = [_3.\;%:[)0:?%1’1429_
B(Y:) = /hs(x)'f(iﬁ)dw—/i-;dx—/;dx— B
. J /

9.15. Feladat.
Egy gyarban acélgolyokat keészitenek. A golyok tomege (g) egyenletes eloszlasu a (9,5;10,5)
intervallumon. Hatarozzuk meg az atmérG varhatd értékét és szorasat!

Megoldas:
Legyen az X valoszintiségi valtozd egy golyd tomege grammban. A feladat szerint X egyenletes eloszlasi a
(9,5;10,5) intervallumon, igy a striségfiiggvénye:

fay= [ 1 ha9s<w<105
)= 0 kilénben

Jelolje d egy goly6 atmérdjét. A golyd tomege és atmeérdje kozott az alabbi Osszefiiggés all fenn:

m=d o (2
3 2) °

, ahol p az acél stirtisége (p = 7,8 —£5). A fenti Osszefiiggésbdl kifejezhets az atmérd:
/3 m
d=2.23/2. ™
4 7

Ennek segitségével pedig felirhaté d varhato értéke:

10,5 10,5

E(d)—/2~3§~ z -1dx—/2~3§- L < Yrdr = 2-3§- LI Nt 10’5»\413477
- 4 778 - 4 778 V4 a8 os
9,5 >

=~ w
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Mivel a témeg grammban, a strtség pedig g/cm?®-ben volt megadva, igy a kapott eredmény természetesen cm-ben
értendd, tehat az atmérd varhato értéke kb. 1,35 cm.

A szoérast most is a D(d) = \/E(d?) — E2(d) osszefiiggés alapjan hatarozzuk meg, amibél csak E(d?)-et nem
ismerjiik. Ennek meghatarozasa hasonléan torténhet, mint a varhato érték kiszamitasa:

r 3 i 31\ 3 1\ 3 e
E(d?) = 2.3/2. 1dx = 2. N r2dr= (2. 3/2. L2 Y s
() /( 4 7r-7 ) v /( 4 7r-7,8) e {( 4 7r~7,8> 5 V7
9,5 9,5
~ 1,8165.

Ebbdl a szoras:

= /E(d?) — E2(d) ~ /1,8165 — 1,34772 ~ 0,0143.

Természetesen a szorasra kapott érték is cm-ben értendd, tehat a szoras kb. 0,0143cm. (Ha mind a véarhato
érték, mind a négyzet varhato értékének meghatarozasakor pontosabban szamolunk, akkor a szorasra kb. 0,01297
adodik.)

9.4. A lognormalis eloszlas

A lognormalis eloszlas (masnéven lognormal vagy logaritmikusan normaélis eloszlas) édltalaban
torési, osztodasi folyamatoknal alkalmazhaté. Ekkor a végtermék tomege, térfogata lognormaélis
eloszlasunak tekinthetd.

9.16. Definicié.
Az Y valbszintiségi valtozét m és o paraméterii lognormalis eloszldstinak nevezziik, ha Y e
alapt logaritmusa m és o paraméterd normalis eloszlési.

Legyen az X valdszintiségi valtozé normalis eloszlast az m és o paraméterekkel, az eloszlas-
fliggvényét jelolje F', a stirtiségfiiggvényét pedig f. A belGle szarmaztatott lognormalis eloszlasu
valoszintiségi valtozé Y = e~ (hiszen ekkor Y e alapt logaritmusa éppen X). Meghatéarozzuk Y

eloszlasfiiggvényét :
— Mivel Y = e¥, ezért csak pozitiv értéke lehet, igy 2 < 0 esetén G(x) = 0.

— Ha z > 0, akkor

Inx
s m)2
G(r)=P(Y <z)=P(e* <z)=P(X <Ilnz)= F(lnz) =
oV 2w
A striségfiiggvénye (ott, ahol a stirdségfiiggvény nem nulla):
1 (lnnc—m,)2

g(@) = G (@) = (F(nz)) = f(Inz)- % -

Osszefoglalva
_(n m—m,)2

202 ha 0 <z
0 kiilénben

L e
g(m) = z-0V/2m
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A varhat6 érték meghatarozasa igényel némi szamolast :

1 _(nz-m)? 1 _(nz-m)?
EY)= /m-e 202 do = e 202 dx.
0
Vezessiik be a t = In z helyettesitést. Ekkor o = e’ és dao = e!dt. Mivel z 0 és oo kdzott valtozik,

ezért t = Inx —o0 és oo kozott valtozik. Igy a helyettesitéssel kapott integral:

(t 7n)2

E(Y) = eldt.

oV 271'

Az integrandusban alakitsuk teljes négyzetté e kitevgjét:

t—m)?  —(t-m)?+20% —t*—m?P4+2mt+20%t —(t— (m+0?))*+0*+2mo?
202 ti= 202 N 202 N 202 B
_ —(t=(m+d%))?  o?
- 252 T

Ezzel a varhato érték:

—(t <m+02))2 o2 o2 —(t—(m+02))? o2
T2 e Mdt=e2 ™M 7dt267+m.

oV 27r a\/ 27T

E(Y) =

=1

A kijelolt rész azért 1, mert az integrandus (a mar kiemelt konstans szorzot is hozzaértve) egy
stirtiségfiiggvény (az m + o2, o paraméteri normalis eloszlas strtségfiiggvénye).

A szoérasa meghatarozasahoz sziikségiink van Y2 varhato értékére. Itt ugyanazt a helyettesitést
fogjuk alkalmazni, mint a varhaté érték kiszamitasanal:

o0 1 5 (o.9] 1 9 1 o0 9
(lnx m) _(Inz—m) _ (t=m)
E(Y?) = /962'6 dz = /x e 22 dx= ele” 202 etdt.
oV2m oV 2 oV2m
0 0 —0
Most is alakitsuk teljes négyzetté e kitevGjét:
(= m)? e —t2—m? 4+ 2mt +40*t  —(t — (m+20%))> + 4ot + 4mo?
202 N 202 N 202 N
—(t— 9 2\)2
= ( (m +207)) + 202 4 2m.
202

Ezzel Y2 varhato értéke:

7(t (rn+2<72))2 —(t— (m+202))2

2 2
620 +2m dt = 620 +2m

a\/ﬂ a\/ﬂ /

E(Y2 _ g20%+2m

=1

A kijeldlt rész ismét azért 1, mert strtiségfiiggvény integralja. A kapott eredményekbdl a szorés:

DY) = E(Y?) — E2(Y) = \/6202+2m - (e"z +m)2 - \/e2m+02 (e 1)
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10. fejezet

A Markov- és a
Csebisev-egyenl6tlenség

Sok esetben el6fordul, hogy nem &ll minden informacié rendelkezésre ahhoz, hogy egy valészi-
ntiséget pontosan meg tudjunk hatarozni. llyenkor a valoszintiségi viltozo néhany jellemz&jének
(varhato érték, szoras) ismeretében csupan a valdszintiség becslésére szoritkozhatunk.

Ebben a fejezetben el@szor annak valdszindségére mutatunk felsé becslést, hogy egy nem
negativ értékd valoszintségi valtozé értéke nagyobb vagy egyenld, mint egy adott szam. Latni
fogjuk, hogy ez a valdésziniiség nem lehet akirmekkora, a varhatoé érték alapjan adhat6 ra egy
fels§ korlat. Ez azt is jelenti, hogy a valdsziniiségi valtoz6 csak viszonylag kis valdszintiséggel
vehet fel a varhaté értékhez képest nagy értékeket.

Ezutan annak valdészintiségére adunk becslést, hogy a val6szintiségi valtozd a varhaté értéktél
legalabb egy adott értékkel eltér. Ez is azt mutatja, hogy tilsadgosan nem lehet eltérni a varhato
értéktsl, azaz a nagy eltérés valoszinidsége kicsi.

10.1. A Markov-egyenl&tlenség

10.1. Tétel. (Markov-egyenlGtlenség)
Ha X olyan nem negativ értékeket felvevs valoszinségi valtozo, amelynek van varhato értéke,
és az a egy tetszéleges pozitiv valés szam, akkor

P(X >a) <

BizonyITAs: Az allitast kiilon-kiilon bizonyitjuk diszkrét, illetve folytonos eloszlast valoszint-
ségi valtozora.

1. Legyen X a feltételeknek megfelels diszkrét eloszlasi valdszintiségi valtozd. A lehetséges
értékei legyenek x1, zo, . . ., az ezekhez tartozo valosziniiségek pedig p1, pa, . . .. A bizonyitéshoz
felirjuk X varhato értékét, majd azt alulrél becsiiljik:

E(X):ka']?kz Zﬂﬁk'PkZ Za'pkza- Zpk:wP(Xza).
k=1

TEp>a TR>a TEp>a
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10. FEJEZET. A MARKOV- ES A CSEBISEV-EGYENLOTLENSEG

Az alabbi egyenlétlenséget kaptuk, melybdl dtrendezéssel adodik a tétel allitasa:
E(X)

E(X)>a-P(X >a) = P(X >a)< -

2. Legyen most X a feltételeknek megfelel folytonos eloszlasii valoszintiségi valtozo, a stirtiség-
fiiggvénye pedig legyen f(z). Ugyanazt az eljarast fogjuk kovetni, mint diszkrét esetben:

E(X):/ 7:c @ dx27m-f(x)dx27oa-f(:v)dx:
0 a a

=a- /f P(X >a).

Ugyanolyan egyenlStlenséget kaptuk, mint az el6bb, most is 4dtrendezéssel adédik a tétel
allitasa:
E(X)

E(X)>a-P(X > a) = P(X >a)< -

0

10.2. Példa.
Jelolje X egy teljesen véletlenszertien valasztott férfi magassagat. Ha a magassag varhaté értéke
175 cm, akkor annak valdszintisége, hogy egy férfi legaldbb 250 cm magas:

175

P (X > 250) < o

=0,7.

A Markov-egyenlétlenséggel kapott becslés szerint ez a valészintiség legfeljebb 0,7 lehet. Ez, mint
matematikai allitas nyilvanvaléan igaz (megfelel neki a 0 valosziniiség is), de maga a becslés igen
gyenge, hiszen a valészintiség tényleges értéke bar nem ismert, de nyilvanvaléan igen-igen csekély.

10.3. Példa.

Ez a példa azt mutatja, hogy eléfordulhat olyan eset is, amikor a Markov-egyenlGtlenségben
egyenl6ség all, vagyis a becsléssel kapott érték megegyezik a tényleges valoszintiséggel. Legyen
X egy olyan valészintiségi valtoz6, amelynek az értéke p valészintiséggel ¢, 1 — p valdszintiséggel
pedig 0 (p,c > 0). Ekkor X eloszlasa és varhato értéke:

c 0
X: — E(X)=c-p.
{pl_p (X)=c-p

A P(X > c) valoszintségre alkalmazzuk a Markov-egyenl6tlenséget :

P(X>¢) < er_ D.
c
Az eloszlasbol viszont latszik, hogy P(X > ¢) = p, igy most az egyenlGtlenségben egyenlGség
all.

10.4. Példa.
Legyen X egy nemnegativ értékd valoszintiségi valtozo, a varhato értéke legyen 12. Annak valo-
szintiségére akarunk becslést adni, hogy X értéke legalabb 30. Mivel az X valészintiségi valtozé
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megfelel a tétel feltételeinek, ezért hasznalhatjuk a Markov-egyenlGtlenséget, most F(X) = 12

és a = 30. Ezzel: 1
PIX>300< —=04.
(X 230) < 52 =0,

Tehat azt mondhatjuk, hogy a kérdéses valoszintség legfeljebb 0,4. Tipikus rossz valasz az, hogy

»a valoszintiség 0,4”. Nem tudjuk, hogy mennyi a valészintiség, csak azt tudjuk, hogy legfeljebb
0,4.

10.5. Feladat.
Egy bizonyos tipust izz6 élettartama atlagosan 4000 6ra.

a) Adjunk becslést annak valoszintiségére, hogy az élettartam legalabb 6000 6ra!

b) Mi a helyzet akkor, ha tudjuk, hogy az élettartam exponencidlis eloszlast valoszintiségi
valtozo6?

Megoldas:
a) Legyen az élettartamot 6raban megad6 valoszintségi valtozé X. Tudjuk azt is, hogy E(X) = 4000. Mivel az
élettartam nyilvanval6an nemnegativ, tovabba létezik X varhato értéke is, ezért hasznalhatjuk a Markov-

egyenlétlenséget (most a = 6000):
4000 2
P X > < —_—
(X =6000) < G560 = 3
Tehat legfeljebb % annak a valoszintsége, hogy az élettartam legalabb 6000 6ra. Ha egyéb informécié nem
all rendelkezésiinkre, akkor ennél tobbet nem tudunk mondani.
b) Nagyban véltozott a helyzet az el6z6hoz képest, hiszen most ismerjiikk X eloszlasat, a varhato értékbol
meg tudjuk hatarozni az eloszlas paraméterét, igy a kérdéses valdszintséget mar nem kell becsiilniink, ki
is tudjuk szamitani. Mivel X exponencidlis eloszlasu, ezért:

1 1

Igy az eloszlasfiiggvény: )
] 1= e”m0  haz>0
Fa) = { 0 kiilénben

Ezzel a valdszintség:
P(X > 6000) = 1 — F(6000) = 1 — (1 - e—%) = ¢ 1%~ 0,2231.
A valoszintségre tehat most pontos értéket kaptunk (a kerekitéstol eltekintve). Figyeljiik meg azt is, hogy

2
a kapott valoszintségérték megfelel az el6z6 pontban kapott becslésnek, hiszen kisebb, mint 3

10.6. Feladat.
Az X valészintiségi valtozo varhatd értéke 5, szordsa 12.

a) Mennyi lehet annak valészintisége, hogy X2 értéke legalabb 1967
b) Mi a vélasz, ha X normalis eloszlasi?

Megoldas:

a) Az X valészintségi valtozénak, és X ?-nek sem ismerjiik az eloszlasat, tehat ezt a valészintiséget pontosan
nem tudjuk meghatarozni. Az X? valoszintségi valtozo nyivanvaloan nemnegativ. Ha ismerjiik a varhato
értékét, akkor alkalmazhatjuk ra a Markov-egyenl&tlenséget. Hasznéljuk fel a szérasnégyzetre vonatkozo
formulat:

D*(X) = E(X?) - E*(X) = E(X?) =D*X)+ E*(X).
A feladatban szerepls értékeket behelyettesitve azt kapjuk, hogy FE(X?) = 122 + 5% = 169. A Markov-

egyenlgtlenséget felirva:

169
P(X?2>19) < — ~ 22.
(X? > 96)_196 0,86

A kérdéses valoszintiségrdl tehat annyit lehet mondani, hogy legfeljebb 0,8622.
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b) Ha X normaélis eloszlasi, akkor a valoszintiség pontos értéke is meghatarozhato. Most m = 5 és o = 12,
18y
P(X?>196) =1—-P(X* <196) =1— P(—-14 < X < 14) =
:1—P( 14112 b < X125 < 14125) :1—P(f%<X*<19—2) ~
~1—P(—1,58< X" <0,75) =1— (®(0,75) — ®(—1,58)) =
=1—(2(0,75) — 1+ ®(1,58)) = ®(1,58) — ®(0,75) ~ 0,9429 — 0,7734 = 0,1695.

A kapott eredmény természetesen itt is megfelel az el6z6 pontban kapott becslésnek.

10.2. A Csebisev-egyenlStlenség

Tudjuk, hogy a valdszintiségi valtozé értékeinek a varhatéd értéktsl valo eltérését a szorassal
jellemezziik. A kovetkezdkben azt fogjuk latni, hogy a varhato értéktdl a szoras sokszorosaval
valo eltérés valoszintsége nem lehet barmekkora, a nagy eltérés valoszintisége kicsi.

10.7. Tétel. (Csebisev-egyenlGtlenség)
Legyen X olyan valoszintiségi valtoz6, melynek van varhato értéke és szorasa, legyen tovabba
A tetsz6leges pozitiv szam. Ekkor

P(IX — E(X)| 2 - D(X)) <

B1zONYITAS: A bizonyitashoz a Markov-egyenlétlenséget fogjuk felhasznélni. Az ott szerepld
nemnegativ valosziniiségi valtozo legyen (X — E(X))2. Ennek létezik a varhato értéke, hiszen
E[(X — E(X))?] = D?(X), amirél tudjuk, hogy létezik, hiszen X-nek van szordsa, igy szoris-
négyzete is, jogos tehat a Markov-egyenltlenség hasznalata. Az a szam legyen A\? - D?(X).
Ezekkel felirva a Markov-egyenlGtlenséget :

. 2
P~ BO)P 2 - D20) < HG T

A bal oldal atalakitdshoz hasznaljuk fel, hogy az (X — E(X))? > A\? - D?(X) esemény ekvi-
valens az | X — E(X)| > A+ D(X) eseménnyel, a jobb oldal egyszertisitéséhez pedig azt, hogy
E[(X — E(X))?] = D*(X), igy megkapjuk a tétel allitdsat. O

10.8. Megjegyzés.

A Csebisev-egyenlétlenséget gyakran alkalmazzuk annak becslésére, hogy az X valoszintségi
valtozo értéke milyen valdszintiséggel esik egy adott, varhaté érték koriili szimmetrikus inter-
vallumba. Ez az esemény a Csebisev-egyenlitlenségben szereplének a komplementere, igy az
egvenlétlenséget az alabbi, az eredeti alakkal ekvivalens formaban hasznaljuk:

1
P(|X -EX)| <X DX)) > 1_ﬁ'
10.9. Példa.
Az X valoszintseégi valtozo varhato értéke legyen E(X) = 40, szorasa pedig D(X) = 8. Annak
valoszintiségére akarunk becslést adni, hogy a valészintségi valtozd értéke legalabb a széras
haromszorosaval eltér a varhato értéktsl.
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A valoszintiségi valtozonak létezik varhato értéke és szorasa, igy alkalmazhatjuk a Csebisev-
egyenlGtlenséget. Vegyiik észre azt is, hogy a varhato érték és a szoras konkrét értékének itt
nincs semmilyen szerepe, csak az szamit, hogy a szoras hanyszorosa a minimalis eltérés. A
Csebisev-egyenlétlenségben ez lesz A értéke:

1 1
P(X - B(X)| 23 D(X)) < 5 = 5.
Annyit mondhatunk tehat a kérdéses valszintségrsl, hogy legfeljebb %(% 0,1111) lehet.

10.10. Példa.
Egy valdszintségi valtoz6 varhato értéke 40, szorasa 4. Becslést adunk annak valdszintiségére,
hogy a valészintiségi valtozo értéke 30 és 50 kozé esik.

Legyen a valosziniiségi valtozé X, az adatok szerint E(X) =40, D(X) =4. Az 30 < X <
< 50 eseményt vizsgaljuk. Ez ugyanaz, mintha azt mondanank, hogy X értéke 40-t61 csak tiznél
kevesebbel térhet el, azaz | X — 40| < 10. Mivel X véarhato érteke pont 40 (és mert létezik E(X)
és D(X)), ezért alkalmazhatjuk a Csebisev-egyenlétlenség komplementer eseményre vonatkozo
alakjat:

1 21

P X -4 10)=P(|X — 4 25 - 4 )>1-— =—=0,84.
(X =40 <10) = P(X — 40 | < 25 - 4 ) =155 = = =08

E(X) A DX)

A keresett valoszintségrol igy annyit lehet mondani, hogy legalabb 0,84.

10.11. Példa.
Jel6lje most is X egy teljesen véletlenszertien valasztott férfi magassagat. A magassag varhato
értéke most is 175 cm, szérasa pedig legyen 15 cm. Most is vizsgaljuk annak valészintiségét, hogy
X > 250.

P(X >250) = P(X — 175 > 250 — 175) = P(X — 175 > 75).

Tudjuk, hogy
P(|X —175| > 75) =
=P(X — 175> 75 vagy X — 175 < =75) = P(X — 175 > 75) + P(X — 175 < —75).
Ezért
P(X >250)=P(X —175>75) < P(|X — 175| > 75).
Az utolsé valoszintséget becsiilhetjiik a Csebisev-egyenlGtlenséggel:
1

P(IX —175) > 75) = P(X ~ 175 > 15 - 5 ) < &

D(X) A

~ 0,04

A kapott becslés ugyan sokkal jobb, mint amit a széras ismerete nélkiil a Markov-egyenlGtlenséggel
kaptunk (az < 0,7 volt), de még mindig elég messze all a valosagtol.

Ha még tovabbi informéci6 is rendelkezésiinkre allna, akkor akar még a pontos valdszini-
séget is meg lehetne hatarozni. Ha példaul tudnank, hogy a magassag normalis eloszlastu, akkor
a valdszintiség standardizdlassal meghatarozhato:

175 _ 250 — 175
>

X —
> =
P(X > 250) P( = =

> =P(X*>5)=1-®(5) ~2867-107".
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10.12. Példa.
Ez a példa azt mutatja, hogy a Csebisev-egyenlGtlenségben eléfordulhat egyenl@ség is. Legyenek
m, o és k valés szamok, 0 > 0, k > 1, X pedig olyan valésziniségi valtozd, melynek eloszlasa:

m-—£k-o m m-+k-o
X: 1 1 1

i 1— i
2k2 k2 2k2
Ekkor X varhato6 értéke:

1 1 1
X? varhato érteke:
2 2 1 2 1 2 1 2 2

Igy a szoras:

D(X)=vVE(X?) -F*((X)=vVm?+o2-m?2=o0.

Vizsgaljuk a P(|X —m| > k- o) valoszintiseget:

P(|X—m| > ko) =P(X—m > k-o)+P(X—m < —k-0) = P(X > m+k-0)+P(X <m—k-0).

1 1
Az eloszlas szerint mindkét valoszintiség értéke o5 igy P(| X —m| > k-0) = = Maésrészt a
Csebisev-egyenlétlenség szerint:
>k < L
PUX —m|> ko)< 15,

A D(X)
igy most a Csebisev-egyenlétlenségben tényleg egyenldség &ll.

10.13. Feladat.
Az X valészintiségi valtozd varhato értéke 25, szorasa 5.

a) Mennyi lehet annak valoszintisége, hogy X értéke legfeljebb 15 vagy legaldbb 357
b) Mi a vélasz akkor, ha X normalis eloszlasa?

Megoldas:
a) Az adatok szerint F(X) = 25 és D(X) = 5. Ha X értéke legfeljebb 15 vagy legalabb 35, akkor 25-t6l,
vagyis a varhato értéktdl legalabb tizzel eltér, tehat az eltérés legalabb a szoras kétszerese, igy a Csebisev-
egyenlGtlenségben A = 2 szerepel. A keresett valoszintiségrdl tehat ezt tudjuk:

P(X <15 vagy 35 < X) = P(]X — 25| > 10) =

11
< — == =0.25.
) < 7 =0.25

= P( 92

|X— 25 |> 2 - 5
— T =~
E(X) X D(X)
Tehat a kérdéses valdszintség legfeljebb 0,25. Tipikus rossz valasz az, hogy ,a valoszindség 0,25”. Ennyi
informacié birtokdban ugyanis nem hatarozhat6 meg pontosan, hogy mennyi ez a valészintiség, csak annyi
mondhaté, hogy az legfeljebb 0,25.
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b) Ekkor m = 25 és o = 5 ismeretében standardizalassal kiszamithato a (kerekités erejéig) pontos valoszini-
ség. Célszeribb a komplementer esemény valoszintiségét meghatarozni:

15-25 X -25 _35-25
5 5 5
=®(2) - B(-2) =2-B(2) —1~2-0,9772 — 1 = 0,9544.

P(15<X<35):P( >:P(f2<X*<2)=

Mivel P(X <15 vagy 35 < X) =1— P(15 < X < 35), ezért a kérdéses valoszintiség 1 — 0,9544 = 0,0456
(kozelitsleg).

10.14. Feladat.

Egy gyvarban 2m hosszu rudakat gyartanak 0,6 cm szorassal. Selejtesnek mindsiil az a termék,
melynek hossza legalabb 1 cm-rel eltér az elvart hosszisagtol. Adjunk becslést arra, hogy 1000
darabbol atlagosan hény olyan termék lesz, ami nem selejtes! Mi lenne a valasz, ha normaélis
eloszlast tételeznénk fel 7

Megoldas:

A valaszhoz azt kell megmondani, hogy mi a valoszintisége annak, hogy egy véletlenszerien vélasztott termék
nem selejtes. Legyen a rud hosszat jelentd valosziniségi valtozo X. Ekkor centiméterben szamolva E(X) = 200,
D(X) = 0,6. Ha egy termék nem selejtes, akkor 1 cm-nél kevesebbel tér el a 2 métertdl, vagyis ekkor | X —200] < 1.
Erre mar felirhatjuk a Csebisev-egyenlGtlenséget:

1 16

=2 =0,64.
(3 2

P(\X—200|<1):P(|X—200|<g-0,6) >1-

Azt kaptuk tehat a valoszintiségre, hogy legalabb 0,64, ezért 1000 darabbol atlagosan legalabb 640 nem lesz
selejtes.

Ha azt tételezziik fel, hogy X normalis eloszlasi, akkor a valoszintiséget nem kell becsiilniink a Csebisev-
egyenlGtlenséggel, hanem ki is szamithatjuk:

P(|X —200| < 1) = P(199 < X < 201) = P (199_ 200 X —200 201- 200) =

0,6 < 0,6 < 0,6

= (72 <X"< g) :2’(1)(2) —1~2-9(1,67) —1~2-0,9525—1=0,905.
Ekkor tehat 1000 darabbdl atlagosan 905 nem lesz selejtes.

10.15. Feladat.
Hatarozzuk meg annak val6szintségét az alabbi esetekben, hogy a valészintiségi valtoz6 &ltal
felvett érték a varhatod érték két szoras sugara kornyezetébe esik, azaz

P (X - E(X)| <2 D(X)) =?

a) Tetszbleges olyan X esetén, amikor F(X) és D(X) letezik.
b) X folytonos egyenletes eloszlast.

¢) X exponenciélis eloszlasu.

d) X normaélis eloszlasu.

Megoldas:
a) Alkalmazhatjuk a Csebisev-egyenlétlenséget:

1
P(IX - B(X)| <2:D(X)) 21— 55 =075.
Ebben az esetben tehat annyit mondhatunk, hogy a valésziniség legalabb 0,75.
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b) Az (a;b) intrevallumon egyenletes eloszlasi valoszintiségi valtozo varhato értéke és szorasa:

E(X) = “;rb D(X) = b\/};

a
A varhato érték itt az (a;b) intervallum kdzéppontja, amely mindkét végponttol tavolsagra van. A

szoras kétszerese
b—a b—a_b—a
2- = >
VAP RRVE 2
Mivel a szoras kétszerese tobb, mint a varhaté értéknek az intervallum végpontjaitol mért tavolsaga, ezért
biztos, hogy a valészintségi valtozo értéke a varhatd érték két szoéras sugara kdrnyezetébe esik, tehat most

a val6szintség értéke 1.

¢) Exponencialis eloszlast valoszintiségi valtozo esetén a varhato érték és a szoras megegyezik:

A kérdéses valoszintiség pedig meghatarozhato az eloszlasfiiggvénnyel:

1 1 1 1
P(|X—E(X)|<2-D(X))_P(‘X7X‘<2-X)_P(7X<X<3-X)_
(3 or (N o g1 et s
7F<)\> F< >\>71 e 0=1—-—e " =~0,9502.

A levezetés végén azt hasznaltuk fel, hogy exponencialis eloszlasnal F(z) =0, ha = <0.
d) Itt a mar megszokott standardizalas eredményre vezet (ha nem tudjuk mar fejbdl is ezt a valoszinidséget
)
P(IX-EX)|<2-DX)=P(EX)-2-DX)<X<EX)+2 -DX)) =
_p (E(X) —-2-D(X)-EX) X-EX) < E(X)+2-D(X)— E(X)) _

D(X) < T D) D(X)

=P(-2< X <2)=0(2)—d(-2)=2-D(2) — 1~ 20,9772 — 1 = 0,9544..
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11. fejezet

Tobb valoszintiségi valtozo egyuttes
eloszlasa

Sok gyakorlati problémanal elgfordul, hogy egyszerre tobb valoszintségi valtozoval van dolgunk.
Peéldaul egyidejtileg meérjiik egy adott csoport magassagat és testtomegét. Ez a két érték nyilvan
Osszefiigg egymassal, de mégsem mondhatjuk, hogy fliggvényszerd kapcsolat all fenn kozottiik,
példaul vannak soviny magasak és alacsony kévérek is. Ilyen esetekben a teljes valészintiségi
leirdshoz ismerniink kell azt, hogy a két valoszintségi valtozd egylittesen hogyan viselkedik.

11.1. Definicié.
Az Xi1,Xo,..., X, egyiitt megfigvelt valészintiségi valtozok dsszességét n-dimenzios
valoszintiségi vektorvaltozonak nevezziik, és az (X1, Xo, ..., Xy) szimbolummal jeléljiik.

11.2. Definicié6.
Egy valoszintiségi vektorvaltozot diszkrétnek (folytonosnak) neveziink, ha valamennyi kom-

ponense diszkrét (folytonos).

11.3. Példa.
Egy szabélyos dobdkockéval kétszer dobunk. Legyen X7 a dobott szamok Osszege, Xy pedig a

dobott szamok szorzata. Ekkor az (X7, X2) valoszintségi vektorvaltozoé diszkrét, hiszen minden
komponense diszkrét.

11.4. Példa.

Egyidejileg mérjiik egy adott csoporton beliil az emberek magassagat (X1), testtomegét (Xo) és
mellbdségét (X3). Ekkor az (X1, X, X3) valoszintségi vektorvaltozé folytonos, hiszen minden

komponense folytonos.

A tovabbiakban a definiciokat, tételeket ket valoszintségi valtozora (X és Y) mondjuk ki.
A fejezet végén adjuk meg az altalanos formuldkat n darab valészintiségi valtozd egyiittes elos-

zlasara.
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11.1. Két diszkrét valészintiségi valtozo egyiittes eloszlasa

11.5. Definicié6.
Az X ésY diszkrét valoszintiségi valtozok egyiittes eloszldasan az (x;,yy) szamparok és a

P(X =z, Y = yk)

valészintiségek dsszességét értjiik.

11.6. Példa.
Egy szabélyos dobdkockéval kétszer dobunk, legyen X a dobott szamok Osszege, Y pedig a
dobott szamok kiilénbségének abszolit értéke.

X értékei lehetnek 2.3,...,12, Y értékei pedig 0,1,...,5. Ez elvileg 11 x 6 = 66 esetet
jelentene, de ezek koziil sok nem valésulhat meg. Példaul nem lehet az 6sszeg 2 akkor, amikor a
kiilénbség abszolut értéke 3, stb. Vegyiik sorra X és Y esetén, hogy milyen dobasoknal johetnek
létre az egyes értékek. A dobésok eredményét egy-egy szamparral jeloljiik:

X=2 (1,1)
X=3 (1,2) (2,1)
X =4 (1,3)(2,2) (3,1)
X=5 (1,4)(2,3) (3,2) (4,1)
X =6 (1,5) (2,4) (3,3) (4,2) (5,1)
X =7 (1,6) (2,5) (3,4) (4,3) (5,2) (6,1)
X =8 6)(3,5) (4,4) (5,3) (6,2)
X=9 (3,6) (4,5) (5,4) (6,3)
X =10 (4,6) (5,5) (6,4)
X =11 (5,6) (6,5)
X =12 (6,6)
Y =0 (1,1)(2,2) (3,3) (4,4) (5,5) (6,6)
Y =1 (1,2) (2,1)(2,3) (3,2) (3,4) (4,3) (4,5) (5,4) (5,6) (6,5)
Y =2 3)(3,1)(2,4) (4,2) (3,5) (5,3) (4,6) (6,4)
Y =3 (1,4) (4,1) (2,5) (5,2) (3,6) (6,3)
Y =4 (1,5) (5,1) (2,6) (6,2)
Y =5 (1,6) (6,1)

Ezek utédn csak annyit kell tenniink, hogy 6sszeszamoljuk, hogy az egyes (X = z;,Y = yi)
esetek hanyszor fordulnak el§. Mivel a két dobas kimenetele Gsszesen 6 x 6 = 36 féle lehet,
ezért ebbdl az esemeny valoszintiségét is meg tudjuk mondani. Példéul az (X = 2,Y = 0) csak
akkor fordulhat el§, amikor a dobéasok kimenetele (1,1), igy P(X =2,Y =0) = 3—16. Hasonl6an
az (X = 5,Y = 1) eset akkor fordulhat el§, ha a dobasok kimenetele (2,3) vagy (3,2), igy
P(X=5Y=1)= 32—6. Végigmehetiink igy az Osszes eseten. Az eredmények kozlésére viszont
alkalmasabb formét is talalhatunk. Készitiink egy tablézatot, ahol az els§ sordban X lehetséges
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értékei, az els6 oszlopdban pedig Y lehetséges értékei szerepelnek, az egyes cellakban pedig az
ezen értékekhez tartozé valészintségek. Esetiinkben a kovetkezd tablazatot kapjuk:

x| 2|3[4]5]6]7][s8]9]10]11]12]
0 [0 |%|0]5|[0|%|0]5%]0|%
1 ([0|&|0|&|0|&|0|2]|0]|Z|0
2 [ojo|&|0]|&|0|&|0]|&|0]0
3 lojojlol&lo0o|l&|l0l&l0[0]0
4 Jojojoflo|&|0|&|0]0]|0]O
5 |ojojojojo|[&|0|l0]|O0O]|0O|O

11.7. Feladat.
Legyen X és Y egyiittes eloszldsa az, ami a példdban volt. Hatadrozzuk meg az alabbiakat:

a) P(X <4,Y <3) b) PB< X <8, Y >2) ¢) P(Y =2|X < 10).

Megoldas:
a) A keresett valoszintiséget gy kaphatjuk meg, hogy Osszeadjuk az 6sszes olyan esemény valoszintiségét,
melyre X < 4 és Y < 3 egyidejileg teljesiil. Mivel X lehet 2, 3, Y lehet 0, 1, 2, igy a valoszintség:
1 2 3 1

b) Hasonl6an jarhatunk el, mint az el6bb. Most X lehet 3, 4, 5, 6, 7, 8, Y lehet 3, 4, 5, ezért a valoszintiség:

2 2 2 2 2 10 5
PB<X<8Y>2=—t ot g g 2_ 2
BsX< ) 36+36+36+36+36 36 18
¢) Feltételes valoszintiséget kell meghataroznunk, ehhez ki kell szamitanunk az egyiittes bekovetkezés valo-
szintiségét és feltétel valoszintségét. Az egyiittes bekovetkezés valoszinidsége (P(Y = 2, X < 10)) ugy
kaphat6 meg, hogy az Y = 2 sorban &sszeadjuk azokat az elemeket, ahol X < 10, a feltétel valészintisége
(P(X < 10)) pedig tgy kaphato meg, hogy a tablazatban Osszeadjuk az Gsszes olyan éréket, amelyre
X < 10. Igy a feltételes valoszintiség:
PY=2X<10) =2 6 1
PY =2|X <10) = =36 _ -~ _ _
(¥ =2|X <10) P(X < 10) 50730 5

36

11.8. Feladat.
Legyen az X val6szin(iségi valtoz6 az el6z6, az Y pedig a dobott szamok szorzatanak hdrommal
vett maradéka. Hatarozzuk meg X és Y egyiittes eloszlasat!

Megoldas:
Y lehetséges értékei 0, 1 és 2. Az el6z8 példaban latottakhoz hasonlé gondolatmenettel azt kapjuk az egyiittes
eloszlasra, hogy

Iv\x [ 234567 ]s]o]10]11]12]
O || 0|0 |5 |5 |3|3 |36|3 |33 |3
1 56| 0|3 |30 |5%|3|0|5%|0|0
2 0|20 |0|s%|0]|O0[Z]|0|0]O

11.9. Definicié.
Az (X,Y) valésziniiségi vektorvaltozoé komponenseinek eloszlasat peremeloszlasoknak nevez-
ziik.
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11.10. Tétel.
Legyen (X,Y) kétdimenzios diszkrét valoszintiségi vektorvaltozo, a P(X = x;, Y = yi) va-
loszintiséget pedig jelolje p;p. Ekkor a peremeloszlasokat (X és Y eloszlasat) az alabbi for-

mulédkkal kapjuk meg:

pi=PX=z)=) px & =PV =)= pi.
K

11.11. Példa.

Az egyiittes eloszlast megadd tablazat alapjan egyszertien meghatarozhatéak a komponensek
eloszlasai. Az X valoszintiségi valtozd megfelels értékeihez tartozd valoszintségeket a veliik egy
oszlopban levl elemek Gsszegeként, az Y valdszintségi valtozé megfelels értékeihez tartozo vald-
szintiségeket pedig a veliik egy sorban levs elemek 6sszegeként kapjuk meg. A példaban szerepld

valoszintiségi vektorvaltozoé peremeloszlasai:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

X:¢ 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36
o 1 2 3 4 5 o 1 2 3 4 5
Y: 6 10 8 6 4 2 egyszertsitve: Y : 3 5 4 3 2 1
36 36 36 36 36 36 18 18 18 18 18 18

A feladatban szerepld valdszintiségi vektorvaltozo esetében X eloszldsa ugyanez lesz, Y eloszlésa

pedig:

0o 1 2 01 2
Y: 20 8 8 egyszerisitve: Y: 5 2 2
36 36 36 9 9 9

Az egyiittes eloszlasbdl egyértelmiien meghatarozhatdak a peremeloszlasok, de forditva ez
méar természetesen nem igaz. Ugyanazok a peremeloszlasok szdrmazhatnak méas egyiittes elosz-

lasokbdl is.

11.12. Példa.
Az X4 és Yy, valamint az X és Y5 valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlésai legyenek a kovetkezdk

o2 \Xe | 0] 1 ]2
0 [oifoz2[o2] e 0o o o302
1 Jlo2]02]01 1 o301 ]01

A peremeloszlasok:

0 1 2 , o [0 1
Xl_X?'{o,?, 04 03 * Yl_yé'{o,5 0,5

Lathato, hogy az egyiittes eloszlasok eltéréek, de a peremeloszlasok megegyeznek.
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Emlékezziink vissza a fiiggetlenség definicidjara. Az A és B eseményeket akkor neveztiik
fiiggetlennek, ha teljesiilt a P(A-B) = P(A)- P(B) egyenlGség, vagyis az egyiittes bekovetkezés
valoszintisége a valdszintiségek szorzata. Két diszkrét valdszintiségi valtozot akkor neveziink
fiiggetlennek, ha ez minden veliik kapcsolatos eseményre teljesiil. Pontosabban

11.13. Definicio.
Az X ésY diszrét eloszlast valbsziniiségi valtozok fiiggetlenek, ha

PX=x,Y=y) =P X =x;)- P(Y =)

teljesiil minden x;, y;, esetén.

11.14. Példa.
Legyen X, és Y1, valamint Xs és Y5 egyiittes eloszlasa a kévetkezd:

oo [ 1] 2 | Y\ 0 [ 1] 2 |
—1 [0,02]0,03]0,05 . ~1 [0,02]0,03]0,05
0 |[010]0,15]0,25 0 |[010]0,12]0,28

0,08 | 0,12 | 0,20 1 [008]0,15]0,17

A peremeloszlasok:

0 1 2 ) o [-1 0 1
Xl_X?‘{ 02 03 05 s Yl_y?‘{ 01 05 04

Konnyen leellendrizhetjiik, hogy X és Y; filiggetlenek, hiszen az egyiittes bekovetkezés vald-
szintisége (a tablazat valamely cellajanak értéke) mindig megegyezik a peremvaloszintiségek
szorzataval. Xo és Y viszont nem fiiggetlenek, példaul

P(X;=1,Y,=0)=0]12 # P(Xo=1)-P(Y2=0)=03-0,5=0,15.

11.15. Feladat.
Az X és Y valészintiségi valtozok egyiittes eloszlasa az alabbi:

Y\x [o[1]
0 1
1

O = ||
N VT

Legyen W = X 4+ Y, Z = X - Y. Hatarozzuk meg W és Z egyiittes eloszlasat! Fiiggetlen-e W
és Z7 s X ésY?
Megoldéas:
W lehetséges értékei 0, 1 és 2, Z lehetséges értékei 0 és 1.
1
— W =0 és Z =0 akkor lehet, ha X =0 és Y = 0. Ennek val6szintisége T

1 1

1
- W =1¢és Z =0 akkor lehet, ha X =1és Y =0 vagy X =0 és Y = 1. Ennek valoszintisége §+ 6= T
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- W =2és Z =0 nem fordulhat el§, tehat a valészintisége 0.

— W =0 és Z =1 nem fordulhat elg, tehat a valoszintsége 0.

- W =1¢és Z =1 nem fordulhat el§, tehat a valdszintisége 0.

— X =2és Z =1 akkor fordulhat elg, ha X =1 és Y = 1, ennek valoszintisége %.
Foglaljuk 6ssze tablazatban is:

(2w fof1]2]
0 11100
1 00|z
A peremeloszlasok:
0 1 2 ) 0 1
W:{ 101 1 és Z:{ 3 1
1 2 1 i 1
W és Z nem fiiggetlenek, hiszen példaul
PW=1,2=1)=0 # PW=1) p(zzl):%é:é,
X és Y eloszlasa:
X { (5) i és Y: { (7) é
12 12 12 12
X és Y sem fiiggetlenek, hiszen példaul
1 7 5 35
P(X_l,Y_l)_Z # P(X_1)~P(Y_1)_E~E_m.

11.2. Két folytonos valdsziniiségi valtozo egyiittes eloszlasa

Egyetlen folytonos valészintségi valtozé esetében a vele kapcsolatos valdszintiségeket dltalaban
az eloszlasfiiggvénye alapjan hataroztuk meg. Az X valoszintiségi valtozo F'(x) eloszlasfiiggvénye
annak valoszintiségét adta meg, hogy X < x, tehat ilyenkor X értékei az x-t6l balra es§ féle-
gyenesen helyezkednek el, a nem nulla valészintiségii események pedig a valdés tengely bizonyos
részintervallumai. Két (X és Y') valoszintiségi valtozo esetén is definidlhatjuk az eloszlasfiigg-
vény fogalmat, mely az X < x és Y < y események egyiittes bekdvetkezésének valdszintiségét
adja meg. Ekkor az (X,Y’) szamparok lehetséges értékei pedig az z-t6l balra és az y-t6l lefelé
elhelyezkeds negyedsikon helyezkednek el, a nem nulla valésziniiségi események pedig nem nulla
teriiletd tartomanyok a sikon.

11.16. Definicio.

Azt a fiiggvényt, amely minden valos (z,y) szamparhoz hozzarendeli annak valoszintiségét,
hogy az X < x ésY < y események egyiittesen bekovetkeznek, az (X,Y) valoszintiségi
vektorvaltozo eloszlastiiggvényének (az X és'Y valosziniiségi valtozok egyiittes eloszlastiigg-
vényének) nevezziik. Azaz

F(z,y) =P(X <z,Y <y).

11.17. Definicié.
Az (X,Y) valosziniiségi vektorvaltozo elsd (méasodik) komponensének eloszlasat az X -hez (Y -
hoz) tartozé peremeloszlasnak nevezziik, eloszlasfiiggvényét pedig Fx-szel (Fy-nal) jeloljiik.
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Az egyiittes eloszlasfiiggvény rendelkezik néhany érdekes tulajdonsiggal, melyek kézvetlen
kovetkezményei a definiciénak. Példaul ha csak az X < x eseményt tekintjiik, akkor az Y valé-
szindségi valtozd értéke barmi lehet. Ez annak az eseménynek felel meg, hogy X < z, Y < oo.
Igy

Fx(z)=P(X <z)=PX <z, Y <o) = yli_}rgoF(x,y).
Ez alapjan belathatjuk azt is, hogy az egyiittes eloszlasfiiggvény hatarértéke nulla, ha valamelyik
valtoz6ja —oo-hez tart. Ugyanis

Fz,y)=P(X <z, Y<y)<PX <z Y <) =Fx(z).

Mivel Fx (z) hatarértéke —oo-ben nulla, igy a fenti relacié miatt ebb6l mar kovetkezik az allitas.

11.18. Tétel. (Az egyiittes eloszlasfiiggvény tulajdonsagai)
Tetsz6leges kétdimenzios (X,Y) valoszintiségi vektorvaltozo F' eloszlasfiiggvénye rendelkezik
az aldbbi tulajdonsagokkal :

1. 0 < F(z,y) < 1.
2. Mindkét véiltozdjadban monoton névs, azaz
ha 1 < x9, akkor F(z1,b) < F(x2,b)
ha y1 < y2, akkor F(a,y1) < F(a,y2).
3. Ertéke nulldhoz tart, ha barmelyik valtozoja —oo-hez tart, azaz

lim F(z,y)=0 és lim F(z,y) =0.

T——00 y——00

4. Ertéke egyhez tart, ha mindkét valtozéja oo-hez tart, azaz

lim lim F(z,y) = lim lim F(z,y)=1.

T—00 Y—00 Y—00 T—+00

5. Ha az egyik valtozojat rogzitjliik és a masik oo-hez tart, akkor az értéke a rogzitett
valtozé altal meghatarozott peremeloszlasfiiggvény értékéhez tart, azaz

lim F(z,y) = Fy(y) ¢és lim F(x,y) = Fx(x).

T—00 Y—+00

Egyetlen valoszintségi valtozo esetén a {a < X < b} esemény valoszintdsége F(b) — F(a),
vagyis az adott intervallumba esés valdsziniisége meghatarozhaté az eloszlasfiiggvénynek az in-
tervallum végpontjaiban felvett értékeib6l. Ennek megfelel§je két valoszintségi valtozé esetén
az, hogy (X,Y) egy adott téglalapba esésének valoszintisége meghatarozhato az egytittes elosz-
lasfiiggvénynek a téglalap csticsaiban felvett értékeibél. Pontosabban:
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11.19. Tétel.
Legyen F' az X és 'Y valoszintségi valtozok egyiittes eloszlasfiiggvénye. Ekkor

P(a1 §X<a2,b1 §Y<b2):F(CLQ,bQ)—F(ag,bl)—F(al,b2)+F(a1,b1).

B1zONYITAS: A bizonyitashoz els6 lépésként az {X < ag,Y < by} esemeényt fogjuk diszjunkt
események Gsszegére bontani:

{X <ag,Y <b}={a1 <X <ag,b <Y <b}+{X <a1,Y <bo}+{a1 <X <ay,Y <bi}
Az utolsd tagot még tovabb lehet bontani, ezzel:

:{a1§X<a2,b1§Y<b2}+{X<a1,Y<b2}+{X<a2,Y<b1}—{X<a1,Y<b1}.

A valoszintiségszamitas 3. axidmaja szerint diszjunkt események Gsszegének valdszintsége meg-
egyezik a valoszintiségeik Osszegével. A fent szerepld események valdszintisége kifejezhetd az
egyiittes eloszlasfliggvénnyel :

P(X<a2,Y<b2):F(a2,b2) P(X<a1,Y<b2):F(a1,bg)
P(X<a2,Y<bl):F(a2,b1) P(X<CL1,Y<b1):F(CL1,b1)

Rendezés utan azt kapjuk a valdszintiségre, hogy

P(a1§X<a2,b1§Y<b2):
:P(X<CL2,Y<bg)—P(X<a1,Y<b2)—P(X<CL2,Y<b1)+P(X<a1,Y<b1):
:F(ag,bg) —F(al,bg)—F(az,b1)+F(CL1,b1).

0

Bar az egyiittes eloszlasfliggvényt elég egyszertien definidljuk, mégis csak ritkan hasznéljuk va-
loszintiségek meghatarozasara. Ennek oka a fenti tételbdl is sejthetd. A tétel annak valodszi-
niiségét adja meg, hogy az (X,Y) valoszintiségi vektorvaltozo értéke egy megadott téglapba
esik. Mar ebben a viszonylag egyszerii esetben is elég Osszetetten fejezhet6 ki a valdszintiség
az egyiittes eloszlasfiiggvénnyel, de ha a tartomany bonyolultabb, akkor az eloszlasfiiggvén-
nyel torténd megadas mar sokkal nehézkesebb. Ezért altalaban az egyiittes strtiségfiiggvényt
hasznaljuk, mely az egyvaltozos esethez hasonléan definislhato.

11.20. Definicié.
Az (X,Y) folytonos eloszlasu valésziniiségi vektorvaltozo striiségfiiggvénye az az f fiiggvény,
melyre

Flz,y) = / /yf(t,s)dtds.

—00 —00
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A valészintiségszamitias axiomaibol és az egylittes sdriségfiiggvény definiciéjabol azonnal
kovetkeznek az egyiittes strtiségfiiggvény egyszertibb tulajdonsagai:

11.21. Tétel. (Az egyiittes stirtiségfiiggvény tulajdonsagai)
Tetsz6leges folytonos eloszlasu (X,Y) valoszintiségi vektorvaltozo f striiségfiiggvénye ren-

delkezik az alabbi tulajdonsigokkal:

1. Ertékei nem negativok, azaz f(x,y) > 0.

2. Ha az eloszlasfiiggvényt minden véltozoja szerint egyszer parcidlisan deriviljuk, akkor
a siirtiségfiiggvényt kapjuk, azaz

O%F (z, 0%F (z,
(,y) _ O7F( Y _ ).
0xdy 0yox

3. Ha mindegyik valtozojaban —oo-t6l oo-ig integralunk, akkor az integral értéke egy:

/Oo ff(a:,y)dydx: 1.

—00 —O0

Tekintsiink egy kisérletet, melynek kimenetele az (X,Y) valoszintiségi vektorvaltozo egy
értéke, azaz egy szampar. Ekkor minden egyes eseménynek megfeleltethets a sik pontjainak olyan
halmaza (A), melynél a pontok koordinatai az eseménynek megfelel§ szampérok. Ilyenkor az ese-
mény valoszinliségét az egyiittes strdségfiiggvény A tartomény feletti integralasaval kaphatjuk

meg.

11.22. Tétel.
Legyen az X és Y valészintiségi valtozok egyiittes siirtiségfiiggvénye f. Ekkor annak valdszi-

niisége, hogy (X,Y) értéke az A tartoményba esik:

P(A) = [ fam)dedy.
A

11.23. Példa.
Az X és Y valosziniiségi valtozok egyiittes strtiségfiiggvénye legyen az alabbi:

_Jc ha0<2<3,0<y<5
f(@.) _{ 0 kiilsnben

Hatéarozzuk meg a P(1 <z < 3, 2 <y < 3) valoszintiséget!
A kérdéses valdszintiséget a strtiségfiiggvény megfelels tartomanyon vett integralja adja meg,

azZaz

3 3
P(1§x§3,2§y§3)=//f(x,y)dl‘dy~
2 1
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Elgszor meg kell hataroznunk a ¢ paraméter értékét. Az egylittes strtiségfliggvény egyik alap-
tulajdonsaga, hogy a teljes sikon vett integralja 1, igy

00 oo 5 3
1

FEzzel a keresett valdszintiség

3 3
1 2
P(1§$§3,2§y§3)=//wdxdy:m.
2 1

Emlékeziink vissza arra, hogy ha az X valészintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye egy bizonyos in-
tervallumon konstans (nem nulla) azon kiviil pedig 0, akkor X egyenletes eloszlast az adott in-
tervallumon. Hasonl6 igaz kétdimenzioban is: ha (X, Y') egyiittes stirtiségfiiggvénye egy bizonyos
tartomanyon nem nulla konstans, azonkiviil pedig 0, akkor (X,Y") egyenletes eloszlasa az adott
tartomanyon. A fenti példaban tehat egyenletes eloszlasrol van sz6. Arra is emlékezhetiink, hogy
egyenletes eloszlasnal az intervallumok ardnya alapjan is meghatarozhaté egy esemény val6szi-
nisége. Hasonlé igaz kétdimenzidban is: a jo esetnek és az Osszes esetnek megfeleld teriiletek
ardnya adja meg egy esemény valdsziniiségét. Itt az 6sszes esetnek megfeleltethets az a ponthal-
maz, ahol f(x,y) nem nulla, tehat egy 3 x 5-0s téglalap. Ezen beliil a jo eseteknek megfelels
rész egy 2 X 1-es téglalap, igy a valészintség ezek teriiletének hanyadosa, azaz 1%

11.24. Példa.

Ebben a példaban az egyiittes stirtiségfiiggvénybsl fogjuk az egyiittes eloszlasfiiggvényt megha-
tarozni. Ehhez az egyiittes strtségfliggvényt kell néhany alkalmas tartomanyon integralni. Itt a
legnehezebb feladat gyakran az integralasi hatarok megallapitdsa. Bar maga a strtségfiiggvény
nagyon egyszer(, a tartomany alakja miatt mégis 6t kiillonb6z6 esetet kell majd vizsgélnunk. Ez
is azt mutatja, hogy az egyiittes strtiségfiiggvény altaldban sokkal megfelel6bb a valoszintségi
modell jellemzésére, mint az egyiittes eloszlasfiiggvény.

Legyen tehat az egyiittes strtségfiiggvény a kovetkezs:

2 ha0<y<xz<1
/ (x’y)_{ 0 kiilonben

Ez azt jelenti, hogy az egyiittes strlségfiiggvény egy olyan hiromszog alaku tartomanyon nem
nulla, melynek cstcsai a (0,0), (1,0) és (1,1) pontok. A haromsziget hatarolé egyenesek: y = 0,
x = 1¢ésy = z. Az egyliittes eloszlasfiiggvény meghatarozasiahoz f(x,y)-t kell integralnunk
a megfelel§ tartoményon. A probléma az, hogy a tartomany jellege x és y értékétdl fiigg. A
kovetkezS eseteket kell vizsgalnunk:

— x <0 vagy y < 0 (legalabb az egyik, de lehet mindketts is),

0<y<az<1,
- 0<x<yées <z <1,
- 0Ly<Llésxz>1,

—rx>1ésy>1.
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Ha =z < 0 vagy y < 0, akkor az integralasi tartomény teljesen kiviil esik a haromszogon,
tehat ekkor F'(x,y) = 0.

Ha x > 1 és y > 1, akkor pedig a tartomany teljes mértékben tartalmazza a haromszoget,
tehat F(x,y) = 1.

Ha 0 <y <z <1, akkor a tartomény csiicsa a haromszog belsejében van, igy az eloszlas-
fiiggvény (vagyis a tartomany haromszogbe esé részének teriilete):

> H t2 Yy
F(:E,y)://2dsdt:/2-(x—t)dt:2-[x't—2} = 22y — o>
0
0t 0

Ha 0 <z <yeés0<x <1, akkor a tartomény csicsa a haromszog afogdja felett van, igy
az eloszlasfiiggvény (vagyis a tartomany haromszogbe esé részének teriilete):

T T T t2 N
F(%y)Z//2dsdt:/2'(x—t)dt:2-[m-t—2] = 2.
0
0 t 0

Ha 0 <y <1ésxz > 1, akkor a tartomany cstcsa a haromszog fliggsleges befogojatol jobbra
esik, igy az eloszlasfliiggvény (vagyis a tartomany haromszogbe esé részének terdilete):

y 1
279
F(x,y)://2dsdt / (1—t)dt:2-[t—2} =2y — 52,
0
0t

A fentieket Gsszegezve az egylittes eloszlasfiiggvény :

0 haz <0vagyy <0
20y — 9?2 ha0<y<z<l1

F(z,y) = x? ha0<z<yés0<zx<1
2y —y? ha0<y<lész>1
1 haz>1ésy>1

Az egyiittes strtségfiiggvénnyel sszehasonlitva az egylittes eloszlasfiiggvényre kapott ered-
meény sokkal dsszetettebb, az (X,Y)-ra vonatkozo egyik legfontosabb tulajdonsag csak nehezen
olvashato ki beléle: az egyenletes eloszlas miatt a hAromszogon beliil azonos teriilet® részekbe
azonos valoszintséggel eshet (X,Y) értéke.

11.25. Feladat.
X és 'Y egylittes stirtiségfiiggvénye legyen a kovetkezs:

_Joery ha0<z<1é0<y<2
f (x’y){ 0  kiilsnben

a) Mennyi a ¢ konstans értéke? b) P(X2+Y2<1)="

Megoldas:
a) Mivel f(z,y) strdségfiiggvény, ezért a c konstans értéke annyi kell legyen, hogy f(z,y) integralja 1 legyen,
azaz

oo 0o 9 1 2
//fmydxdy—//ca:ydxdy—c //xydacdy—c /{—y} dy:c-/%ydy:

0

1
=e |3 y?h:"l:l -tk
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b) A valésziniiség meghatarozasahoz azon a tartomanyon kell integralni a stirtiségfiiggvényt, ahol 2% +¢? < 1
teljesiil. A feltételnek megfelel ponthalmaz egy egységnyi sugara korlap, de mivel a strtségfiiggvény csak
akkor kiilonbézik nullatél, ha 0 < z < 1és0 < y < 2, ezért a korlapnak csak azt a darabjat kell figyelembe

venni, amely ebbe a tartomanyba esik.

1—22

1 1—z2 1
2 1V
P(X +Y2<1 / flz,y dydx—/ / :cydydx:/[y?x} dx:/
0
0 0 0

2+y2<1

1 [22 247" 1
r—2dde =2 |% -2 | ==,
2 2 4], 8

0

(1—2z*) zdz =

N =

N | =

11.26. Definicio.
Az (X,Y) folytonos eloszlastu valoszintségi vektorviltozé elsé (masodik) komponensének

striiségfiiggvényét az X -hez (Y -hoz) tartozé perem-stiriségfiiggvénynek nevezziik, és fx-szel
(fy-nal) jeloljiik.

11.27. Tétel.
Ha X és Y egyiittes siirtségfiiggvénye f(z,y), akkor

- ?f(:c,y)dy és fy(y)z/f(x,y)dm

BizoNYITAS: A bizonyitast csak az egyik valtozora mutatjuk be, a mésikra természetesen
ugyanugy mikddik. Az egyiittes siirtiségfiiggvény definicidja alapjan:

Fy(x) = lim F(z,y) = //fsydy ds.

—00 — OO

Képezziik mindkét oldal x szerinti derivaltjat:

= 7f(x,y)dy

11.28. Példa.
X és 'Y egylittes siirtiségfiiggvénye legyen az alabbi:

(z+9y?) ha0<az<1é60<y<l1
0 kiilénben

ol &

flz,y) =
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A perem-stirtiségfiiggvények meghatarozasa elétt igazoljuk azt, hogy valoban striségfiiggvényrsl
van sz6. Ehhez az kell, hogy a fliggvény legyen nemnegativ (ez lathatolag teljesiil), tovabbé az

integralja legyen 1:
1 11
//fxydxd :/ -//x+y2dydaj:
0 0 0
I 1
/+1d 6 x2+x 6 5_,
. X —aAr = — | — — = — . — = .
3 5 [2 3], 5 6
0

Tehat f(z,y) valoban stirtségfiiggvény. A perem-striségfiiggvények meghatarozasakor hasznéljuk

fel, hogy elég csak ott integralni, ahol a fiiggvény nem nulla. Igy a perem-siiriiségfiiggvények
nullatél kiilonb6z6 része:

6
5 (z + ) dyde =

OT\CD

OT\OA

ERE } dz =

ol O

[+
+

1
1
6 9 6 3 6 1 6 2
= — d = — _— e g— — —_ - —
/fa:y /5 (x+y”)dy 5 [:L‘y+3}0 5 <;v—|—3> Tt e
0
[ 6 [22 e o1 6
X
/fxy /5 (z +y°) 5[2+xyh 5(2+y> PVt
0
A perem-siiriiségfiiggvények teljes alakja:
ha0 <z <1 S 42 ha0<y<1
fx(@y=4 gtty Wal0szsl o )= v Ty halsys
0 kiilonben 0 kiilénben

11.29. Feladat.
X és Y egyiittes stirtiségfiiggvénye legyen az alabbi:

c'x2y ha0<2x<1,0<y<2ésy<2zx
f(:n,y)—{ 0 kiilénben

a) Mennyi a ¢ konstans értéke? b) Hatarozzuk meg

vényeket !

a perem-siriségfiigg-

Megoldas:

Az egyiittes strtiségfiiggvény megadasabol az latszik, hogy az csak a (0;0), (1;0) és (1;2) pontok altal meghataro-
zott haromszogon kiilonbozik nullatol. A tartoméany hatarold egyenesei: y = 0, x = 1 és y = 2z. Ezeknek az
integréalasi hatarok megallapitasanal lesz fontos szerepiik.

a) Mivel f(x,y) stirtségfiiggvény, ezért ¢ értéke abbol hatarozhaté meg, hogy a fiiggvény integralja 1 kell,
hogy legyen:

co oo 912z 1 1
4>
//fccydacdy—//c mydydm—c /[ yz} dx:c~/x2 sz—c /2x4dm:
—00 —00 0 0 0
2
:c-{Q-%} =c-g:1 = czg.
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b) Az egyiittes stirtiségfiiggvénybdl konnyen megallapithato, hogy fx(z) 0 és 1, fy (y) pedig 0 és 2 kozott
vehet fel nullatol eltérs értékeket. A haromszog alaka tartomany miatt viszont az integralasi hatarok méar
nem ezek lesznek. A vizszintes (z) koordinata a derékszoégt haromszog atfogojatol (y = 2x) a fiiggsleges
befogoig (x = 1) valtozhat, a fiiggsleges (y) koordinata pedig a vizszintes befogotol (y = 0) az atfogoig
(y = 2z). Igy x szerint integralva a hatarok % és 1, y szerint integralva pedig 0 és 2x. Ezzel a perem-
strtségfiggvények f6 része:

A perem-siiriiségfiiggvények teljes alakja:

(=)

3

Y
50 ha0<az<1 —y-[1-=] ha0<y<?2
fx(w):{ 0 hen B Iy = y( 8 =v=

kiilonben
0 kiillonben

11.30. Definicié.
Az X ésY valosziniiségi valtozokat fiiggetleneknek neveziik, ha az X < x ésY < y események
minden x és y esetén fiiggetlenek.

A fiiggetlenség definiciojabol azonnal kovetkezi az alabbi tétel:

11.31. Tétel.
Ha az X és Y valoszintségi valtozok fiiggetlenek, akkor az egylittes eloszlasfiiggvény az egyes
komponensek eloszlasfiiggvényeinek a szorzata, azaz

F(z,y) = Fx(z) - Fy(y).

B1ZONYITAS:

F(z,y) = P(X <z,Y <y) = (mert X ésY fiiggetlenek) = P(X < z)-P(Y <y) =
= Fx(z) - Fy(y).

Hasonl6 igaz fiiggetlen valoszintiségi valtozoknal az egyiittes siirtiségfiiggvényre is:

11.32. Tétel.
Ha az X és Y valoszintségi valtozok fiiggetlenek, akkor az egylittes siirtiségfiiggvény az egyes

e

komponensek striségfiiggvényeinek a szorzata, azaz

flx,y) = fx(z) fr(y).
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BizoNYITAS: A bizonyitasban az el6z6 tételt hasznaljuk fel, valamint azt, hogy az egyiittes st-
riségfiiggvény az egyiittes eloszlasfiiggvénybdl a valtozok szerinti parcialis derivilassal kaphato
meg:

0*F(z,y)  0*[Fx(z) Fy(y)] _0[Fx(2)- fr(y)]

fley) = oxdy 0xdy N Ox

= fx(z)- fy(y).

0

11.33. Példa.
Fiiggetlenség szempontjaboél vizsgaljuk meg az X és Y valészintiségi valtozdkat, ha egyiittes
strdségfiiggvényiik az alabbi:

_J4ry ha0<zx<1é0<y<1
f(;r,y)—{ 0 kiilsnben

A fiiggetlenség eldontéséhez azt kell megvizsgéalni, hogy teljesiil-e az f(x,y) = fx(z) - fy(y)
egyenlség. Ehhez meg kell hatdrozni a perem-siriiségfiiggvényeket. A fliggvények {6 része:

1
271
fX($)=/4xydy=4-[x-y} —4.% o,
2 ]y 2
0
1 x2 L
fY(y)—/4xydx_4[.y} Uy,
2 0 2
0

A perem-stirtiségfiiggvények teljes alakja:

| 2z ha0<z<1 i |2y ha0<y<1
fX(x)—{ 0 kilonben e frl )_{ 0 kiilonben

Lathato, hogy teljesiil az f(z,y) = fx(x) - fy (y) egyenléség, tehat X és Y fiiggetlenek.

11.34. Példa.
Fiiggetlenség szempontjabol vizsgaljuk meg az X és Y valészintiségi valtozokat, ha egyiittes
sdrdségfiiggvényiik az alabbi:

| 242y ha0<z, 0<yésax+y<l1
! (x’y)_{ 0 kiilsnben

Az egyiittes stirtiségfiiggvény nagyon hasonlit az elézére, igy azt gondolnank, hogy ahhoz hason-
l6an a perem-strtiségfiigggvények szorzatara bomlik. Viszont ha egy kicsit jobban belegondolunk
a fiiggetlenség jelentésébe, akkor latszik, hogy X és Y nem lehetnek fiiggetlenek. Ha pl. tudjuk,
hogy X = 0,5, akkor a haromszog alaku tartoméany miatt P(Y < 0,5) = 1, mig ha X = 0,8,
akkor P(Y < 0,2) = 1, tehat X értékének ismerete informéciot nyajt Y értékérsl (azon tul,
hogy 0 és 1 kozé esik), igy nem lehetnek fiiggetlenek.

Nézziik meg a perem-stiriiségfiiggvényeket is. A haromszog alaku tartomény miatt az egyik
valtozo szerinti integralasi hatarok fiiggeni fognak a mésik valtozotol. A vizszintes (z) koordinata
a derékszogl haromszog fiiggsleges befogojatol (x = 0) az atfogdjaig (r = 1 — y) véltozhat, a
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fiiggbleges (y) koordinata pedig a vizszintes befogotol (y = 0) az atfogoig (y = 1 — ). Igy =
szerint integralva a hatarok 0 és 1 — y, y szerint integralva pedig 0 és 1 — .

1—x
271—2x
fx(x) = /24xydy:24~ [ajy] =12 2(1 —2?),
0 2 0
b 2 b
fr(y) = / 24xydr = 24 - [23/] :12-y(1—y2).
0
0

A perem-stiriiségfiiggvények teljes alakja:

[ 122(1-2%* ha0<z<1
Ix(z) = { 0 kiilénben

Mivel nem teljesiil az f(z,y) = fx(x) - fy (y) egyenldség, igy X és Y nem fiiggetlenek.

) [ 12y(1—y*) haO<y<1
e frly)= { 0 kiilénben

11.3. Tételek, definiciok tobb valészintiségi valtozo6 egyiittes elosz-
lasara

11.35. Definicié.

Azt a fiiggvényt, amely minden valés (x1,x2,...,x,) szam n-eshez hozzarendeli annak valo-
szintségét, hogy az

Xi<z, Xo<zo, ... X,<uz,
események egyiittesen bekovetkeznek, az (X1, Xo,...,X,,) valoszintiségi vektorvaltozoé elosz-

lasfiiggvényének nevezziik. Azaz

F(xy,29,...,2) = P(X1 <21, X2 < z2,...,. X < xp) .

11.36. Definicié.
Az (X1, Xo,...,Xy) valoszintiségi vektorvaltoz6 i-edik komponensének eloszlasat az X;-hez
tartoz6 peremeloszlisnak nevezziik, eloszlastiiggvényét pedig Fj-vel jeldljiik.

11.37. Definicio.
Az (X1, Xo, ..., X,) valészintiségi vektorvaltozo folytonos eloszlasi, ha az eloszlasfiiggvénye
integralfiiggvény, azaz van olyan f fiiggvény, amelyre

1 T2 Tn
F(.I’l,:tg,...,xn): / /.../f(tl,tg,...,tn)dtn...dtzdtl.

—00 —0O0

Ezt az f fiiggvényt a valdszintiségi vektorvaltozo siriségtiiggvényének nevezziik.
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11.38. Definicio6.
Az (X1,Xs,...,X,) folytonos eloszldst valosziniiségi vektorviltozé i-edik komponensének

siiriiségtiiggvényét az X;-hez tartozé perem-siriiségtfiiggvénynek nevezziik, és f;-vel jeloljiik.

11.39. Definicié.

Az X1, Xo, ..., X, valosziniiségi valtozokat fiiggetleneknek neveziik, ha az
X1 <z, Xo <o, ..., X, <z, események minden x1,xs,...,x, esetén fiiggetlenek.

A figgetlenség definiciojabol kozvetleniil adodik az alabbi két allitas.

11.40. Tétel.
Ha az (X1, Xs,...,X,) valoszintségi vektorvaltoz6 komponensei fiiggetlenek, akkor az

egyiittes eloszlasfiiggvény az egyes komponensek eloszlasfiiggvényeinek a szorzata, azaz

F(z1,m2,...,0y = Fi(21) - Fa(xa) - ... - Fp(zn) .

11.41. Tétel.

Ha a folytonos eloszlast (X1, Xo,...,X,,) valészintségi vektorvaltoz6 komponensei fiigget-
lenek, akkor az egyittes striségfliggvény az egyes komponensek stridségfiiggvényeinek a
szorzata, azaz

f(x1, @0, oy = fi(wr) - fa(z2) - oo fu(zn) -
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12. fejezet
Val6szintiségi valtozok osszege

Sokféle kérdésre valaszt kaphatunk az Y,, = X1+Xo+.. .4+ X, valoszintségi valtozo vizsgalataval.
Mint lathato, Y, n darab valdészintiségi viltozo Gsszegeként All els, igy a teljes valészintségi
leirashoz sziikségiink lenne X7, Xo, ... , X, egylittes eloszlasara (eloszlasfliiggvényére). Az alkal-
mazasokban azonban gyakorta taladlkozunk olyan esetekkel, amikor nincs sziikség az altaldnos n-
dimenzids valoszintiségi modell vizsgalatara, annak néhany jellemzgje (varhato értéke, szorasa)
felhasznalasédval mar kielégits véalaszt kaphatunk a kérdésekre. Ebben a fejezetben valészind-
ségi valtozok 6sszegének varhatd értékérdl, szorasarol, striségtiiggvényérdl lesz sz0, a kovetkezd
fejezetben pedig latni fogjuk, hogy valészintiségi valtozok Gsszegének eloszlasa bizonyos feltételek
mellett normalis eloszlashoz konvergal.

12.1. Valé6szintiségi valtozok osszegének varhato értéke és szorasa

Elgszor két valoszintségi valtozo Gsszegének varhatd értékére mondunk ki tételt, amely szinte
azonnal kovetkezik a varhato érték definiciojabdl. Elstte nézziink egy példat.

12.1. Példa.
Egy szabalyos dobdkockaval dobunk. Ezzel kapcsolatban vezessiink be két valoszintiségi valtozot:

X 0 , ha a dobott szam paros,
"1 1 ,ha a dobott szam paratlan.

0 , ha a dobott szam 1,
Y : ¢ 1 | haa dobott sz 2, 3 vagy 4,
2 |, ha a dobott szdm 5 vagy 6.

Mivel a dobdkocka szabélyos ezért X és Y eloszlasa, majd pedig varhaté értéke is kénnyen
meghatarozhato.

1 7
X:{? LS BX) =2 s y;{? V2 L v =L
2 2 2 6 6 6 6

Az Gsszegiik varhato értékéhez irjuk fel X és Y egyiittes eloszlasat.

X\Y|o0|1]2
o o]z

11111
L lslsls
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12. FEJEZET. VALOSZINUSEGI VALTOZOK OSSZEGE

A tablazat segitségével nehézségek nélkiil felirhatjuk X + Y eloszlasat.

1 2 3 10
X‘i‘Yﬁ{g 2 1 = E(X"‘Y):i
6§ 6 6 6

Azt kaptuk tehat, hogy

10 3
E(X+Y)=—="+

e =5t = EX)TEY).

(2NN

A kovetkez6 tételben latni fogjuk, hogy a kapott egyenléség nem véletlen, hanem minden esetben
fennall.

12.2. Tétel. (Osszeg varhatoé értéke)
Ha az X és Y valdszintiségi valtozok varhaté értéke létezik, akkor létezik az Gsszegiik varhato
értéke is, és

E(X+Y)=EX)+E(Y).

Bi1zoNYITAS: A bizonyitas kiilon-kiilon végezziik el diszkrét, illetve folytonos esetre.

1. Diszkrét esetben:

BX+Y)=> Y (@i+yr) px=_D Ti px+ Y D> Uk Pik =
=> > Pkt > kY Pk =Y Ti-Pit > Uk bk =EX)+EY).

2. Folytonos esetben:

EX+Y)= 7 7(:1:+y)-f(x,y)dxdy:

= 7 ?w-f(x,y)dxdy+ 7 7y’f(x,y)d$dy=
- 7x ?f(w,y)dydx—l— 701/ ?f(a:,y)dxdyz 7o:v~f1(x)dw+ 7y-fz(y)dy=
:EX;jE(Y). o - -

O

12.3. Kovetkezmény.
Teljes indukcidval beldthatd, hogy ha az X1, Xa, ..., X, valdszindségi vdltozok vdrhats értéke
létezik, akkor az 0sszegiik varhato értéke is létezik, és

EXi+Xo+...+X,)=EX1) +E(X2)+...+ E(X,).
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12. FEJEZET. VALOSZINUSEGI VALTOZOK OSSZEGE

12.4. Példa.

Ha n-szer hajtunk végre fiiggetlen kisérleteket egy p valoszintségii esemény megfigyelésére, akkor
a sikeres kisérletek szdma binomidlis eloszlast, melynek varhaté értéke n - p. De azt is megte-
hetjiik, hogy minden egyes kisérlethez hozzarendeliink egy-egy indik&tor valtozét, melynek értéke
1, ha a kisérlet sikeres, és 0, ha nem. A kapott indikator valtozok 6sszege megadja a sikeres kisér-
letek szamat. Egy darab indikdtor valtozé varhatoé értéke p, az m darab Osszegének a varhato
értéke pedig n - p.

12.5. Tétel.
Ha az X és Y fiiggetlen valdszintiségi valtozok varhato értéke létezik, akkor 1étezik a szorzatuk
varhato értéke is, és

E(X-Y)=E(X) -E(Y).

Bi1zONYITAS: A bizonyitas most is kiilon-kiilén végezziik el diszkrét, illetve folytonos esetre.

1. Diszkrét esetben:
BX-Y)= > (@i-yk) pir=>_> @i ye) Pi-ax) =D Tipi ¥ Yn k=
— B(X)-E(Y).

2. Folytonos esetben:

—00 —O0 —0o0 —O0

E(X.Y)= /(ac-y)-f(m,y)dxdy—//(ac-y>-<f1<x>-f2<y>>dmdy—

_ /x-fl(x)daf]oy-h(y)dy—

— E(X)-E(Y).

0

12.6. Példa.
Egy szabalyos dobokockat dobjunk fel kétszer egymés utédn. Legyen X; az els§, Xo pedig a
mésodik dobas eredménye. Mivel az egyes dobasok eredményei egymastol fliggetlenek, igy X
és X fliggetlen valdszintiségi valtozok, tehat szorzatuk varhatoé értéke:
21 21 49
E(X, -Xo)=E(X1) - E(X2)=— —=—=12,25.
6 6 4
12.7. Kévetkezmény.
Teljes indukcidval beldthatd, hogy ha az X1, Xo, ..., X, fiiggetlen valdszindségi vdltozok vdrhatd
értéke létezik, akkor a szorzatuk vdrhato értéke is létezik, és

B(X1 Xs-...-Xp) = E(X1) - E(Xa) ...  B(X,,).
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12. FEJEZET. VALOSZINUSEGI VALTOZOK OSSZEGE

12.8. Tétel.
Ha az X ésY figgetlen valosziniiségi valtozok szorasa létezik, akkor létezik az 0sszegiik szorasa

is, és

D(X +Y)=+/D%X)+ D2(Y).

Bi1zoNYITAS: A bizonyitast a szérasnégyzetre végezziik el, amibgl az allitas gydkvonassal adodik.
D)X +Y)=E[(X+Y)?| - E’[X+Y]=E[X?+2XY + Y} — (E(X)+ E(Y))? =

Kihasznalva azt, hogy Osszeg varhato értéke a varhatd értékek Osszege, valamint azt, hogy
fliggetlenek szorzatanak varhaté értéke a varhato értékek szorzata:

=BEX)+2-BEX)-EY)+EY? -F*X)-2-E(X)-E(Y) - E*Y) =
= B(X?) - B*(X)+ E(Y?) - E*(Y) =
= D*(X) + D*(Y).
O

Altaldnos esetben, ha X és Y nem feltétleniil fiiggetlenek, akkor az osszegiik szorasnégyzete

a kdvetkezSképpen alakul:

12.9. Tétel.
Ha az X és Y val6szintiségi valtozok szérasnégyzete létezik, akkor 1étezik az Osszegiik szorés-

négyzete is, és

DX +Y)=D*X)+D*(Y)+2-(BE(X-Y)-EX) EY)).

BizoNYITAS:
D*X+Y)=E[(X+Y-BEX+Y))?| =E(X+Y)} ] -E*X+Y) =
=BE(X*+Y?*+2-XY)-E*X)-E*(Y)-2-BE(X)-E(Y)=
= E(X?) - E*(X)+ E(Y?) — EQ(Y) +2-(BE(X-Y)-E(X)-E(Y)) =
=D*(X) + D*(Y) +2- (E(X -Y) - E(X)- E(Y)) .
O
Megjegyzések:
1. A fenti tételben szereplé E(X-Y)—FE(X)-E(Y) kifejezést az X és Y valoszintiségi valtozok
kovarianciajanak nevezziik, jelolése cov(X,Y). Azaz

cov(X,Y)=E(X-Y)— E(X)-E(Y).

2. Ezzel a jeloléssel az X és Y val6szintiségi valtozok Osszegének szoérasnégyzete a kovetkezs

alakban irhato6:
D*(X +Y)=D*X)+D*(Y)+2-cov(X,Y).
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12. FEJEZET. VALOSZINUSEGI VALTOZOK OSSZEGE

12.11. Tétel.
Ha az X ésY valoszintségi valtozok fiiggetlenek, akkor kovarianciajuk nulla, azaz cov(X,Y) =
= 0, feltéve persze, hogy az ehhez sziikséges varhato értékek 1éteznek.

B1zONYITAS: A bizonyitashoz azt kell felhasznalni, hogy ha X és Y fiiggetlenek, akkor E(X-Y) =
=FE(X)-E(Y).

cov(X,Y) =E(X -Y) - E(X)-E(Y) = E(X)-E(Y) - E(X)-E(Y).
0

A fenti tétel megforditdsa mér nem igaz: ha X és Y kovariancidja 0, abbdl nem kdvetkezik,
hogy fliggetlenek. Erre példa az alabbi eset.

12.12. Példa.
Legyen az X valdszintiségi valtozo eloszlasa a kovetkezd:

-1 0 1
X‘{ 0,3 04 03

Konnyen lathato, hogy E(X) = 0. Legyen Y = X 2. Ekkor X és Y nyilvanvaléan nem fiiggetlenek,
hiszen az egyik a mésik fiiggvénye. Az Y valdszintiségi valtozo eloszlésa és varhatéd értéke:

0 1
Y.{OA g = E)=06.

Nézziik most X - Y eloszlasat. X - Y = X - X? = X3, igy a szorzat eloszldsa és varhaté értéke:

-1 0 1
X-Y.{O’g 04 03 = BEX-Y)=0.

Ezzel a kovariancia:
cov(X,)Y)=FEX Y)-EX)-EY)=0-0-0,6=0.
Tehat most a kovarinacia nulla, de X és Y mégsem fiiggetlenek.

12.13. Ko6vetkezmény.
Teljes indukcicval beldthato, hogy ha az X1, Xo, ..., X, fiiggetlen valdsziniségi vdltozok szdrdsa
létezik, akkor az 6sszegiik szordsa is létezik, és

D(X1 4+ Xo+4 ... 4+ X,) = VD2(X)) + D2(X3) + ... + D2(X,,).

12.14. Példa.

Ha n-szer hajtunk végre fiiggetlen kisérleteket egy p valoszintiségii esemény megfigyelésére, akkor
a sikeres kisérletek szdma binomialis eloszlasu, melynek szorasnégyzete n-p- (1 — p). Most is
megtehetjiik, hogy minden egyes kisérlethez hozzarendeliink egy-egy indikator véltozot. Egy
darab indikator valtoz6 szorasnégyzete p - (1 — p), az n darab figgetlen sszegének a szorasné-
gyzete pedig n-p- (1 — p).
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12.15. Tétel.
Legyenek X1, Xo, ..., X, fliggetlen valészintiségi valtozok, azonos varhato értékkel és szorés-
sal, azaz E(X;) =m és D(X;) =0 (i=1,2,...,n). Ekkor

L. E(Xi+Xo+...+Xy)=n-m

2. l)()(14—)(2-¥... +—)(n):: U\/ﬁ.

B1zONYITAS:

1. Azt kell felhasznalni, hogy Osszeg varhaté értéke a varhato értékek Osszege, igy

EXi+Xo+..+ X)) =EX1)+EX2)+...+E(Xp)=m+m+...+m=n-m.

2. Azt kell felhasznalni, hogy fliggetlenek Osszegének szérdsa a szérdsnégyzetek Osszegének
négyzetgyoke, igy

D(X; +Xo+ ...+ X,) = /D2(X)) + D2(X3) + ... + D2(X,) =
=Vo2+o2+...+02=Vn-02=0yn.

O

12.16. Példa.
Egy szabalyos dobokockat 100-szor elguritunk. A dobott szamok 6sszegének varhato értéke ekkor
az egyes dobésok varhato értékeinek 6sszege, azaz ha X; jeloli az i-edik dobas kimenetelét, akkor

E(X1 + X9+ ... +X100) = E(Xl) + E(XQ) + ...+ E(Xloo) =100- 3,5 = 350.

Mivel az egyes dobédsok eredményei egyméastol fiiggetlenek, igy a dobott szdmok Gsszegének
szOrasa a szorasnégyzetek Osszegének négyzetgyoke:

105 105
D(X1+X2+...+X100) = \/DQ(Xl)+D2(X2)+...+D2(X100) = %Jr%%:
105 10

12.17. Feladat.
Az X és Y valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasa legyen a kivetkezd:

X\Y[ 0 [ 12
—1 |[0,15]0,20 [ 0,15
0,06 | 0,08 | 0,06
1 [0,09]0,12]0,09
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o) E(X+Y)=? b) cov(X,Y) =" ¢) DIX+Y) ="
Megoldas:
Az egyiittes eloszlas alapjan konnyen felirhatjuk a peremeloszlasokat, vagyis X és Y eloszlasat:
-1 0 1 i} ] 0 1 2
X { 05 0,2 03 és Y { 03 04 03

Figyeljiikk meg, hogy minden egyes X = z;,Y = y; eseményre fennall, hogy az egyiittes bekovetkezésiik valdszi-
niisége megegyezik a valoszintiségeik szorzataval, azaz

P(X =2, =yx) = P(X =) - P(Y = yx),
ezért az X és Y valoszintségi valtozok fiiggetlenek. Ez nagyon megkonnyiti majd a szamitasokat.

a) Az 0sszeg varhato értéke meghatarozhaté az egyes valoszintiségi valtozok varhato értékeibdl:

E(X)=-1-05+0-02+1-03=—

0,2 B o B
E(Y)=0.0341 0412031 } = EX+Y)=EX)+EY)=-02+1=08.

b) Mivel X ésY fiiggetlenek, ezért a bizonyitott tétel szerint a kovarianciajuk nulla, cov(X,Y") = 0.

¢) A fiiggetlenség miatt most D(X +Y) = /D?(X) + D?(Y), tehat az egyes valosziniiségi valtozok szoras-
négyzetét kell meghatarozni. Ahhoz eloszor a negyzetelk varhato értéke kell:

XQ:{002 018 = E(X?)=08 ¢ 1/2:{003 014 043 = EY?*=16.

A fenti eredmények felhasznalasaval a szorasnégyzetek:
D*(X)=E(X?) - E*(X)=08—-(-02)>=0,76 & D*(Y)=EY*-E*(Y)=16-1>=0,6.
Végiil a valosziniségi valtozok Osszegének szorasa:

D(X +Y) =+/D%(X)+ D2(Y) = /0,76 + 0,6 = /1,36 ~ 1,1662.

12.18. Feladat.
Az X és Y valdszintiségi valtozok egylittes eloszldsa legyen ugyanaz, mint az 1. Példaban, azaz

X\Y
0
1

o=l OO

ol ||
(SN (SN I )

a) cov(X,Y) =7 b) DIX+Y) =2

Megoldéas:

A peremeloszlasok és a varhato értékek:

1

X:{? } = EX)== és Y:{
2 3 2

Az el6z6 feladattal ellentétben most X és Y nem lesznek fiiggetlenek. Ennek oka az, hogy nem teljesiil az, hogy

az egyiittes bekdvetkezés valoszintisége minden esetben az egyes valoszintségek szorzata. Erre egy példa:

P(X=0,Y=0)=0 # P(X=0)-PY=0)=
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a) El6szor meg kell hatdroznunk X - Y varhato értékét:

X-Y:{g } ? = E(X~Y)—§:l.
5 5 o 6 2
Ezzel a kovariancia:
1 1 7 1
cov(X,Y)—E(X~Y)7E(X)~E(Y)—575-6—75

b) Az éltalanos formula szerint D(X+Y) = 1/D2(X) + D2(Y) + 2 - cov(X, Y), igy még meg kell hataroznunk
X és Y szorasnégyzetét, amihez pedig a négyzetiik varhato értéke kell:

1 11
X? :{ 8 i = B(X)=5 & Y { 2 é 3 = B =
2 2 6 6 6

Ezzel a szorasnégyzetek:

2 2
D*(X) = E(X*) - E*(X) = % - (1) _1 D*(Y)=E(XY?) - E*Y) = %1 - (Z) _1r
Végiil az Osszeg szoérasa:

LAV Y (- £~07454

DX +Y)=/D?2(X)+D2(Y)+2 cov(X,Y) =

12.2. Valészintségi valtozok atlaganak varhaté értéke és szorasa

A statisztikai alkalmazasokban elengedhetetleniil fontos az atlag (szamtani kozép) hasznélata. A
kovetkezs tétel fliggetlen, azonos varhato értékkel és szorassal rendelkezd valoszintiségi valtozok
esetére mutatja meg az atlagolas valbszintiségelméleti, statisztikai 1étjogosultsidgat: az atlag
varhaté értéke ugyanannyi, mint egyetlen valoszintiségi valtoz6 varhato értéke, szordsa viszont
drasztikusan (a /n-ed részére) csokken egyetlen valoszintiségi valtozo szordsahoz képest. Ezek
szerint minél tobb valoszindségi valtozot atlagolunk, a kapott valészintiségi valtozd értékei annal
jobban koncentralédnak a varhaté érték koriil.

12.19. Tétel.
Legyenek X1, Xo,..., X, figgetlen valoszintiségi viltozok, azonos varhat6 értékkel és szoras-

sal, azaz E(X;) =m és D(X;) =0 (i=1,2,...,n). Ekkor
1. Az atlaguk varhato értéke m, azaz

<X1+X2+...+Xn)
E =m.
n

o
2. Az atlaguk szérasa —, azaz

NZD

D(X1+X2+...+Xn>

n

Bi1zONYITAS:
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1. Az el6z§ tételt kell felhasznélni, és azt, hogy a konstans szorzé kiemelhet§ a varhato
értékbasl:

E<X1+X2+...+Xn> 1

1
=—EXi+Xo+...+X,)=—
n n n

2. Most is az el6z6 tételt kell felhasznalni, és azt, hogy a konstans szorz6 a szorasbol is
kiemelhetd:

D<X1+X2+...+Xn> 1

1
:f-D(X1+X2+...+Xn):E-O'\/ﬁ:

n n

o
\/ﬁ '
U

12.20. Példa.
Legyenek X1, Xo,..., X400 fiiggetlen valoszintiségi valtozok, a varhaté értékiik legyen 40, a
szorasuk pedig 2 (azaz most m = 40 és o = 2). Ekkor az atlaguk varhato értéke és szordsa:

Xi+Xo+...+X
B 1+ Xo+ + X400 — 40
400

D<X1—|—X2+...—|—X400>_ 2 2

= =0,1.
400 V400 20

Ha csak egyetlen valdszintiségi valtozot néziink, akkor annak a valdszinidsége, hogy az értéke 38
és 42 koze esik (a Csebisev-egyenlétlenség alapjan, A = 1):

1
P(IX; —40] <2) 2 1~ 5 =0.

Ez nyilvan nem mond tdl sokat, ezt eddig is tudtuk. Nézziik meg, hogy mi a valdszintisége
annak, hogy az atlag esik ilyen hatarok kozé. Mivel az atlag szoérdsa 0,1, ezért a Csebisev-
egyenlGtlenségben most A = 20 all, igy

, 1
P(latlag — 40| < 2) > 1 — 202 = 0,9975.

Ervényesiil tehat az atlag ,koncentralé” tulajdonsiga: az adott intervallumba esés valoszintisége
csaknem 1, vagyis az értékek (az atlag értékei) sokkal inkabb koncentralodnak a varhato érték
koril.

12.21. Feladat.

Adott sok-sok fliggetlen valdszintiségi valtozd, mindegyik varhatéd értéke 22, mindegyik szorasa
4. Legalabb hany elem &tlagat kell képezni ahhoz, hogy az 4atlag szorésa kevesebb, mint 0,5
legyen?

Megoldas:

o
Az adatok szerint most m = 22 és 0 = 4. Az el6bb bizonyitott tétel szerint az atlag szoérasa 7 ennek kell
n

kisebbnek lennie 0,5-nél:

4
<05 = <+vn = 64<n.

vn 0,5

Tehat 64-nél tobb valosziniségi valtozo atlagat kell venniink (vagyis legalabb 65-6t).
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12.22. Feladat.

Adott n darab fliggetlen valészintiségi valtoz6, mindegyik varhato értéke m, mindegyik szérdsa
0. A Csebisev-egyenlgtlenség felhasznalasaval adjunk becslést annak valoszintségére, hogy az
atlaguk m — X - o és m + A - o kozé esik (A > 0)!

Megoldas:

Az atlag varhato értéke m, szérasa pedig i, igy
vn
P(m— X o < atlag<m+ \-o) = P(Jatlag — m| < - o) :P(|atlag—m\ <A-vn- %)
n

>1- !

v T T e

1
Tehat a széban forgd esemény valdszintisége legalabb 1 — SCIS
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13. fejezet

A nagy szamok torvényei

A koznyelvben gyakran el6fordulnak homalyos utaldsok valamiféle nagy szamok toérvényére.
Sokak fejében ez nagyjabol ugy él, hogy ha sokiig jatszunk, akkor egyszer, valamikor majd
biztosan nyeriink (rdadasul jo sokat, s6t még lottot sem kell hozza venni ...).

Ebben a fejezetben a nagy szadmok torvényeir6l lesz sz6, természetesen matematikai, valoszi-
ntiség elméleti értelemben. Altalanosan nagy szamok térvényének neveziink minden olyan tételt,
amely bizonyos valoszintsegi valtozok szémtani kozepének (atlaganak) stabilitasat mondja ki, ha
a valészintiségi valtozok szama minden hataron tul néhet. A valészintiség fogalmanak szemléletes
megalapozaskor lattuk, hogy ha nagyon sokszor, azonos koriilmények kdzott megismétliink egy
kisérletet, akkor a sikeres kisérletek relativ gyakorisdga bizonyos stabilitdst mutat, egy adott
érték koriil igadozik, melyet az esemény valészintiségének tekintiink. Hasonlbéan igaz az is, hogy
nagy szami kisérlet esetén az egyes kisérletek eredményeinek atlaga az elméleti varhato érték
koriil ingadozik. A kovetkez6kben a Csebisev-egyenl6tlenség alapjan az atlagra, majd a relativ
gyakorisagra bizonyitjuk be a nagy szamok torvényét.

13.1. A nagy szamok torvénye az atlagra

A nagy szamok torvényének Csebisev-féle alakja fliggetlen, azonos varhatd értékd és szorasu
valoszintiségi valtozok atlaganak a kozos varhato értéktdl vald adott eltérésének valészintiségére
ad becslést. Lényegileg arrol van szo, hogy az atlag tilsdgosan nem térhet el a varhato értéktdl,
olyan értelemben, hogy a nagy eltérés valoszintisége kicsi.

13.1. Tétel. (A nagy szamok térvényének Csebisev-féle alakja)
Legyenek X1, Xo,..., X, fliggetlen valészintiségi valtozok, azonos varhato értékkel és szorés-
sal, azaz E(X;) =m és D(X;) =0 (i=1,2,...,n). Ekkor

2
P<'X1+X2+...+Xn_m‘>6> < ;

n

B1zonyITAS: A bizonyitashoz a Csebisev-egyenlétlenséget kell alkalmazni az atlagra. Legyen
v — X1+ Xo+...+ Xy
n

. Ekkor a fiiggetlenek atlaganak varhato értékére és szérasara vonatkozo
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13. FEJEZET. A NAGY SZAMOK TORVENYEI

tétel alapjan:

m,

X1+ Xo+...+ X,
E(y):E< 1+ Xo4 ...+ >:

n

X1+X2+...+Xn>
n

D(Y):D(

=

Ezzel a Csebisev-egyenlstlenség a kovetkezs alakot olti:

o 1
Pl(|Y — >SN — | > —.
<' m 2 ﬁ) -
€
Legyen A =
. 1 1 2
WAL T AP B o
vn o NLD A e/ e?-n
o
amibdl a tétel allitdsa mar kozvetlenil adédik. O

13.2. Feladat.

Adjunk becslést arra, hogy legaldbb hényszor kell egy szabdlyos dobdkockat feldobnunk ahhoz,
hogy annak val6szintsége, hogy a dobott szdmok atlaga legalabb 0,1-del eltér a varhato értéktdl,
0,05-n4l kisebb legyen!

Megoldas:
Legyen X; az i-edik dobas kimenetelét jelents valoszintségi valtozo. Ekkor
1 1 1 21
EX)=1-—-+2-—-+... C— =
(X3) 6 + 6 LR 6 6
1 1 1 _ 9
E(X)=1-=+44.= - =
(X7) gtd gt 136 5
D3 (X,) = B(X?) — E*(X:) = 2 _ (%) 105

A nagy szamok torvényének Csebisev-féle alakja szerint:

2
P(‘XIJFXQJF..A-XH_m'25)S 02_
n n-e

Itt m egy darab valoszintiségi varhato értéke, azaz m = E(X;), 02 pedig egy darab valoszintiségi valtozo szoras-
négyzete, azaz o2 = D?*(X;). A feladat szerint az atlagnak a varhato eértéktGl vett eltérése legalabb 0,1, igy
most € = 0,1. Olyan n-et kell taldlnunk, amelyre a bal oldalon 4ll6 valészintiség kisebb, mint 0,05. Ezt kdzvetve
keressiik meg: olyan n-et keresiink, amelyre a jobb oldalon 4ll6 kifejezés kisebb, mint 0,05, igy a két oldal kozotti
reldcié miatt a valészintség is kisebb lesz, mint 0,05.

2

7 5 < 0,05 behelyettesive:
n-e
105
36 < 0,05 rendezziik n-re:
n-0,12 ’
105
_ 210000 .
36 _
"= 0,05-0,12 36 5833,3

n a dobasok szamat jelenti, ezért pozitiv egész szam, igy azt kapjuk, hogy n > 5834. Tehat ha legalabb 5834-szer
dobjuk fel a kockat, akkor annak valoszintisége, hogy a dobott szamok atlaga legalabb 0,1-del eltér a varhato
értéktol, 0,05-nal kisebb lesz. Figyelem: nem allitottuk azt, hogy ennél kevesebb dobéssal ez nem lehetséges!
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13. FEJEZET. A NAGY SZAMOK TORVENYEI

13.3. Feladat.

Egy jatékban 0,5 valészintiséggel nyeriink, vagy 0,5 valdszintiséggel veszitiink 100 Ft-ot. Adjunk
becslést arra, hogy hany jaték utan mondhatjuk el: a nyereményiink atlaga legalabb 90%-os
valészintiséggel 0,05-n4l kevesebbel tér el a varhatod értéktsl?

Megoldas:

Legyen X; az i-edik jatékban szerzett nyereményiinket jelents valészindségi valtozo. X; eloszlasa:

x
A varhato értéke, a négyzetének varhato értéke és a szérasnégyzete:
E(X;)=100-0,54+ —100-0,5=0
E(X}?)=10000- 0,5+ 10000 - 0,5 = 10 000
D*(X;) = E(X}) — E*(X;) = 10000 — 0* = 10000.
A feladat szerint olyan n-et keresiink, amelyre teljesiil, hogy:

P(‘X1+X2+...+Xn
n

- O' < 0,05) >0,9.

A valosziniségen beliil forditott relacio all, ezért a nagy szamok torvényének Csebisev-féle alakjat is komplementer

alakban irjuk fel:

0,2

P(‘X1+X2+---+Xn

fm|<5)217
n

n-e2’

Most m = 0, 0% = 10000 és € = 0,05. Olyan n-et keresiink, amelyre az egyenlétlenség jobb oldalan &ll6 kifejezés
legalabb 0,9, igy a valoszintiség is legalabb 0,9 (azaz legalabb 90%):

2

1-— 5 =09 behelyettesitve:
n-e
- #(?822 >0,9 rendezziik n-re:
10000
—————— = 40000000 .
"= 0,1-0,052

Azt kaptuk, hogy ha legalabb 40 milli6 jatékot jtszunk, akkor elmondhatjuk azt, hogy a nyereményiink atlaga
legalabb 90%-os valosziniiséggel 0,05-nal kevesebbel tér el a varhato értéktsl. Most sem allitottuk azt, hogy ennél
kevesebb nem elég.

13.2. A nagy szamok torvénye a relativ gyakorisagra

A nagy szamok Bernoulli-féle térvénye adott szamu fiiggetlen kisérlet esetén a relativ gyako-
risagnak a valészintiségtsl valé adott eltérésének valészintiségére ad becslést. Kicsit pontatlanul
megfogalmazva azt mondja ki a tétel, hogy a relativ gyakorisdg nagyon nem térhet el az elméleti
valoszintiség értéktsl, olyan értelemben, hogy a nagy eltérés valdszintisége kesi.

13.4. Tétel. (A nagy szamok Bernoulli-féle térvénye)
Végezziink el n darab fliggetlen kisérletet a p valosziniiségi A esemény megfigyelésére. Tegyiik
fel, hogy a kisérletek soran az A esemény k-szor kivetkezett be. Ekkor tetsz6leges € > 0 esetén

(

kp‘zg)gp'(;_p).
n e2-n
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13. FEJEZET. A NAGY SZAMOK TORVENYEI

BizonyiTAS: Rendeljiink minden egyes kisérlethez egy-egy karakterisztikus eloszlast val6szi-
niiségi valtozot:

1 ha az A esemény bektvetkezett az i-edik kisérletben
X; = 1
0 kiilénben

Ekkor X; eloszlasa, varhaté értéke és szoérasa:

0 1
xof 0, BX)=p DO =T,
Vegyiik észre, hogy a sikeres kisérletek szama (k) az Xi, Xo,..., X, valoszintsegi valtozok

Osszege, igy a — hanyados ezen valdszintiségi valtozok atlaga. Alkalmazhatjuk tehat a nagy
n

szamok torvényének Csebisev-féle alakjat az m = p és o0 = /p- (1 — p) értékekkel, amibsl a
tétel allitdsa azonnal adodik. O
Megjegyzések:

1. A nagy szamok Bernoulli-féle torvényét gyakran annak becslésére hasznéljuk, hogy a re-
lativ gyakorisag milyen valoszintiséggel kézeliti meg az adott A esemény p valoszintiségét.
Ehhez a tételt az alabbi forméban alkalmazzuk:

P<k—p‘<6>21—w.

n e2-n
2. A relativ gyakorisagok hatarértéke az esemény p valoszintségével egyezik meg, hiszen adott
p és € esetén

lim p-(1—p)

n—oo £2-n

=0.

Pontosabban fogalmazva, a relativ gyakorisig sztochasztikusan konvergal az esemény p
valészintiségéhez.

3. A nagy szamok Bernoulli-féle térvényét akkor is hasznalhatjuk a val6szintiség becslésére,
ha a megfigyelt A esemény p valdszintisége nem ismert. Mivel tetszileges 0 < p < 1 esetén

1
teljesiil, hogy p- (1 —p) < 7 ezért

g
Vagyis ismeretlen p esetén az alabbi alakokban hasznalhatjuk a tételt:
P ( ﬁ - p‘ > 5) < L

n —4.e2.p’
k 1
Pl|l——pl < >1— —.

k p-(1-p) 1
— —p|l > < < .
n p‘_g)_ e2-n T 4-e2-n

13.6. Feladat.

Egy pakli magyar kartyabol 1000-szer hiizunk visszatevéssel. Adjunk becslést annak valoszint-
ségére, hogy a kihtzott pirosak szamanak relativ gyakorisdga legalabb 0,1-del eltér a piros hizas
valoszintségétsl, azaz 0,25-t6l!
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13. FEJEZET. A NAGY SZAMOK TORVENYEI

Megoldas:

A nagy szamok Bernoulli-féle térvénye szerint:

p(‘ﬁ_p‘ 25> SIL—QZJ).

n n-e

Esetiinkben € = 0,1, p = 0,25 és n = 1000. Ezeket a jobb oldalon behelyettesitve azt kapjuk, hogy a kérdéses
valoszintiség legfeljebb 0,01875 lehet.

13.7. Feladat.
Egy szabalyos pénzérmét 10 000-szer feldobunk. Mennyi a valésziniisége annak, hogy az irdsok
relativ gyakorisaga 0,01-nal kevesebbel tér el az elméleti 0,5 valoszintiségtsl?

Megoldas:

A nagy szamok Bernoulli-féle térvényének forditott alakja szerint:

p(‘ﬁ_p‘<g>21_p(17_2p)_
n n-e

Esetiinkben ¢ = 0,01, p = 0,5 és n = 10000. Ezeket a jobb oldalon behelyettesitve azt kapjuk, hogy a kérdéses
valdszintiségnek legalabb 0,75-nak kell lennie.

13.8. Feladat.
Adjunk becslést arra, hogy legalabb hanyszor kell egy szabalyos dobdkockat feldobni ahhoz, hogy

1
a négyesek relativ gyakorisdga legalabb 0,9 valészintséggel 0,02-n4al kevesebbel tér el Etél!

Megoldas:
A feladat szerint olyan n-et kell keresniink, amely esetén teljesiil, hogy
P (‘E — 1‘ < 0,02) >0,9.
n 6

Hasznéljuk ehhez a Bernoulli-féle térény forditott alakjat:

P(‘E—p‘ <e> 21—1’7(1_5’).

n n-e

Most € = 0,02 és p = %. Olyan n-et fogunk keresni, melyre a jobb oldalon all6 kifejezés értéke legalabb 0,9, igy
a relaciok miatt a valdszintség értéke is legalabb 0,9 lesz.

1-— % >0,9 behelyettesitve:
1.5
1-— % >0,9 n-re rendezve:
1 5
6 6 _ 125000 .
= = 3472,2.
- 0 1-0, 022~ 36 3472,

Mivel n a dobasok szaméat jelenti, igy értéke csak egész szam lehet, tehdt n > 3473. Ha legalabb 3473-szor
dobunk, akkor legalabb 0,9 a valésziniisége annak, hogy a négyesek relativ gyakorisaga 0,02-nal kevesebbel tér el

1t'l
6—0.

13.9. Feladat.
Mi a helyzet az el6z6 feladatban, ha a doboékockarsél nem tudjuk, hogy szabalyos?

Megoldas:
Ha nem tudjuk, hogy szabalyos-e a dobokocka, akkor nem hasznalhatjuk a p = é értéket. Viszont tudjuk, azt,
hogy p- (1 —p) < %, ezért:

P ( k

1
— —p| > < — .
n p‘_€>_4~n~82
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13. FEJEZET. A NAGY SZAMOK TORVENYEI

Az eredeti feladathoz hasonléan most is a forditott alakra lesz sziikségiink:

k 1
P~ >1-—— .
(‘n p‘<€)_ 4.m -2

Olyan n-et keresiink, melyre teljesiil, hogy a jobb oldalon all6 kifejezés értéke legalabb 0,9, igy az is teljesiil, hogy
a valoszintdség is legalabb 0,9:

1 z
) =09 behelyettesitve:

1
1-— m > 0,9 n-re rendezve:

1

1
P .
"2 010022 - 020

Ekkor tehat ha legalabb 6250-szer dobunk, akkor legalabb 0,9 a valdsziniisége annak, hogy a négyesek relativ
gyakorisaga 0,02-nal kevesebbel tér el az elméleti valoszindségtol.

13.10. Feladat.

Egy tomegtermelésben késziils terméket vizsgalunk, hatalmas mennyiség all rendelkezésiinkre.
Becsiiljilkk meg, hogy legaldbb hany elemd mintat kell venni ahhoz, hogy a hibas termékek
aranyat 99%-os biztonsaggal, 0,05-nal kisebb eltéréssel meg tudjuk adni!

Megoldéas:

Mivel hatalmas mennyiségrél van sz6 és a minta nagysaga varhatéan ennél sokkal kisebb lesz, ezért mindegy,
hogy visszatevéses vagy visszatevés nélkiili mintavétellel szamolunk. A hibas termékek aranyanak megallapitaskor
tulajdonképpen azt keressiik, hogy mi a valészintisége annak, hogy hibas terméket véalasztunk. Legyen ez az
ismeretlen valoszintiség p. A p valoszintiségli esemény megfigyelésére hajtunk végre n darab kisérletet. Olyan n-
et keresiink, melyre a relativ gyakorisagnak az elméleti valdszintségtsl vett eltérése legalabb 0,99 valosziniséggel
0,05-nal kisebb. A nagy szamok Bernoulli-féle torvénye szerint a relativ gyakorisag és az elméleti valosziniség
eltérése nagy valdsziniséggel nem lehet akdrmekkora, azaz

P(E o] <) 21-m050,

n-e?

Most p értéke nem ismert, ezért azt az alakot kell hasznalnunk, amit az el6z6 feladatban:

k 1
p(|=- >1——— .
(‘n p‘<6)_ 4.m-e2

Olyan n-et fogunk keresni, melyre teljesiil, hogy a jobb oldalon 4ll6 kifejezés értéke legalabb 0,99, igy az is teljesiil,
hogy a valdszintdség is legalabb 0,99. Esetiinkben ¢ = 0,05. Ezzel:

1
1——F > hel itve:
T 22 0,99 behelyettesitve
1
1-— m > 0,99 n-re rendezve:

1

> —10000.
"2 0010052 0000

Tehat ha legalabb 10000 elemi mintat vesziink, akkor a kapott relativ gyakorisag 99%-os biztonsaggal 0,05-n4l
kevesebbel tér el a hibas termékek tényleges aranyatol.

Ha kevésbé biztos eredményt akarunk, akkor joval kisebb elemszami minta is elég. Az ¢ = 0,05 értékhez
95%-0s biztonsag esetén n > 2000, 90%-os biztonsag esetén pedig n > 1000 adodik.
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14. fejezet

A kozponti hatareloszlas tétel

A normaélis eloszlas a gyakorlatban (és az elméletbe is) az egyik legtobbet hasznalt eloszlas.
Ennek egyik oka a kozponti hatareloszlas tétel, melyek azt fejezi ki, hogy sok, fiiggetlen vald-
szintiségi valtozo Osszege igen altalanos feltételek kozelitéleg normalis eloszlasi. Erre egy példa
a mérések pontatlansaga: a teljes mérési hiba ugyanis sok apro hibabol all 6ssze. A kézponti
hatareloszlas tétel miatt igy a teljes mérési hiba normalis eloszlast, ezért a normélis eloszlast
normaélis hibatorvénynek is szokis nevezni.

A kozponti hatareloszlas tételt centralis hatareloszlas tételnek is szokas nevezni, innen ered
a gyakori CHT rovidités.

14.1. A kozponti hatareloszlas tétel

Az alabbi tétel a kdzponti hatareloszlas tétel legegyszertibben megfogalmazott alakja.

14.1. Tétel. (K6zponti hatareloszlas tétel)

Legyenek X1, Xo,..., X, fiiggetlen, azonos eloszlast valoszintiségi valtozok, azonos varhato
értékkel és szorassal, azaz F(X;) = m és D(X;) = o. Ekkor az Osszegik standardizéltja
hataresetben (n — oo) standard normaélis eloszlast, azaz

lim P

n—o0

xT
<X1+X2+...+Xn—n-m ) 1 2
<z|=

ovn

14.2. Kévetkezmény.
1. Ha n elég nagy, akkor fiiggetlen, azonos eloszldsi valdszindségi vdltozok dsszegének stan-
dardizdltja kozelitleg standard normdlis eloszldsi, azaz

P(X1+X2+...+Xn—n-m<$>

P~ ~ O(x).

2. Han elég nagy, akkor fiiggetlen, azonos eloszldsi valdsziniségi vdltozok dsszege olyan nor-
mdlis eloszldssal kézelithetd, melynek vdrhatd értéke n - m, szdérdsa pedig o+/n.
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14. FEJEZET. A KOZPONTI HATARELOSZLAS TETEL

14.3. Példa.

Tudjuk, hogy az n és p paraméterid binomialis eloszlast valoszintségi valtozo felfoghaté n darab
fiiggetlen, p paramétert karakterisztikus eloszlast valoszintségi valtozo dsszegeként. Igy a tétel
szerint ha n elég nagy, akkor a binomialis eloszlas kozelitheté normaélis eloszléssal (ezt részlete-

sebben is targyalni fogjuk a fejezetben).

0.2
0.15
0.1
0.05

0.1

0.05

15 20 25 30 35
(¢) n =50

0.08

0 35 40 45 50 55 60 65

(d) n = 100

14.1. dbra. A n, p = 0,5 paramétert binomidlis eloszlés kiilonb6z6 n-ek esetén. Lathato, hogy az eloszlas
alakja n novekedésével egyre inkdbb hasonlit a haranggorbére.

14.4. Példa.

Tudjuk, hogy két fliggetlen, A és Ay paraméterti Poisson-eloszlast valosziniiségi valtozé 6sszege
szintén Poisson-eloszlast, a paramétere pedig A\ + 2. Ebb6l kovetkezik, hogy n darab fliggetlen,
A paramétert Poisson-eloszlasn valoszintiségi valtozo dsszege is Poisson-eloszlast az n-A paraméter-
rel. A tétel allitasa szerint az eloszlas n ndvekedésével egyre inkabb kozelit a normalis eloszlashoz.

0.3
0.2
0.1
0 0 1 2 3 4 5 6 7
(ayn=1
0.1
0.05
0 ‘
0 5 10 15 20 25 30
(c) n=10

0.15

0.1

0.03
0.02
0.01
J(.)OO 120 140 160 180 200
(d) n = 100

14.2. &bra. n darab, fliggetlen, A = 1,5 paramétert Poisson-eloszlas Osszege kiilonb6zé n-ek esetén.
Lathato, hogy az eloszlas alakja n ndvekedésével egyre inkabb hasonlit a haranggdrbére.
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14. FEJEZET. A KOZPONTI HATARELOSZLAS TETEL

14.5. Példa.

Ha addig hajtunk végre fiiggetlen kisérleteket egy p valoszintiségli esemény megfigyelésére, amig
az be nem kdovetkezik, akkor a sziikséges kisérletek szidma p paraméterd geometriai eloszlasa
valoszintiségi valtozé. Ha nem az elsd, hanem az r-edik sikeres kisérletig prébalkozunk, akkor
a kisérletek szadma r és p paramétertd negativ binomidlis eloszlasi valésziniiségi valtozd, amely
igy értelmezhets r darab filiggetlen, p paraméterd geometriai eloszlast valészintségi valtozo
osszegekent is. Igy ha r nagy, akkor a negativ binomiélis eloszlas kozelithets normalis eloszlassal.

06 0.2
04 0.15
0.1
0.2
0.05
0 i 0
1 4 7 5 10 15 20
(a) r=1 (b)y r=56
0.09
0.1
0.06
0.05 0.03
0 : o :
10 15 20 25 30 20 25 30 35 40 45 50 55
(c) r=10 (d) =20
0.04
0.06
0.03
0.04 0.02
0.02 001
0 0
50 60 70 80 90 140 150 160 170 180 190 200
(e) =40 (f) » =100

14.3. abra. Az r, p = 0,6 paramétert negativ binomialis eloszlas kiilonféle r-ek esetén. Az eloszlas alakja
r novekedtével itt is egyre inkdbb hasonlit a haranggtrbére.

14.6. Példa.
Legyenek X1, Xo, ..., X, fliggetlen, \ paraméterti exponencidlis eloszlast valdszintiségi valtozok,
és legyen Y = X5 + Xo + ... + X,,. Ekkor Y eloszldsa A, n paraméterd gamma-eloszlés.
A siirtiségfiiggvénye:
0 haxz <0

e haxz >0

Ha X, valamely esemény i — 1-edik és i-edik bekovetkezése kozott eltelt idét jelenti, akkor
Y az n-edik bekivetkezésig eltelt teljes id6t adja meg. Azaz, ha a két esemény kozott eltelt
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id6 A paraméterd exponencidlis eloszlast, akkor az az id6tartam, amely alatt az esemény n-
szer bekovetkezik A, n paraméterd gamma-eloszlasa. Mivel a gamma-eloszlas fiiggetlen, azonos
eloszlast valdszintiségi valtozok Osszegeként allithaté els, ezért a kozponti hatareloszléstétel
miatt n — oo esetén a gamma-eloszlas normalis eloszlashoz tart.

4 15
1
2
0.5
o ‘ ‘ : o ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 0 0.5 1 15 2 25
(@) n=1 (b) n=2
0.3
0.6
0.2
0.4
0.2 0.1
o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 4 6 8 10 12 14 16
(¢) n=10 (d) n="50

14.4. abra. n darab, fiiggetlen, A\ = 5 paramétert exponencials eloszlas Gsszege kiilonb6z6 n-ek esetén.
Lathato, hogy az eloszlas alakja n ndvekedésével egyre inkdbb hasonlit a haranggdrbére.

14.7. Feladat.
Adott 400 darab fiiggetlen, azonos eloszlast valdszintségi valtozo, melyek varhatd értéke 8,
szorasa 3. Mekkora lehet annak valoszintsége, hogy ezek Gsszege kevesebb, mint 38007

Megoldas:
Legyen X; az i-edik valoszintiségi valtozo (1 = 1,2,...,400). A feladat az X1 + X2 + ... + Xaoo < 3800 esemény
valdszintiségének meghatarozasa. A kozponti hatareloszlas tétel alapjan:

P(X1+X2+...+Xn—n-m<x)
o-\/n

~ P(x).

A zarojelben 4llo kifejezést atalakitva:
P(X1—|—X2—|—...+X" <x~0\/ﬁ+n~m) ~ d(x).

Esetiinkben 400 valoszintiségi valtozordl van szo, igy n = 400, a varhato értékiik m = F(X;) = 8, a szorasuk
oc=D(X;)=3,igy n-m =400-8 = 3200 és o/n = 3- /400 = 60. Most z - oy/n +n - m = 3800, ebbdl pedig az
el6z6ek behelyettesitésével az kovetkezik, hogy = = 10, igy a keresett valosziniség:
P(X1+ Xo+...4+ X400 < _10 - 60 +3200) ~ ®(10) ~ 1.
— = R~
x ov/n n-m

Azt kaptuk tehat, hogy ez a valoszintiség gyakorlatilag 1.

14.8. Feladat.
Adott 625 darab fliggetlen, azonos eloszlast valoszintségi valtozd, melyek varhaté értéke 20,
szorasa 4. Mekkora lehet annak valoszintsége, hogy ezek atlaga kevesebb, mint 19,87
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Megoldas:_ . S X1+ X+ ...+ Xeas }
Legyen X; az i-edik valoszintiségi valtozo (i = 1,2,...,625). A feladat az 625 < 19,8 esemény
valoszintiségének meghatarozasa. A kozponti hatareloszlas tétel alapjan:
Xi+Xo+...+X,—n-
P( 1+ Xo+.. + nm<$)z¢($).
o-\/n
Osszuk el a tort szamlalojat és nevezgjét is n-nel:
X1—|—X2—|—H.+Xn—’l’l,-m X1+X2++Xn,m
P n <z |=P n <z
o-\/n o
n Vn
Ebbdl kifejezhets az atlagra vonatkozo valészintiség:
P X1+X2+...+Xn< O’+
x-—=+m] .
n vn
A feladat szerint n = 625, m = E(X;) = 20 és 0 = D(X;) = 4. Most
o
z-—+m =198 Ebbe behelyettesitve az el6zbeket:
Vvn
! +20 =19,8 t kifej
T —— =19, x-et kifejezve:
V625 !
r=-0,2-254=-1,25.
Tehat a keresett valosziniség:
Xi+Xo+...+X X1+ Xo+ ...+ X
p| =22 ® c198) =P 122 0 < 1,250,164 20
625 625 —— ——
z o m
vn

~®(—1,25) =1 — ®(1,25) ~ 1 — 0,8944 = 0,1056..

14.9. Feladat.

Egy firésztelepen 100 darab, azonos fajtdja deszkat fektetnek egymasra és kotnek Ossze. A
deszkak atlagos vastagsdga 1cm, 1 mm szoérassal. Jelolje Y egy ilyen koteg centiméterben meért
vastagsagat.

a) Hatarozzuk meg kozelitsleg a P(Y < 98) és P(97 <Y < 103) valoszintiségeket !

b) Adjuk meg annak a tarolohelynek a legkisebb d magassagét, amelyben a fenti tipust
kotegeket legalabb 99%-os valoszintiséggel tarolni tudjuk!

Megoldas:

a) Legyen X; az i-edik deszka vastagsagat jelent6 valoszintiségi valtozo, m = E(X;) = 1, 0 = D(X;) =
= 0,1 (cm-ben). Ekkor Y = X7 + X5 + ... + Xi100- A deszkak vastagsagai tekinthetGek fiiggetlen, azonos
eloszlasi valoszintiségi valtozoknak (fiiggetlen: az egyik vastagsidga nem befolyasolja a méasikét; azonos
eloszlasi: ugyanazon a gépen vagtak). A feladat megoldhaté ugyanolyan eljarassal, mint tettiik azt az
ehhez hasonlé els6 feladatban, de a valtozatossag kedvéért most forditva fogunk eljarni. A CHT szerint
fiiggetlen, azonos eloszlasi valoszintiségi valtozok Osszegének standardizaltja kozelitSleg standard normalis
eloszlast. A standardizalashoz sziikségiink lesz Y varhato értékére és szorasara. Tudjuk, hogy fliggetlen
valdszintségvaltozok Osszegének varhatd értéke a varhato értékek Osszege, igy

E(Y) = E(X1) +...4+ E(Xl()()) =100-1=100.

Tovabbé fliggetlen valdszintiségvaltozok Osszegének szorasa a szorasnégyzetek Osszegének négyzetgyike,
igy

D(Y) = /D2(X1) + ... + D?(X100) = /100 - 0,12 = 1.
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b)

Ezzel a keresett valészintségek:

HY<9&:P<Y—EW) %-EQ@>:P<Y—NO %—um)z

DY) < DY) TS 1
—P(Y" < -2)~®(-2) =1 &(2) ~ 10,9772 = 0,0228.

HW<Y<um:P(W_EW) Y - E(Y) 1%—ﬂﬂ>_

DY) - DY) ~ D)
(97—100 Y — 100 103 — 100
=P < <
1 1 1
~®(3)— P(—3)=2-D(3) —1~2-0,9987 — 1 = 0,9974 .

):P(—3<Y*<3)z

Tehat keressiik azt a d-t, amelyre Y < d legalabb 0,99 valészintiséggel.
Y — E(Y) d—E(Y)>: (Y—100<d—100>:
D(Y) D(Y) 1 1
=P(Y" <d—-100) =~ &(d — 100) .
Vagyis olyan d-t keresiink, melyre ®(d — 100) > 0,99. Ebbdl az kovetkezik, hogy d — 100 > 2,32, tehat
d > 102,32.

my<@=P(

14.10. Feladat.

Egy tomegkiszolgalo rendszerbe reggel nyolctél egymastél fiiggetleniil, véletlenszerii idépontok-
ban érkeznek az igények. Az igények beérkezése kozott eltelt id§ exponencidlis eloszlasu valoszi-
niségi valtoz6 2 perc varhato értékkel.

a) Mi a valészintisége annak, hogy a 100. igény beérkezéséig legalabb harom és fél orat kell
varni?

b) Mi a valoszintisége annak, hogy a 100. igény beérkezése 11 és fél tizenketts kozott torténik ?

¢) Atlagosan mennyit kell varni a 100. igény beérkezéséig?

Megoldas:

a) Legyen az X; az i — l-edik és az i-edik igény beérkezése kozott eltelt id6 percekben (X; pedig reggel
nyolctol az els§ igény beérkezéséig eltelt id6). Ekkor X; (i = 1,2,...) exponencialis eloszlasi valoszintségi
valtozo, igy a varhato értéke és a szorasa megegyezik, tehat percekben szamolva F(X;) = 2 és D(X;) = 2.
A szazadik igény beérkezéséig 6sszesen X1 + Xo + ...+ X0 id6 telik el, a kérdés pedig annak a valoszi-
niisége, hogy ez legalabb 210 perc (azaz harom és fél 6ra). A feladatot az el6z6hoz hasonléan oldjuk meg,
igy sziikségiink lesz az 0sszeg varhato értékére és szorasara:

E(Xl +Xo+... .+ XlOO) = E(Xl) =+ E(Xg) + ...+ E(Xloo) =200
D(X1 +Xo+... .+ XlOO) = \/D2(X1) + DQ(.XQ) + ...+ Dz(Xmo) =20.
A keresett valoszintségpedig:
P(Xl + Xo+ ...+ X100 > 210) = 17P(X1+X2+...+X1oo < 210) =
_1_p X1+ Xo+ ... 4+ X100 — 200 < 210 — 200 ~1—d 210 —200 _
20 20 20
=1-®(0,5) ~1— 10,6915 = 0,3085.
A gamma-eloszlas alapjan szamolt (tehat a pontos) érték 0,2998. Ett6l a becsléssel kapott eredmény
kevesebb, mint 0,01-dal tér el.
b) Ekkor a szazadik igény beérkezéséig eltelt id6 percekben szamolva 180 és 210 kozé esik. Hasonléan

jarhatunk el, mint el6bb:
P(180 < X1+ Xo+...+ X100 < 210) =

_[180—-200 X1+ Xo+...+ Xipp—200 _ 210 —200\ _
"F)( 20 20 <20 > ~

~ ®(0,5) — D(—1) = $(0,5) — (1 — ®(1)) ~ 0,6915 + 0,8413 — 1 = 0,5328
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A gamma-eloszlas alapjan szamolt érték 0,5420. Ett6l a becsléssel kapott eredmény most is kevesebb, mint
0,01-dal tér el.

¢) Mivel a két igény beérkezése kozott eltelt id§ varhato értéke 2 perc, igy a 100. igény beérkezéséig eltelt id6
varhato értéke (amit persze mar tobbszor felhasznaltunk) 200 perc, tehat atlagosan 200 percet kell véarni.

14.11. Feladat.

Egy szelet tortaban atlagosan 4 szem mazsola van. Az egy szeletben 1évé mazsolak szama
Poisson-eloszlasinak tekinthets. A cukraszdaban egy nagy talcan 100 szelet torta van. Adjunk
becslést annak valosziniiségére, hogy legalabb 370 szem mazsola van a télcan!

Megoldas:
Az i-edik tortaszeletben levé mazsolak szama legyen X; (i = 1,2,...,100). Ekkor X; Poisson eloszlast valoszini-
ségi valtozo, E(X;) =4 = X és D(X;) = 2 = +/\. A nagy talcan levs mazsolak szama az egyes szeletekben levs
mazsolak szamanak osszege, azaz X1+ X2 + ...+ Xi00- A feladat tehat a kovetkezs valosziniiség meghatarozéasa
(becslése):

P(X1+4+ X2+ ...+ X100 > 370) =7

A ké6zponti hatareloszlés tétel szerint fiiggetlen, azonos eloszlasi valoszintségi valtozok Gsszegének standardizaltja
kozelitSleg standard normalis eloszlast. Az X; valoszintiségi valtozok osszegének varhato értéke 100 -4 = 400, az
Osszegiik szorasa pedig 2 - v/100 = 20. Ezzel

X X ...+ X100 — 400 370 — 400
P(X1+X2+...+X1002370)=P( e > S )=

<X1 + Xo+ ...+ X100 — 400

5 > —1,5> ~1—®(-15)=1-(1—®(L5) =

= ®(1,5) ~ 0,9332.

Elég jo kozelitést kaptunk, mert a pontos érték kb. 0,9378.

14.2. A Moivre-Laplace tétel

14.12. Tétel. (Moivre-Laplace tétel)
Legyen X binomidlis eloszlast valdszintiségi valtozd az n és p paraméterekkel. Ekkor

1. Annak valoszintisége, hogy X értéke pontosan k (a Moivre-Laplace tétel lokalis alakja):

-n- (k—n-p)?
P(X = k) ~ ! cp k—n-p = 1 .e_Ql:mp(l—pp) )

np(l —p) np(l —p) V2mnp(1 — p)

2. Annak a valoszintisége, hogy X értéke a és b kozé esik (a Moivre-Laplace tétel globalis
alakja):

Pla<X<bmd| 220 | _gf oZrp

vnp(l—p Vnp(l—p

Megjegyzések:
1. A fenti tételben a kozelités annal jobb, minél nagyobb n értéke, és minél kdzelebb van p
értéke 0,5-hez.
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2. A tételben diszkrét valosziniiségi valtozot kozelitiink folytonossal. Jobb kozelités kapunk,
ha alkalmazzuk az Ggynevezett folytonossagi korrekciot, azaz a helyett a — 0,5, b helyett
pedig b + 0,5 keriil a formulaba:

b+05—n-p o a—05—n-p

Vw(—p )\ Vm-p

3. Mivel a binomiélis eloszlasu valoszintségi valtozo tekinthet§ n darab indikator eloszlast va-
l6szintiségi valtozo Osszegének, ezért a Moivre-Laplace tétel val6jaban a kézponti hatarelos-
zlas tétel specialis esete, amikoris az X;-k karakterisztikus eloszlasuak, E(X;) = p és

D(X;) = /p(1 —p).

Pla<X<by~d

0.1 0.1

0.05

0 a b 0 a b
(a) Az n és p paraméteri binomialis eloszlas, (b) Az a < X < b esemény valoszintisége a bi-
valamint az m = n -p és o = np(1 — p) nomialis eloszlas megfelels tagjainak Osszegével,
paraméterd normalis eloszlas strtségfiggvénye. azaz a satirozott teriiletek Osszegével egyenld.

0.1

0
a b a b

0

(c) Ez a valoszintiség kozelithets a stiridségfiigg- (d) A val6sziniiség jobb kozelitését kapjuk, ha a
vény alatti teriilet a és b kozotti részével. stirtiségfiiggvény alatti teriilet a — 0,5 és b+ 0,5
kozotti részét vessziik.

14.5. dbra. Ha X n és p paramétertd binomialis eloszlasu valoszintiségi valtozo, akkor a P(a < X < b)
valoészintiség a Moivre-Laplace tétel alapjan normalis eloszlas segitségével kozelithets.

14.14. Feladat.

Egy szabalyos pénzérmét sokszor feldobunk. Annak nagyobb a val6szintisége, hogy legalabb 55
fejet kapunk az els§ 100 dobashol, vagy pedig annak, hogy legaldbb 220 fejet kapunk az elsé 400
dobésb6l?

Megoldas:

Jelentse a dobott fejek szamat az elsé esetben Xi, a masodikban X>. Mindkét esetben el6re rogzitett szama
kisérletet hajtunk végre, a sikeres kisérlet valoszintsége végig ugyanannyi, igy X, és Xz is binomialis eloszlasa
valdszintiségi valtozo az n1 = 100, p = 0,5, illetve az ny = 400, p = 0,5 paraméterekkel. A kérdéses valoszintiségek :

X (100

P(X1 >55)= Y < . ) 0,57 0,5"°7% ~ 0,1841
k=55
400

P(X5 >220)= > (420> -0,5%0,5"°7% ~ 0,0255.

k=220
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Ezeket a valosziniségeket egyszert szamolégéppel kissé nehézkes kiszamitani, de az igazan ponos eredményre
altalaban nincs is sziikség. Mivel binomidlis eloszlast valoszintségi valtozokrol van szo, ezért a kérdéses valodszi-
ntiségeket kozelithetjiik a Moivre-Laplace tétel segitségével:

P(X, >55)~1—® BS—mip :1_.@(%):1_@(1)%
nip(l —p) 4/100-0,5-0,5
~1-0,8413 = 0,1587.

P(Xs>220)~1—® 220 —n2-p :1_¢(w) =1-9(2) =~
na2p(l —p) 4/400-0,5-0,5

~1—-0,9772 = 0,0228.
Jobb kozelitést kapunk, ha hasznaljuk a folytonossagi korrekciot is:
55 —-0,5—ni-p 1 55—0,56—-100-0,5\
nmp(l—p) | v100-0,56-0,5 /)
=1-®(0,9) ~1-0,8159 =0,1841.

220-05-m2p\ _ | 4 (220-05-400-05) _
nap(1 — p) B v/400-0,5-0,5 -

=1-®(1,95) ~ 1 — 0,9744 = 0,0256.

P(X1>55)z1—<1><

P(X2>220)z1—<1><

A kapott eredményekbdl lathato, hogy a Moivre-Laplace tétel segitségével megfelels kozelitést kaptunk, tovabba
az is megfigyelhetd, hogy a folytonossagi korrekciéo tovabb csokkentette a kozelités hibajat. A valoszintségek
kiszamitasa nélkiil is el lehetett volna donteni, hogy a két eset koziil melyik valészinidbb. Mindkét esetben
binomilis eloszlasrol volt sz6, ami kézelithet6 normalissal. Az els6ben legalabb egy, a masodikban pedig legalabb
két szorassal kellett volna meghaladni a varhaté értéket. Nyilvanvald, hogy az utébbinak joval kisebb a valdszi-
niisége.

14.15. Feladat.

Az egyik félévben a 150 {6s évfolyam szaméra kiirt, Valdsziniség-szamitds és matematikai statiszti-
ka cimi elGadast tévedésbdl egy 100 {6 befogadésara alkalmas terembe tették. A hallgatok
egymastol fiiggetleniil 0,6 valoszintiséggel mennek el az érara.

a) Mi a valoszintsége annak, hogy egy alkalommal nem fér be minden megjelent hallgato a
terembe?

b) Mi a valoszintisége annak, hogy a félév sordn mindig minden megjelent befér a terembe?

Megoldas:
a) Legyen a megjelent hallgatok szamat jelentd valoszintiségi valtozo X. Osszesen 150 hallgato van, akik
egymastdl fliggetleniil 0,6 valoszintséggel jonnek el, igy X binomidlis eloszlast valdszintiségi valtoz6 az
n = 150 és p = 0,6 paraméterekkel. Akkor nem fér be minden megjelent, ha legalabb 101 f6 jelenik meg.
Ennek valészintisége:

150 150
P(X >101)= > ( . ) £0,6" - 0,4"°7% ~0,0389.

k=101

A Moivre-Laplece tétel alapjan kozelitve:

P(X2101)%1_(I,<101—n'17)_1_q)(101—150’076>_

np(1 — p) VI50-0,6-0,4
—1-@ (%1) ~1—®(1,83) ~ 1 —0,9664 = 0,0336.
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Ha a folytonossagi korrekciot is hasznaljuk:

101-05-—n-p\ _, o (101-05-150-06) _
np(1 — p) B VI50-0,6-0,4 -

=1-® (%) =1-®(1,75) ~ 1 — 0,9599 = 0,0401 .

P(X>101):::1—<I><

A korrekcids tagot is tartalmazo kifejezés most is jobban kozeliti a valoszintiséget.

b) Ez akkor torténik meg, ha a megjelentek szama minden héten (14 hétbdl all a szorgalmi id6szak) legfeljebb
100. Ennek valoszintsége [P(X < 100)]".
Binomialis eloszlassal szamolva:

R (150 "
[P(X < 100)]"* = [Z( . ) -0,6" - 0,4150‘“} ~ 0,5741 .

k=0
A Moivre-Laplece tétel alapjan kozelitve:
14 14
[P(X < 100)]" ~ [@ (100 =150-063 1 _ 1g (1001 ¢ o167
VI50-0,6-0,4 6
~ ®(1,67) ~ [0,9525]"* ~ 0,5060.

Ha a folytonossagi korrekciot is hasznaljuk:
14 14
(P(X < 100)]" ~ |@ 100 4+ 0,5 — 150 - 0,6 e 10,5 _
+v/150-0,6-0,4 6
= [®(1,75)]"* ~ [0,9599]"* ~ 0,5638.

A hatvanyozas miatt a kozelités hibaja megnétt, igy még inkabb latszik, hogy érdemesebb a korrekcios
tagot is hasznalni.

14.16. Feladat.
Egy szabalyos pénzérmét 10000-szer feldobunk. Hatarozzuk meg azt az m szdmot, melyre a
fejek szama kb. 0,9 valészintséggel esik 5000 — m és 5000 + m kozé!

Megoldas:
Legyen a dobott fejek szama X, ami természetesen binomidlis eloszlasi valészintségi valtozd az n = 10000 és
p = 0,5 paraméterekkel. Annak valoszintisége, hogy a fejek szama 5000 — m és 5000 + m kozé esik:

P(5000 — m < X < 5000 + m

)~
~ O 5000 +m + 0,5 — np 5000 —m —0,5—n-p
V/np(1—p) Vnp(1 —p)
0

P

(5000+m+05 5000 (5000 m— 05—5000>
50

m+ 0,5 5 m+ 0,5
q>( 50)‘1)( 50)2@( 50)1.
Ennek a kifejezésnek kell kb. 0,9-nek lennie. Tehat:

2@(@),1:079

50
m+0,5
) — ) =0,95
("50) =®
m 4+ 0,5
50
Azt kaptuk, hogy P(4918 < X < 5082) ~ 0,9. Elfogadhat6é a megoldas, mert a valészintiség pontos értéke:

5082

3 (10200) L0.5" - 0,599 09011,

k=4918

(m = 81 esetén pedig kb. 0,8969.)

=1645 =  m=28175~82
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14.17. Feladat.
Egy szabalyos dobokockat 6000-szer feldobunk. Mi a valészintisége annak, hogy a dobott hatosok
szama legfeljebb 30-cal tér el 1000-t617

Megoldas:

Legyen a dobott hatosok szama X. Ekkor X binomialis eloszlast valdszintiségi valtozé az n = 6000 és p =

paraméterekkel. A varhato értéke E(X) = np = 1000, a szordsa D(X) = /np(l —p) ~ 28,87. A feladat
P(970 < X < 1030) valoszintiség meghatarozasa. A valoszintség pontos értékét a kovetkezd Gsszeg adja:

1030 k 6000—k
POTO< X <1030) = 3 (6013()) (%) (%) .

k=970

& O

Az 6sszeg meghatarozasa nagyon sok szamolassal jar, ezért a valészintiséget a Moivre-Laplace tétel segitségével
becsiiljik, igy

1030 + 0,5 — 1000 970 — 0,5 — 1000

< < ~ —_ - ) -

P(970 < X < 1030) ~ ® ( T ) ® ( TR, )

~ ®(1,0565) — ®(—1,0565) = 2 - &(1,0565) — 1 ~ 0,7092 .
Nagyon j6 kozelitést kaptunk, mert a fenti 6sszegb6l szamitott érték kb. 0,7093.
14.18. Feladat.

Egy szabalyos dobdkockit hatszazszor feldobunk. Mi a valdszintisége annak, hogy a hatosok
szamanak relativ gyakorisaga 1/9 és 2/9 kozé esik?

Megoldas:

A hatosok szamat jelolje X, ami n = 600 és p = — paraméterd binomialis eloszlasi valosziniiségi valtozo. A

X 1 X
hatosok relativ gyakorisaga 500" A kérdés a P (9 < 600 < 9) valészintség.
M'l1 1 2 8t'bb’l 0 ért az, h hatosok szamanak relati korisa 1’2k"’
ivel 5= 358 5= g, tovabba = = o7, ezért az, hogy a hatosok szaménak relativ gyakorisaga 5 és - kbze

1
esik, tulajdonképpen azt jelenti, hogy a relativ gyakorisdgnak az elmeéleti valosziniiségtdl (az é_t()l) vett eltérése

2
legfeljebb 3% lehet. Idézziik fel a nagy szamok Bernoulli-féle torvényének idevago alakjat:
P(Efp‘gs) 21,1@.

n e?-n
1 2
Nélunk most n = 600, p = 6 ése= 36 Ezeket behelyetesitve:

15
121D g 66 995,

2. n 2\2
(%) - 600

Tehat a nagy szamok Bernoulli-féle térvényével becsiilve azt kaptuk, hogy ez a valoszintség legalabb 0,925.

Ha azonban a Moivre-Laplace tételt hivjuk segitségiil (és rogton a folytonossagi korrekcioval), akkor ennél
joval pontosabb informaciot kapunk. A relativ gyakorsag akkor esik 1/9 és 2/9 kozé, ha a hatosok szama 600/9 ~
~ 66,67 és 1200/9 =~ 133,33 kozé esik, ami nyilvan azt jelenti, hogy legalabb 67, de legfeljebb 133 hatost dobunk.
Ennek valészintisége:

P(67T<X <133)~ @ 133405 -n-p) _4(67-05-n-p)_
np(1 —p) np(1 — p)
340560 5 ) g (67056005

1/600 - & - -

5
6
~ ©(3,6697) — ®(—3,6697) = 2 - D(3,6697) —

|
Q

600 -

1.5
6 6
1~2-®(3,67)—1=2-0,9999 — 1 = 0,9998 .
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A binomidlis eloszlasbol szamolt pontosabb érték pedig:

133 600 1 k 5 600—k
P(67 < X <133) = Z < . ) . (6) . (6) ~ 0,999739 ~ 0,9997 .
k=67

A Moivre-Laplace tétel (valojaban a koézponti hatéareloszlas tétel) segitségével joval pontosabban meg tudtuk
hatarozni ezt a valésziniséget, mint a nagy szamok torvénye alapjan.
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15. fejezet

Korrelaci6 és regresszio

A korrelacidelmélet feladata a valoszintiségi valtozok kozotti fliggdségi kapcsolat szorossaga-
nak jellemzése. A kapcsolat szorossédganak matematikai leirashoz a valoszintségi valtozok jelle-
mezbibdl (eloszlés, eloszlasfiiggveny, varhato érték, szoras, stb.) konstrualt szamértéket hasznél-
unk. Ilyen mérészamok példaul a korrelaciés egyiitthatéd, kovariancia, korrelaciés hanyados, stb.
Ebben a fejezetben a legelterjedtebb fiiggsségi mérdszammal, a korrelacios egylitthatoval is-
merkediink meg.

A regresszidelméletben a valoszintiségi valtozok kozotti kapcesolat fiiggvényalakjat vizsgaljuk.
A fejezet masodik részében a korrelécios egyiitthatoval szoros kapcesolatban 4116 regresszios egye-
nessel foglalkozunk.

15.1. A korrelacids egyiithato

A korrelacios egytitthatod bevezetése el6tt elevenitsiik fel a kovariancia fogalméat és tulajdonsa-
gait, melyekkel mar talalkoztunk a 12. fejezetben, a valdszintiségi valtozok Gsszegének szorasa
kapcsan.

15.1. Definicié.

Az X és'Y valoszintiségi valtozok kovarancidjin az X — FE(X) és' Y — E(Y) valoszintiségi
valtozok szorzatanak varhato értékét értjiik (feltéve, hogy az itt szereplé varhato értékek
léteznek), azaz

cov(X,Y) = E[(X — E(X))- (Y — E(Y))].

A kovarianciat kifejezhetjiik egy kicsit egyszertibb alakban is:

15.2. Tétel.
Ha az X és Y valoszintségi valtozok kovarancidja létezik, akkor

cov(X,Y)=E(X-Y) - E(X)-E(Y).
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Bi1zoNYITAS: A bizonyitashoz csupan a varhato érték tulajdonsagait kell kihasznélni:

cov(X,Y) = E[(X — E(X)) - (Y - E(Y))] =
:E[X-Y—X-E(Y) E(X)-Y + E(X)-E(Y)
—E(X Y)-EX)-EY)-
—E(X -Y)-EX)-EY).

[

A kovariancia definiciojabol kézvetlentil adodik az alabbi fontos tulajdonsag:

15.3. Tétel.
Legyenek X és Y figgetlen valoszintiségi valtozok. Ekkor X és Y kovariancidja 0 (feltéve

persze, hogy létezik).

B1zoNYiTAS: Ha X és Y fiiggetlenek, akkor F(X -Y) = E(X) - E(Y), igy
cov(X,Y)=E(X Y) - E(X)-E(Y)=E(X)-E(Y)—-EX)-EY)=0.

O

A fenti tulajdonsag miatt a kovariancia mar alkalmas lehet valészintiségi valtozok koézotti fiig-
gbségi viszony szamszerd jellemzésére. Vigyazzunk azonban: ha két valoszintiségi viltozo fliggetlen,
akkor a kovariancidjuk nulla, de ha a kovariancidjuk nulla, akkor még nem biztos, hogy fiiggetlenek,
erre lattunk példat a 12. fejezetben. Az alabbi tétel azt mutatja, hogy a kovariancia alkalmazéasa
kiilonosen hasznos lehet valészintiségi valtozok kézotti linearis kapcsolat kimutatésara.

15.4. Tétel.

Ha az X és Y valoszintiségi valtozokra igaz, hogy Y = a - X + b (a,b € R), akkor a kovarian-
cidjuk abszolut értéke megegyezik a szorasaik szorzatéval (feltéve, hogy a kovariancia létezik),
azaz

lcov(X,Y)| = D(X) - D(Y).

BizoNYITAS: A bizonyitasban a varhato érték tulajdonsigait, valamint az Y = a - X + b valo-
szintségi valtozd szorasara vonatkozo tételt kell felhasznalni:

cov(X,Y)=E(X-Y)-E(X)-E(Y)=E[X - (a-X+b)] - E(X)-E(a-X +b) =
=a-BE(X*)+b-E(X)—a-BE(X)-E(X)-b-E(X)=
—a B(X*) —a-E*X)=a-D*X).
Az abszolut érték pedig:

lcov(X,Y)| = |a| - D*(X) = |a| - D(X) - D(X) = D(Y) - D(X).
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15.5. Tétel.
Ha az X és Y valoszintiségi valtozok kovariancidja létezik, akkor annak abszolit értéke nem
nagyobb a szérdsuk szorzatanil, azaz

lcov(X,Y)| < D(X)-D(Y).

BizonyiTAs: Legyen W = X —a - Y, ahol a konstans. Ekkor W szérdsnégyzete:

D*W)=E[(X —a-Y)] - E’[X —a-Y] =

[(X? - 2aXY +a®Y?] — [E*(X) + a*E*(Y) — 2aE(X)E(Y)] =

(X?) = 2aE(XY) + a*E(Y?) — E*(X) — a®?E*(Y) 4+ 2aE(X)E(Y)

X% — E*(X)+a*E(Y?) — a*E*(Y) — 2aE(XY) + 2aE(X)E(Y) =
)

2(X) 4+ a*D*(Y) — 2a - cov(X,Y).

o
U= o>

Mivel tetszéleges a esetén D?(W) > 0, ezért
2a - cov(X,Y) < D*(X) 4+ a*D*(Y).
Ha a = D(X)/D(Y), akkor

2
2. gg)) ~cov(X,Y) < D*(X) + 1D)2g)) DY) = cov(X,Y)< D(X)-D(Y).
Ha a = —D(X)/D(Y), akkor pedig
2
-2 gg)) ccov(X,Y) < D*(X) + gg(();)) D*(Y) = cov(X,Y)>-D(X)-D(Y).
Azt kaptuk, hogy —D(X)-D(Y) < cov(X,Y) < D(X)-D(Y), azaz |cov(X,Y)| < D(X)-D(Y).

0

A fenti tétel alapjan definidlhatunk valészintiségi valtozok kozott egy olyan fiigglségi mérdsza-
mot, amelynek értéke X-t6l és Y-t6l fiiggetlentil mindig —1 és 1 kozé esik. Ez utébbi tulajdonsag
azért fontos, mert igy a kiilonféle valészintiségi valtozok kozotti kapcesolatok mérdszdmai Gssze-
hasonlithatéak lesznek.

15.6. Definici6.
Az X és Y valbsziniiségi valtozok korrelacios egyiitthatéjin az aliabbi hanyadost értjiik
(feltéve, hogy a benne szerepld varhaté értékek és szorasok léteznek):

cov(X,Y)  E(X-Y)-E(X)-E(Y)

r(X,Y) =

D(X)-D(Y) D(X) - D(Y)

A kovariancia tulajdonsigaibol a korrelacios egyiitthatora kozvetleniil adédnak az alabbi
tulajdonsagok:
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15.7. Tétel.
Ha az X és 'Y valoszintiségi valtozok korrelacios egyiitthatoja létezik, akkor

1. A korrelacios egyiitthato értéke mindig —1 és 1 kozé esik, azaz —1 < r(X,Y) < 1.
2. Ha a X és Y fiiggetlenek, akkor a korrelacios egyiitthato értéke 0, azaz r(X,Y) = 0.

3. A korrelacios egyiitthato abszolut értéke akkor és csak akkor 1, ha a két valdszintiségi
valtozo kozott linearis kapcsolat all fenn, azaz Y = a- X 4+ b (a,b € R, a # 0). Ebben
az esetben

— haa >0, akkor r(X,Y) =1,
— haa <0, akkor r(X,Y) = —1.

Két valdszintiségi valtozd korrelacios egyiitthatojanak meghatérozasa elég sok szamolassal
jar. Diszkrét esetben az egyiittes eloszlasbél meg kell hataroznunk a szorzat varhato értéket,
a peremeloszlasokat, a valészintiségi valtozok varhato értékét és szérasat, folytonos esetben az
egyiittes striségfiiggvénybdl a szorzat varhatd értékét, a perem-siriségfiiggvényeket, abbol a
valészintiségi valtozok varhat6 értékét és szorasat.

15.8. Példa.
Az X és Y valoszintiségi valtozok egylittes eloszlasa legyen a kovetkezs:

X\Y[[ o[ 1] 2
—1 |[0,15| 0,15 | 0,15
0,04 [ 0,06 | 0,08
1 [0,12]0,12]0,13

Az egyiittes eloszlas alapjan felirhatjuk a peremeloszlasokat, vagyis X és Y eloszlasat, azokbol
pedig a varhato értékeket:

10 1

X{ 0,45 0,18 0,37 = BX)=-008
0 1 2

Y'{ 0,31 0,33 0,36 = EB)=105.

X2 65 Y? eloszlasa és varhato értéke:

1
X2:{028 0.82 = F(X?) =082
0o 1 4
Y21{031 033 0.36 = E(Y?=1717.

X -Y eloszlasa és varhato értéke:

-2 -1 0 1 2
X'Y'{ 0,15 0,15 045 0,12 013 E(X-Y)=-017.
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A szorasok:

D?*(X) = E(X?) — E*(X) = 0,82 — (—0,08)* = 0,8136 = D(X)~0,9020
D*(Y) = E(Y?) — E*(Y) = 1,77 — (1,05)* = 0,6675 = D(Y)~0,8170.
Veégiil a korrelacios egyiitthato:
Y) - B(X) - —0,17 — (—0,08) - 1,05
r(X,Y) = B(X-Y)—B(X) E(Y) _ ( ) ~ —0,1167.
D(X)-D(Y) v/0,8136 - \/0,6675

A korrekiciés egyiitthato alapjan azt mondhatjuk, hogy X és Y kozott igen gyenge linedris
kapcsolat all fenn.

15.9. Példa.

Az X és Y valoszintiségi valtozok egyiittes strtiségfiiggvéenye a 0 <z < 1,0<y < 1, 22 <y <
< x tartomanyon, vagyis az y = 2 és az y = x egyenletd gorbék kozotti véges tartomanyon
kiilénbo6zzon nullatol és legyen

| 24xy ha0<z,y<lésaz’<y<uw
/ (x’y)_{ 0  kiilsnben

Elsszor ellendrizziik le, hogy ez tényleg siirtiségfiiggvény-e. Ehhez az kell, hogy legyen nem-
negativ (ez lathatoag teljesiil), tovabba az integrélja legyen 1:

1 =z 1 5 1 $4 xﬁ 1
//24:1:ydyd$:24 /[:ﬁ ] dr =24 - ———dx—24 - [4_6} =1.
0
0 z2 0

Hatarozzuk meg a perem-striségfiiggvényeket. Ehhez y szerint 22 és x kozott, x szerint pedig
y és /y kozott kell integralni az egyiittes sirtségfiiggvényt. Igy a perem-stirtségfiiggvények f6
részei:

x

S s
fX(x):/24xydy:24- m% =12 (23 — ),
2 ) @
A 2 1VY )
fy<y>=/24xydy=24- Ty =122 )
L 1y
Yy

A perem-stiriiségfiigvények teljes alakja:

[ 12-(2*—2°) haO<z<1
fx(@) = { 0 kiilénben
[ 12-(®—9?) haO<y<l1
frly) = { 0 kiilénben
X és Y varhat6 értéke:
L 5 7711 24
E(X) = 12 (3 —aNde =12 |2 -2 2%
)= [o12: @0 - tyar =12 [T - 7| =2
0
1
4 1
3
E(Y) = 12- (2 —yHdy=12-|L - L| =2,
(Y) /y (y° —y”)dy {4 5 -
0
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X2 &5 Y2 varhato értéke:

i 2 281 1
E(XQ):/m2-12-(x3—x5)d$:12- ——=| ==
6 8], 2
0
; 5 611 o
E(YQ)Z/y2-12-(y2—y3)dy=12 £o8) =2
5 6], 5
0
A fenti eredményekbdl meghatarozhaté X és Y szorasa:
1 [(24\*> V146
D) = VERD - B0 =[5 - (53) = Vg 0726

2
DY) = VE - B2 =[5 - (2) =5

X és Y szorzatanak varhat értéke:

z 1

1 1 1
317 5 8 6 9 4
E(XY) = 2drydyde =24 [ |22- 2| 4 :24-/m—md N N
( >//xy P /[w 3]9523: 5 376 9], 9
0 0 0

2

A kapott részeredmények alapjin meghatarozhatd X és Y korrelacios egyiitthatoja:

4 24 3
_BEX-Y)-EX)-EY) 9 355
r(X,Y) = B(X] DY) _@_}NO’%G&

70 5

Az eredmény igen koézel van egyhez, igy azt mondhatjuk, hogy X és Y kozott erds linearis
kapcsolat all fenn.

15.10. Példa.

Legyen most X és Y egyiittes eloszlasa egyenletes azon a tartoméanyon, melyre 0 < x < 1,
0<y<1lésy<ax? A tartomany igy most az y = 22 egyenletd parabola és az 2-tengely kozotti
rész, ahol 0 < z < 1. Mivel egyenletes eloszlasrdl van sz, {gy az egylittes stirtiségfiiggvény értéke
a tartomanyon konstans. A konstans értéke megegyezik a tartomany teriiletének reciprokaval,
a teriilet pedig a legegyszeriibben tigy kaphaté meg, hogy az z? fiiggvényt integraljuk 0 és 1

kozott
1 s
T=[2%de|2| =2.
/x x[3}0 3
0

Tgy az egylittes sirdségfiiggvény:

[ 3 haO<zy<lésy<a?
f.y) _{ 0 kiilsnben

A perem-siirtiségfiiggvények 6 részei:

22

1
fX(a;):/3dy:3a;2 és fy(y):/3dy:3-(1—\/§).
0 Vi
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A perem-stiriségfiigvények teljes alakja:

f(a:)— 3.-22 halO<z<1
X\ = 0  kiildnben

[3-(1-yy) ha0<y<l1
Iyly) = { 0 kiilénben

X és 'Y varhato értéke:

0
1 51
E(Y)—/ 31— ypdy=3-|L 23 =3
/Y vy dy = 2 57 T 10
0 0
X2 6s Y? varhato értéke:
1
571 3
5], 5
0
1 5 271 .
E<Y2>=/y2-3-<1—¢§>dy:3~ U
3 7 7
0
0

A fenti eredményekbdl meghatérozhaté X és Y szorédsa:

D(X)=E(X?) — E2(X) = ,/% - (Z)Q = \/g ~ 0,1936
D(Y)=+\EY?) —E*Y)=4/z— <130>2 = \/;’070 ~ 0,2299 .

X és Y szorzatanak varhato értéke:

1 z? 1
PREY
E(X~Y)://3-acydydx:3-/[m-‘é}
0
0 0

0

| =

’ / x5 3 [251" 1
de=3- | —de==-|—| =-.
v / 2 T [ 6 L 1

0
A kapott részeredmények alapjan meghatarozhaté X és Y korrelacios egyiitthatoja:

1 3 3
EX-Y)-EX)-EY) _ 4 410

D(X)-D(Y) B 5 F
80\ 700

A korrelacios egyiitthato alapjan azt mondhatjuk, hogy X és Y kozott gyenge linearis kapcsolat
van.

~ (0,5617 .

r(X,Y) =
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15.2. A linearis regresszid

A lineéaris regressziot akkor hasznéljuk, ha feltételezhetjiik, hogy az X ésY valoszintségi valtozok
kozotti kapesolat kozel linearis. Ekkor keressiik azon a és b értékeket, melyek esetén az (X,Y)
val6szintiségi vektorvaltozé értékei a legkevésbé térnek el az y = a - x + b egyenestél. Ezt a
kovetkezGképpen tessziik:

Keressiik azon a és b értékeket, melyekre az

E[Y —(a- X +b))?]
kifejezés minimalis lesz. A fenti kifejezés a és b fliggvénye:
S(a,b)=B[Y —(a- X +b)*| =EY?’+a*> X>+b°+2ab- X —2a-Y - X —2b-Y] =
—E({Y?) +a> BE(X?)4+b*+2ab-E(X)—2a-E(X-Y)—2b-E(Y).

Tehat az S(a,b) minimum helyét (helyeit) keressiik. Egy kétvaltozos fiiggvény csak ott veheti
fel a szélsGértékét, ahol az elsérendd parcialis derivaltjai nulldk:

0S5(a,b) 0S(a,b)

9a b
A parcialis derivalasokat elvégezve a kovetkezdket kapjuk:
aS(a7 b) 2 2
9 =2a-E(X°)+20-E(X)—2-E(X-Y)=2- (a-E(X )—i—b-E(X)—E(X—Y))
&Sé(lz),b) =2b+2a-E(X)-2-EY)=2-(b+a-E(X)—EY))

A szélsGérték helyének megtalaldsdhoz megoldandd tehat az alabbi kétismeretlenes egyenlet-
rendszer :

a-B(X*)+b - E(X)-E(X-Y)=0
b+a-E(X)-E(Y)=0.
A masodik egyenletb6l b = E(Y) — a- E(X), ezt visszahelyettesitve az elsébe azt kapjuk, hogy
0=a BE(X)+(EY)—a -BE(X)) EX)-E(X-Y)=
0=a- E(X2) a-F*X)+EX)-EY)-EX-Y)=
a- (B(X?) - E*(X)) = E(X-Y) - E(X) - E(Y) =
2

a-D(X)=cov(X,Y) =
_cov(X,Y) D(Y)
a—W—T(X,Y)-W.

A kapott eredményt visszahelyettesitve az E(Y) — a - E(X) kifejezésbe megkapjuk b értékét:
b=EY)-r(X,Y) —= - E(X).

Ahhoz, hogy a kapott (a,b) valoban minimum hely legyen, teljesiilni kell a kovetkezéknek:

825(a,b) 02S(a,b) [ 0%S(a,b)\> ) 825 (a,b)
da2 o _< Dadb ) -0 & o2 0
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15. FEJEZET. KORRELACIO ES REGRESSZIO

Ki kell tehat szamftanunk a masodrendi parcials derivaltakat:

925(a,b) ) 9%5(a,b)

gz 2 B gagy, 2 FX)
9%S(a,b) 9%S(a,b)

oo~ 2 EX) o

Ezekbsl meghatarozhatjuk a kivant értékeket:

625(a,b) 8°S(a,b) <625<a, b>>2 4 B(X2) 4. EA(X) = 4-DX(X) > 0

da? 0b? 0adb
2
MZQ.E(XQ) > 0.
da?

Tehat a kapott (a,b) tényleg minimum hely. Igy a regresszios egyenes egyenlete:

D(Y)

y:T(va)' D(X)

e BY) = (XY E(X).

15.11. Példa.
A korrelacios egyiitthatonal latott példdknal a regresszids egyenes egyenlete:

a) E(X)=—-0,08, E(Y)=1,05, D(X) ~ 0,9020, D(Y) ~ 0,8170, r(X,Y) ~ —0,1167.
A regresszids egyenes egyenlete:

y=—0,2334 -z +2,2334.

b) E(X) =2, E(Y)=2, D(X)~0,1726, D(Y) = £, r(X,Y) ~ 0,9569.
A regresszids egyenes egyenlete:

y =1,1088 - = — 0,36032.

¢) E(X)=3,E(Y)=-, D(X)~0,1936, D(Y) ~ 0,2299, r(X,Y) ~ 0,5617.
A regresszids egyenes egyenlete:

y = 0,6670 - z — 0,2003 .
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16. fejezet

A matematikal statisztikiban
hasznalatos eloszlasok

A matematikai statisztikaban a leggyakrabban hasznalt eloszlas a mar ismert standard normalis
eloszlas. Az itt szereplS t6bbi nevezetes eloszlas fiiggetlen, standard normélis eloszlasu valo-
szintiségi valtozokbol szarmaztathat6o. Emlékezziink ra, hogy a standard normalis eloszlassal
kapcsolatos feladatokat az eloszlasfiiggvény értékeit tartalmazo tablazat segitségével oldottuk
meg. A beldle szarmaztatott, még bonyolultabb eloszlasok esetén szintén a tablédzatokba foglalt
értékek alapjan dolgozhatunk.

A standard normélis eloszlasbol szarmaztatott eloszlasok jellemzéséhez sziikségiink lesz az
ugynevezett Euler-féle gammafiiggvényre.

16.1. Definici6.
A I'(z) fiiggvényt Euler-féle gammafiiggvénynek nevezziik, és a kovetkezképpen definialjuk :

[e.e]
I'(z) = /e_t STt x>0.
0

A gammafiiggvény rendelkezik az aldbbi tulajdonsagokkal:
1. N(z+1) =2 -I'(x), x > 0.

2. Han e N, akkor I'(n+ 1) =n!.

3.T(3) =V
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16. FEJEZET. A MATEMATIKAI STATISZTIKABAN HASZNALATOS ELOSZLASOK

16.1. A \? eloszlas

16.2. Definicio.
Legyenek X1, Xo, ..., X, fiiggetlen, standard normalis eloszlast valészintiségi valtozok. Ekkor
a beldliik képzett

X2=X24+X24+.. . +X2

val6szintiségi valtozé eloszlasat n szabadséagi fokt x? (khi négyzet) eloszlasnak nevezziik.

Az n szabadsagi foku x? eloszlas stirtiségfiiggvénye:

Az n szabadsagi foku X2 eloszlast valdszintiségi valtoz6 varhatd értéke és szorasnégyzete:
E(x;)=n &  D*(xy) =2n.

0.161

0.12

0.08

0.04

0 ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50

16.1. abra. A x? eloszlas stiriiségfiiggvénye kiilonféle szabadségi fokok (n) esetén.
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16. FEJEZET. A MATEMATIKAI STATISZTIKABAN HASZNALATOS ELOSZLASOK

16.2. A Student-eloszlas

A Student-eloszlas (vagy masnéven t-eloszlas) adja a matematikai statisztikdban hasznalatos
t-proba alapjat.

16.3. Definici6.
Legyenek Y és X1, Xo, ..., X, fiiggetlen, standard normalis eloszldst valosziniiségi valtozok.

Ekkor a beldliik képzett
Y

ty =
\/X%+X§+...+X§

n

valosziniiségi valtozo eloszlasat n szabadsagi foka Student-eloszlasnak (t-eloszlasnak) nevez-
ziik.

Az n szabadsagi foku t-eloszlas sirtségfiiggvénye:

fa) - L) 1
Vi T (3) (H:ﬂ)”?l'

Az n szabadségi foka t-eloszlasi valdszintiségi valtozd varhato értéke:

0 ha n > 2,
Etn) = { nem létezik ha n = 1.
Szérasnégyzete:
n
DQ(tn): p— ha n > 3,

nem létezik han =1, 2.

0.3

0.2

16.2. abra. A Student-eloszlas stirtségfiiggvénye kiilonféle szabadsagi fokok (n) esetén.
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16. FEJEZET. A MATEMATIKAI STATISZTIKABAN HASZNALATOS ELOSZLASOK

16.3. F'-eloszlas

16.4. Definici6.
Legyenek X1, Xo,..., Xm és Y1,Yo,....Y, fiiggetlen, standard normalis eloszlast val6szint-

ségi valtozék. Ekkor a bel6liik képzett
n X+ X3+...+ X2

Fron=—-
T m YR YR+ Y2

valoszintiségi valtozo eloszldsat (m,n) szabadséagi foka F-eloszlasnak nevezziik.

Az (m,n) szabadsagi foku F-eloszlas strtségfiiggvénye:

wo I(mgm) s !
m)z . . —— hax >0,
@ ={ TR T @) (1 m
0 ha z <0.

Az (m,n) szabadsagi foku F-eloszlasu valoszintségi valtozoé varhato értéke:

n

E(Fpn) = n—2
nem létezik han =1, 2.

han > 3,

Szorasnégyzete:

n—2) m-(n—4)

Fmn-2)
n m+n—
2 ( > han > 5,
nem létezik han=1, 2, 3, 4.

4 5

16.3. abra. Az F-eloszlés striiségfiiggvénye kiilonféle szabadségi fokok (m, n) esetén.
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