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1. Motivacido

A mindennapi életben talalkozunk olyan megoldand6 problémakkal, ahol a probléma
modellezése differencidlegyenletekkel torténik. Ezek lehetnek gazdasagi, miiszaki vagy akar
bioldgiai problémék.

Vegyiik az alabbi példat, amikor egy hir terjedését vizsgaljuk egy kozosségben (lasd [2]).
Kezdetben a hirt a teljes lakossag y stirtiségi része ismeri, 1 — y nem ismeri. Ahhoz, hogy
a hir tovabbterjedjen, a két csoportnak taladlkoznia kell, ennek a valoszintisége y(1 —y). A
talalkozas sikeressége egy « pozitiv konstanssal jellemezhets. Arra szamitunk, hogy ahogy
az 1d6 (t) mualik, annéal nagyobb lesz a hirt ismerdk aranya az egész lakossiagban. Ha a t

idépillanatban y(t) volt a stirtiség, akkor a taldlkozas utén, a t + At idépontban
y(t+ At) = y(t) + Atay(t) (1 — y(1)),

azaz

e AAti —90 oy - y(t))-

Ebbél adodik a kdvetkezs differencidlegyenlet:

y'(t) = ay(t)(1 —y(t)).

Egy maésik érdekes példa egy fajon beliil a populacioszam vizsgalata (lasd [1]). Kezdjiik
a vizsgalatot a tg id6ben, és legyen ekkor az egyedszam Pp. Arra vagyunk kivancsiak,
hogy mennyi lesz az egyedszam egy t = t; pillanatban. Az egyedszamot két esemény be-
folyasolhatja, a sziiletések és a haldlozésok. Addédhatnak még mas befolyasolo tényezdk,
mint példaul a ki- és bevandorléds, betegségek, jarvanyok, habortuk, de ezekkel most nem
foglalkozunk. Legyen b a At id§ alatt sziiletettek aranya a teljes lakossdghoz képest, ha-

sonlban c a haldlozas aranya. A modell felirva igy néz ki:
P(t+ At) = P(t) + bP(t)At — cP(t)At,

vagy masképp
P(t+ At) — P(t)
At

Ebbél, az el6bbi példahoz hasonléan, kapjuk a

= bP(t) — cP(t) = kP(t).

P'(t) = kP(t)

differencidlegyenletet.

A példaként felhozott differencidlegyenletek megoldhatoak analitikusan is, viszont a gyakor-
latban felmeriils problémak gyakran nemlinearis egyenletre vagy egyenletrendszerre vezetnek,
ilyenkor numerikus moédszerekhez fordulhatunk, ezeknek a médszereknek az 6sszefoglalasa-

val és tanulmanyozasaval foglalkozik a szakdolgozatom.



2. Bevezetés

Feladatunk az
u'(t) = f(t, u(t)) (1)

alaku kozonséges differencialegyenlet megoldasa, ahol f(t,u) adott fiiggvény és keressiik
u-t. Az (1) egyenlet magaban nem elég ahhoz, hogy egyértelmien meghatarozzuk az u
fiiggvényt. Nézziik a legegyszertibb esetet, amikor f(¢,u) azonosan 0. Ekkor u valamilyen
konstans fiiggvény, hiszen egy fliggvény derivaltja pontosan akkor nulla, ha a fiiggvény
konstans. Hogy mennyi ez a konstans, azt egyértelmtien nem tudjuk meghatarozni, tovabbi
informéciéra van sziikségiink. Ezt a plusz informéciét hivjuk kezdeti értéknek, azaz meg-
mondjuk, hogy mennyi a fiiggvény értéke a t = 0-ban', azaz u(0). Ezzel egyiitt megkaptuk
a kezdetiérték feladatot:

u'(t) = f(tu(®),  u(0) = uo. (2)
A megoldas létezését és egyértelmiiségét az alabbi tétel garantalja:

2.1. Picard-Lindelof tétel. Egy kezdetiérték feladatnak létezik megolddsa, és a megoldds

egyértelmd, ha:
o [ folytonos az elséd argumentumdban, azaz t-ben

o [ Lipschit??-folytonos u-ban, azaz létezik olyan L dllandd, hogy minden uq,us és

minden t értékre teljesiil az
|f(t,U1) - f(ta U2)| < L‘Ul — U2 (3>
eqyenldtlenség.

Miutéan definialjuk a kiilonb6z6 numerikus modszereket, azok miikodését egy konkrét példan

is tesztelni fogjuk, amit Matlab-ban programozok le. A tesztegyenletiink a kovetkezs lesz:
u'(t) = —du(t) + ANt +1)2+3E+1)% w0) =y (4)

aminek ismerjiik a pontos megoldasit,
w(t) =3+ 3t2 + 3t + 1+ (up — 1)e M. (5)

A X paraméter és a 7 lépeéskoz véaltoztatasaval teszteljiik a numerikus modszereket a [0, 4]

intervallumban, a 4-beli értékét pedig dsszehasonlitjuk a pontos megoldas 4-beli értékével.

'abban az esetben, ha a fiiggvényt egy [0,b] intervallumon vizsgaljuk
*Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903), német matematikus



3. Egylépéses mdédszerek

Az W/ (t) = f(t,u(t)) megoldasahoz definialjunk egy y, racsfiiggvényt, agy, hogy a t
tengelyen vizsgalt intervallumot folosztjuk N egyenls részre, egy ilyen kis tavolsag 7 hosszu

lesz. A fiiggvény értelmezési tartomanya ezeknek a pontoknak a halmaza lesz, tehat:
D(y;) =wr i ={n-7;n=0,1,..,N;7 > 0}
ekvidisztans racshalo, t, = n - 7. Néhany egyszertsits jelolést is bevezetiink, legyen
Yn = Yr(tn),
ez a kozelit6 megoldas értéke a ¢, pontban,
U = u(ty)

pedig a pontos megoldas a t, pontban. A racsfiiggvény, y, pontos definicidja az egyes

modszereknél fog szerepelni.
3.1. Az Euler-médszer

3.1.1. A médszer leirasa

A kozonséges differencidlegyenletek numerikus megoldasanak legegyszertibb eszkoze az
Euler-médszer, habar ezt csak ritkan hasznaljak, mert mint késébb latni fogjuk, elég
pontatlan.

Ennél a modszernél a y, racsfiiggvényt az aldbbi médon definidljuk:

Yn+1 — YUn
R - f(t'rla yn) (6)
-
Yo = Uo (7)
Ezt atrendezve kapjuk, hogy:
Yntl =Yn +7T- f(tna yn) (8)

Ezt mashogy tgy is megkaphatjuk, hogy abbol indulunk ki, hogy ismerjiikk az u/'(t) =
f(t,u(t)) kezdetiérték feladatot az wug értékkel egyiitt, igy ismerjiik az u(t) derivaltjat a
to = 0 pontban: u/(0) = f(0,u(0)), és legyen ebben a kezdeti pontban y'(0) = «/(0).
Valasztunk egy kis 7 > 0 értéket, és a kiszamitott derivalt irdnyaban tesziink egy 7 vetiiletd
1épést:

ti=to+7=7, y1=yo+7f(0,y0). (9)

3Leonhard Paul Euler (1707-1783), sv4jci matematikus




Ezek utan djra kapunk egy (¢,y(t)) pontot a sikon, melyben, az el6z6ekhez hasonloan, a
differencidlegyenletbdl kiszamolhat6é a derivalt, és igy ajra kozelithetjliik a megoldast egy

tjabb 7 hosszt szakaszon:
ta=ti+7, ya=y1+7f(t1,y1) (10)

Altaldnosan leirva:

tht1 =tn +7, Ynt1=Yn+ Tf(tnvyn)' (11)

Nézziik meg a modszer 1épéseit egy konkrét példan (lasd [2]):

W(t) = Lu(t), telo,1], u(0)=1, (12)

ahol L pozitiv konstans. Ennek tudjuk a pontos megoldasét, u(t) = e, és igy dssze tudjuk

hasonlitani a pontos megoldast a numerikus megoldassal. Legyen 7 = 0,1 és L = 10.

tn u(ty) y(tn)
0,1 2,71828

0,2 | 7,38906 4
0,3 | 20,0855

1,0 | 22026,5 1024

Latszik, hogy az y(t,) eredmények mennyire tavol vannak a pontos u(t,) értékektsl. Foly-
tathatjuk a szamolast ugy, hogy egyre kisebb 7-t vesziink, 7 = 1/N, és mindig duplazzuk
az intervallumok szédmat. ey = |u(ty) — y(tn)|, vagyis a pontos megoldastol valo eltéres,

ty =1 = N7, yy pedig a becsiilt megoldas az ty pontban.

N T YN en

10 0,1 1024 21002, 5
20 0,05 3325,26 18701,24
40 0,025 7523,16 14503, 34
80 0,0125 12365,2 9661, 3
160  0,00625 | 16316,6  5709,9
320 0,003125 | 18900,3  3126,0
640 0,0015625 | 20387,5 1639,0

A pontos megoldés értéke u(ty) = 22026,5. Lathato, hogy ha lassan is, de az értékek

konvergalnak a pontos megoldashoz.



3.1.2. Az Euler-moédszer rendje
3.1. Definicié. Egy adott numerikus mddszer dltal elddllitott y. rdcsfiigguény esetén, az
e(tn, T) rdcsfiggvényt a mdodszer hibafigguvényének vagy globdlis hibdjanak nevezziik,
en = y(tn) — ultn) = yn — un
e:wr — R (13)

Az Euler-modszer:

FEI = Fltn,yn)- (14)

Mivel y,, = u,, + e,, ezért:

T = Flt g+ €) —
L [F (bt + €n) = F by wn)] + [F (b ) = =2 (15)
Y 1= =T f(t, ) (16)
W =t un + en) = f(tn, un) (17)

A @z)S}) értéket nevezziik rezidudlis, vagy lokalis approximéaciés hibanak. w,(ll) nem mas,
mint a pontos megoldas értéke a numerikus megoldést elgallité algoritmusban. Tehét ha
yr = u(t), akkor wﬁf) =0.

3.2. Definicio. Azt mondjuk, hogy egy numerikus mddszer konzisztens, ha a képlethibajdra
1gaz, hogy 1/)7(11) = O(7P), ahol p > 0, a legnagyobb ilyen egész p a mddszer konzisztencia

rendje.

Az Euler-médszer kozisztencia rendje ezek alapjan:

¢’$Ll) = _w + f(tn, un)
Ui == u(t”“)f W) 4t u(tn) (18)
2
w(tnt1) = ulty +7) = u(ty,) + 70/ (tn) + ?u”(tn) + O(13). (19)

A fenti felbontés az u(t,1) fiiggvény t, pontbeli Taylor-polinommal® kézelitett alakja. A

Taylor-polinom &altalanos alakja:

f™(a)

n!

n

To(x) = f(a) + fla)(z —a) +... + (z —a)",

*Brook Taylor (1685-1731), angol matematikus



ha az f fliggvény n-szer differencialhaté az a pontban.

Mivel u(t) a kezdeti érték feladat megoldésa, ezért u/(t) = f(¢,u(t)) minden t-re.
U (tn) = f(tn, u(tn))
D = = () = S0 (ta) + O(7) + ! ()
vl = —Zu'(t) + O(=) = O(r") (20)
Tehat a modszer elsérendben konzisztens.
Vonjuk ki a 3.1. definiciéban definidlt egyenletbél a pontos megoldast behelyettesitve a
képletbe, azaz a

Un+1 = Up + Tf(tnv Un>

egyenletet, igy a globéalis hibara az alabbi egyenleteket kapjuk:
ens1 = en +7(f (b yn) = St un)] + 07,
felhasznalva a Lipschitz-tulajdonsigot, kivetkezik a
lent1] < len] + Lyrlen] + 7le0)|
becslés, ami tovabb fejtve

lens1] < (14 Lyr)lena| + 7ol + (1 + Lym)rlol, |

<o (U Lpr) " Heol + Y (1 + Lyr) eyl

k=0
n
< (14 Lyr)"H! [|e0\ + T|¢,(j)|] .
k=0
Itt
1+ Lyr < el
tehat

(14 Lyr)™ < elr™ = ehrin,
Ezek utan a végleges becslésiink a kovetkezd:
n
1
lensa] < et [|€0| + 3 )|T]' (21)
k=0
3.3. Definicié. Ha f € Lip(y), akkor egy numerikus mddszer stabil, ha igaz a kovetkezd:
n
1
enial < € Jeol + 3 917,
k=0

ahol C konstans.



Az Euler-modszer a fenti szamolasok miatt stabil.

3.1. Tétel. Ha egy numertkus mddszer konzisztens és stabil, akkor konvergens is, és a

konvergencia rendje egybeesik a konzisztencia rendjével.

Az Euler-moédszer tehat mivel konzisztens és stabil is, ezért konvergens, a konvergencia
rendje 1.

A tovabbi egylépéses modszereknél szintén érvényes lesz a stabilitds (ezt nem szamoljuk
ki a tovabbiakban), ezért elég lesz csak a konzisztencia rendjét kiszamolni, amibdl adodik

majd a konvergencia rendje.

3.2. A javitott Euler-moédszer

A fenti szamolasok mutatjak, hogy az Euler-modszer lassan konvergal, ezért ritkan is

hasznaljak. Egy kis javitassal, viszont jobb eredményeket varhatunk.

3.2.1. A médszer leirasa

A modszert javithatjuk gy, hogy el6szor egy fél 1épést téve kiszamitjuk f értékét, és az
igy kapott meredekséggel tesziink egy egész lépést az eredeti (¢, y,) pontbol. Azt varjuk,
hogy az igy definialt m6dszer masodrendd pontossagni lesz.

Képletekkel felirva:

t gf(tmyn) (22)

T
n+ :tn+§7 yn+% :yn+

N

és az egész lépés az Gj meredekséggel:
tﬂJrl =tn+T, Ynt+1 = Yn + Tf(tn+%7yn+%)' (23)

3.2.2. A javitott Euler-moédszer rendje

A képlethiba kiszamolasahoz fel kell tenniink, hogy f mindkét valtozoja szerint kétszer
folytonosan differencidlhato, igy y haromszor folytonosan differencialhato lesz ¢ szerint.

Yn+1 — Yn

T = f(tn-‘,-%?yn—‘,-%)

0=t Tt g (24)

n

)=t

ntd oy )

Az upiq és f(t fliggvényeket Taylor-sorba fejtve kapjuk, hogy:

ntd Untd nts)

72 :
P = _%(u(tn) + 7/ (t,) + ?y”(tn) +0(7°) = ulta))

2
ol (ta) + " (t) + 5" (ta) + O()



2

U =l (t0) = T (1) + O() 0 (1) + T () + T

" 3
5 3 u" (ty) + O(7°)

7_2
_ gum(tn) + O(T3) _ 0(72). (25)

Tehat a javitott Euler-moédszer tényleg masodrendd.

3.3. Implicit Euler-médszer
3.3.1. A mddszer leirasa
Az v = f(t,u(t)) egyenlet kozelité megoldasa az implicit Euler-moédszerrel lefrva igy
néz ki:
Ynt+1 = Yn + Tf(thrl? ynJrl)' (26)

Ahogy lathato a keresett y,+1 érték az egyenlet jobb oldalan is el6fordul, ezért nevezziik
ezt a modszert implicitnek. Ett6l a modszertsl azért varunk jobb eredményt, mert egy
pontban a kozelité megoldast (az explicit Eulerrel ellentétben) az adott pontban (és nem

az el6z6ben) mért meredekség segitségével kozeliti.

3.3.2. Az implicit Euler-médszer rendje

Az explicit Euler-modszerhez hagsonldan szamolhatjuk ki az implicit médszer rendjét.

Ismét e-vel jeldlve a hibafiiggvényt, és a e, = y, — u, egyenletet hasznalva:

€nt1 — € Unt1 — U
cntl 7 o = f(tn+17un+1 + €n+1) - M
- T
Upt1 — U
= [f(tn+17un+1 +ent1) — f(tn+17un+1)} + [f(tn+1’ Unt1) = %
Ebbél:
Un+1 — Un
7/4(11) — _% _|_ f(tn+1’un+1). (27)

Mivel u(t) a kezdeti érték feladat megoldasa, ezért «'(t) = f(¢,u(t)) minden t-re.

U (tp1) = f(tngt, Unt1)

Az u(tn41) kifejezést a mar ismertek szerint felirhatjuk eképp:
2
-
u(tne1) = ulty +7) = u(ty) + 7' (t) + ?u"(tn) +0(7?).
Kiszamolva ezek utan zp,(}) értéket kapjuk, hogy

90 = /(1) = T (00) + O() + 1! (1),

Mivel
U (tnt1) = v/ (tn) + 7" () + O(77),



ezért

U = S (1) + O(%) = O(r"). (28)

A varttal ellentétben az implicit Fuler-modszer, az explicithez hasonldan, elsgrendi.

3.4. Trapéz moédszer
3.4.1. A trapéz modszer leirasa

Az explicit és implicit Euler-médszert elemezve lattuk, hogy a két modszer nagyon
lassan konvergdl az eredeti megoldashoz. Az explicit méddszernél, egy 1épéskéznél mindig
csak az intervallum kezdépontjaban szamoltuk ki a derivalt értékét, és ez adta meg a
folytatashoz a meredekséget, mig az implicit médszernél csak az intervallum végpontjaban
szamoltuk ki ezt az értéket. A trapéz modszernél az az 6tlet, hogy vegyiik az intervallum

két végpontjaban szamolt értékek szamtani kdzepét. Képlettel megfogalmazva:
1
Ynt+1 = Yn + iT[f(tna yn) + f(thrla yn+1)]- (29)

3.4.2. A trapéz modszer rendje

A trapéz modszerre kiszdmitott ¢} lokalis approxidcios hiba:

wrlL _ _U(tn+l) — u(tn) +

1
= S F (tnyultn)) + f(tnsr, ultnir))] (30)
Ezek utén kiszdamolhatjuk u(t,+1) Taylor-polinomos alakjat.
2
Wtng1) — u(tn) = ulty +7) — u(ty) = u(tn) + 70 (t) + %u”(tn) +O(r) — ulty)

u(tny1) — utn)

=/ (ty) + gu”(tn) +O(?) (31)

Mivel
f(tn,ultn)) = u/(tn)
Fltntrsw(tng1)) = @/ (tag1) = /() + 70" (t) + O(7?)

az el6z6leg latott Taylor-polinomos felbontds miatt, a . kiszamolva:

= = (ta) — o (ta) + O(7?)

—&-%u’(tn) + %u'(tn) + %Tu”(tn) +0(#2) = O(+2). (32)

A trapéz modszer tehat a fenti szamolasok miatt masodrendd.

10



3.5. A f-mobddszer

Az eddig megvizsgalt modszereknél a kozelit6 megoldast a (¢,41,ynt+1) pontban ugy
kaptuk, hogy vettiik az vy, és y,4+1 pontbeli derivaltak valamilyen atlagolasat. Ezt Ossze-
foglalva, felirhatjuk Sket altalanos alakban is, és dltalanosan vizsgélhatjuk a médszer rend-

jét is. Ezt nevezziik 0-modszernek, ahol a 0 az atlagolas silyparamétere, azaz formalisan:

Yn+1 = Yn + T[ef(trw yn) + (1 - e)f(tn-l—la yn+1)]a (33)
6 € [0,1], aminek kiilonb6z6 értékeire kiilonb6z6 numerikus modszereket kapunk. Ha

e 0 =1, az explicit Euler-médszert, ha

o (= %, a trapéz modszert, ha

e 0 =0, az implicit Euler-moédszert kapjuk.

A numerikus modszer képletébe beirva a pontos megoldést, felirva u(t,+1)-et Taylor-sorba

fejtve és kihasznalva, hogy f(ty, u(t,)) = v/(t,), megmondhatjuk a modszeriink rendjét.

P = U(tn—i-l)T_ u(tn) [0f (tn,u(tn)) + (1 —0)f(tnt1, u(tnir))]

_ u(tn+1)T_ u(tn) — [0/ (tn) + (1 — )t (tn41))]

= %[u(tn) + 7 (tn) + %TQUH(tn) + éTSUW(tn) — u(tn)}

1
—{Hu'(tn) +(1-9) [u'(tn) + 7" (t,) + 5r%”’(tn)} } +0(r%)
1 " 1 1 2, M 3
= (9 - i)TU (tn) + <§9 - g)T u"(tn) + O(7°). (34)
Tehat a modszer masodrendd, ha 6 = 3 (trapéz modszer), kiilonben meg elssrendti (explicit
és implicit Euler-modszer).

3.6. Egylépéses modszerek tesztelése

Miutén tobb egylépéses modszerrel megismerkedtiink és kiszamoltuk a konvergencia
rendjiiket, a bevezetSben emlitettek szerint, egy konkrét példan teszteljiik is 6ket. A teszt-

egyenletiink a kévetkezs:
u'(t) = —du(t) + At +1)2 + 3+ 12, u(0) =ug
aminek a pontos megoldasa

u(t) =3+ 3t2 43t + 1+ (up — 1)e M.

11



A program futtatésa soran a A paramétert és a 7 1épéskozt fogom valtoztatni, az ug kezde-

tiérték minden esetben 10 lesz, a numerikus modszereket a [0, 4] intervallumban vizsgalom

és a végpontjaban, 4-ben, megnézem, hogy a pontos és a kozelitett megoldas mennyivel tér

el.

A 7 lépéskozt elészor 0, 1-nek véalasztom, majd megfelezve 0,05 és 0,025-nek, mig mind-

hérom lépéskdznél a A harom értével, 0, 15 és 30-cal, futtatom a programot.

1. tablazat. Egylépéses modszerek hibaja kiilonb6z6 7-val és A-val

Explicit Euler | Javitott Euler | Implicit Fuler | Trapéz modszer
7=0,1 AX=0 3, 5800 0,0100 3, 6200 0, 0200
15 0,0993 0,1418 0, 0980 3,33-1074
A=30| 9,91-10"2 7,46 - 1016 0,0493 1,67-107*
7=0,06 A=0 1,7950 0,0025 1,8050 0, 0050
A=15 0,0495 0,0146 0,0492 8,33-107°
A =30 0,0249 0,0365 0,0247 4,17 -107°
7=0,025 A=0 0.8988 6,25-107* 0,9013 1,20-1073
A=15 0,0247 2,80-1073 0,0246 2,08-107°
A =30 0,0124 3,70-1073 0,0124 1,04-1075

A 1. tablazatbol latszik, hogy az elsérendi explicit és implicit Euler-modszer szinte mindig

rosszabb eredményt ad mind a két méasodrendd moédszer, a javitott Euler és a trapéz-

modszer (lasd 1., 3., 4. abra). Az egyetlen kivétel, amikor a 7 = 0,1 és A = 30 (lasd 2.

abra), ugyanis ilyenkor egy merev differencialegyenletet kell megoldanunk, és arra az im-

plicit mddszerek sokkal jobb kozelitést adnak. A méasik érdekesség ami megfigyelhets, hogy

ugyanolyan A mellett ha a lépéstavot felezziik, az elsérendd modszerek rendje felezddik, a

méasodrendiieké negyedelSdik.

12



1. 4bra. Egylépéses mddszerek, A =0, 7 =0, 1

140

ot Euler
antes megaldé:

120

100

140

madszer

aps

120 ontos megoldas

4
2. dbra. Egylépéses modszerek, A = 30, 7 =0, 1
mxm" ‘ ‘ ‘ ‘ . . ‘ EMEI'E
xplicit Euler ott Euler
3
s
A 4 '

a V 5 4
5 L L L L L 1 L o - L L L - L

0 0s 1 1.5 2 25 3 R 4 0 05 1 15 2 25 3 35 4
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3. dbra. Egylépéses modszerek, A =0, 7 = 0,05

140

ot Euler
antes megaldé:

120

100

140

apéz modszar
ontos megoldis

120

4. dbra. Egylépéses modszerek, A = 30, 7 = 0,025

140 140

xplicit Euler ott Euler
ontos megoldas 10 ontos megoldas

120
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4. Runge-Kutta tipusii moédszerek

4.1. Az explicit Runge-Kutta mdédszer

Ebben a fejezetben megismerkediink a Runge-Kutta® modszerekkel, amik szintén egy-
lépésesek, viszont az eddig megismert moédszerekkel ellentétben az a jellemzGjiik, hogy a
numerikus eredmény kiszamolésdhoz tobb értéket, "lépcs6t"”, kell kiszdmolnunk, igy majd
magasabbrendd modszereket is el§ tudunk allitani.

Definialjuk rekurzivan az alabbi £ szamokat:
61 = Yn

& = yn +1a21f(tn,&1)

§3=yn +7a31f(tn,&1) +Taz2f(tn + co7, &2)

m—1

é’m = UYn + 7 Z am,’if(tn + C;T, gl))
i=1

és ezek linearis kombinaciojabol kapjuk meg az yp+1 értéket:

Yt = Yu + 7Y if (t + &7, &) (35)
j=1

Az m szam jeldli, hogy a Runge-Kutta mdédszer hany lépcsébél All.
Az a;; elemekbdl létrehozhatunk egy m x m méretd A matrixot, ahol az iires helyeket

nullaval toltjik fol,

0 0 0 0

a21 0 0
A= az1 a32 0
m,1 Om2 ... OGmm-—1 0

a b; és ¢; értékeket pedig vektorba rendezhetjiik.

b1 C1
b2 C2
b= b3 c= c3
bm Cm

Carl David Tolmé Runge (1856-1927), Martin Wilhelm Kutta (1867-1944), német matematikusok
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Az A matrix és a b és ¢ vektorok egyértelmien meghatarozzak, hogy melyik Runge-
Kutta moédszerrél beszéliink, ezért ezeket az elemeket szokas egy tabldzatba rendezni, amit
Butcher®-tablazatnak hivunk.

A Butcher-tablat a kévetkez6 képpen kell kitolteni:

0
Cc2 | a1

C3 | as:i a3.2

Cm | Am,1 am-2 ... Amm-—1

by by ... bui  bm

Az egylépéses modszerekhez hasonloan, ezeknél a modszereknél is csak a konzisztenciét
fogjuk vizsgalni, a stabilitast feltessziik, igy megkapjuk majd a konvergencia rendjét. A

Runge-Kutta modszerek stabilitasat az alabbi tétel garantilja.

4.1. Tétel. Legyen f € Lip(y) Ly Lipschitz-dllanddval,ekkor a Runge- Kutta mdodszer sta-

bil, azaz
eatal < ¢ (feo + 301117
k=0
ahol i
Ly = Lf<z b;| + Qs_l(TLf)>,

j=1
és a Qs—1(TLy) tag a TLs-nek (s — 1)-edfoki polinomja, amely eleget tesz a Qs—1(TLy) =
O(TLy) egyenldségnek.

4.2. A kétlépcs6s Runge-Kutta médszerek

Elgszor a kétlépesds modszereket vizsgaljuk és arra vagyunk kivancsiak, hogy létezik-e
kétlépcsss harmadrendtd modszer. El6szor a f(t, + caT,&2) kifejezésnek irjuk le a Taylor

polinomos kifejtését a (¢, y,) pont koril.

f(tn + coT, 52) = f(tn + coT, Yp + a2,17-f(tna yn))

= f(tn,yn) + 7 [czaf(tgt’yn) + a2,1af(g;’yn)f(tmyn)] +0(7%)

A (35) egyenletbél

Yntl = Yn + T<b1 + bQ)f(trm yn)

+ ettt g0y i), ) 4 0% (36)

ot

5John C. Butcher (1933- ), Uj-zélandi matematikus
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adodik.
Ezek utén kifejthetjiik a pontos megoldast szintén a (t,,y,) koril. Jeloljiik a pontos

megoldast a t,+1-ben gy-nal. Ekkor

ny In a ny JIn :
tsr) = v+ 7 ) + 572 | L) Ot gy 069, o

Osszehasonlitva a (36) és a (37) egyenleteket, azt kapjuk, hogy

1
by +by=1, bz = 3 O21=C2

Ezek a feltételek sok kombinaciora igazak, viszont a legnépszeriibbek a kévetkezdk:

0 0 0
1|1 2 | 2
1 3 11
‘ 0 1 ‘ i1 ‘ 3 2
A rend vizsgalatahoz bevezetiink néhany egyszertsits jelolést. Legyen
b = bo, ekkor bp=1-b
C:i=C =az1-
Igy (35)-bél kapjuk, hogy
@ = (1 =0)f(tn,yn) + bf (tn + cT,yn + cTf(tn, yn))
= Yn — byn + byn + beTyy.
Tehat
Intl 79 (1 4 ber)yn. (39)
-
Kiszamolva végiil @Z)g)—t
tno1) — u(ts
w%l) — _U( +1) u( ) + (1 +bCT)’U,(tn)
T
T 72
= —/(tn) = (tn) 5 — u"(tn) 5 + O() + (L + ber)ultn) 7
1 2 ‘
= —u(t)[r(5 —be) + =] +0(?)
2 6
2
= —u(tn)g +0(73) = O(7?), (40)

latjuk, hogy a 72 tag nem tiinik el, tehat nem lehet masodrendiinél jobb kétlépcsss modszert

csinalni.

Tu(tni1)-t kifejtettiik a Taylor-polinomjaval
8u/(t) = u(t) — u”'(t) = u’(t) = v/ (t) = u(t)
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4.3. Harmadrendi modszerek

Ha harmadrendd moédszert szeretnénk elgallitani, akkor haromlépcsés Runge-Kutta

modszert kell valasztanunk, ennél mar a &3 értéke is szerepelni fog a modszert megado

képletben.
&1 = Yn,
§2 = Yn +Taz1 f(tn, 1),
& =yn +71a31f(tn, &1) + Tasaf (tn + c27, &2),
és

Ynt+1 = Yn + T(blf(tm Yn) + baf(tn + a7, &2) + b3 f(tn + c37, 53))- (41)

Ha & és &3 értékeket Taylor-sorba fejtenénk és igy visszahelyettesitenénk a képletbe, azt
kapnénk, hogy a médszer harmadrendt, és az ismeretlen a;j,b;,c; értékekre is kapnank

megszoritod feltételeket, amik a kévetkezdk:
1
b +b2+b3=1, boaz 1 + bzcs = 2

co = a2, c3 =as1+aspo,

1 1 1 1
552@%71 + 5b30§ = bga372a2,1 = 6 (42)

67
Ezeknek a kritériumoknak egy specialis esete amikor

1 2
by = b3 = é’bQ =303 =031 +azp =1,
ezt Kutta harmadrendd modszerének nevezziik. A tovabbi ismeretleneket kiszdmolva:

Co =021 = 5

ag2 = 2, agy = —1.

Tehat a kovetkez6 haromlépcsés modszer harmadrendben konvergal:
fl = f(tnv yn)
T
§2=Yn+ §f(tn7§1)
-
€ = Yn — TS (tns o) + 271 (tn + ., €2)

Yn+1 = Yn + %f(tna yn) + 2?Tf(tn + 5752) + %f(tn + 7, 63) (43)
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4.4. Negyed- és magasabbrendi moédszerek

Negyedrendi médszert csak négylépcsés Runge-Kuttaval kaphatunk, ekkor 10 ismeretlent
tartalmazo egyenletrendszert kell megoldanunk, melynek t6bb megoldasa is lehet. A legis-

mertebb négylépcsés modszer az Ggynevezett klasszikus Runge-Kutta médszer:

(44)

— = N= O

o= O O N
W~ O N

Wl | =

1
6
Ha magasabbrendd numerikus médszert probalunk meg elallitani, példaul 6todrendiit,
azt vessziik észre, hogy nem elég annyi lépcsét hasznélni, ahanyrendd médszert szeretnénk
kapni, példaul az 6tédrendiihéz hatlépesés Runge-Kutta modszer kell. Az alabbi 6sszefiig-

gések érvényesek a rend (p) és a lépesGszam (m) kozott:

1<m<4: p<m
m > 5 p<m-—1

(45)
m > 8 p<m-—2
m > 10 p<m-—3
4.5. Runge-Kutta moédszerek tesztelése
A Runge-Kutta médszerek koziil négyet fogunk tesztelni, két kétlépesds modszert,
0 0
T, 21z (46)
11 1 3
‘ 2 3 ‘ 11
egy haromlépcsiset
0
L1
2 | 2
, 47
1]-1 2 7)
2 1
6 3 ©
valamint egy négylépcsdset, a klasszikus Runge-Kutta médszert
0
111
2|2
310 (48)
110
1
6

W= O N
Wl | =
[



Az el6z6 fejezetben megismert modszerek is Runge-Kutta tipustuak voltak, csak az implicit
Euler és trapéz modszer implicit Runge-Kutta tipustiak, amiknek a Butcher-tabldzata nem
csak alsé haromszogmatrix, hanem telimétrix.

Az értékeket gy allitjuk be, hogy a kezdetiérték 1 legyen, a paraméternek pedig A = 0
érteket adunk, mert kiillonben ha 7 kicsi és A nagy (lasd 5. abra), a modszerek nem miikod-
nek jol (mi csak explicit Runge-Kutta modszereket vizsgaltunk, implicit modszerekre nem
adna ilyen rossz eredményt A nagy értékeire sem, lasd az 1. tdblazatban az implicit Eu-
ler és a trapéz-modszer eredményeit). Igy egy harmadfoki polinomot becsliink, a lépéskoz
felezgetésével a 2. tablazatban megfigyelhetjiik, hogyan valtozik a médszerek pontossiga.

Mind a négy modszer nagyon j6 kozelitést ad (lasd 6. dbra), a lépéskoz felezésével az

2. tablazat. Runge-Kutta moddszerek hibaja 7 felezésével
T=0,1 7=0,05 | 7=0,025
1. kétlépéses 0,0200 0, 0050 0,0012

2. kétlepéses | 2,84-10714 | 1,42-1074 | <1016
Haromlépéses | 1,42-107™ | 1,14-10713 | 8,53-10714
Négylépéses | 2,84-10714 | 2,84-10714 | 1,42 107

Osszes becslés pontosabb lesz, de az eredeti célunk nem j6tt be, azaz annak ellenére, hogy
magasabbrendd moédszereket tudtunk elsallitani, azok csak kevés esetben adtak jo kozelits

megoldéast.
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5. dbra. Runge-Kutta mddszerek, A =30, 7 =0, 1

1

%10
T T T T 2 T T T T
ontos megalda:
15
2l
151 1
1k
as
0eF
a 0
1) 05 1 15 2 28 ia 1) 0a 1 15 2 25 ia
210 i’
1o 2
amlépe:
ontos megoldés ontos megoldés
15
5L
1
a
s
5 . . . . " . 0
1) 05 1 15 2 25 35 0 0& 1 15 2 25 35
2 2
6. abra. Runge-Kutta médszerek, A =0, 7 = 0,025
140 140
kétlépcstis ketlépcs
10 ontos megoldas 10 ontos megoldas
100- 100
80 80
B0 B0
40+ 40
a0+ 0
o | I . L I 0 . I 1 I L
) 05 1 15 2 25 35 ) 05 1 15 2 25 35
a0 a0
GO B0
40+ 40
20+ 20
0 . . . n . 0 . . . . n
1) 05 1 15 2 28 ia 1) 0a 1 15 2 25 ia




5. Tobblépéses modszerek

Az eddig vizsgalt modszereknél mindig tgy jartunk el, hogy ¢o-bol indulva probaltuk
meghatarozni a t; pontbeli értéket, felhasznédlva azt, hogy ismerjiik yo kezdeti értéket.
Ezutan t1-bél probaltunk meg to-beli értékre kévetkeztetni, y; ismeretében, mikdzben yg
értéket nem vettiik figyelembe, kidobtuk, és igy tovabb. Ezeket neveztiik egylépéses mod-
szereknek. A tobblépéses modszereknél azt az otletet vessziik figyelembe, hogy az adott
pontbeli megoldas, ne csak az eggyel el6z6, hanem t&bb korabbi értéktsl fiiggjon. A t6bb-

lépéses modszereket folirhatjuk altalanos képlettel:

aOyn+alyn—1+- . -+apyn—p = T(bOf(tm yn)+b1f(tn—1a yn—l)"" . '+bqf(tn—q> yn—q))7 (49)

ahol az a;-k és b;-k konstansok (ag # 0). Ha by = 0, a modszer explicit, ha by # 0, akkor

implicit.

5.1. Definicié. Egy tébblépéses mddszer elsd és mdsodik karakterisztikus polinomjdnak
nevezzik a

0(2) = apz® +a12° 1 + ... +a
o(z) = boz® + a1z L.+ by

polinomokat, ahol s := maz{p,q}.

5.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy p polinomra teljesil a gyokfeltétel, ha p(z*) = 0

esetén |z*| < 1, ahol |z*| =1 esetén z* egyszeres gyike p-nek.

5.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy eqy s-lépéses mdodszernél az y1,ys, ..., Yys—1 €rtékek hibdja nul-
ldhoz tart, ha T — 0. Ekkor az s-lépéses mddszer pontosan akkor konvergens, ha konzisztens

és a o(z) polinomra teljesiil a gyokfeltétel.

A kovetkez§ modszerekre megvizsgaljuk, hogy teljestil-e a gyokfeltétel, kiszamoljuk a konzisz-

tencia rendjiiket, és {gy megkapjuk az egyes moédszerekre a konvergencia rendjét.

5.1. A kozéppont szabaly

A kozéppont szabalynél a kozelitd értéket egy pontban, a kettGvel korabbi értékkel

egylitt hatarozzuk meg (azaz s = 2), a két érték kozti pontban szamolt derivalt segitségével.
Yn — Yn—2 = 27 f(tn—1, Yn—1) (50)
A kézéppont szabalyra teljesiil a gyokfeltétel, az els§ karakterisztikus polinomjanak,
o(2) =2* -1
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két gyoke van, 1 és —1, és ezek mind egyszeres gyokok.
Ha kiszamoljuk a @ZJT(}) értéket, azt fogjuk 1atni, hogy ez a moédszer méasodrendben konzisztens.

Az egyszertiség kedvéeért a (50) egyenletet atirhatjuk egy ekvivalens forméajaba:

Yn+l — Yn—1 = 2Tf(tna yn>

A %(11) értéket most méar konnyebben kiszamolhatjuk, a képletbe a pontos megoldast

helyettesitve, és a megfelels értékek helyébe az 6 Taylor-felbontasos alakjukat {rva:

wgl) — _U(tn+1) ; u(tn—l) + 2f(tn7u(tn))

1 72 T3
P = —= (U(tn) + 7 () + EU”(%) + Eu”’(tn) +0(m")
T

2

T T3
—ulta) + 70 (bn) = " (t0) + =" () + O(r*) ) + 20/ (1)

2
U = =20/ (ta) — T () + O(°) + 20/ (1)
2

U = — " (1) + 0(*) = O(?). (51)

Tehat a kézéppont szabdly konvergens, a konvergencia rendje 2.

5.2. Az Adams-Bashforth és Adams-Moulton modszerek

Az
Yn — Yn—1 = T(bofn +b1frn1+...+ bsfn—s)

tobblépéses modszert Adams-Bashforth? modszernek nevezziik, ha by = 0, és ilyenkor
a modszer explicit, az implicit médszert, amikor by # 0, Adams-Moulton'® moédszernek
nevezziik. Ahhoz, hogy meghatarozzuk a konstansok értékeit, és ezzel egyiitt magit a
modszert, az egyes osztépontok kozotti kozelits értéket integralassal fogjuk meghatarozni,
amit majd Newton!!-interpolaciéval fogunk kozeliteni.

Definialjuk az osztott differencia fogalmaét:

flta] = f(t),
flt1,t2] := W»

tegyiik fel, hogy f[t1,te,...,tx]-t mar definialtuk, ekkor

flt2, - trya] —f[tl,...tk].

t1,t2, ...tk =
/! +1] tey1 — 1

®John Couch Adams (1819-1892) és Francis Bashforth (1819-1912), brit matematikusok
0Forest Ray Moulton (1872-1952), amerikai csillagasz
1Sir Isaac Newton (1643-1727), angol matematikus, csillagasz
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5.2.1. Keétlépéses Adams-Bashforth modszer

Keressiink kétlépéses Adams-Bashforth modszert, ami

Yn — Yn—1 = T(blfnfl + b2fn72)

alaka lesz. Az vy, — yn—1 = y(tn) — y(tn—1) kifejezést Newton-interpolaciés polinommal
kozelitjiik:

tn tn tn tn
Yn — Yn—1 & Up — Up—] = / o (t)dt = ft,u(t))dt = / F(t)dt ~ / P(t)dt,
th—1 tn—1

tn—1 tn—1

ahol P(t) lesz az interpolacios polinom. Mivel explicit modszert szeretnénk kapni, ezért
csak a t,_9,t,_1 pontok kézott interpolalunk.

P(t) = F(tp—1) + Fltn—1,tn_2](t — ta_1)

y(tn) — y(tn_l) I~ /t" F(tn_l) + F[tn_l, tn_g] (t — tn_l)dt

tn—1

tn
— F(tnt) + Fltno1, tn_s] / (t = to2)dt

tn—1
Csak az integralt tekintve:
t 2 tn 2 2
" t t tr_
/ (t - tnfl)dt = |: —t- 75nlj| = =ty byl — ol + t?@—l
P 2 t1 2 2
2 2
-

t 21t T2 2
— T+ - =
g It Tt T =

Ezt visszahelyettesitve az el6bbi képletbe:

2 2 _
y(tn) - y(tnfl) = TF(tnfl) + %F[tnfl,tnfﬂ = Tf(tnfl) + L : M

-
-

(tn) ~ ylta-1) = S(3fut — fu-2). 52)

A (52) egyenlettel megkaptuk a kétlépéses Adams-Bashforth modszer képletét, ha kisza-

moljuk a konzisztencia rendjét, azt kapjuk, hogy a médszer méasodrendd.

») = _u(th) —u(t,) 3

1
+ §u,(tn) — §Ul(tn_1)

2

= —u"(ta) + O(+*) = O(~?) (53)
Erre a médszerre igaz a gyokfeltétel, a konzisztencia rendje 2, emiatt a modszer konvergens
is és a konvergencia rendje 2.
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5.2.2. Keétlépéses Adams-Moulton mébdszer

Most az el6z6 modszer implicit valtozatat szeretnénk elkésziteni, a

Yn — Yn—1 = T(bofn + b1 fn—1 + bafn—2)

egyenlet egyiitthatéinak meghatarozasaval, ehhez az y, — y,—1 értéket most is Newton-

interpolacioval kozelitjik.

tn
Yn — Yn—-1~ / F(tn) + F[t’m tn—l](t - tn) + F[tnv tn-1, tn—Z](t - tn)(t - tn—l)dt

tn—1
tn tn
= 7F(ty) + Fltn, tn_1] / (t — tn)dt + Fltn, tn_1,tn_o] / (t—tn)(t — tn_1)dt
th—1 tn—1
Az integralokat kiszamitva,
tn 2
T
(t—tp)dt = ——
/t'nl " 2
ln 3
/ (t2 — tty, — tty_1 + tptp_1)dt = ——
tn—1 6

majd visszahelyettesitve az interpolacios képletbe,

7_2 T3
Yn — Yn—1 = Tfn - EF[tnvtn—l] - EF{tTMtTL—lvtTL—Q]

_ T2 fa—fac1 T fo—2fn1+ [
=Tfh— 5 ———— — 5
2 T 6 2T

megkapjuk a kétlépéses Adams-Moulton médszer képletét

Yo = 1 = 15 (5Fn + 8fact — foa) (54)

Az implicit Adams-Moulton médszer konzisztencia rendjét, az el6z6 modszeréhez hasonldan

szamolhatjuk ki:

u(t —u(t S 8 1
w’fll) — _ ( n+1)T ( Tb) + Eu/(tn+1) + E’U/(tn) N ﬁu/(tn—1>
2 2
o T n T i / 577— " 5T é /
= —u/(t,) 5 (tn) 5 U (tn) + T (tn) + 7% (tn) + i (tn) + T (tn)
T 2

-
¢ t e 3
12" 12 agt (t) +0O(77)

P = 0. (55)

Mivel erre a modszerre is igaz a gyodkfeltétel, ezért a kétlépéses Adams-Moulton médszer

konvergens, rendje 3.
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5.3. A Nystrom és a Milne-Simpson médszerek

A két modszert altalanosan leird képlet a kovetkezs:

Yn — Yn—-2 = T(b()fn +bifna ..+ bsfnfs)> (56)

ha by = 0, akkor Nystrom'? modszernek hivjuk, ha by # 0, akkor Milne-Simpson'? mod-
szernek. Az el6zd esetben explicit, az utoébbiban implicit a modszer. Egy konkrét esetet
vizsgalva, peldaul ha az (56) egyenletet s = 2 esetben nézziik, akkor kapunk egy implicit
Milne-Simpson mddszert, aminek az egyiitthatoéit kiszamolva kapjuk a Simpson-formulanak

elnevezett modszert:
2T
Yn — Yn—-2 = 6 (fn + 4fn—l + fn—2)~

A Nystrom modszer egyik specialis esete a 5.1. fejezetben vizsgalt kozéppont szabaly.

5.4. A prediktor-korrektor médszerek

Ebben a fejezetben eddig tobblépéses implicit és explicit modszereket is vizsgaltunk,
most viszont egy olyan modszerrel foglalkozunk, ami mindkét modszert felhasznalja. Ugya-
nis példaul az Adams-Bashforth médszereket nem szoktdk magukban alkalmazni, mindig
egy implicit modszerrel egyiitt hasznaljak. A prediktor-korrektor modszer 1ényege az, hogy
amikor a ¢, pontbdl becsliink a ¢,,+1 pontbeli értékre, akkor el6szor egy explicit modszerrel
kapunk egy értéket yn,y1-re, ezt jeldljiik y° 11-val, majd ezt beirva fpi1-be, egy implicit
modszert hasznalva javitunk a t,y1-beli becslésen. Ha példaul a mar koradbban a 5.2.1.
és 5.2.2. pontokban vizsgélt explicit Adams-Bashforth és implicit Adams-Moulton mod-

szereket hasznaljuk, az alabbiak szerint kell eljarnunk:

P y2+1 = Yn + %(3f(tmyn) - f(tn—layn—l))
E D1 = ftng1,U041)

C 3/71L+1 :yn+1l2(5f2+1+8fn—fn—1)

E Sosr = F(tnr1,yp i),

P a prediktor modszert jeloli, C a korrektor (correktor) modszert, E az értékadast (eva-
luation). A jobb kozelités érdekében a mésodik és harmadik 1épést lehet iteréalni, ekkor
P(EC)™E modszert kapunk, ahol m az iteraciok szamat jeldli.

A prediktor-korrektor modszer rendjére az alabbi tétel igaz:

5.2. Tétel. Legyen egy prediktor-korrektor mddszer prediktor tagjdnak rendje p*, a korrek-

tor tagé p. Ekkor az egész mdodszer rendjére, qm-re, 19az, hogy

gm = min(p,p* +m),

2Evert J. Nystrom (1895-1960), finn matematikus
3 Thomas Simpson (1710-1761), brit matematikus; William Edmund Milne (1890-1971), amerikai

matematikus
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ahol m az az iterdcidk szdmdt jelols.

Ebbél kovetkezik az, hogy az iteraciészamot altaldban egynek szoktak valasztani, mert
legtébbszor olyan prediktor-korrektor péart hasznalnak, amelyek rendje megegyezik, vagy
maximum eggyel tér el. Az el6bb felirt modszer rendje 3, hiszen a kétlépéses Adams-

Bashforth rendje 2, az Adams-Moulton rendje 3.

5.5. Tobblépéses modszerek tesztelése

A t6bblépéses modszerek koziil, a szakdolgozatban is bévebben kifejtett, kézéppont sza-
balyt, ketlépéses Adams-Bashforth és Adams-Moulton és a kétlépéses Adams-Bashforth és
szintén kétlépéses Adams-Moulton moédszerekbdl all6 prediktor-korrektor modszert fogjuk
tesztelni. Az els6 kett6 rendje kettd, az Adams-Moultonnak és a prediktor-korrektornak
viszont hérom, ezért ezektdl a modszerektsl jobb eredményeket varunk. A programot a
szokasos paraméterek kombinacidival futtatjuk, yo = 10, 7 = 0,1 vagy 0,05 vagy 0,025 és
A =0, 15, 30.

3. tablazat. Tobblépéses modszerek hibaja kiilonbozg 7-val és A-val

Kozéppont Adams- Adams- Prediktor-

szabaly Bashforth Moulton korrektor
=01 A=0 0, 0400 0,0975 <1076 | 2,84.10714

A=1511,13-10% | 1,30-10° | 1,42-10~™ 0,0051

A=30|6,22-10% | 2,96-10% | 8,61-107° | 5,35-10%

7=0,06 A=0 0,0100 0,0247 | 2,84-107" | < 10716
A=151,20-10% | 4,17-107% | 2,84 -107™ | 5,18 -107°
A=30]|6,44-10% | 1,82-10" | 1,42-1074 | 7,64-107°
7=0,025 A=0 |2,50-1072 | 6,20-1073 | 5,68-10"1 | 2,48 .10~
A=15|7,31-10%3 | 1,04-107* | 2,48 -10"14 | 2,93.10
A=30| 1,45-10*" | 5,21-107° | 2,48 -10"14 | 6,48-106

A kozéppont szabdly szinte az Osszes beallitasra rossz kozelitést ad (lasd 3. tablazat),
egyedil A = O-ra ad jo kozelitest (lasd 7. abra). A t6bbi modszer nagyon jol kozeliti
a pontos megoldast ha 7 és A szorzata kicsi, a masodfoka Adams-Bashforthnal mindig
jobb a két harmadfokit. Az egylépéses vagy a Runge-Kutta modszereknél tapasztaltuk,
hogy bizonyos paraméterekkel, amikor 7 és A szorzata nagy, az explicit moédszerek nagyon
rossz kozelitést adnak és az implicitek jobbak lesznek. Ez a tobblépéses modszereknél is
megfigyelhets, de ezek a mddszerek még érzékenyebbek a paraméterek megvalasztaséara,

példaul ezt tapasztaljuk mar 7 = 0,1 és A = 15-nél (lasd 8. abra), vagy 7 = 0.05 és A = 30-
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nal is (lasd 10. abra), s6t A = 30, 7 = 0, 1-nél a prediktor korrektor modszer is elromlik
(lasd 9. abra).

Az implicit Adams-Moulton maédszer kicsit ellenallobb, mert hasonléan jartunk el, mint
az implicit Euler moédszernél, azaz az egyenlet linearitasat kihasznalva ki tudtuk fejezni
UYn+1-€t. Ez viszont 4ltalaban nem lehetséges, ezért hasznaljuk inkédbb a prediktor-korrektor
modszereket. Azért az Adams-Moulton mddszer sem lesz minden esetben jo, A névelésével
ez a modszer is elkezd romlani. Ha 7 = 0,1 mellett a A-t 65-nek valasztjuk, a kozelitett
megoldas elkezd kicsit oszcillalni a pontos megoldas koriil (lasd 11. dbra), hibaja a 4-ben
4,9761 lesz, A = 100-ra pedig teljesen elromlik (lasd 12. abra), itt a hibaja 3,2 - 10? lesz.
Ezekkel a bedllitasokkal mar az Osszes altalunk vizsgalt modszer elszall, legyen az egy-
vagy tobblépéses, két modszer viszont még mindig jol kozeliti a pontos megoldast'd. Ez a
két médszer a két implicit els6rendd, az implicit Euler és a trapéz-szabély, amelyeknél a
hiba A = 65 esetén 0,0228 illetve 7,6 - 1075, A = 100 esetén még mindig kevés, 0,0149 és
5-107°.

'Kz igaz lesz tobb altalunk nem vizsgalt modszerre is, példaul az implicit Runge-Kuttakra vagy a

Gear-modszerekre.
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7. abra. Tobblépéses modszerek, A =0, 7 =0, 1
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9. abra. T6bblépéses modszerek, A = 30, 7 =0, 1

n
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10. abra. T6bblépéses modszerek, A = 30, 7 = 0,05
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11. abra. T6bblépéses modszerek, A =65, 7 =0,1

05

4000

3000

2000+

1000 -

-1000 -

-2000 -

-3000
1)

05
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12. abra. Tdbblépéses modszerek, A = 100, 7 =0, 1
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6. Osszefoglalas

A célunk az volt, hogy egy
u'(t) = f(t,u(t))

alaku, ug kezdeti értékd kézonséges differencidlegyenlet megoldasara keressiink numerikus
modszereket, amik a pontos megoldast minél jobban kozelitik. A szakdolgozat soran megis-
merkedtiink egylépéses modszerekkel, Runge-Kutta és tobblépéses modszerekkel is, megvizs-
galtuk a modszerek rendjét és egy konkrét példan vizsgaltuk a modszerek miikodését. Meg-
figyeltiik az Osszefliggést a rend és a modszer pontossaga kozott, valamint a paraméterek,
ugymint a lépésszam és a A érték, hatasat a numerikus moédszerek miikodésére.

A tesztfeladatunk specidlis volt, a pontossag megfigyelésére igazabol csak a A = 0 vilasztas
volt alkalmas, nagy A-ra merev lett az egyenlet, ezért ebben az esetben az implicit méd-
szerek rendtdl fiiggetleniil jobb eredményt adtak az expliciteknél, s6t az implicit Euler
modszer jobb lett mint egy altalanos tobblépéses implicit modszer.

A merev differencidlegyenletekre alkalmas moédszerek vizsgilata meghaladja a dolgozat
kereteit, ilyen modszerek a mar kordbban emlitett implicit Runge-Kuttak és a Gear-
modszerek. A merev rendszerek olyan egyenletek, ahol a 1épéskoz valasztasat sokkal inkabb

a stabilitds hatarozza meg, mint a pontossigi kovetelmények.
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