SZECHENYI ISTVAN EGYETEM ALKALMAZOTT MECHANIKA
GEPESZMERNOKI, INFORMATIKAI ES TANSZEK
VILLAMOSMERNOKI KAR

Elméleti kérdések és valaszok mesterképzésben
MECHANIKA (MSc) résztvevé mérnokhallgatok szamara

1. Adja meg vektorok skalaris szorzasanak értelmezését és kiszamitasi modjat! irja fel a koordinata-
rendszer egységvektorainak skalaris szorzatat!

A skalaris szorzas értelmezése: a-b =|a||b|cosc.
A skaldris szorzés kiszdmitasa: a-b =ab, +ab +ab,.

A skaléaris szorzas kiszamitasa matrixszorzassal:

bX
a-b=[a, a, a]b |=ab+ab +apb,.
bZ
Egységvektorok skalaris szorzata: € -6 =1, € € =1, g -6 =1,
6 -6,=0, 8 -6 =0, 6 -6 =0.

y

2. Adja meg vektorok vektorialis szorzasanak értelmezését! Készitsen magyarazo abrat!

A vektoridlis szorzas értelmezése:
Az eredményvektor nagysaga: |axb |=|d| Ib| sina
| S
a paralelogramma

magassaga
Az eredményvektor iranyat Un. jobbkéz szabdllyal kapjuk
meg: ha jobb kézzel az & vektort a b vektorba forgatjuk,
akkor a jobb kéz hiivelykujja adja meg az eredményvektor
iranyat.

3. Adja meg vektorok vektorialis szorzasanak kiszamitasi szabalyat és a koordinata-rendszer egység-
vektorainak vektorialis szorzatat!
A vektorialis szorzas kiszamitasa:

€ € €
dxb=detla, a a|=6(ab,~b,a,)-¢ (ab,~ba,)+E@b,~ba,).
b, b b
Egységvektorok vektorialis szorzata: 6 x€ = 0, § %6, = 0, 8, x8, = 0,
€ éxxéy:éz, é'yxézzax, ézxéx=§y,
€, %€ =—€,, €, x€, =—€,, €, %€, =—€,




Szabaly: - Ha két egységvektort az abran lathaté nyillal megegyezd sorrendben szorzunk Ossze
vektorialisan, akkor pozitiv eldjellel kapjuk a harmadik egységvektort.

- Ha két egységvektort az abran lathato nyillal ellentétes sorrendben szorzunk 6ssze vek-
toridlisan, akkor negativ eldjellel kapjuk a harmadik egységvektort.

. Adja meg vektorok kétszeres vektorialis szorzatanak lehetséges kiszamitasi modjait!
Kétszeres vektoridlis szorzat: (dxb)x¢, vagy ax (b xc).

Kiszamitas kétféle titon lehetséges:
- a két vektorialis szorzasnak a kijelolt sorrendben torténd elvégzésével,
- a kifejtési szaballyal:

(@xb)x¢=b(a-c)—a(b-c), illetve ax(bxc)=b(a-c)-c(a-b).

. Adja meg matrix értelmezését és jelolését!

Ertelmezés: A matrix skalaris mennyiségeknek, szamoknak megadott szabaly szerint tablazatba
rendezett halmaza.

8, &, &a;
% By Ay

A matrixokat kétszer aldhuzott betlivel, a matrixok elemeit (koordinatait) als6 indexes betiivel je-
16jiik. PL. A, a és a3, a, sth.

Matrix jelolése: [é] = {

Az a, matrixelem az A matrix els6 sordban és harmadik oszlopaban van.

Matrix mérete: Példaul a fenti (2 X 3) -as méretl [A] matrixnak két sora és hdrom oszlopa van.

. Adja meg az oszlopmatrix és a sormatrix értelmezését!
&
Oszlopmatrix: [g] =la,|, sormatrix: [QT ] =[a, a, a].
8

Az oszlopmatrixnak egy oszlopa, a sormatrixnak egy sora van. A sormatrixot mindig ugyanannak
az oszlopmatrixnak a transzponaltjanak tekintjiik.
A sormatrixot a matrix betiijelének fels6 indexébe irt T betli jeloli.

. Ismertesse a matrixszorzas elvégezhetdségének eldfeltételét €s mutasson be példat matrix matrix-
szal torténd szorzéasara!

Elofeltétel: Csak olyan matrixok szorozhatok Ossze, amelyek teljesitik azt a feltételt, hogy az elsé
szorz6tényezd oszlopainak szdma megegyezik a masodik szorzdétényezd sorainak sza-
maval.

Példa: é 2 =C



Pl%wlmkﬁmﬁ%%)@%ﬁmﬂ
‘ &y dy | b21 bzz | (a21 b11+a22 bZl) (321 b12+a22 bzz) |
(2x2) (2x2) (2x2)

8. Adja meg matrix transzponaltjanak értelmezését €s a transzponalasi miivelet elvégzését!

Matrix transzponaltja: tiikrozés a foatlora, vagy sorok és oszlopok felcserélése.
A matrix f6atlojat az azonos indexti elemek alkotjak.

a, alZ} — [AT}:FH am].
ay &y - a,

(2x2) (2x2)

A transzponalasi miivelet jele: T (a matrix felsé indexében).

A miivelet elvégzése: [ é] =

A transzponalas oszlopmatrixbol sormatrixot, sormatrixbol pedig oszlopmatrixot hoz létre.

9. Adja meg matrix adjungaltjanak értelmezését és jelolését!
Matrix adjungéltja: az adjungalt matrix ij indexl eleme az eredeti matrix ji eleméhez tartozo

el¢jeles aldeterminans.

Jellés: adj(a; )=A,, (=12, ..n; j=12, ..n).

=ij’

10. Adja meg matrix inverzének értelmezését és kiszamitasi modjat! Mi a szingularis matrix?

Az inverz matrix értelmezése: A é_l = é_l A=E.

5= 2di(a; ) , ha det|ay|#0.
det a,

. L, . . , yyr -1
Az inverz matrix kiszamitasa: A = [a

Szingularis matrix: det|a,(=0.

&;

11. Irjon fel egy hdrom ismeretlenes linearis algebrai egyenletrendszert és mutassa be az egyenlet-
rendszer megoldasat!

Linearis algebrai egyenletrendszer: AX=D.

a, a, az||X by
Részletesen kiirva: A,y Ay, ay|lX|=b|.

& B A% (b

X +a,X, tagX= 10,
A matrixszorzast elvégezve: ayuX +ayX, + auX=h,,
X +85% + Bk =h,.
Az egyenletrendszer megoldasa: é_l Ax= é_lg = X= é_l b.
E

12. Adja meg az egységmatrix, a szimmetrikus matrix €s a ferdeszimmetrikus matrix értelmezését!



13.

14.

15.

>
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Egységmatrix: E = {O J . Tulajdonsaga: E A=AE=

Az egységmatrix a féatlgjaban 1-es koordinatakat, a f6atlojan kiviil 0 elemeket tartalmaz.
Az egységmatrixszal torténd szorzas nem valtoztatja meg a megszorzott matrixot.

Szimmetrikus matrix: éT =A.

A matrix elemei megegyeznek a foatlora vett tikkorképiikkel.

Ferdeszimmetrikus matrix: éT = —é.

A matrix barmelyik eleme megegyezik a féatlora vett tiikorképének minusz egyszeresével. Ebbol
az kovetkezik, hogy a féatloban csak zérus elemek lehetnek.

Adja meg vektorok vegyes szorzatanak értelmezését és kiszamitasi modjait!
A vegyes szorzat értelmezése és jeldlése: (b ¢)=(a-bx€)=(axb-c).
A vegyes szorzat kiszamitasa:
- El6szor elvégezziik a vektoridlis szorzast, majd az eredményvektort megszorozzuk skalarisan a
vegyes szorzatban szerepld harmadik vektorral.
- Kiszamitas determinanssal:
a a,a,
(abc) =det|b, b, b, |=a,(b,c,-cb,)-a (bc,-ch,)+a,(bc, —cb).

¢, C, C,

Adja meg vektorok diadikus szorzatanak jeldlését, értelmezését és kiszdmitasat!

Két vektor diadikus szorzatanak jelolése: & o b, elnevezése: diad.
Két vektor diadikus szorzatat a szorzas tulajdonsagainak megadaséaval értelmezziik:
- a diadikus szorzés és a skalaris szorzas asszociativ (csoportosithatd, azaz szorzasok elvégzésé-
nek sorrendje felcserélhetd):
(@ob)-c=d-(b-C),
- a diad a skalaris szorzas szempontjabol nem kommutativ (nem mindegy, hogy egy diadot jobb-
rol, vagy balrdl szorzunk meg skalarisan egy vektorral, mert mas eredményt kapunk):
¢-(acb)=(a-bh)-c.
Ha a szorzas a fenti 6sszefliggéseket kielégiti, akkor a szorzas diadikus.

Két vektor diadikus szorzatanak kiszamitasa jobbsodrasu, derékszogi koordinata-rendszerben:

a'x a'xbx axby axbz
[aob|=|a,/[b, b, b|=/ab ab, ab,|.
2, ab ab ab,

Ertelmezze matrix sajatérték feladatat!



Létezik-e olyan n oszlopmatrix, amellyel az A négyzetes matrixot megszorozva, az n oszlop-

matrix valahanyszorosat kapjuk: An=A4n, ahola A skaldris mennyiseg.

Ha letezik ilyen n oszlopmatrix, akkor ezt az A negyzetes matrix jobb oldali sajatvektoranak, a

A skalaris mennyiséget pedig az A matrix sajatértékének nevezziik.

16. Adja meg a tenzor értelmezését €s tulajdonsagait!
Ertelmezés: A tenzor homogén, linearis, vektor-vektor fiiggvény altal megvaldsitott leképezés
(hozzérendelés): W= f (V)=T-V.
—0, akkor W=0 és
haa w, = f (V) és W, = f (V,) jelolést bevezetve, fennall az alabbi osszefiiggés:

W= (AV,+4%) =4 (V) + 4T (V,) =AW+ LW,.

Tulajdonsagok: Homogén, linedris, ha v

17. Adjameg a T tenzor és a 'I;T transzportalt tenzor diadikus €s matrixos értelmezését derékszogii
descartesi koordinata-rendszerben!

Tenzor diadikus eldallitasa:

I=(éo§x+505y+ﬁoéz), a transzportalt tenzor: T' =(§Xo§+ﬁy06+éz oC),

ahol aaz €, b az €,,¢és C az €, vektorok képvektorai.

a'X bX CX
A tenzor matrixa: ['ﬂ =la, b, ¢,
o b ¢

A tenzor matrixat a diadikus eléallitasban kijel6lt diadikus szorzasok és az 0sszeadasok elvégzé-
sével kapjuk.
A tenzor matrixanak oszlopai az &, b, ¢ képvektorok koordinatait tartalmazzak. A matrix els6

soraban a képvektorok x koordinatai, a masodik sorban a képvektorok y koordinatai, a harmadik
sorban a képvektorok z koordinatai allnak.

18. Mi a mechanika targy?
Testek (anyagi pontok, anyagi pontrendszerek) helyzetvaltoztatd mozgésainak és az ezeket létre-
hozé hatasoknak (erOknek) a vizsgalata.

A helyzetvaltoztatast altalanosan értelmezziik, ez itt magéban foglalja testek nyugalmi allapotat €s
alakvaltozasat is

19. Irja le koncentralt eré megadasénak lehetéségeit!
a) megadasi lehetdség:




€, —az erd irany egységvektora,
F —azerd €, iranyu koordinataja (eldjeles skalar szam),
€ =cosa, €, +Cosa, €, +Cosa,g, ,

|€|=1=cos’ a, +cos’ &, +cos’ a, .

F=Fg +Fg +Fg =F+F,+F,
FF R
F.. Fy, F, —az erd koordinatai (skalar),
#X, Ify, IEZ — az erd Osszetevoi (vektor),
éx,éy,éz — a koordinata-rendszer (KR) x,y,z iranya egy-
ségvektorai,

20. Adja meg koncentralt erd pontra szdmitott nyomatékéanak értelmezését!

A pontra szamitott nyomaték az erd egy adott pont koriili forgatd hatasa.

24 M, =T % F - a pontra szamitott nyomaték vektor mennyiség.
A nyomaték nagysaga: ‘I\?I A‘ = |FAPHIE‘Sin Q.

A nyomatékvektor meréleges az F,, és az F vektorok altal

meghatarozott sikra ugy, hogy az r,;, F,és M » Jobbsodratu

i(/ N vektorharmast alkotnak (jobbkéz szabaly).

21. Adja meg koncentralt er6 tengelyre szamitott nyomatékanak értelmezését!

A tengelyre szamitott nyomaték az erd egy adott tengely koriili forgatd hatasa.

M, =M, -€ - a tengelyre szamitott nyomaték (eléjeles) skala-

a
ris mennyiség.
. a . .
€, = — — atengely irdny egységvektora.

"l

A tengelyre szamitott nyomaték a tengely barmely A pontjara
szamitott nyomatéknak a tengelyre esé (eldjeles) vetiilete.

22. Adja meg egy koncentralt erd két pontra szamitott nyomatéka kozotti osszefliggést!



lgp =Tga tTp =—Tg T 1pp-

A nyomaték értelmezésébol:

Mg =Tgo XF =gy + T ) xF =T xF +T, xF .

Zl{
>

Mg, =M, +,, xF, vagy M, =M, +F xF,5.

Az F, M A vektorkettds ismeretében barmely B pontra szamitott

M s hyomaték meghatarozhato.

23. Adja meg az erdpar / a koncentralt nyomaték értelmezését és tulajdonsagait!

Erépér: két azonos nagysagu ellentétes iranyt1, pArhuzamos hatasvonalu erd.
Specialis erérendszer: F,=F, F, =—F
= Az erépar A pontra szamitott nyomatéka:
M, =Fpp xF =Ty xF = (F, — Ty, )< F
NEACELY

Erépar nyomatéka a tér barmely pontjara ugyanannyi.
Erépar homogén nyomatéki vektorteret hoz létre.

Az erOpar a tér barmely pontjahoz kothetd, az erépar vektor
nem valtozik.

24. Adja meg koncentralt er6rendszer eredd / redukalt vektorkettosének értelmezését!

Az eredo vektorkettos: - eredo ero,
- megadott pontra szamitott eredé nyomatek.

Az eredd vektorkettds jelolése: [If (A),M (A)] .
Az eredd vektorkettds kiszdmitdsa: F(A)=F = Zn: F, M,= (Mi +Fpp X )
i=1

25. Adja meg két erérendszer egyenértékliségének értelmezését!

Két erérendszer egymassal egyenértékii, ha azonos nyomatéki vektorteret hoznak 1étre.

M M
Jelolés: (E) = (E") = — az erérendszerek kozotti egyenloség a nyomatéki tér
egyik ER masik ER vonatkozasaban 4ll fenn.

A két erérendszernek a tér minden egyes pontjara szamitott nyomatéka ugyanaz a vektor.

26. Adja meg két erérendszer egyenértékiiségének kritériumait!

Két erérendszer egyenértékiisége harom, egymastdl fiiggetlen feltétel (rendszer) teljesiilése esetén
all fenn. Ezek koziil barmelyik feltétel teljesiilése elegendd az egyenértékiiség fennalldsdhoz.



1 F'=F" Az A pont a tér egy tetszéleges, rogzitett pontja.
M, =M".
2. M,=M/,
NI’ = NI Az A, B, C a tér harom, nem egy egyenesre esO (nem kolinedris)
B pontja.
M: =M{.

3. M/'=M",(i=1,2,....6) Hat tetszOleges, de linearisan fiiggetlen tengelyre szamitott nyo-
' ' maték egyenld.
27. Adja meg egy erérendszer egyensulyanak értelmezését!
Egy erérendszer egyensulyi, ha zérus nyomatéki vektorteret hoz 1étre.

(E)=(0)

Az erérendszernek a tér minden egyes pontjara szamitott nyomatékvektora zérus.

28. Adja meg egy erérendszer egyensulyanak kritériumait!

Erérendszer egyenstlya harom, egymastol fiiggetlen feltétel (rendszer) teljesiilése esetén all fenn.
Ezek koziil barmelyik feltétel teljesiilése elegendd az egyenértékiiség fennallasahoz.

1. F=0, Az A pont a tér egy tetszdleges, rogzitett pontja.
M, =0

2 M A= 0, Az A, B, Ca tér harom, nem egy egyenesre esé (nem kolinearis) pont-
M, =0, ja.
M. =0.

3. M, =0,(i=1,2,...,6) Hat tetszéleges, de linedrisan fiiggetlen tengelyre szdmitott nyomaték

egyenld

29. Adja meg erdrendszer centralis egyenesének értelmezését!

1. definicio: Erérendszer centralis egyenese azon pontok mértani helye, amelyekben az erérend-
szer ered6 erdvektora és eredd nyomatékvektora egymassal parhuzamos.

2. definicio: Erdrendszer centralis egyenese azon pontok mértani helye, amelyekben az eredd
nyomatékvektornak az eredd erévektorra merdleges Osszetevdje zérus.

30. Irja fel erérendszer centrélis egyenesének egyenletét!



lop = =

| L (L ExML) -
A centrélis egyenes egyenlete: Fx{ = OJ 0

A egyenes szokasos egyenlete: @x(r—r)=0,
— = , - — ﬁx '\7"

ahol &=F és [ =T =——2.

F

Az ismert (r0gzitett) pont éppen a centralis egyenesnek az O-
hoz legkdzelebb 1évé C pontja, mert 1. helyvektor merdleges

az egyenes F iranyvektorara.

A centralis egyenes egyenletének Plicker vektoros alakja: &x 7 +b =0
N 1 g . — =g N — — 1 — — —
FerP+FF><(MO><F):0 , ahol a=F, b:FFx(MOxF).

31. Adja meg centralis egy pontjanak helyvektorat!

Ha a centralis egyenes levezetésénél az O pontba redukalt F, M, eredé vektorkettés helyett az

erérendszer A pontba redukalt F, M, eredd vektorkettését hasznaljuk fel, akkor:

- (L FxM,| = . FxM
FXLI’AP— = AJzO. Mo = = A,
A zarojelben allo kifejezés masodik tagja az A pontbdl a c.e. D pontjaba mutato helyvektor:

Z A If M -‘/-

A D pont a centralis egyenesnek az A ponthoz legkdzelebb 1évd pontja.

32. Hogyan hatarozhat6 meg térfogaton megoszlo erérendszer eredd vektorkettdse?
7 A

% F=[dF =[qdv,

33. Hogyan hatarozhat6 meg feliileten megoszl6 erérendszer eredd vektorkettdse?



35. Hogyan definialjuk test stlypontjat!

Test S sulypontja: a test térfogatan megoszlo stlyerd rendszer K kézéppontja.

I rgpdv
\

A sulypont helyvektora: ry =r = () N
[ gpdv
v

)

Az Osszefiiggésben ' a koordinata-rendszer kezdOpontjabol a dV térfogatelemhez mutatod hely-
vektor.

36. Hogyan definialjuk test tomegkdzéppontjat?

Test T tomegkdzéppontja: a testnek az a T pontja, amelyre szamitott statikai nyomaték zérus.
I r pdVv

=

or =l

w
S
I
w
) l
!
3
O-1l
9
-

o
m

A mérnoki feladatoknal g =allandonak tekinthetd, ezért S=T .

j r pdVv

2

Fo=T =———.

s=Ir J- HdV
V)

37. Hogyan kell kiszdmitani egyenes vonal mentén megoszl6 parhuzamos erdrendszer eredd vektor-
kettdset?
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y

ga:mT

@)

A AR =1 (@)dzg,
|
« o, f,z=1)
r=ze z
« 2 i, |z "
< | N

Az erBrendszer eredd ervektora: F = j fdz = j f,(z)dze, =F¢€,,
O] O]
Az erérendszer O pontra szamitott nyomatékvektora:

Mo = [ Fx fdz = [ 2€,x f,(2),dz =~ 2 f (2) dz€, =M, €, .
10 0 Q)

38. Hogyan kell kiszdmitani egyenes vonal mentén megoszld parhuzamos erérendszer centralis
egyenese C pontjanak helyvektorat?
Az erérendszer centralis egyenesének a koordinata-rendszer O kezd6pontjahoz legkdzelebb 16vé
C pontjanak helyvektora:

. ﬁXMO (Féy)x(MOxéx) MOX =

= "F ~ F?2 TR %
Az egyenes vonal mentén megoszlé parhuzamos erdrendszereknél a centralis egyenes origohoz
legkozelebb levo pontja:

= 7.€,.

A

z fy(z)dz

)
jfy(z)dz '

0

I\/IO
F

X (!

. =

39. Adja meg a Simpson formulat és tulajdonsagait!

AY
f, @)

v

Z,

Az dbran lathat6 f, (z) figgvény h intervallumra vonatkozd hatdrozott integraljanak kozelit6 ér-

téke a Simpson-formulaval:
h
jfﬂndeE(n+4n+fJ.
(v

Az sszefiiggésben szerepld b, k, j index az intervallum baloldali, k6zéps6 és jobboldali pontjara
utal.

11



Tulajdonsag: Abban az estben, ha az f (z) fiiggvény legfeljebb harmadfoku polinom, akkor a
formula az integral pontos értékét adja meg. Ellenkezd esetben (ha az f (z) nem

polinom, vagy harmadfokinal magasabb fokszamu polinom) kozelit6 értéket ka-
punk.

40. Adja meg a rad ¢és a rad modell értelmezését!
Rud: olyan test, amelynek egyik mérete 1ényegesen nagyobb, mint a masik ketto.

Rud modell: a rudat egy vonallal helyettesitjiik és mechanikai viselkedésére jellemzé mennyisé-
geket ehhez a vonalhoz kotjiik.

41. Adja meg a rid keresztmetszetének és kozépvonaldnak értelmezését!
Keresztmetszet: a rud legnagyobb méretére merdleges metszet.

Kozépvonal / sulyponti szal: a keresztmetszetek S pontjai ltal alkotott vonal.

crer

Prizmatikus rad: keresztmetszetei azonos alakuak és térbeli elhelyezkedéstiek (a keresztmetszetek
allandok és a rad koézépvonala mentén parhozamos eltolassal egyméasba tolha-
tok).

43. Adja meg a fesziiltség €s az igénybevétel értelmezését!

Fesziiltség: a feliileten megoszl6 belsd erérendszer stiriiségvektora: o [N/m2 = Pascal = Pa] :

Igénybevétel: a rad keresztmetszetén megoszlo, p strliségvektor belsé erérendszer S pontba re-

dukalt vektorkettosének skalaris koordinatai.

44. Adja meg az igénybevételek eldjelének értelmezését térbeli abran!

Az igénybevételek (a skalaris koordinatak) eldjelének értelmezése:

AY Ay
X X
S
S NSO M, >0
M.,>0 73
vT,>0 YM,, >0
Fo=(-T,8-T,8,)+N§,. Ms =(M,& —M, 8, )+M.gE,.

N - ruderd, M, - csavard nyomaték,
T, T, - nyirerdk. My, My, - hajlité nyomatékok.
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45. Szemléltesse az igénybevételek eldjelét elemi radszakaszon!

X,y X,y
N >0 . M, >0 ,
_ dz | dz

E
4__
VN

i
U

46. irja fel rudak egyensulyi egyenleteinek differencialis és integral alakjat és az egyenletek jelenté-
sét, geometriai tartalmat!

- Elso egyensulyi egyenlet:

dT
Differencialis alak: (;z( 2) = f, (2).

Integrél alak: T, (¢ =2)-T,(¢{=0)= j f,(£)d¢.

£=0
A nyiréerd dbra <0,z > szakaszon torténd megvéltozasa egyenld az f, (é’ ) terhelésabra integral-
jéval.
- Masodik egyensulyi egyenlet:
dM,, (z
Differencialis alak: % =-T,(2).
z
Integral alak: M, ({ =2)-M,, (£ =0)=- I T,(£)d<.
=0

A nyomatéki dbra <0,z > szakaszon t6rténé megvaltozasa egyenl6 a T, (§ ) nyirderd abra nega-
tiv integraljaval.

47. Ismertesse rudak igénybevételi dbrai megrajzoldsanak gondolatmenetét!
- A tamaszto erOrendszer meghatarozasa.

- Minden terhelés redukélésa a tarté kdzépvonalédba.

- A kozépvonalba redukalt er6rendszer felbontasa xz és yz sikba eso részekre

- Az N(z) és M,(z) abrak megrajzolasa (ezek fliggetlenek az errendszer felbontasatol).
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- Az yz sikbeli terheléshez tartozo T, (z), My, (z) igénybevételi abrak megrajzolasa.

- Az xz sikbeli terheléshez tartozo T, (z), My, (z) igénybevételi abrak megrajzolasa.

48. Mivel foglalkozik a szilardsagtan?

A szilardsagtan a terhelés el6tt €s utan is tartdés nyugalomban 1év6, alakvaltozasra képes testek ki-
nematikaja, dinamikaja ¢és anyagszerkezeti viselkedése.

49. Mit neveziink terhelésnek?

Az altalunk vizsgalt rendszerhez (testekhez) nem tartozé testekrdl szarmazé ismert nagysagu ha-
tas. Ez a hatas szilard halmazallapota testeknél altalaban feliileti érintkezéssel valosul meg.
Terhelés = ismert kiils6 erérendszer (ER).

50. Adja meg, hogy egy test (alkatrész, szerkezet) milyen feltételek teljesiilése esetén van tartds nyu-
galomban!

- a testre hatd erdrendszer egyensulyi,
- a test megtamasztasa nem enged meg merevtestszerii elmozdulast.

51. Mi az alakvaltozas?

A test pontjai terhelés hatasara egymashoz képest elmozdulnak és ezért a test anyagi geometriai
alakzatai (hosszak, szogek, feliiletek, térfogatok) megvaltoznak.

52. Mivel foglalkozik a kinematika a szilardsagtanban?

A kinematika a szilardsagtanban leirja a terhelés hatasara a testben bekdvetkezd elmozdulasokat
¢s alakvaltozasokat.

53. Mivel foglalkozik a dinamika a szilardsdgtanban?
A dinamika a szilardsagtanban leirja a terhelés hatdsara a testben fellépd erérendszert.

54. Mit értiink anyagszerkezeti viselkedésen a szilardsdgtanban?
Az anyagszerkezeti viselkedés a szildrdsdgtanban megadja az alakvaltozast jellemzé mennyisé-
gek és a belsd erdrendszer kozotti kapcesolatot.

55. Adja meg a mechanikai test modell értelmezését!

Olyan, idealizalt tulajdonsadgokkal rendelkezd test, amely a valosagos testnek a vizsgalat szem-
pontjabdl leglényegesebb tulajdonségait tiikkrozi. A test 1€ényegesnek tartott tulajdonsdgait meg-
tartjuk, a lényegtelennek itélt tulajdonsadgokat pedig elhanyagoljuk.

56. Adja meg a merev test értelmezését!

C A merev test egy olyan test modell, amelyben barmely pont
tavolsaga allandd, a pontok tavolsaga a terhelés hatasara sem
valtozik meg. A test pontjai (részei) egymashoz képest terhelés

A hatasara sem mozdulnak el. Pl. az E, E, BC tavolsagok
€s az o szOg nem valtoznak
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57. Adja meg szilard test értelmezését!

C A szilard test olyan test modell, amely alakvaltozasra képes. A
szilard test pontjainak tavolsaga, egyeneseinek egymassal be-
zart szoge terhelés hatdsara megvaltozik. A test feliileteinek és

A térfogatainak alakja és nagysaga is megvaltozik. Pl. az AB,
AC , BC tavolsagok és az a szog is megvaltozik.

58. Milyen esetben beszéliink rugalmas, illetve képlékeny alakvaltozasrol?

Rugalmas az alakvaltozas, ha a terhelés hatasara alakvaltozott test a terhelés megsziintetése (a
tehermentesités) utan visszanyeri eredeti alakjat.

Képlékeny az alakvaltozas, ha a terhelés hatasara alakvaltozott test a tehermentesités utan nem
nyeri vissza eredeti alakjat.

59. Adja meg a kis elmozdulasok és a kis alakvaltozasok értelmezését!

Kis elmozdulés esetén a test pontjainak elmozduldsa nagysagrendekkel kisebb a test jellemz6
geometriai méreteinél.

Kis alakvaltozasok esetén a test alakvaltozasat jellemzé mennyiségek 1ényegesen kisebbek, mint
egy: ¢<<1, y<<l1.

60. Két erérendszer statikai szempontbol mikor egyenértékii egymassal?
Két erérendszer statikailag egyenértékii, ha azonos nyomatéki vektorteret hoznak Iétre.

61. Két erérendszer szilardsagtani szempontbol mikor egyenértékii egymassal?

Két, ugyanarra a testre hato erérendszer szilardsagtani szempontbdl egyenértékil, ha azok — a
test kis részétol (a terhelés kozvetlen kornyezetétol) eltekintve — a testnek ugyanazt az alakvalto-
zasi allapotat hozzak létre.

62. Ismertesse a Saint-Venant elvet!

Szilard test alakvaltozasakor a test valamely ugyanazon kis feliiletén hatod, nyomatéki teriik vo-
natkozasaban egyenértekill erérendszerek — a kis feliilet kozvetlen kornyezetének kivételével- jo
kozelitéssel ugyanazt az alakvaltozasi allapotot hozzak 1étre.

Elemi kornyezetnek / tomegpontnak / elemi tomegnek a szilardsagtanban egy olyan kis testrészt

tekintlink, amelynek méretei a test méreteihez képest elhanyagolhatéan kicsik.

Az elemi kornyezet szilardsagtani allapotait az elemi kornyezet egy pontjdhoz (a kdzéppontja-
hoz) kotott mennyiségekkel irjuk le.

64. Mi az elemi triéder?
A P pontban felvett, terhelés el6tt egymasra merdleges €,, €, , €, egységvektor harmas.
Feltételezziik, hogy az elemi triéder a P pont elemi kornyezetén beliil helyezkedik el.

65. Milyen részekre bonthatd szilard test P pontja elemi kdrnyezetének elmozdulasa?

- parhuzamos eltolasra €s
- fajlagos relativ elmozdulésra.
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66. Milyen mennyiséggel adhatd meg egyértelmiien test P pontja elemi kornyezetének fajlagos,
relativ elmozdulési allapota? Adja meg a jellemzé mennyiséget diadikus alakban!

A P pont elemi kornyezetének fajlagos, relativ elmozdulasi allapotat a derivalt tenzor jellemzi
egyértelmiien.

A derivalt tenzor diadikus értelmezése: D = (UX o€, +U o€, +U,0E, ),
ahol az U, , az u, ésaz U, az €,,€ ,€, elemi triéder vég-

pontjainak fajlagos, relativ elmozdulés-vektorai és o a
diadikus szorzas jele.

67. Adja meg a derivalt tenzor szimmetrikus és ferdeszimmetrikus részének kinematikai tartalmat!

A derivalt tenzor felbontasa: D = A+y = %( D+D' )+%( D-D'),

ahol a szimmetrikus rész az A alakvaltozési tenzor és a ferde-

szimmetrikus rész a 7 forgato tenzor.

68. Adja meg az alakvaltozasi jellemzok értelmezését!
a) &, ¢,, &, - fajlagos nyuldsok
Pl. az &, az egységnyi, X iranyu hossznak a terhelés hatasara bekdvetkezé megvaltozasa.
Az &, akkor pozitiv, ha az egységnyi hossz a terhelés hatasadra megnovekszik.
D) ¥ =7y Ve =Yy Y =V - fajlagos szégtorzulasok (szogvaltozasok).
Pl.a y,, az egymassal 90°-0s szoget bezard X és y iranyok szogének a terhelés hatasara

bekovetkez6 megvaltozasa.
Az y, akkor pozitiv, ha a 90°-os sz6g a terhelés hatasara csokken.

crer

matrixat derékszogii descartesi koordinata-rendszerben!

a) Az alakvaltozasi tenzor diadikus alakban: A= (&X o€, +a, o€ +a,c°F, ) , ahol az alakvalto-

zasi vektorok az alabbi alakuak:

- . 1r 1 _ _ 1 _ 1 . . 1 ~ ~
ax:gxex+§7/yxey+§yzxez7ay:nyyex+gyey+§7/zyez’ azzzyxzex_'_gyyzey_'_gzez

¢és o adiadikus szorzas jele.

3 : v : /4
X 2 Xy 2 Xz
e s 1 1
b) Az alakvaltozasi tenzor matrixa: [ é] =13 T &y 5 Yy
1 1
_E Vax 57/ 7y &, ]

70. Szemléltesse az alakvaltozasi tenzort az elemi triéderen!
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Agz
Lot 1
2 Xz 2 yz
Aéz
1 a 1

57V yx

. 5 57 xy

2

71. Hogyan szamithatok az alakvaltozasi tenzorbol az adott fi és m (f-m=0) egységvektorokkal
megadott irdnyokhoz tartozoé fajlagos nyulasok és szogtorzulasok?

A fajlagos nytlasok szamitdsa: &, =n-A-f, ¢, =m-A-m.
A fajlagos szdgtorzuldsok szamitasa: 1 Vom = % Yan =0N-A-m=m-A-n.

Az dsszefliggésekben - a skalaris szorzas jele.

72. Mi a fesziiltség?

A fesziiltségvektor a testben terhelés hatasara fellépo, feliilet mentén megoszl6 belsé erérendszer
stirliségvektora.

73. Hogyan szamithatok ki a fesziiltségvektor dsszetev6i? Az OsszetevOkre bontast abran is szemlél-
tesse!

A normal fesziiltségi 0sszetevo:
G,=o,i=(A-p,)n.

A csusztato fesziiltségi 6sszetevo:
T, =p,—o,fi=(Axp,)xn.

74. Hogyan szamithatok ki a fesziiltségvektor koordinatai? A koordinatakra bontast abran is szemlél-
tesse!

A normal fesziiltség koordinata:
o,=n-c,=(A-p5,).

m\
=1

A csusztato fesziiltségi koordinatak:
z-mn:rﬁ'ﬁn:r_ﬁ"fn’ z-Inzl'ﬁnzl'i:n'
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xat derékszogii descartesi koordinata-rendszerben!
a) A fesziiltségi tenzor diadikus alakban: F = ( Py o€ +p,°€ +p,°E, ) ,
ahol a fesziiltségi vektorok az alabbi alakuak:

p, =0k +7,6 +7,€, p, =76 +08€ +7,€6, p,=17,E +7,6 +0,€,.

x>z zy -z

O, Txy Ty
b) A fesziiltségi tenzor matrixa: [5] =7, O, T,
Ty sz o,

77. Hogyan szamithatok ki a fesziiltségi tenzorbol az adott i normalisu sikon fellépé o, és r,,, fe-
sziltség koordinatak?

A normal fesziiltségi koordinata: o, =fi-p, =n-F-n.

A csusztaté fesziiltsegi koordinata: 7, =7z, =m-p, =n-F-m=m-

mn nm n

M
=1

Az Osszefliggésekben - a skaldros szorzas jele.

78. Adja meg a fesziiltségi féiranyok és féfesziiltségek értelmezését!

Ha az & egységvektorra L elemi felilleten 7, =0 és ebbél kovetkezéen p, = o€, akkor az &

fesziiltségi fotengely (fesziiltségi f8irdny) és o, -re L elemi feliilet sikja féfesziiltségi sik.
Megjegyzések:
- A o, is lehet zérus (,59 =6)
- Minden P pontban létezik legalabb harom féirany, amelyek kolcsondsen merdlegesek egy-
masra.
79. Irja fel a fesziiltségi tenzor fétengely problémajat sajatérték feladatként!

Kérdés: Van-e olyan € irany, amelyre fennallnak az alabbi 6sszefliggések?

pe:Gee’
F-€=0,E-€,
(5—065)@:6
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Vilasz: mindig van legalabb harom ilyen € irdny.

Elnevezés: € — féirany/ftengely irany egységvektora, o, — fofesziiltség.

80. irja fel a fesziiltségi tenzor fétengely (sajatérték) feladatinak karakterisztikus egyenletét és adja

meg a fesziiltségi tenzor skalar invariansait!

Karakterisztikus egyenlet: o - F 07 + F,0, - F, =0.

A fesziiltségi tenzor els6 skalér invariansa: F, =0, +0, +0,.

1. 7 - , . P <y O-y z-xy Oy Ty Oy Txy
A fesziiltségi tenzor masodik skalar invariansa: F; = + +
7y o, T O, Tyz Jy
Oy z-xy Ty
A fesziiltségi tenzor harmadik skalar invariansa: F,, =z, o, 7,
Tox sz o,

81. Ertelmezze az [i] fesziiltségi tenzor ¢és az [ é] alakvaltozasi tenzor deviator tenzorait!

82.

83.

a) A fesziiltségi deviator tenzor: F =F —o,E,
F o,t+to,+o .. w1, o
ahol o, = ?' =X Y " akdzepes fesziiltség.

3
b) Az alakvaltozasi deviator tenzor: A = A-g E,
e te, +e
ahol ¢ = % = % a kdzepes nyulas.

Ismertesse a fesziiltségi és az alakvaltozasi tenzor devidtoros és gdmbi részre torténd felbontasat.

Adja meg az egyes részek fizikai (geometriai) tartalmat €s a fesziiltségi deviator fontos tulajdon-
sagait!

Felbontas: F=F +o,E, A=A +&E.
Az E ¢s A, deviatoros részek az alakvaltozas tiszta torzulasi részét jellemzik.
A o,E ¢és g E gOmbi részek az alakvaltozas tiszta térfogat valtozasi részet jellemzik.

A fesziiltségi deviator tenzor elsd skalar invariansa zérus: F, =0.

Adja meg a fajlagos alakvaltozasi energia értelmezését, kiszamitasat, fizikai tartalmat és legfon-
tosabb tulajdonsagat!

Ertelmezés és kiszamitas:

u(f)=£~é=%(f)xoéx+ B, o€, + P, €, ) (&, o6, +4d, o6, +d, o6, ) =

o 1
=§(px'ax+py'ay+pz'az)za(o-xgx—l—aygy+O_zgz+Txy7xy+z-yz}/yz+z-x27/xz)'

ahol a -- a kétszeres skalaris szorzas jele.

Az u (F) fajlagos alakvaltozasi energia megadja a test I helyén levo egységnyi térfogatban fel-
halmozott alakvaltozasi energiat.
Tulajdonsag: a u (F) fajlagos alakvaltozasi energia pozitiv skalar mennyiség.

19



84. Adja meg a fajlagos alakvaltozasi energia felbontasat tiszta torzulasi és tiszta térfogat valtozasi
részre és ismertesse az egyes részek kiszamitasi modjat!

Felbontas: u(F)=u; +u, .
A fajlagos torzulasi energia:

1 2 2 ) ) , ,
t =%|:(O-X_Uy) (Uy—UZ) +(02_0x) +6(Txy+7yz +TXZ):|ZO.
1 1 1-2v
A fajlagos térfogat valtozasi energia: U, =—AF =—— E2>0.
o - gt =g AR =G Ty

85. Ismertesse a mechanikai energia tétel alkalmazasat rugalmas testek szilardsagtani feladataira!
A mechanikai energia tétel: E, —E =W, =W, +W;,
ahol:
- E, arendszer (test) mozgasi (kinetikai) energiaja a terhelés elétt,
- E, arendszer (test) mozgasi (kinetikai) energidja a terhelés utan,
- W, akiils6 és belsé er6k munkaja a terhelés soran (a 1 és 2 allapot kozott),
- W, akiils6é er6k munkaja a terhelés soran (az 1 és 2 allapot kozott),
- W; abelsd er6k munkaja a terhelés soran (az 1 és 2 allapot kozott).
A szilardsagtanban: E =E, =0, ezért: W, =W, +W,; =0, azaz W, =-W,; =U +W,,,
ahol:

- U arendszerben (testben) felhalmozott rugalmas alakvaltozasi energia és
- W, adisszipacios (elnyelt) energia.

Rugalmas alakvaltozas esetén: W, =0, ezért: W, =U .

Lineérisan rugalmas: az alakvaltozasok és a fesziiltségek kozott linedris fliggvénykapcsolat van.

Izotrop: az anyagi viselkedés iranytol fliggetlen. (Példaul a fémek esetében.)

87. Irja fel az altalanos Hooke torvény mindkét tenzoros alakjat és adja meg az egyenletekben sze-
repl6 mennyiségek jelentését!

Az altalanos Hooke- torvény két, egymassal egyenértékii alakja:
a)Azi(F—ﬂEj, 8) F:ZG(A+ VA Ej.
= 26\~ 1l+v= = = 1-2v=
Az egyenletekben szerepld mennyiségek jelentése:
G — csUsztato rugalmassagi modulus
v — Poisson —tényez6

} anyagjellemzok,

. 100
F, — afeszultségi tenzor 5 L )
s elso skalar invariansa , [E] =0 1 0| —azegységtenzor.
A, — az alakvaltozasi tenzor = 00 1

88. Mi a méretezés, ellenOrzés célkitlizése?
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Annak elérése, hogy a szerkezet rendeltetésszerli hasznalat esetén eldirt ideig és eldirt biztonsag-
gal az adott terhelést elviselje anélkiil, hogy benne karosodas 1épne fel.

89. Mi torténik a fesziiltségcsucsra torténd méretezes, ellendrzés esetén?

91.

92.

93.

A szerkezet veszélyes pontjaban kiszamitott, a tonkremenetelre jellemzo redukalt fesziiltséget
hasonlitjuk 6ssze azzal a megengedett fesziiltséggel, amelynél mar karosodas 1¢p fel.

crer

Olyan fesziiltség, amely a pontbeli fesziiltségi allapotot tonkremenetel szempontjabol egyértel-
mien jellemzi. A redukalt fesziiltség bevezetésével a tetszéleges térbeli fesziiltségi allapotot
egytengelyl fesziiltségi allapotra vezetjiik vissza.

Ismertesse a Coulomb-féle tonkremeneteli elméletet!

A Coulomb elmélet szerint egy fesziiltségi allapot akkor nem okoz karosodast, ha a fesziiltségi
allapothoz tartozo6 legnagyobb normal fesziiltség kisebb az anyag szakitoszildrdsaganal. A Cou-
lomb elméletet rideg anyagok esetén szokas alkalmazni.

A Coulomb-féle redukalt fesziiltség: o, (Coulomb) = o, = max(|oy|,|o3|)

ahol: o, a legnagyobb, o, pedig a legkisebb fofesziiltség.

A Coulomb elmélet szerint a pontbeli fesziiltségi allapotot karosodas szempontjabdl a legna-
gyobb abszolut értékli normal fesziiltség jellemzi.

Ismertesse a Mohr-féle tonkremeneteli elméletet! Hogyan értelmezziik a Mohr-féle redukalt fe-
sziiltséget?

A Mohr elmélet szerint egy fesziiltségi allapot akkor nem okoz karosodast, ha a fesziiltségi alla-
pothoz tartozo legnagyobb normal Mohr-kor atméréje kisebb, mint a megengedett fesziiltség. A
Mohr elméletet alakithato anyagok esetén szokas alkalmazni.

A Mohr-féle redukalt fesziiltség: o, (Mohr)=0, -0,

ahol: o, alegnagyobb, o, pedig a legkisebb fofesziiltség.

Mohr szerint a pontbeli fesziiltségi allapotot karosodas szempontjabol a legnagyobb Mohr kor
atmérdje jellemzi.

Ismertesse a Huber-Mises-Hencky-féle tonkremeneteli elméletet! Hogyan értelmezziik a Huber-
Mises-Hencky-féle redukalt fesziiltséget?

A Huber-Mises-Hencky-féle elmélet szerint két fesziiltségi allapot karosodas szempontjabol ak-
kor egyforman veszélyes, ha torzulasi alakvaltozasi energiajuk megegyezik. A Huber-Mises-
Hencky-féle elméletet alakithaté anyagok esetén szokas alkalmazni.

A Huber-Mises-Hencky-féle redukalt fesziiltség:

Oreg (HMH ) = \/%[(01_62)2 (o, —a3) + (o _61)2} ’
vagy

Oreg (HMH ) = \/%[(O'X —Gy)

ahol: o,,0,,0, féfesziiltségek,

2 2 2 2, 2, 2
+(O'y—62) +(o,—0y) +6(Txy+ryz+rzx) ,

o,,0,,0, normal fesziltsegek,
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Toy1Tyr Ty, CSUSZEato fesziiltségek.

A Huber-Mises-Hencky-féle redukalt fesziiltség aranyos az U, fajlagos torzuldsi energiaval.

94. Ismertesse a méretezés, ellendrzés gondolatmenetét radszerkezetek esetén!

- A rudszerkezet veszélyes keresztmetszetének megkeresése, meghatarozasa. A veszélyes ke-
resztmetszet az, ahol legnagyobbak az igénybevételek.

- A veszélyes keresztmetszeten a veszélyes pontok megkeresése, meghatarozéasa. A veszélyes
pontok azok, ahol legnagyobb a o, redukalt fesziiltség.

- A vesz€lyes pontokban a méretezés, ellendrzés elveégzése: o g ma <O, -

95. Sikgorbe rudak Grashof-féle elméleténél hogyan értelmezziik a gorbiileti sugar eldjelét?

A kozépvonal mentén a pontokat az s ivkoordina-
taval azonositjuk.

- ha az ivkoordinata mérésének irdanyaban haladva
a gorbiileti kozéppont jobbkézre esik, akkor
po>0,

- ha az ivkoordinata mérésének iranyaban haladva
a gorbiileti kozéppont balkézre esik, akkor p, <0.

96. Ismertesse a Grashof-hipotézist!
- alakvaltozas utan a keresztmetszetek sikok maradnak és merdlegesek maradnak a deformalodott
kozépvonalra,
- az alakvaltozas sordn a p, sugaru, koriv alaka kdzépvonal p sugart korivvé gorbill az M,

nyomaték hatasara.

97. Adja meg a Grashof-formulat és a benne szereplé mennyiségek jelentését!

M M
Grashof - formula: o, (7)=—"0 + o
PoA L potr
I = I andA - a keresztmetszet & tengelyére szamitott redukalt masodrendii nyoma-
+
(Ao ték (altalaban 1, >1,).

M,, - a hajlitd nyomaték,

A - a keresztmetszet teriilete,

P, - arud kozépvonalénak gorbiileti sugara,

n - annak a pontnak a helykoordinataja, amelyben a fesziiltséget meg akarjuk hatarozni.

98. Adja meg a Grashof - elmélet alkalmazhatdsagi tartomanyait!

Ha 22 < 3-4, akkor a Grashof —formulatés az I, — t hasznéljuk.
€

max

Ha 3-4 <22 <8-10, akkor a Grashof —formulat és az I, ~ I .-t hasznaljuk.
€

max
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. A M
Ha 2o > 8-10, akkor a gorbe rud egyenes rudkent kezelheté: o, = I g,
e
¢

max

99. frja le a Grashof-elmélet altalanositasanak feltételeit és az altalanositdsnal hasznalt osszefliggé-
seket!

Tapasztalatok szerint a Grashof-féle elmélet akkor is jo kozelitésként hasznalhato, ha

- a sikgorbe rad igénybevétele tetszéleges sikbeli igenybevetel: N, T .M,

- a kozépvonal nem koriv, de feltételezziik hogy a gorbiileti sugér csak kismértékben ¢és lassan
valtozik a rud kozépvonala mentén,

- a rud nem prizmatikus, de feltételezziik hogy a keresztmetszet alakja, vagy geometriai elhe-
lyezkedése csak kismértékben és lassan valtozik a rad kdzépvonala mentén.

Kozelité megoldas (szuperpozicio):

My n My £

Apy | potm

Hajlitas: o, =

Hlzas/nyomas: o, =—
(77) egyenes rudakra vonatkozo 6sszefliggés .
Nyiras: T, =—l it

100. Mikor statikailag hatarozott egy radszerkezet?
- Ha a szerkezet tamasztoerdi egyértelmiien meghatarozhatok statikai egyensulyi egyenletek segit-
ségével.
- Ha az ismeretlen tdmasztéerd koordinatak szama megegyezik a rendelkezésre all6 statikai egyen-
sulyi egyenletek szamaval.

101. Mikor statikailag hatarozatlan egy rudszerkezet?

- A szerkezet tamasztoer6i nem hatarozhatok meg kizarélag statikai egyensulyi egyenletek fel-
hasznalasaval.

- Ismeretlen tdmasztoerd koordinatdk szama nagyobb, mint a rendelkezésre allo statikai egyenletek
szama.

102. Hogyan szamithato6 ki radszerkezet alakvaltozasi energiaja?
Az egész rudszerkezet alakvaltozasi energidja:
u= U, + U, + U, + U;
hizas-  hajlitds csavaras nyiras
nyomas
Rudszerkezeteknél legtobb esetben: U; =0, (U, <U,U,,UL).
2 M2 M 2 2
N D Moy M g
AE ILE LLE IG

Az alakvaltozasi energia részletesen kiirva: U = % I
0]

X,y akeresztmetszet tehetetlenségi fétengelyei, | a ridszerkezet kdzépvonalanak hossza.
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103. Ismertesse a radszerkezetek alakvaltozasanak szamitasara alkalmas Castigliano-tételt!
A Castigliano-tétel: ~ elmozdulasokra: u, = ﬁ Vv, = Q W, = Ay
ok, oF, oF,
ouU _ou _oJ

aMix ! l//iy - aMiy ' l//iZ - aMiZ *
- A szerkezetet terhel6 F erd P tdmadaspontjanak F irdnyaba esé elmozduldsa egyenld a

szerkezet belso energidjanak az F, erd szerinti parcialis derivaltjaval.

szogelfordulasokra: y,, =

- A szerkezetet terhel6 M, nyomaték P, tamadéaspontjaban levd keresztmetszetnek az M,

nyomaték irdnya (tengelye) koriili szogelfordulasa egyenld a szerkezet belsé energidjanak az
M, nyomaték szerinti parcialis derivaltjaval.
104. Adja meg a rugalmas test allapotat jellemzo mezoket!

=0 (X,Y,2) elmozdulasi vektormezd,

(x,y,z) alakvéltozasi tenzormezo,

C IITI II)> Ci

=A
5 X,y,z) fesziltségi tenzormezd,

.Y, 2) fajlagos alakvaltozasi energiamezo.

105. Irja fel a szilard testre vonatkozé egyensulyi egyenletet koordinata rendszert6l fiiggetlen vekto-

ridlis alakban és adja meg a skalaris egyenleteket x,y,z derékszogli descartesi koordinata-
rendszerben!

Vektoridlis alak: F-V+G=0.
ahol: F a fesziiltségi tenzor,

V a Hamilton-féle differencial operator és
4 a térfogati terhelés siiriségvektora.

Skalaris egyenletek X, Y,z koordinata-rendszerben:

8Gx aTXy asz
+ +q, =0,
ox oy 0z
0T, N oo, . oz, +q, =0,
oXx oy oz
az.zx ﬁrzy ao-Z q, = 0
ox oy oz

106. Vezesse le a szilard testre vonatkozo egyensulyi egyenlet koordinata-rendszert6l fiiggetlen vek-
torialis alakjat! A levezetéshez készitsen magyarazo abrat!

Térfogati erék: dF = GdV, feliileti ersk: dF = pdA=F -fdA
AdA

AV zart térfogatra haté er8k egyenstlya: F =0= j qdv + J E-
V) (A)
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107.

108.

A Gauss-Osztrogradszkij-féle integralt alalakitési tétel: | F-idA= [ F-vaV.
(A) V)
Ezt felhasznalva: F =0= _[ (q +£-V)dV :
V)
Az egyensuly barmely V vélasztas mellett teljesiil, ezért: F -V +q = 0.

Adja meg a derivalt tenzormezd és az elmozduldsmezd, az alakvaltozési tenzormezd és az
elmozduldsmezd, valamint a forgatod tenzormezd és az elmozduldsmezd kapcsolatat koordinata
rendszert6] fliggetlen alakban!

A derivalt tenzor: 2 =UoV.
Az alakvaltozasi tenzor: A= %(U oV+Vo U) .

A forgato tenzor: ¥ = %(UOV'FV ol).

ahol: U az elmozdulasi vektormez6, V a Hamilton-féle differencial operator és
o a diadikus szorzas jele.

frja fel az alakvéltozasi jellemzok és az elmozdulas-koordinatak kozotti kapcsolatot skalaris
alakban!
ou ou ov
gX:_’ yxy:__'__’
OX oy oX
A _ow v
y ay 1 7/zy ay 82 ’
ow ou ow
&, = Va =+t ——-
oz 0z OX

109. Vezesse le az E rugalmassagi modulus és a G cstsztatd rugalmassagi modulus kdzotti kapeso-

o, =2G {gz +

latot!
Egytengelyii fesziltségi allapot esetén: ¢, =&, =-ve,.
Az egyszerli Hooke torvény: o, = Eg, .

Az altalanos Hooke torvény:

\"

ZV(SX +é, +82)} = ZG{gZ +

l_2\/(—v<9z +e&,+¢, )} =2G[¢g, +ve, | =2G (1+V)¢,

Az egyszerii és az altalanos Hooke torvényt 6sszevetve: E =2G(1+V).

110. Irja fel a dinamikai és a kinematikai peremfeltételeket koordinata-rendszertdl fiiggetlen alakban!

Dinamikai peremfeltétel: F-n=p, az A, —n.
Kinematikai peremfeltétel: U=U, az A, -n.
A P, ismert feliileti terhelés, az U, ismert elmozdulas.

Ap - a test feliiletének az a része, ahol a feliileti terhelés

ismert.
A, - a test feliiletének az a része, ahol az elmozdulas is-

mert.
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111. Adja meg a rugalmassagtan egyenletrendszere esetén az egzakt és a kozelité megoldas fogal-
mat!
Egzakt megoldas esetén a keresett U, A, F mezdk az egyenletrendszer és a peremfeltételek

minden egyenletét kielégitik.
Kozelitd megoldas esetén a keresett U, A, F mezdk az egyenletrendszer ¢s a peremfeltételek

nem minden egyenletét elégitik ki.

112. Adja meg a kinematika ¢s a kinetika értelmezését!

Kinematika: Az anyagi pontok ¢és a merev testek mozgasanak leirasa.
Kinetika: Az anyagi pontokra (tdmegpontokra) és a merev testekre hatd erdk, nyomatékok és a
mozgés kapcsolatanak tisztazasa. A mozgas okainak leirésa.

crer

113. Irja le anyagi pont mozgasfiiggvényének definiciojat!
Mozgasfiiggvény: az anyagi pont helyzetét meghatarozo F=Fr (t) helyvektor-idé fiiggvény.
Meértékegysége: m (méter).

. . Palyagorbe:
palyagorbe araserbe

1. definicié: Az a térgdrbe, melyen az anyagi pont a moz-
gas sordn végighalad.

2. definicio: Az F=F(t) mozgasfiiggvény altal meghata-

rozott térgorbe.

114. Hogyan adhatd meg anyagi pont mozgasfiiggvénye?
- Vektorialis alak DDKR-ben: F(t) = x(t)€, + y(t)€, +z(t)€,,
HKR-ben: r(t) =R(t)€; +z(t)€,, ahol €& =cosg€, +singE, .

- Skalaris alak DDKR-ben: x=X(t), HKR-ben: R=R(t),
y=y(), p=o(t),
z=12(t), z=1(t).

115. Adjameg az €,fi,b természetes koordinata-rendszer értelmezését:

) P - fvkoordinata: a palyagdrbén egy O kezdSponttél mért elbjeles s
= g . 1
e ivhossz (eldjeles tavolsag).
—> —
\—m Kiséré triéder: €,n,b — a gorbe természetes koordinata-
n rendszerének egységvektorai.
e e, . _dr .
- Erintd iranyu egységvektor: € = & | € | =1
S
p 1 . € 1
- Fénormalis egységvektor: — =xN=—n, | n | =1
S P



(x atérgorbe gorbiilete a P pontban, p a térgorbe gorbiileti sugara a P pontban)

- Binormalis egységvektor: b=€xn, ‘ b ‘ =1

116. Adja meg a sebességvektor, a pillanatnyi sebességvektor és a palyasebesség értelmezését és
tulajdonségait!

Sebességfiiggvény: a mozgasfiiggvény 1d6 szerinti elsé derivaltja.

V(t) =r(t) = % . Meértekegysége: m/s.
Pillanatnyi sebességvektor: a sebességfliggvény egy adott t, iddpillanatban felvett értéke.
v = V(tl) :

Tulajdonséagai: - vektor mennyiség,
- irdnya azonos a palyagorbe érintdjével.

. s oy df drds  _ds(t) .
Bizonyitas: V(t) = pralnami € prak gv(t)=v(t)€.
ds(t)

dt
Tulajdonsagai: - a sebességvektor érintd iranyu koordinataja,

- eldjeles skalar mennyiség,

Palya menti sebesség (palyasebesség): v(t) =

- eldjelét az s ivkoordinata irdnyitasa hatdrozza meg.

117. Adja meg a kdzepes sebesség értelmezését!

Az elmozdulasvektor: AL, =1, —F =r(t,)-r(t)

A kozepes sebesség: mindig egy megadott iddintervallumra
vonatkozik.

A <t,t, > iddintervallumra vonatkozo kdzepes sebesség:

o _T)-T(t) 5% _ AL,
< tz_tl _tz_t1_At12.

Hodograf: Az a gorbe, amit a V(t) sebességvektorok vég-

V(t) hodograf pontja irle a v,,v,,v, koordinata-rendszerben.

A gyorsulasvektorok a hodografgorbe érintdi.

119. Adja meg a gyorsulasvektor, a pillanatnyi gyorsulasvektor, valamint a palyagyorsulas és a nor-
malis gyorsulas értelmezését €s tulajdonsagait!

Gyorsulasfiiggvény: a sebességfiiggvény 1d6 szerinti elsé derivaltja.
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120.

121.

122.

123.

124.

2>
ak)= d Vt(t) = ddzgt) . Mértékegysége: m/s’.

Pillanatnyi gyorsulasvektor: a gyorsulasfiiggvény egy adott t, idépillanatban felvett értéke.

8 =a(t).
Tulajdonséagai: - vektor mennyiség,
- a palyagorbe simulosikjaba esik,
- érint6- és fonormalis iranyu 0sszetevokbol all.

Palya menti gyorsulas (palyagyorsulas): a,(t) = d\(/j(tt)
Az a_(t) a sebességvektor nagysaginak megvaltozasabol adodik.

Normalis gyorsulas:  a,(t) =

ol
yo,
Az a (t) asebességvektor iranyanak megvaltozasabol adodik.

Adja meg merev test / anyagi pont szabadsdgfokanak értelmezését és a szabadsagfok értékét
sikmozgas ¢és térbeli mozgas esetére!

Szabadsagfok: A test (merev test, anyagi pont) helyzetét (mozgéasat) egyértelmiien megado,
egymastol fliggetlen skalaris fiiggvények (skalaris koordinatak / paraméterek) n
szama.

Sikmozgas esetén anyagi pontra: n=2, merev testre: n=3.
Térbeli mozgas esetén anyagi pontra n =3, merev testre: n=6.

Ertelmezze merev test sebességallapotat és merev test gyorsulasallapotat!

Merev test sebességallapota: A testet alkotd pontok egy adott iddpillanatbeli sebességeinek
Osszessége (halmaza).

Merev test gyorsulasallapota: A testet alkotd pontok egy adott iddpillanatbeli gyorsula-sainak
Osszessége (halmaza).

Adja meg merev testhaladdo mozgasanak és forgd mozgasanak értelmezését!

Merev test haladdé mozgasa: A test onmagaval parhuzamosan mozdul el. A test minden
pontjanak azonos az elmozdulésa.

Merev test forgdbmozgésa: A test pontjai a test két nyugalomban 1év6 pontjat 6sszekotd tengely,
a forgastengely koriil koncentrikus koriveken mozdul-nak el.

Milyen esetben beszéliink merev test elemi mozgésarol és véges mozgasarol?

Merev test elemi mozgéasa: A test végteleniil rovid 1d6 alatt bekdvetkezd (egy iddpillanatban
torténd) mozgasa.

Merev test véges mozgasa: A test hosszabb, <t,t, > idéintervallum alatt végbemend mozgasa.

Hogyan lehet megadni merev test helyzetét?
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A merev test helyzete: T, =T, (t, f ) = r,(t) T (L, Pne )
) H_/ %K—J
3 lin. fuggetlen 3 lin. fuggetlen
fuggvény fuggvény

A merev test helyzete (a merev test tetszéleges P pontjanak helye) mindig 3+3=6 fiiggetlen
skalaris koordinataval (skalaris fiiggvénnyel) adhat6é meg.

- A merev test haladé mozgasa / transzlacioja az A pont elmozdulasvektoraval jellemezhet6:
AT (1) =T, (t)—F, (L)
- A P pont forgd mozgasbodl szarmazd elmozdulésa:
Xeo | | COS(X,E) cos(x,77) cos(X,&) [ En
=(t)~,5AP , részletesen kifrva |y, |=|cos(y,&) cos(y,77) €oS(Y,<) || 74
Zpe | |COS(Z,&) cos(z,7) cos(z,8) || S

s

o

—~~
—+

~
Il

N—"

125. Hogyan adhat6 meg merev test sebességallapota?.

A tetszdleges P pont sebességvektora / sebességfiiggvénye:

v, (t ~ ): ar (t’pAP) _ ar, (t) " e (t’pAP)

1 Pap

ot ot ot ’
Ve (t!ﬁAP):r}P (t!IBAP): VA(t) + Vi (tUBAP)
pillanatnyi pillanatnyi

halad6 mozgas forgd mozgas
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- Ha p,, rogzitett (allando), akkor a rogzitett P pont (P tomegpont) hodografjat kapjuk:
Vi (t, Ppp =4ll.) =V, (t).

- Ha t rogzitett (allando), akkor a test sebességallapotat, 6sszes P pontjanak sebességvektorat
kapjuk egy rogzitett idépillanatban: Vi, (t =8ll., s ) = Ve (e ) =V (Ppp ) +Vap (e ) -

126. Adja meg az Osszefiiggést merev test két pontjanak sebessége kozott!
Vg =V, +@OxTyg.
Analégia (Statikabol): M, =M, +F xT,g.

Az V,,® ismeretében a merev test barmely pontjanak sebessé-

Ve ge meghatarozhato.

Merev test sebességallapota egyértelmiien megadhatdé o, V, redukalt vektorkettdssel.
Merev test két kiillonb6zd pontjdnak sebessége altalaban nem egyenld.

Kivétel : - @=0,
|

127. Adja meg az elemi nyugalom, az elemi haladomozgas, az elemi fogdémozgas és a pillanatnyi for-
gastengely értelmezését!

Elemi nyugalom: Az adott id6pillanatban a test minden pontjanak zérus a sebessége: V, =V, = 0.

Elemi haladémozgas: Az adott iddpillanatban a test minden pontjanak azonos a sebessége:

V, =V =V, =V,.
Elemi forgobmozgas: Az adott idOpillanatban a test minden A pontjanak sebességvektora mero-
leges a test @ =0 szdgsebességére: @-V, =0.
A pillanatnyi forgastengelyt a test P azon pontjai alkotjak, amelyeknek zérus a sebessége:
vV, =0
128. Adja meg az elemi csavarmozgas és a pillanatnyi csavartengely értelmezését!
Elemi csavarmozgas: Az adott iddpillanatban a test minden A pontjanak sebességvektora nem
merdleges a test @ =0 szdgsebességére: oV, #0.
Az A pont sebességének van az @ szogsebességre es6 vetiilete.
Pillanatnyi csavartengely: a test P azon pontjai alkotjak, amelyeknek a sebessége parhuzamos a

szogsebesség vektorral: @xV, =0.

129. Adja meg a pillanatnyi forgastengely / csavartengely egy pontjanak meghatarozasara szolgalo
Osszefliggést!

A csavartengely / forgastengely A ponthoz legkdzelebb levd D pontjanak helyvektora
(FpLlad):
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L oxV,
r =
AD 2
w

130. Adja meg az elemi sikmozgas €s a sebességpolus mindkét értelmezését!

Elemi sikmozgas:
1. definicio: Ha a test barmely pontjanak sebessége merdleges @ -ra, azaz parhuzamos az @ -ra
merdleges sikokkal.
2. definicié: A test pontjai egy alapsikkal (egy @ -ra merdleges alapsikkal) parhuzamos sikok-
ban mozognak.
Sebességpolus:
1. definicio: A siknak az a P pontja, amelynek zérus a sebessége - V; =0.

2. definicio: A pillanatnyi forgastengelynek a P doféspontja a mozgas sikjan.

131. Mi a sebességabra? Milyen esetben rajzolhat6 sebességabra?
Sebességabra: Egy adott idOpillanatban kozos kezddpontbol felmérjiik a test jellemzd

pontjainak sebességvektorait.

A sebességallapot elemi sikmozgas esetén szemléltethetd sebességabraval. (Sebességabra csak
elemi sikmozgas esetén rajzolhato.)

132. Adja meg merev test két pontjanak gyorsulasa kozotti 0sszefliggést altalanos (térbeli) és sikbeli
esetben!
A merev test A és B pontjanak gyorsulasa kozotti sszefiiggés altalanos (térbeli mozgas) esetén:

dy =8, +ExXTg +OX(DxTg).

. do , ,
E=r a merev test szoggyorsulasa.

Az & az egész merev testre jellemz0 mennyiség.

Mértékegysége: rad/s”.

Tétel: a merev test gyorsuldsallapota (barmely B pontjanak gyorsuldsa) az &,,o €s az &€ meny-
nyiségekkel adhatdo meg egyértelmiien.

A gyorsulasok kozotti 0sszefiiggés sikmozgas esetén:

Ha xy a mozgas sikja: @d=w€,, £=¢€,, Mg =R,g +7,5€, =(XAB €+ Y éy)+ 756, .

133. Adja meg tomegpontrendszer és merev test A pontra szamitott statikai nyomatékanak értelme-
z¢ését és mértekegységet!
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ZA
m, Tomegpontrendszer A pontra szamitott statikai nyomatéka:

n
SA = Z FAi m;
i=1

Merev test A pontra szamitott statikai nyomatéka:
Sy= [ Fdm= [ rpdv.
(m) V)
p — a merev test anyaganak tOmegslirlisége (az egységnyi
térfogatban levo tomeg).
p —aB pontbdl a dm elemi tomeghez mutatd helyvektor.

A statikai nyomaték mértékegysége: kgm.

134. Adja meg merev test sulyponti tehetetlenségi tenzoranak diadikus és matrixos eldallitasat!

z A tehetetlenségi tenzor diadikus eldallitasa:
;= [ [(BYE~(B=p)]dm.
-

P=XE, +Y€ +12€6,, E —azegységtenzor.

2

y Meértekegysége: kgm®.

A tehetetlenségi tenzor matrixos eldallitasa:

‘]x _‘]xy _‘]xz
[is]: -J, J, —J, | —szimmetrikus tenzor.
-J, -J J

X 7y z

135. Adja meg a tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékok értelmezését €s elnevezését!

J, —amerev test X tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatéka,
JX: J‘ (y2+22)dm X g yr g y

(m) J, —amerev testy tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatéka,
J, = j (x* +2z%)dm ¢ >0.
(m)
J, = J (x* +y*)dm
(m)

J, —amerev test z tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatéka.

136. Adja meg a sikparra szamitott (centrifugalis) tehetetlenségi nyomatékok értelmezését!
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J,, =J , —atestnek az yz - zx sikparra szamitott tehetetlenségi

] ] d xy yx y p g
Xy T Yyx (,[ | Xyam nyomatéka,

m > .

;3 d 0 J,=J, —atestnek az zx - xy sikparra szamitott tehetetlenségi

= = Zdm = .

vy (F[ ) y nyomatéka,

< . . -

33 = J- «zdm J,, =J, —atestnek az xy - yz sikparra szamitott tehetetlenségi
o ™ nyomatéka.

137. Irja fel a tehetetlenségi nyomatékokra vonatkozo Steiner tételt tenzoros és skalar alakban!
FSA = XSAéx + y$A§y + ZSAéz |

Az xy,z é a &,1,¢ koordinata-rendszer tengelyei
parhuzamosak: x||&, yl|n, z|< .

A tétel tenzor alakja: J =J +J_ .
=A =S =SA

A tétel skalar alakja: — J, =J, +m(ys, +Z3,), Jo, =dy T MXR Y5,
‘J77 =Jy+m(X§A+Z§A)’ ‘]q{ =Jyz +my$AZ$A’
Jc; :‘]z +m(X§A+y§A)’ ‘]gg :sz +MXgaZgp-

138. Adja meg merev test esetén az impulzus vektorrendszer eredd vektorkettdsének értelmezését és
a vektorkettds vektorainak mértékegységét!

m . . , .
Test impulzusanak értelmezése:
) I'=[vdm= [Vpdv.
A (m) V)

di =vdm Mértékegysége: kgm: Ns.
S

y p —amerev test anyaganak tomegslriisége.

Impulzus nyomaték (perdiilet) értelmezése: 7, = I rxvdm= I rxvpdV .
)

(m)
2

Meértékegység: kg m_ Nsm.
S

139. Vezesse le az értelmezésbdl kiindulva merev test esetén az impulzus vektorrendszer S ponti
eredo vektorkettdsének kiszamitasat!

Merev test impulzusanak kiszdmitasa:
= [vdm= [ (V,+@xp)vdm=[V,dm +ax [ pdm .

(m) V) (m) )
%,_J

— —
Vs dm S, =0
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I = mv . V; —a merev test sulypontjanak sebessége.

Merev test S pontra szdmitott perdiiletének kiszamitasa:

iy = [ pxvdm= [ pxV;dm +(F|n‘)[)><(&')></3)dm:(F[)ﬁx(a?)xﬁ)dm:iis(c?)):is-&3,

(m) (m)
Iﬁdm x Vg
S; =0
7= .

J.—azs ponti, vagy az S pontra szamitott tehetetlenségi (inercia) / masodrendii nyomatéki
tenzor.

140. Vezesse be merev test S ponti tehetetlenségi tenzorat és adja meg a tenzor mechanikai tartalmat!

7iy = | px(@xp)dm=7 (a)=], .
(m
Matematikai 4talakités: 7, = [ px(@xp)dm= [ [@(p-p)—po(p-@)]dm.
(m) (m)

1
Bevezetve az egységtenzort: @ =E - @, ahol [E] =0
0

Felhasznélva a diadikus szorzés értelmezését: po(p-@)=(p°p)-@.
7y = [[@0(pp)=po(p-d)]dm= [ [pE 6~ (pop) @ dm=
(m) (m)

= [[PE~(p=p)]dm-6=] @
()

J
=S
J. = _[ [ pZE - ( po /3)} dm — a tehetetlenségi tenzor szimmetrikus.
(m)
Mechanikai tartalom:

A tehetetlenségi tenzor a merev testnek a forgd mozgds megvaltozadsaval szembeni
tehetetlenségét / ellenallasat fejezi ki, a test tomegeloszlasanak dinamikai jellemzdje.

A ] tehetetlensegi tenzor fliggetlen a mozgastol (a test szogsebességétol ¢s sebessegeitol),

csak a test alakjatol és tomegeloszlasatol fligg.

141. Hogyan szamitjuk ki merev testnek a forgastengely egy pontjara szdmitott perdiiletét?
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pillanatnyi To=e 4T xl =J -
forgastengely PSR =

142. Adja meg merev test esetén a kinetikai vektorrendszer eredd vektorkettésének értelmezését és a
vektorkettds vektorainak mértékegységét!

Test kinetikai vektora: K = [ adm= [ apadv .
(m) V)

dK =adm \fertekegysége: kg mz =
S
Test A pontra szamitott kinetikai nyomatéka:
D, = [ Fxadm= [Fxapdv.
(m) V)
Meértékegysége: Nm.

143. Adja meg merev test esetén a kinetikai vektorrendszer S ponti ered6 vektorkettdsének kiszami-
tasat!

A merev test kinetikai vektoranak kiszamitasa: K =ma,.

A merev test S ponti kinetikai nyomaték vektoranak kiszamitisa:  Dg = J G EHOXT.

144. Adja meg az impulzus és a kinetikai vektorrendszer S ponti erdé vektorkettdse kozotti kapcsola-
tot!

Az ered vektorok kozotti kapesolat: 1 =(mV, ) = mv, =ma, =K.

Az eredd S ponti nyomatékvektorok kozotti kapcesolat:

:_Ivadm _[ ~1y) dem+(£)ﬁx?dm:

wl

j VxV dm— xj\7dm+j,3xadm= jﬁxadmzﬁs.
(m) m m (m)

6 (m)
# —B,.

145. Adja meg merev test kinetikai energiajanak értelmezését, mértékegységét és kiszamitasat!
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, 1 2
Ertelmezés: E=— _[ vidm . Mértékegysége: kgm—2 =Nm=].
S
(m)
Kiszamitas A ponthoz kotott mennyiségekkel:

1, - .
EZE(VA-I +@- 7).
Kiszamitas S ponthoz kotott mennyiségekkel:
Ll ey 1 5, 10,
E—E(VS'I +a)-7rs)—5mvs +§\]SO) .

146. Adja meg merev testre hatd erérendszer teljesitményének kiszamitasi lehetdségeit!

Az erbrendszer S ponti redukalt vektorkettését felhasznalva: P = F Vg + M s .

Az erbrendszer A ponti redukélt vektorkettését felhasznalva: P = F V, + M a@.

>

Az erérendszert alkoto6 erdkkel és nyomatékokkal: P=>F .-V +
1

m —
Mj ;.
i= j=L

V, —az |f| erd tAmadaspontjanak sebessége, n — a testre hatd koncentralt erdk szama,
o; —annak a merev testnek szogsebessége, amelyre az M ; nyomaték hat,

m — azoknak testeknek a szama, amelyre koncentralt nyomaték hat, a nyomatékok szama.

147. Adja meg erérendszer munkdjanak értelmezését és mértékegységét!
Erdérendszer munkajanak értelmezése:
b
W, = '[ Pdt, mértékegysége: Ws=J.
4
A merev testre hatd erérendszer <t,,t, > idOtartam alatt végzett munkdja egyenld az

erérendszer P teljesitményének t ,t, hatarok kozott vett id6 szerinti integraljaval.

A munka nem egy iddpillanathoz, hanem egy idétartamhoz kotott mennyiség.

148. Adja meg tomegpontra hat6 erérendszer munkajanak kiszamitasi modjat!

W12=]%Pdt=TIE-th =Fj2|f-dr.
t t dar n

dr — a tdomegpont elemi elmozdulasa.

Ha F =allandd, akkor W,, = F -AF,, .
palyagdrbe 2 1

y

149. Adja meg merev testre hato altalanos erérendszer és a sulyerd-rendszer munkajanak kiszamitasi
modjat!
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t, R, @22
W, = [Pdt= [ F-dr,+ [ M, dg,, ahol F, =R, +26, = (g, + V&, )+ 2€,,
1] ﬁl P21

(i=1,2)ész=4éllando.
Munka az xy sikkal parhuzamos sikmozgas és alland6 ER esetén:

t
W, = [Pdt=F-AT,+M,Agp,.

4

A sulyerérendszer munkdja merev test esetén: W, = G-A r,=—MgAzZ,,.

150. Ismertesse Newton I. torvényét!

1. megfogalmazas: Minden tdmegpont megmarad a nyugalom, vagy az egyenes vonalu egyen-
letes (4llando sebességll) mozgas allapotdban, amig a rd hatd erdk ennek az
allapotnak a megvaltoztatdsdra nem kényszeritik.

2. megfogalmazas: Zart rendszer (amelyben nincs kiilsé eréhatas) impulzusa allando.

I =allandd.

151. Ismertesse Newton II. torvényét!

152.

Az anyagi pont impulzusanak valtozasa aranyos a tdmegpontra hatd erdvel és a valtozas iranya
megegyezik az erd irdnyaval (ha az anyagi pont tdmege nem valtozik).
=~ d ~ R
| =—(mV)=ma=F.

dt
Newton II. torvénye a fénysebességhez kozeli sebességli mozgasok esetén nem érvényes, mert
ezeknél m = allando .

Ismertesse a dinamika alaptorvényét és az egyenértékiiség 1. kritériumat!

Inercia rendszerben barmely tomegpontrendszer, merev test, vagy szerkezet Kinetikai vektor-
rendszere (VR-e) egyenértékii a tomegpontrendszerre, merev testre, vagy szerkezetre hato kiilsé
ER-rel.

Az egyenértékiiség 1. kritériuma:

K=F, D=
IE, f)A =M A, ahol A a tér tetszéleges pontja.

My, ahol S a test stilypontja.

i
Il

153. Ismertesse az impulzustétel differencialis és integral alakjat!
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Differencialis alak: K=1=ma=F.
A merev test impulzusanak id6 szerinti derivaltja egyenld a testre hatd kiilsé erdk ereddjével.
9}
Integral alak: I,—1,=[F(t)dt.
4
A merev test impulzusdnak a <t,,t, > idSintervallum alatti megvaltozasa egyenld a testre hato

kiils6 erék ereddjének t,,t, hatarok kozotti idé-integraljaval.

154. Ismertesse a perdiilettétel differencialis alakjat altalanos és két specialis esetre!

Altaldnos eset:  J -&+@x(J, @)+ Miyg x 8, + Mg xV, =M ,

- 1. specidlis eset: A=S, S a test sulypontja.

Ds =75 =J - € +oxzs =Ms.

A merev test S pontjara szamitott kinetikai nyomatékvektor (az S pontra szamitott
perdiiletvektor id6 szerinti derivéltja) egyenld a testre hatd kiilsé erérendszernek a test S
sulypontjara szamitott nyomatékaval.
- 2. specidlis eset: A=P, P a test pillanatnyi sebességpolusa, vagy allo pont.
D, =7, + V, x| =M,.
-0
A merev test P pontjara (V, = 6) szamitott kinetikai nyomatékvektor (a P pontra szamitott

perdiiletvektor id6 szerinti derivaltja) egyenld a testre hato kiilsé erérendszernek a test P
pontjara szamitott nyomatékaval.

155. Ismertesse az energiatételt és a munkatételt!

Nem 1j, fliggetlen tételek, az impulzustételbdl levezethetok.

Differencidlis alak = energiatétel: E=P.
Merev test kinetikai energidjanak 1d6 szerinti derivaltja egyenld a testre hato kiils6 erérendszer
teljesitményével.
t t
Integral alak = munkatétel: E=P / j LAt = E,-E = j Pdt=W,,
t 4
Merev test esetén: W, =W,,, +W;, =W, ,, = E,—-E =W,,.

=0
Merev test kinetikai energidjanak a <t,t, > idéintervallum alatt torténd megvaltozasa egyenld

a testre hato kiils6 erérendszer t,,t, idépillanat kdzott végzett munkajaval.

156. Adja meg konzervativ er6tér értelmezését és irja fel a munkatételt konzervativ erétérben!

Ertelmezés: az erétér konzervativ, ha létezik olyan U =U (F) skalar fiiggvény (az U

potencialis energia), amelybdl az eré negativ gradiensképzéssel allithato eld.
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7 r du u(t)
Munkatétel:  E, ~E, =W, = [F.dr = (——)dF:— [ du=u,-u,.

E,+U, E1+U

c sy

Kényszermozgas: a merev test mozgéasat mas testek, alkatrészek eldirt geometriai feltételeknek
megfelelden korlatozzak.

Kényszer: az a test, amely az altalunk vizsgalt test mozgasat eldirt geometriai feltételeknek
megfelelden korlatozza.

158. Milyen esetben sima, illetve érdes a kényszer? Ismertesse a Coulomb-torvényt!

Sima kényszer: a kényszererdé merdleges az érintkez0 feliiletekre.

Erdes kényszer: a kényszereré normalis és tangenciélis koordinataja kozott a Coulomb-féle sar-
l6dasi torvény adja meg a kapcsolatot.
Coulomb-toérvény: F, =uF,, 4 —amozgasbeli sirlodasi tényezo,
F. —a kényszererd érintd irdnyu/tangencialis koordinataja,
F, —akényszerer6 feliiletre mer6leges/normalis koordinatéja.

Ez az 0sszefiiggés akkor all fent, ha az érintkezd feliiletek (pontok) kozott relativ tangencialis
elmozdulas 1ép fel.
A kényszererd F, tangencidlis koordinataja olyan irdnyu, hogy igyekszik megakadalyozni az

érintkez0 feliiletek kozott 1étrejovo relativ tangencidlis elmozdulast.

159. irja fel a Lagrange-féle masodfajii mozgasegyenletet és adja meg a benne szerepld mennyiségek
jelentését és kiszamitasat tobb merev testbodl allo szerkezetekre!

E OE :
18__6_ =Q;, ( 1=12,3 ..., n) : n — a rendszer szabadsagfoka.
dtoq; oq;
N
- A rendszer kinetikai energidja: E= Z£ mVZ += J N0 ]
i=1

N — arendszert alkotdo merev testek szama, m, —az i Jelu merev test tomege,
Vg, —az i jeli merev test S sulypontjanak sebessége,
J; —azijelti merev test S ponton atmend, @;-vel || tehetetlenségi fétengelyére szamitott tehe-

tetlenségi nyomaték,
®; —az i jeli merev test szogsebessége.

Ne Ny
- A rendszerre hato dltaldnos ero: Q= Z B +z
k=1 i=



Q; — a] jelli altalanos koordinatahoz tartoz6 altaldnos erd (az egységnyi j jelil altalanos koor-
dinatahoz tartoz¢ teljesitmény),

N. — arendszerre hat6 koncentralt er6k szdma,

N,, —arendszerre hato koncentralt nyomatékok szama,

ﬁkj = N _ az egységnyi | jell altalanos koordinatasebességhez tartozo sebesség,

]

=~ 0w . .
B = aw' — az egységnyi ] jell altalanos koordindtasebességhez tartozd szogsebesség,
i

160. Milyen lehetéségek allnak rendelkezésre egy szabadsagfoku osszetett szerkezetek mozgas-
egyenletének felirasara?

M
a) Impulzustétel, perdiilettétel a (V, )=(Vi ) egyenértekiiség alapjan.

b) Energiatétel, munkatétel: E=P, E,—E, =W,,.

c) A Lagrange-féle masodfaju mozgasegyenlet: d E _E =Q.
dtlog ) oq

A b) és c) esetben az egyenlet jobb oldalan csak olyan erd szerepelnek, amelyeknek van telje-
sitményiik, amelyek munkat végeznek.

161. Milyen feltételek teljesiilése mellett vizsgaljuk testek titkozését?
Feltételezések:
- Az 1itk6z6 testek valamilyen mértékben rugalmasak.
- Az litk6zés igen rovid 1d6 alatt jatszodik le.
- A rovid ideig tarto érintkezés alatt a testek helyzetében nem kovetkezik be véltozas.

- Az litkozés kovetkeztében fellépd erdk mellett a tobbi erd elhanyagolhato.

162. Milyen osztalyokba sorolhaté az titk6zések?
Az litk6z¢s osztalyozasa:

a) Az n iitkdzési normalisnak az 1itk6z6 testek S stlypontjaihoz viszonyitott helyzete alapjan:
- Centrikus iitkozés: az i mindkét test S pontjan atmegy.
- Excentrikus iitkozés: az i nem megy at mindkét test S pontjan.

b) Az anyagvaltozas jellege (az anyagi viselkedés) alapjan:
Figyelembevétel: 0 <k <1, k —az litkdzési tényezd.

- Tokeletesen rugalmas: k =1,

crer

crcr

crer
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