Négy eré egyensulya (Culmann-Ritter feladat) - bemutatoé példa
Ezeknél a feladatoknal
adott:

e egy sikbeli szerkezet
(dltaldban egy téglalap/kdr/haromszog alaku lemez, vagy egy rud)

e aszerkezetre1vagy 2 terhel6er6 hat

e aszerkezet 3 db els6foku kényszerrel (rudak/goérgdk/egyszerd surlédasmentes
kényszerek valamilyen kombinacidjaval) van megfogva

feladat:

e a3 elséfoku kényszerben ébredd tamasztoerék meghatarozasa szerkesztéssel
(Culmann-szerkersztés) és szamitassal (Ritter-szamitas)

A bemutato példa:

adott: ¥
F,=8kN AL
G5
q,=3kN/m Y.
’ 2m 1
feladat: I .
Az A, B és C csukldkban ébredé F,, F,és F. T
tamasztoerdk J Cy X
a) szerkesztéssel . "
b) szamitassal - -
Z)’B
a) megoldas szerkesztéssel (Cu/mann szerkesztes)
F,=2-3=6kN({)
F o+l +F+F+F.=0 > F+F,+/, =0
\ ~ J %,—/
Fr
szerkezetabra eréabra

lem £21m lem 22kN




A szerkesztés gondolatmenete:

Mivel megoszlo er6rendszerUnk van, legeldszor szamitsuk ki a megoszlo erérendszer
ereddjet:
F,=2-3=6kN({)

Mivel a megoszl6 erérendszer konstans, hatasvonala (¢, ) kozepen helyezkedik el

Van 5 erénk, 2 terheléeré (/- és F,) és 3 ismeretlen témasztderdnk (F,, Fyés F.)

e Aterheléer6knek mint mindig, ismerjuk a nagysagait (/, adott, -t el6bb

kiszamoltuk) és a hatasvonalait: / hatasvonala, ¢, az abrarol Ieolvashatéﬁq
hatasvonalat (¢, ) pedig eldbb meghataroztuk.
o Atdmasztéer6knek a hatasvonalait (¢, e,,¢.) ismerjuk. Ezeket onnan tudjuk,

hogy a szerkezet 3 db els6foku kényszerrel (ruddal) van megtamasztva,
melyekben csak rudiranyu erd ébredhet (rudirany: a rud 2 végpontjan
keresztulmenod egyenes)

Az ismertek és ismeretlenek dsszefoglalva: | Az egyensuly feltétele:

hatasvonalak: | €, e, | e | e F o+l +F +Fy+F.=0
2 I I oy I o keresett
erévektorok: | F, F,| Fp | Fp wrhelborsk  tamasstoerdk

o El&szér dsszegezzlk az ismert terheléeréket (az eredé terheléerd legyen F,) majd
hatarozzuk meg az ered6 terhelberd hatasvonalat (e,)
- a feladatot visszavezettuk 4 er6 egyensulyara:

E+l+F+F+F.=0 - Fo+F +F,+F. =0
;Y__J
FR
megjegyzesek:
e ] terhelderd esetéen nyilvan ez a lépés kimarad
o 2-nél tobb terhelderd esetén részeredd sokszog/kotél sokszog szerkesztéssel ésszegezhetdk az
erdk, de vizsgan ilyen nem lesz.

o Ezt kdvetden dsszegezzlink 2 ismeretlen tdmasztderdt, pl. F,-t és F, -t.
- a feladatot visszavezettUk 3 er6 egyensulyara:
Fo+F +F,+F.=0 > F,+F+/,=0
H_/

megjegyzéesek:

Az ismeretlen tamasztoerok osszegzesenél a 3 ismeretlen tamasztoerobdl tetszélegesen

valaszthatunk ki 2-6t 0sszegzésre, de az alabbiakat tartsuk szem eldtt:

e Ha 2 terhelderd hatasvonala parhuzamos, akkor ne azt a 2-ot valasszuk!

e Haazegyik tamasztoerd hatdsvonala parhuzamos a terhelderd/eredd terheléerd
hatasvonalaval, akkor ne a masik kettot valasszuk osszegzesre!

e Jelen feladatban az ered?d terhelderd és a 3 tamasztoerd hatasvonala kozil semelyik nem
parhuzamos semelyikkel, igy barmely két tamasztoerot osszegezhetnénk. A masik ket
lehetdseget az Alternativ megoldasok tartalmazzak.




A szerkesztés |lépései:

0.: A szerkezet dbrahoz vegylnk fel egy hosszléptéket (pl: 1cm £1m ) az erdabrahoz
pedig egy eréléptéket (pl.: Icm £2kN) Ugy, hogy kényelmesen elférjink a

rendelkezésunkre allé helyen.

1. SZA: rajzoljuk meg az xy koordinatarendszert, a szerkezetet és a csatlakozasi

pontokat
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2. SZA: vegylik fel az ismert 5 ¢, ¢ ,e,,e,, ¢, hatasvonalakat. Az ismert F,, /' terhel8eré
vektorokat rajzoljuk ra a hatasvonalukra (a szerkezetabran ezeknek a hossza, illetve helye a

hatasvonal mentén teljesen Iényegtelen)
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3. EA: Vegyuk fel a 2 ismert terhel®erét (
mindegy)

és Fq) egymas utan felfGzve (a sorrend
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4. EA: Rajzoljuk be a2 terhelderd (7 és F) eredgjét: /' kezddpontjabol huzzunk egy

vektort Iivégpontjéba -> ﬁReredé terhelberd.

szerkezet abra erdabra
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5. SZA: rajzoljuk be az ered6 terheléeré hatasvonalat (e, ). Enhez a szerkezetabraban
a ket ismert terhel6erd hatasvonalanak (e és ¢ ) metszéspontjan keresztul huzzunk
parhuzamost F,-rel.

szerkezet abra eréabra
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6. SZA: Rajzoljuk be hatasvonalat (¢, = Cu/mann egyenes). Ezt onnan tudjuk,
hogy:

1) atmegy e, és ¢_hatasvonalak metszéspontjan, mivel /, =F, +F.és2
egymast metszé erd ereddje mindig atmegy a 2 eré hatasvonalanak a
metszéspontjan

2) ¢, 4tmegy e, és e, hatasvonalak metszéspontjan, mivel F,+F,+/, =0és3erd
egyensulyanak egyik feltétele, hogy a 3 eré hatasvonala egy pontban metssze
egymast

Tehat a lényeg, hogy miutan kivalasztottunk 2 ismeretlen tamasztoerdt, ezek
hatasvonalainak metszéspontjat kossuk 6ssze a harmadik, nem kivalasztott
tamasztoerod és a terhelderd hatasvonalanak metszéspontjaval (ez lesz a Cu/mann
egyenes). igy a feladatot visszavezettik 3 eré egyensulyara.




szerkezet abra erdabra
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7. EA: Most tehat atmenetileg Ugy tekintjik, hogy 3 erénk van, melyek egyensuilya:
F,+F,+/, =0. Alkalmazzuk 3 eré egyensulydnak masik feltételét, mely szerint az

erévektorok zart vektorharomszoget alkotnak. Enhez Az F‘R -t egyensulyozzuk ¢, és e,
hatasvonalakon, azaz F“R egyik végpontjan keresztul e, -val, masik végpontjan
keresztul -vel huzzunk parhuzamost (mindegy, melyiken keresztul melyikkel, de

nyilvan ugy célszerd, hogy lehetdleg jol nézzen ki az abra (ne metsszék egymast
Ossze vissza az erdvektorok). Ennek eredmeényeként kimetszodik FA es nagysaga.

szerkezet dbra erdabra

Bg

8. EA: Most alkalmazzuk 3 eré egyensulyanak harmadik feltételét, miszerint a zart
vektorharomszog nyilfolyama folytonos. Ennek megfeleléen rajzoljuk ra a nyilakat FA

es erévektorokra. igy az egyik kérdéses tamasztderd vektort, az ﬁA -t mar meg is
kaptuk.

szerkezet abra erdabra




9. EA: Most foglalkozzunk a masik két ismeretlen tdmasztderd vektorral. Mivel
= F, + F.., nincs mas dolgunk, mint az erévektort e, és ¢.iranyu dsszetevokre
bontani. Enhez egyik végpontjan keresztul e,-vel, masik végpontjan keresztul e,. -

vel huzzunk parhuzamost. Szintén mindegy, melyiken keresztlul melyikkel huzunk,
ahogy jobban kinéz az dbra. Ennek eredményeként kimetszédik F,és F. nagysaga.

szerkezet abra erbabra
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10. EA: Mivel -t 6sszetevdkre bontottuk, a nyilfolyamnak Utkézének kell lennie
(tehat a zold és kék utvonalon kell eljutni kezddpontjabdl a végpontjaba) Ennek

megfelelden rajzoljuk ra a nyilakat F,és I erévektorokra. Ezzel az eréabra elkészUlt.

szerkezet abra erdabra
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1. SZA: Végezetll most, hogy mar ismerjiik minden eré irdnyat, rajzoljuk ra a
szerkezetabraban a tamasztdéerdk hatasvonalaira a tamasztderdvektorokat. Az, hogy
ezeket a vektorokat a hatasvonal mentén hova rajzoljuk és milyen hosszunak rajzoljik
teljesen mindegy, csak az irany stimmeljen.

szerkezet abra erdabra
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Alternativ megoldasok:

F+l +F+F. +F,=0 > F+/ +F,=0
%,—/
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b) megoldas szamitassal (Ritter-szamitas)

A Ritter-szamitas lényege:

Az ismeretlen tamasztoerdk hatasvonalainak metszéspontjaira (pontosabban a
metszésponton atmend sikra merdleges tengelyre) irjunk fel nyomatéki
egyenleteket.
Ekkor a két tamasztoerd, mely hatasvonalainak metszéspontjara felirtuk a
nyomateki egyenletet nem fejt ki nyomatékot, tehat csak 1ismeretlen erénk
marad, ami fejt ki, igy csak 1 ismeretlenunk lesz az egyenletben.

o Ha azismeretlen er6 hatasvonala vizszintes, vagy fuggdleges, akkor nagyon

konnyedeén fel tudjuk irni az altala kifejtett nyomatékot az erd és erdkar

szorzataként.

Ha az ismeretlen tamasztoerd hatasvonala ferdén all, akkor egy fokkal
macerasabb a helyzet, az alabbi mdédokon irhatjuk fel az altala kifejtett

nyomatekot:

1. lehet6ség

2. lehetdség

3. lehet6ség

A nyomatékvektor
definicidja szerint:

M, =r,xF=

= (xAP;+yAPj)X(F;c?+ij)
= xAPFyk —ypFk

Az a tengelyre szamitott
nyomaték:
M, =M, e =M,-k=

:(xAPFyE_yAPEcé).g
M, =xAPF;) — Yk,

A nyomatékvektor
nagysaga a vektoridlis
szorzas definiciojabdl:
|MA| :|F||17AP|sin(x

—

F h
Ahol h az un. erékar (Az A
pont és az er6
hatasvonalanak merdéleges
tavoldasa) igy az a
tengelyre szamitott
nyomaték az erékar és erd
szorzata:

M, =hF

irdny: jobbkéz szabaly
alapjan

Szintén az erékart szorozzuk
az erdvel, de ugy, hogy az
er6t elészor felbontjuk x és 'y
irdnyu osszetevokre, majd
felhasznaljuk, hogy az eré a
hatasvonala mentén
szabadon tologathaté, igy
eltoljuk Ugy, hogy egyszer az
X, maskor az y komponense
ne fejtsen ki nyomatékot A-
ra, igy amelyik komponens
fejt ki nyomatékot, azt
szorozzuk az erékarjaval:

Ma = xABF;)

M,=y,F,

irdny: jobbkéz szabaly
alapjan

Altalaban a 3. lehetéséget célszer alkalmazni a legtdbbszér x,,és y,.

ertékeket kdnnyebb leolvasni, mint a A-t. De:

Ha vizszintes vagy fuggdleges iranyban mar csak 1 ismeretlen tamasztoéerd
koordinatank van, akkor vetuleti egyensulyi egyenleteket is alkalmazhatunk.
igy példaul, ha a 3 ismeretlen tdmasztderd hatdsvonala kdzil egy vizszintes, egy fliggdleges és
egy ferde (ez a felallas elég gyakran eléfordul, a bemutato példa is ilyen) akkor azt célszerU
csinalni, hogy a 2, ferde hatdsvonalat tartalmazd metszéspontra irunk fel nyomatéki egyenletet,




igy a nyomateékot létrehozo ismeretlen tamasztderd egyszer vizszintes, egyszer fuggdleges,
melyek kdnnyen szamithatdk. Ezek utan mar vizszintesen és fuggdlegesen is csak 1
ismeretlenUnk marad, a ferde hatasvonalu er6 x és y irdnyu dsszetevdje, melyeket vetuleti
egyensulyi egyenletekbdl kdnnyedén kiszamithatunk, igy meguszva a ferde hatasvonalu erével
téortend nyomatekszamitast.

e Ha két hatasvonal parhuzamos, akkor csak 2 metszéspontunk van, ilyenkor

mindenkeépp vetuleti egyensulyi egyenleteket is kell alkalmaznunk.

Egy lehetséges (ajanlott) megoldas Ritter szamitassal:
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3F,
M, =0==3F,+3F, = F, =—*=F =6 kN(-)

3F,
Mg:0=3FO—3FB:>FB:T°:F;):81<N(T)

F.=0=F, +F.—F,=>F, =F—F.=8—6=2kN(—)

F,=0=-F, +F,—F, = F, =F,—F,=8-6=2kN({)

|

L =(20 -27)kN

!

(07 +85)kN
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c=(60+07)kN
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