ELEMI SZILARDSAGTAN

1. feladat
ADOTT:
Fesz. allapot P pontban: Egymasra merdleges 2 Anyagjellemzdk:
o, =100 MPa irany: E=2-10° MPa
&, =-20 MPa s Lle V3 v=03
o, =20 MPa 2
_ L B 1
7, =0MPa M=——1 +=k
2 2
7,, =—30 MPa
7, =0MPa
FELADAT:

a) lIrja fel a fesziiltségtenzor matrixat!
b) Abrazolja a P pontbeli fesziiltségallapotot elemi kockan!
c) Szamitsakia o, , 7,, o,.7,, feszlltségkoordinatakat!

d) Hatarozza meg a féfeszliltségeket és a feszlltségi fétengelyeket!

e) Irja fel a fesziiltségtenzor matrixat a fétengelyek koordinatarendszerében.

f) Szemléltesse a P pontbeli feszultségallapotot elemi kockaval xyz
koordinatarendszerben, a féiranyok (123) koordinatarendszerében valamint
mny koordinatarendszerben az y tengely feldl szemlélve!

g) Abrazolja a P pontbeli fesziiltségallapotot fesziiltségi Mohr kdrdkkel.

h) Hatarozza meg a redukalt feszuiltségeket!

i) Hatarozza meg a P pontbeli alakvaltozasi allapotot!

j) Abrazolja a P pontbeli alakvaltozasi allapotot elemi triéderen!

k) Hatarozza meg a fényulasokat!

) irja fel az alakvaltozas-tenzor matrixat a fétengelyek koordinatarendszerében!

MEGOLDAS:

a) A fesziltségtenzor matrixa:

oy Ty Ty 100 0 30
E =t o, 7,|=| 0 -20 0 |MPa
Ty Ty O, -30 0 20

Ty =Tpr Ty =Ty

Meggjegyzes: a fesziiltsegtenzor szimmetrikus, igy: z,, =7,



b) A P pontbeli fesziiltségallapot szemléltetése elemi kockan:

c)Ao,, 1, 0, 7, feszultségkoordinatak kiszamitasa:

m

n normalisu feliilet:

1. 1épés: Az i normalisu feluleten fellép6 feszultségvektor:
100 0 307 1/2 50-15y3 | [24.019
p,=E,-ni= 0 -20 O 0 |= 0 = 0 [MPa
=30 0 20 ||3/2| |-15+1043| [2.3205

2. lépés: Az 1 normalisu sikon ébred6 o, and r,, feszultségkoordinatak.

Megjegyzés A: o, és r,,, a p, fesziiltségvektor skalar koordinatai, igy a p,

fesziiltségvektor i és m iranyegységvektorokkal vett skalaris szorzataként
szamithatok.

50-15+/3
o,=1-p,=[1/2 0 3/2] 0 = 25-7.5\3-7.5\3+15=14.019 MPa
~15+1043
50-1543
T =M-p,=[—3/2 0 1/2]| 0 = —25\3+22.5-7.5+5y3 =-19.641 MPa
~15+1043



m normalisu feliilet:

1. 1épés: Az m normalisu fellleten fellépd feszultségvektor:

100 0 -30](—/3/2| |-503-15| [101.603
0 0 |= 0 -| 0 |MPa
30 0 20| 1/2 15¢3 +10 35.981
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2. lépés: Az m normalisu sikon ébred6 o, and z,, feszultségkoordinatak.

—50/3-15
on=M-p,=[—3/2 0 1/2] 0 =75+7.5v3+7.5y3+5=105.981 MPa
153 +10
~5043-15
T =Mp,=[1/2 0 3/2] 0 = —25\3-7.5+22.5+5y3 =-19.641 MPa
153 +10

Megjegyzés: lathatd, hogy, . -re ugyanaz jott ki, mint 7, -re. Ez a
csusztatofesziiltségek dualitasanak tetelébdl adodik: z. =z, , tehat ezt felhasznalva

— “mn 7

7., -€t valéjaban ki sem kellett volna mar szamolnunk.

d) Féfesziiltségek és fesziiltségi fotengelyek a P pontban:

€ normalisu féfeszlltségi sikon ébredd féfeszlltseg eseten p, =o€, azaz

nem |ép fel csusztato feszlltség.
e Mint minden fesziltségvektor, p,a fesziltségtenzorbdl az alabbi médon

—

szamithato: p, =F €
o Az elGbbi két osszeflgges alapjan: E_-€=0,€

e Szorozzuk meg a jobboldalt egy egységmatrixszal: F_-€=o,E€

* Vonjuk ki a baloldalt és emeljiik ki €-t: (F,—c,E)é=0
e Egy szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, igy 2 lehet6ség van:

o €=0 (ez a trivialis megoldas, ezzel nem foglalkozunk)
o det|F —095‘ =0 (ez a nem-trivialis megoldas feltétele)

» (Ez a karakterisztikus egyenlet)




(E,-0.E)e=0

1. lépés: sajatértekek (— foéfesziltségek)

2. 1épés: sajatveltorok (— foiranyok)

A karakterisztikus egyenlet:

det‘ip - O'eE‘ =
Kibontott matrixokkal:
100 0 -30 1 00
0 -20 0 |-0./0 1 0|=0
-30 0 20 0 01
100-o, 0 -30
0 -20-o, 0 |=0
-30 0 20-o,

Fejtsuk ki a determinanst a 2. sor szerint:
(-20-0,)[ (100-0,)(20-0,)—(-30)(-30) | =

Mindig aszerint a sor szerint fejtsiink ki,
amelyikben 2 0 is van!

(-20-0,)[ 2000-1000, - 200, + o7 —900 |=0

(-20-0,)[ 0 —1200, +1100 | =0

Az elsé tenyezobdl: o, =-20 MPa

A masodik tényezdbdl:

o 120++120° —4-1-1100 _ _110MPa
° 21 10 MPa

A kapott értékeket csokkend sorrendbe
rakva:
=110 MPa

o, =10 MPa
=-20 MPa

e) Feszultségtenzor a féiranyok

koordinata rendszerében:

oo 0 O 110 0 O
F.=|0 o, 0|=| 0 10 0 |MPa
2210 0 o 0 0 -20

1) o, -hoz tartozo fGirany:
0,=0,=>8€= j

2) o,-hez tartozo féirany:

(E,-o:E)& =0
Kibontott matrixokkal:
100 0 -30 1 0 0|\[x] [o
0 -20 0 |-110|0 1 O||ly,|=|0
-30 0 20 00 1)z |0
[100-110 0
0 -20-110 { =|0
| 30 20-110 0
(<10 0 -30|[x ] [O
0 -130 0 ||y, |=|0
|-30 0 90|z |0

A fenti matrixegyenlet skalar
alakban:

1) -10x-30z,=0|=x =-

2) -130y,=0 =vy,=0

3) —-30x,-90z,=0]| = x, =-3z,

Az 1) és 3) egyenlet ugyanaz, igy 1
egyenletlink van 2 ismeretlennel
— Az egyik valtozénak barmilyen
(nem nulla) értéket adhatunk, pl.

legyen: z, =1=X =—

A sajatvektor nagysaga:

s, :\/xl2 +y2 422 =(-3)? +0% +12 =10
Az 1-es f6irany iranyegységvektora:
i g
Sl Sl

€ = i+ Si k=
-3 - 1 (
) J_ J_ o
=—0.949i +0.316k

3) o,-h0z tartozo féirany:

+k)

I ! -
€, =€,x€ =] x E(_BHK):
:%(—3}?&?&'):%(?%@:

—0.3161 +0.949k




Megjegyzések:

Mar a feladat elejen megfigyelhetjik, hogy az y tengelyre merdleges sikon csak o,

normal fesziiltség lép fel. Ezt lathatjuk az elemi kockan is, illetve a
fesziiltségtenzorbdl is, mivel o, oszlopaban (és emiatt soraban is) a

csusztatéfesziiltségek 0-ak. Igy barmilyen szamitas nélkiil mér a feladat legelején
megallapithatjuk, hogy o, =—20 MPaegy féfesziiltség, az'y irany pedig egy
féirany.

Amit a feladat elején még nem tudunk, hogy ez az 1., 2. vagy 3.
féfeszliltség/féirany. A féfesziiltségek sajatértékkent valo kiszamitasa utan dertilt
ki, hogy a o, a 3. féfeszliltség, ebbdl kdvetkezben az y irany a 3. fbirany (

03:0y:>§3:j).
Jobboldalt a 2)-ben a o, -hez tartozo féirany lett meghatarozva. Ehelyett
természetesen valaszthattuk volna a o, -h6z tartozo féiranyt is.
a 3)-ban 2 lehetéséglink van
o a 2)-héz hasonléan szamolunk, vagy
o kihasznaljuk, hogy az (€,,€,,€, ) féiranyok jobbsodratu rendszert alkotnak,

igy ha 2-6t ismertink kéziliik, a 3. egy vektorialis szorzassal kiadodik.

Ez a feladat tehat abbol a szempontbdl specialis, hogy a 3 féfesziiltség/féirany
kéziil az egyik mar a feladat legelején ismert. Természetesen ha ez a feltétel nem
teljeslil, a feladat akkor is megoldhato, csak kériilményesebb a szamitas, emiatt
zh-n/vizsgan csak ezen feladathoz hasonlo specialis eset varhato.

f) szemléltetés elemi kockan y tengely fel6l szemlélve:

Az egyes iranyegységvektorok szdgei:

cosa =0.949 = « =arccos(0.949) =18.38"
[ N cos B =+/3/2= B=arccos(~/3/2)=30"
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g) Fesziiltségallapot szemléltatése feszultségi Mohr korokkel:

Forgatas 1,3 f6sikban
Tmin [ M Pa] (2-es fétengely koril)
Forgatas 2,3 fésikban Forgatéf 1,2 f6s |kban
(1-es fétengely koériil) (3-mas fétengely kordl)
Ty, =71,
. =—7_ =1§,

o, =14.019 & =105.989
0,=20 o,=100" [oy1=110

o, [MPa]

Megjegyzések:
o Az egyes fétengelyekre merblegesen (azaz az egyes fésikokban) felvett

iranyokhoz tartozé o, —t,,, €rtékparok kéroket alkotnak (fesziiltsegi Mohr kérék).

Ezen kérék lathatok a fenti abran.
e Barmely iranyhoz hozzarendlet o, — z,,, értékpar ezen korok altal kozbezart

tertileten helyezkedik el (besrafozott tertilet)

e Ha felvessziik az adott x és y iranyokhoz tartozo értékparokat, valamint a
kiszamitott n és m irdnyokhoz tartozo értékparokat (valamint az ezzel ellentétes
irdnyokhoz tartozo értékparokat), megfigyelhetd, hogy ezek mind az 1,2 fésik Monr
kérén helyezkednek el, mivel ezen iranyok mind ezen fésikban vannak (piros és
z06ld pontok).

f) Redukalt feszultségek kiszamitasa

e Coulomb elmélet szerint a redukalt feszlltség:
O g (Coulomb) = max(|a; |, |c;|) = |o,| =110 MPa

e Mohr elmélet szerint a redukalt feszlltség:
o (Mohr) =0,—0, =110—(—20) =130 MPa

e Huber-Mises-Hencky elmélet szerint a redukalt feszultség:

%(“M“*J%U%—%Y+<o-1—aa>2+<az—a3>2]=

_ \/%[(110—10)2 +(110-(-20))" +(10-(-20))* | =117.9 MPa




Megjegyzések:
o A Coulomb elmélet rideg anyagok esetén hasznalandé, mig a Mohr és HMH
elmélet alakithato anyagok esetén.
o A HMH elmélet reédlisabb eredmeényt ad, a Mohr elmélet a HMH-nal jellemzéen
nagyobb értéket ad (max. 14%-kal nagyobbat), igy a biztonsag fele téved.

e Amennyibeb o, =0, vagy o, =ozakkor o, (Mohr)=o,, (HMH)
e Amennyiben o; =0, =0y akkor o, (Mohr)=o,, (HMH)=0 (hidrosztatikus

feszultségallapot, mely nem karosit).
e A Huber-Mises-Hencky féle redukalt fesziiltség xyz koordinatarendszerben felirva:

Oreg (HMH ) = \/%[(0' ~0,) +(0,~0,) +(0,~0,) +6(c +72 +T§Z)} =

1
= \/E[@oo_ (-20))” +(100-20)" +(-20—20)° +6(0% +30° +0? )] =117.9 MPa

g) Alakvaltozasi allapot a P pontban
Altalanos Hooke-torvény alapjan: A= L(F v F, EJ

ahol:

G E _ 2:10°
2(1+v) 2(1+0.3)

e K =o0,+0,+0,=0,+0,+0,=110+10-20=100 MPa (feszultsegtenzor els6

. =76923 MPa (csusztatd rugalmassagi modulus)

skalar invariansa)
e E :3x3-mas egységmatrix

e Y F =93 100-2308MPpa

1+v ' 1+03

Altalanos Hooke-térvény kibontott matrixokkal:

3 1 /4 E /4
X 2 Xy 2 Xz o 1 O 0
1 (R A O % 010
Eyyx &y nyyz e} Tw Oy Ty _m(ax to, +O_Z)
1 1 Ty Ty O, F 0 01
E Y x 2 yzy &, ) E E




fajlagos nyulasok:

fajlagos szdgtorzulasok:

1 1 1 1
Y Fa z Y F.0
= ZG(G 1+v j ATy 2(3( Y 14y )
1 ~ T 0
- 100-23.08-1)=5-10™ o, By _ 0
576023\ ) =Py TV TG T 76023
1 11 1
& o ——F 1 Zy == __|: 0
y ZG( Y j Y E ZG(T 1+v j
1 4 T -30 .
- (~20-23.08-1) =-2.8:10 =y, =2 =0 _ 390
2.76923 G 76923
1 11
£ o, ——F 1 Zy =y = __|: 0|l=
: 26( 1+v ] 2V =57y ZG(TVZ 1+v )
1 ~ T 0
> 76028 ) = Ty TG T 76023
Alakvaltozasi tenzor matrixa:
[ . L., L
X Xy Xz
2 2 50 ~19.5
1 1 .
A=57w & S7w|=| O 28 0 |10
T 195 2
_Eyzx Ej/zy &, |

h) P pontbeli alakvaltozasi allapot szemléltetése elemi triéderen

R
/19,5

[-1077]




i) Fényulasok meghatarozasa

Megjegyzés: 2 lehetéséglink van:
e Vagy megoldjuk a (ép —geE)é =0 sajatérték feladatot (hasonléan, ahogy azt a d)

pontban tettik a feszilltségre)
e Vagy alkalmazzuk az altalanos Hooke torvényt a féiranyok koordinata
rendszerében.
Mivel mar kiszamitottuk a féfesziiltségeket, az utdobbi médszert alkalmazzuk.

A fényulasok:

g =i(al -V F ~1j -1 (110-23.08.1)=565.10"
2G\ 1 14v 2.76923

: :L(% VY E .1) —— 1 (10-23081)=-85.10"
1+v 2.76923

&, =i[a3 LA -1} - (20-2308.1)=-2810"
2G\ % 1+v 2.76923

]) Alakvaltozasi tenzor a féiranyok koordinatarendszerében

g 0 0] [565 0 0
A =/0 g O0|=| 0 -85 0 [10°
2510 0 g 0 0 -28

A féfesziltségekhez tartozo féiranyok, illetve a fényulasokhoz tartozé féiranyok
azonosak.

A feladat Matlab kdédja:

clear all
ele

% DATA INPUT $%%%%%%%%%%%%%%%%%5%%%%
% Stress tensor elements:

Sx=100;

Sy=-20;

Sz=20;

Txy=0;

Txz=-30;

Tyz=0;

=

% given directions:
=[1/2;0;sqrt (3)/2];
=

-sqrt(3)/2;0;1/2];

8 3

% Material properties:
E=2e5; % Young's modulus
nu=0.3; % Poisson's ratio




% STRESS TENSOR 33%%%%%%5%%3003%0003%000
F=[Sx Txy Txz

Txy Sy Tyz

Txz Tyz Sz];

% STRESS COORDINATES (Sn and Tmn) $%%%%%
Rn=F*n;

Sn=n"'*Rn
Tmn=m"' *Rn

% PRINCIPAL STRESSES/AXES $%%%%%%%%%%%%%
[V,D]=eig (F, '"vector');

% Principal stresses:
[S123,idx]=sort (D, 'descend') ;
S1=S8123(1);

S52=8123(2) ;

S3=S8123(3);

% Stress tensor in the csys of the principal axes:
F123=diag(5123)

% Principal axes:
el23=V(:,idx)

% EQUIVALENT STRESSES %$%%%%%%%%%%%%%%%%%
S Coulomb=max (abs (S1),abs (S3))

S Mohr=S1-S3

S HMH=sqrt (0.5* ((S1-52) "2+ (S1-S3) "2+ (S2-S3) *2))

% STRAIN TENSOR $%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
G=E/ (2* (14+nu)) ;

FI=sum(diag (F)) ;
A=1/(2*G) * (F- (nu/ (1+nu) ) *FI*eye (3))

% PRINCIPAL STRAIN %%%%3%3%%%%5%%%%%%666000%

% Method 1:
[V,D]l=eig (A, 'vector');

% Principal strains:
[E123,idx]=sort (D, "descend') ;
% Strain tensor in the csys of the principal axes:
Al23=diag (E123)

% Principal axes:
el23=V(:,idx)

% Method 2:
Al123=1/(2*G) * (F123-(nu/ (1+nu) ) *FI*eye (3))
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2. feladat

Egy test P pontja koruli elemi kornyezet
feszlltségi allapotat az abra szemlélteti.
Tudjuk, hogy o, =-416 MPa, o, =640 MPa,
o,=512MPa . Az abran nem jelolt
csusztatofesziltsegek erteke nulla, a 7,
csusztatofesziltség értékét azonban nem
ismerjuk. Tudjuk még tovabba, hogy az egyik
féfeszlltség értéke 496 MPa .

Feladat: Mohr-féle és Huber-Mises-Hencky-
féle redukalt fesziltség.

A feszlltség tenzor:

o Ty Ty -416 0 0
EP =7, O, T,|= 0 640 7, MPa
Ty Ty O, 0 Ty 512

det|E, -0, E|=0

—416 -0, 0 0
0 640—-o, 7, |=0
0 Ty 512-o0,

(-416-0,)[(640-0,)(512~0,) -7y, | =0
(-416-0,)[ 327680 - 6400, ~5120, + 02 — 7% |=0
(-416-0,)| 07 —11520, +327680~7;, |=0

of 11520, +327680—7, =0

Tudjuk, hogy az egyik féfesziltseg 496 MPa, igy ezt helyettesitsik be o, helyére:

496% —1152-496 + 327680 — z-jz =0
rjz = 496° —1152-496 + 327680 = 2304 MPa’

o2 —11520, +327680—2304 =0
o2 —11520, +325376 =0
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 _1152:+1152° ~4.1.325376 _ _656 MPa

<
) 21 496 MPa

A féfesziltségek:

o, =656 MPa
o, =496 MPa
o, =—416 MPa

Redukalt feszultséegek:

e Mohr elmélet szerint a redukalt feszlltség:
Oyeq (Mohr) =0, — 0, =656 —(—416) =1072 MPa

e Huber-Mises-Hencky elmélet szerint a redukalt feszlltség:
1
Ored (HMH ) = \/§|:(O-l _0'2)2 +(O'1 _0'3)2 +(O'2 _0'3)2} =

= \/%[(656—496)2 +(656 — (~416))° +(496 - (—416))1 =1001.63 MPa
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