MATRIX DETERMINANSA

Négyzetes matrixok esetén értelmezhetjuk a determindns fogalmat, mely a matrixhoz egy
szamot rendel hozza, mely szam a matrixnak egy igen fontos jellemzdje, mivel ezalapjan tébb
minden is megallapithatd a matrixrol.

Egy A matrix determinansanak jele: det(A) vagy |A|

Determinans kétdimenzids esetben

Kétdimenzidos esetben a determinans szemléletes jelentése a matrix oszlopaiban
elhelyezkedd oszlopvektorok altal kifeszitett paralelogramma eléjeles terllete. Az el6jeles azt
jelenti, hogy ha az 1. és a 2. oszlopban elhelyezkedd vektorok jobbsoderasu rendszert alkotnak,
akkor pozitiv, ellenkez6 esetben negitiv.

A a,\’ bX b a
B a, by a b

A vektorialis szorzas geometriai jelentésénél lattuk, hogy az pont a két vektor altal kifeszitett
paralelogramma terulete:

T:|a><b| :|a||b|sina
i

m

/b

Tehat valdjdban az a és b vektorok vektoridlis szorzatat kell vennUnk. A fenti tertlet nem

eldjeles, mivel abszolutértéket vettink. Az eldjeles tertlethez végezzUk el a vektorialis szorzast
koordinatakkal:

axb = (axi + a",j) X (bxi + byj) =

=ab ixitab ixj+ab jxitab jxj=
0 k k 0

=abk—-abk= (a"_by —a,b, )k

A paralelogramma eldjeles terUlete a vektorialis szorzas eredmeényének z iranyu koordinataja,
azaz:

det(A)=ab, —ab,

Medfigyelve az eredeti matrixot és az eredményt, azt tapasztaljuk, hogy:

2x2-es matrix esetén a determindns a f6atld és mellékatld szorzatainak kulonbsége:
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Most tekintsink ugy az A matrixra, mint egy tenzorra. Ebben az esetben az 1. és 2.
oszlopokban az i és j iranyegységvektorok képvektorait l[athatjuk. Azt mondhatjuk, hogy:

e Azl ésjirdnyegységvektorok az xy sikban kifeszitenek egy T=1 teruletl
paralelogrammat (ami konkrétablban egy négyzet)
e Azl ésjirdnyegységvektorok képvektorai, azaz az a és b vektorok kifeszitenek egy

det(A) tertletl paralelogrammat.

Azaz az A tenzorral vald transzformalas utdn az egységnyi terlletbdl det(A) nagysagu terulet
lett. Ezek utan, ha veszUnk barmilyen 2 vektort a sikban, amik kifeszitenek egy valamekkora
terllet( paralelogrammat, az A tenzorral valdé transzformalads utdn ezen terllet det(A)-
szorosara fog néni.

Amennyiben a tenzorban szereplé egyik oszlopvektor a masik valahanyszorosa (az

oszlopvektorok linearisan osszeflUggnek), akkor az altaluk kifeszitett paralelogramma terulete
0, igy a determinans is O lesz.

1. példa:
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2. példa:
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4. példa:
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6. példa:
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Determinans harom és magasabb dimenziés esetekben

Haromdimenzids esetben egy matrix determinansa a matrix oszlopaiban szerepl vektorok
altal kifeszitett paralelepipedon eléjeles térfogata.

Meghatdrozésa vektorosan: vegyes szorzassal: V = (a X b) -C

Magasabb dimenzids esetben mar nem tudunk geometriai jelentést adni a determinansnak,
de az aldbb bemutatott kifejtési szaballyal barmekkora dimenzidéban meghatarozhatjuk a

determinanst.



Determinans meghatdarozasa kifejtési szaballyal:

Egy nxnméretl matrix determinansanak kiszamitasahoz valasszunk ki egy tetszéleges sort
vagy oszlopot és ennek minden elemét szorozzuk meg a hozza tatozd eldjeles
aldeterminanssal, majd a kapott szamokat 6sszegezzUk.

Elbjeles aldetermindns: Ha egy nxmn-es matrixnak elhagyjuk az i-edik sorat és j-edik

oszlopat, keletkezik egy (n—1)x(n—1) méretli matrix. Ekkor az i-edik sor és j-edik oszlop
metszéspontjdban taldlhatd elemhez tartozd aldeterminans a létrejott (n—1)x(n—1)

. . .. . . i+]
méretld matrix determinansanak (—1) -szerese.

A fent leirtak képlettel megfogalmazva:

det(A)= n (-1)" a, -det(A,)

j=l1
A (—I)Hj -vel valé szorzas gyakorlatilag +1-gyel vagy -1-gyel valé szorzast jelent. Hogy hol
mivel kell szorozni az kdnnyen megjegyezhetd a sakktablaszabaly alapjan:
+ - + -
- 4+ - +
+ - + -

Példa:
3 5 6 Elsé sor szerint kifejtve:
3 56
. dt(A)281381521628
c = =3 - +6- =
479 79 49 47
4 7 9

=3.(8-9-7-1)-5-(2:9-4-1)+6-(2-7-4-8) =17

Harmadik sor szerint kifejtve:
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det(A)=]2 8 M|=af [=T-[ |90 f=
479

=4-(51-8-6)-7-(3-1-2-6)+9-(3-8-2-5) =17

Masidik oszlop szerint kifejtve:
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det(A)=2 8 1|=-5 +8[ -7 | |
479

=-5.(2:9-4-1)+8-(3-9-4-6)-7-(3-1-2-6) =17




MATRIX INVERZE

Egy négyzetes A matrix inverze az a négyzetes A_ljelt'j matrix, amivel megszorozva A
matrixot egységmatrixot kapunk:

AA"'=A"'A=E

2x2-es matrix inverzének meghatarozasa:

a b ,1 1 [d -b 1 |[d -b
A= = A = =
c d det(A)|—c a ad—cb|—c a

Példa:

8 4 » 1 2 -4 112 -4 -0.25 0.5
6 2 8:2-6-4/-6 8 -8 -6 8 0.75 -1
Ellen&rzés:
4 8 41/-025 05 -2+3 —4+4 1 0
AA = = =
6 21 075 -1 -1.5+1.5 3-2 0 1
Tehat valéban egységmatrixot kaptunk.

Egy masik példa:

8 4 L 1 3 4] 1[2 —4
A= SA =—— == =
6 3 8:3-6:4/-6 8| 0|6 8

A fenti példaban a 2. oszlop az elsé fele, azaz az oszlopok linedrisan 6sszefuggdek, igy a
determinans O, emiatt O-val kéne osztani, ami lehetetlen. Ennek a matrixnak nincs inverze.
Az ilyen nem invertalhatd matrixokat szinguldris matrixoknak szoktuk hivni.



LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MATRIX ALAKJA

TegyUk fel, hogy adottak az a; és b, valés szamok, ahol i =1...n és j = 1...n,azaz n egyenletbdl
és n ismeretlenbdl all az egyenletrendszer. A feladat azon X; szamok megtalalasa, amelyek
kielégitik a kovetkezb egyenletrendszert:

a,x,+a,x,+...+a,x, =b

ay X, +a,Xx, +...+a,x, =b,

a,x, +a,x,+...+a,x =b,

Ez a hagyomanyos skalar egyenletrendszer alak az alabbi moddon irhato fel matrix alakban:
vezessunk be

e egy nxnméretl A egyltthatdmatrixot, amely az a; egyUtthatdkat tartalmazza

e egy b oszlopmatrixot, mely az egyenletrendszer jobboldalan lévé szamokat (szabad
tagokat) tartalmazza.
e ésegy X oszlopmatrixot, mely az ismeretleneket tartalmazza

Ha az igy eléallitott matrixokkal felirjuk az Ax =b matrixegyenletet az azonos lesz fent felirt
skalar egyenletrendszerrel.

a, 4dp a, || % b,
ay 4y Ayp || X2 | b,
anl an2 ann xn bn

A X b

Az el6zbekben ismertetett inverz segitségével a matrixegyenletet az aldbbi mdédon oldhatjuk
meag:

Ax=b /-A

AA'x=A"Db
E

x=A"b

Amennyiban az dsszes szabad tag O, azaz b =0, akkor az egyenletrendszert homogénnek
nevezzUk. Az ilyen egyelnetrendszernek az x=0(azaz minden ismeretlen 0) mindig
megoldasa, ezt hivjuk trividlis megoldasnak. Ettol eltérd, tehat nemtrividlis megoldéas akkor
létezik, ha az egyUtthetdmatrix szingularis, azaz determinansa O. Ebben az esetben végtelen
sok megoldas van.

Amennyiben b # 0 az egyenletrendszer inhomogén. Amennyiben az egyUltthatd matrix

determinansa O, azaz szingularis, abban az esetben az ilyen egyenletrendszernek nincs
megoldasa.



1. példa: inhomogén egyenletrendszer, nemszingularis egyutthatomatrix

megoldas hagyomanyosan:

megoldas matrixosan:

1) 8x,+4x,=4
2) 6x,+2x, = 8}
)= 4x, =4-8x,
x, =1-2x,

1) > 2):6x,+2(1-2x)=8

2x, =6

x =3
D=>x,=1-2-3=-5

A X b

Az egyUtthatd matrix inverzét az inverszamitdsos
példaban mar kiszamitottuk:

e ~025 05
1075 -1

e Pl N AR

2. példa: inhomogén egyenletrendszer, szingularis egyutthatdmatrix

megoldas hagyomanyosan:

megoldas matrixosan:

) 8x,+4x,=4
2) 6x,+3x, =8}
1) = 4x, =4-8x,
x, =1-2x,
1) > 2):6x,+3(1-2x,)=8
3=8

Ez hatarozottan nem igaz, igy ennek
az egyenletrendszernek nincs
megoldasa.

A X b
Az egyutthatd matrix determinansa:
det(A):8~3—6-4:O
Mivel a determindns O, nem tudjuk venni az

egyutthatd matrix inverzét, igy az egyenletrendszer
nem megoldhatod.

3. példa: homogén egyenletrendszer, nemszingularis egyutthatomatrix

megoldas hagyomanyosan:

megoldas matrixosan:

1) 8x,+4x,=0
2) 6x,+2x, :0}
1) = 4x, =0-8x,
X, =—=2x,
1) > 2):6x,+2(-2x,)=0
2x, =0
x,=0
D=x,=2-0=0

A X b

Az egyltthaté matrix inverzét az inverszamitasos
példaban mar kiszamitottuk:

e ~025 05
1075 -1
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4. példa: homogén egyenletrendszer, szingularis egyUtthatomatrix

megoldas hagyomanyosan: megoldas matrixosan:
1) 8x,+4x,=0 8 4] x 0
2) 6x,+3x,=0 6 3| x| |0
———— =
I)=4x, =0-8x, A x b
_ 5 Az egyUtthatd matrix szingularis igy nem tudjuk
Xy =744 venni az inverzét és matrixos mdédon megoldani, de
1) >2):6x, +3(—2x ): 0 mivel az egyemletrendszer homogén, igy végtelen
! sok megoldds van, ami a hagyomanyos
0=0 megoldasbdl lathato.
legyen x, = ¢
D=x,=-2x =-2c

Lathatd, hogy ebben az esetben azonossaghoz jutottunk, igy x,-nek akarmilyen értéket

adhatunk, x, pedig ennek -2-szerese lesz.



MATRIX SAJATERTEKE, SAJATVEKTORA
TekintsUk az alabbi tenzort:
MY
T=
2 3

Hatarozzuk meg az i, j irdnyegységvektorok, valamint v, = (3i—1j), v, = (li+1j).

v, =(2i-3j). v, =(=3i+3j). vy = (-1i+2j). v, = (-2i—1j). v, = (~2i + 0j) képvektorait!

A szamitasokat az aldbbi tablazatban végeztuk el:

iijiVliniV3iV4iVsiV6iV7
11013 11 12 1-31-11-21-=2
0il1i-111§-3{312i-1}0
411 1155 9,298
3121313151513 14-7:-4
aibiwliwziwsiw4iwsiwsiw7

Abrazoljuk ezeket a vektorokat xy sikban:

Mit tapasztalunk? A tenzor a vektorokat altaldanossagban megnyujtja és elforgatja vagy jobbra,
vagy balra. Viszont feltlnhet, hogy van 2 olyan vektor, melyeket nem forgat el, csak megnyujt.

Az egyik a v,, a masik a v vektorok. Ezen vektorokat nevezzUk a tenzor sajatvektorainak. A
megnyujtas sordn a v,vektor 5-szérésére nyllt, azaz w, =5v,, mig v,vektor kétszeresére

nydlt, azaz wg=2v,. Tehat ezekben az esetekben a tenzorral valé szorzds ugyanazt

eredmeényezte, mintha egy skalar szdmmal szoroztuk volna meg a vektort. Ezeket a szdmokat
(tehat amekkora értékkel a sajatvektorok megnyultak) nevezzuik a tenzor sajatértékeinek.



Egy T tenzor sajatvektorai azok a vektorok, melyek transzformacié soran nem fordulnak el,
csak megnyulnak, mig a sajatértékei azok a skalarok, melyek a megnyulas mértéket adjak
meg. A sajatvektorokat (-val, a sajatértékeket A -val jeldlve egy T tenzor sajatértékei és
sajatvektorai azok a skalarok és vektorok, melyek teljesitik az alabbi egyenletet:

Tq=1q

A példankban prébalgatassal belefutottunk 2 sajatvektorba, de természetesen van modszer,
mellyel ezeket meg tudjuk hatarozni, ezt tekintjuk most at.

Sajatérték és sajatvektor kiszamitasa

Induljunk ki a definicidbdl, szorozzuk meg mindkat oldalt egy egységmatrixszal (ezt
buntetlenll megtehetjuk, mivel az egységmatrixszal valé szorzas nem valtoztatja meg a
matrixok/vektorok értékét), ezutadn vonjuk ki a jobb oldaltmajd emeljuk ki q -t:

Tq=4q /-E
TEq=1Eq /-1Eq
T

Tq-AEq =0
(T-2E)q=0

Azt tapasztalhatjuk, hogy egy homogén linedris egyenletrendszerhez jutottunk, ahol az
egyutthatomatrix A:(T—ZE). Ahogy azt az egyenletrendszeres résznél tapasztaltuk, egy

ilyen egyenletrendszernek akkor van nemtrividlis megoldasa, ha az egyutthatomatrix
determinansa 0. Mi most természetesen nemtrivialis megoldast szeretnénk kapni, tehat azt
kell megvizsgalnunk, milyen A paraméter esetén lesz az egyltthatdmatrix determinansa O,
azaz:

det(T—AE)=0

Ezt az egyenletet szokas karakterisztikus egyenletnek is hivni. ha megvannak a szikséges A

paraméterek, azaz a sajatértékek, azt visszahelyettesitve a fenti homogén egyenletrendszerbe
kiszamithatjuk az egyes sajatértékekhez tartozo sajatvektorokat.

KeressUk meg a fenti példa tenzoranak sajatértékeit és sajatvektorait ezzel a mddszerrel.
4 1
T=
2 3
A karakterisztikus egyenlet behelyettesitve a fenti tenzort és az egységmatrixot:

o

Az egységmatrixot A -val beszorozva egy A -kat tartalmazo diagonalmatrixot kapunk:

5o 3

1. 1épés: sajatértékek meghatarozasa:

=0

=0




Kivonva a A -kat tartalmazé diagonalmatrixot:

4-
2

1
3-1

0

Lathato tehat, hogy az eredeti tenzor féatldjaban [évé elemekbdl kell kivonogatni a A -kat, a

fenti |épéseket nem kell ilyen részletesen leiro

(4-2)3-

gatni. Most fejtstk ki a fenti determinanst:

2)-2-1=0

12-44-31+47-2=0

A*=72+10=0

Tehat egy masodfoku egyenlethez jutottunk. Alkalmazzuk ra a megoldd képletet:

A 71

Ezzel megkaptuk a 2 sajatértéket. Ezeket altal

A
4

2. |épés: sajatvektorok meghatarozasa:

Most, hogy ismerjuk a sajatértékeket ismer

7N —4:1:10 743 _o
2

2
aban nagysag szerint sorbarakjuk, azaz:

=2
=5

tek a homogén linearis egyenletrendszerunk

egyutthatdématrixai. Egyesével helyettesitsUk be a kapott sajatértékeket és hatdrozzuk meg a

hozzajuk tarozo sajatvektorokat.

A =2-hdz tartozé sajatvektor:

A, =5-hoz tartozd sajatvektor:

(T_AE)‘L =0

L

=

Atirva egyenletrendszer alakra:
) 2x,+1y,=0|=y =-2x
2) 2x,+1y, =0

Lathatd, hogy a 2 egyenlet ugyanaz, igy az
egyik ismeretlennek szabadon
valaszthatunk barmilyen 0O-tél kulénboézé
értéket:

legyen: x, =1=y, =-2

=y, =-2x

Tehat egy lehetséges sajatvektor:

0
0

X,
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Atirva egyenletrendszer alakra:
) —x+y,=0|=y=x
2) 2x,-2y,=0
Lathatd, hogy a 2 egyenlet ugyanaz, igy az
egyik ismeretlennek szabadon
valaszthatunk barmilyen 0O-tél kulénbozé
értéket:
legyen: x, =1=y, =1

=V =X

Tehat egy lehetséges sajatvektor:




A

Természetesen ennek barmyilen skalarszorosa is
sajatvektor, mivel x, -et szabadon valasztottuk.

|q1|:\/12 +2? :\/g

~ | —0.894

e, = == == =
"la| 5 2

J5

LM_ = {0.447}

X

Természetesen ennek barmyilen skalarszorosa is
sajatvektor, mivel x, -6t szabadon valasztottuk.

|q2|:\/12 +12 =42

[
o s _H_ J2 | [0.707
0.707

2_|‘12|_$_ 1 B

V2

Amennyiben a T tenzor szimmetrikus, a sajatvektorok mindig merélegesek (ortogonalisak)
egymasra. Ebben az esetben elég csak az egyik sajatvektort kiszamitani, a masik vektorialis

szorzassal kiadodik.

A szamitogépek nem az ebben a leirdsban bemutatott modszerekkel szamolnak, mivel
nagyméretd matrixok esetén ezek a modszerek rendkivil lassuak (illetve numerikus
kerekitési hibakbol adéodd pontatlansag is felléphet). Ehelyett kiilonb6z6 numerikus
modszereket alaklmaznak, melyeket viszont papiron lenne korulményesebb alkalmazni. A
leggyakrabban alkalmazott numerikus modszerek:

determinans, inverz szamitas, egyenletrendszer megoldas - Gauss eliminacio
sajatérték feladat megoldas > Lanczos modszer




