RUDAK OSSZETETT IGENYBEVETELEI 1 - EGYTENGELYU
FESZULTSEGALLAPOT

A fesziiltségallapot egytengelyi, ha a feszliltségtenzorban csak 1 nem-nulla elem van és
ez a féatléban helyezkedik el. Egytengelyli fesziiltségallapot htizas/nyomas valamint

hajlitas esetén jon létre. Mivel mind hiuzéas/nyomasbdl, mind hajlitasbdél ugyanugy o,
normalfesziiltség adddik, ezeket siman 6sszeadhatjuk, azaz ha ezeket az
igénybevételeket kombinaljuk, nem kell redukalt feszliltséget szamitanunk.

1. feladat: nyomas+hajlitas (ellenérzés)

ADOTT: FELADAT:

Ay 2F Ay Oneg =120 MPa Ellenérzés
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MEGOLDAS:

0. Iépés: Redukalas a kozépvonalba

A rudak gyarkan nem kézvetlendil vannak terhelve, hanem hozzajuk kapcsol6dé merevnek
tekintett alkatrészeken (pl. fogaskerék/tarcsa...) kerssztiil. Ebben a feladatban példaul eqgy
merev tarcsa kapcsolodik a rud végéhez és erre hatnak az er6k. Ebben az esetben a 0.
lépés ezen merev alkatrészre hato erérendszer redukalt vektorkettésének kiszamitasa a
kapcsolodasi pontba. Ezt kévetbéen a rudhoz kapcsolodo altrészzel és az arra hatd
erérendszerrel mar nem foglalkozunk, hanem az ezt helyettesité redukalt vektorkettéssel
szamolunk. Amennyiban a rud kbzvetlentil van terhelve ez a Iépés kimarad.

Mechanikai modell redukalas el6tt: Mechanikai modell redukalas utan:
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1. Iépés: Tamaszté erérendszer kiszamitasa

feécserélheto.

A tamasztoerbket az el6z6 lépés elbtt is kiszamithatnank, azaz a 0. és 1. lépés

MaZOZMA—MB:MA:MBZGkNm
F,=0=F, +F, = F, =—F, =—10kN («)

F,=0=F,

2. |épés: Szabadtestabra és igénybevételi abrak

Szabadtest abra:

Ruderé abra

Nyiréerd abra:

Hajlitonyomatéki abra:

10 k
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3. lépés: Veszélyes keresztmetszet(ek):

A veszélyes keresztmetszetek a rud azon keresztmetszetei,
igénybevételek lépnek fel. Altalanos esetben meg kell figyelniink az 6sszes igénybevételi
&bra abszolutértékben vett maximumat. Igy egy 2D feladat esetén a riaderd, nyiréeré és
hajlitonyomaték szempontjabdl kiilbnbbzd helyeken lehetnek veszélyes keresztmetszetek.

ahol a legnagyobb

Jelen esetben mindharom diagram konstans, igy a rud 6sszes keresztmetszete

veszélyes keresztmetszet.

A maximalis igénybevételek (eléjelhelyesen):

N =-10kN =-10000 N
M,, =—6 KNm =—6-10° Nmm




4. |épés: Feszilltségeloszlas a veszélyes keresztmetszeten y és z tengelyek

mentén.
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zérusvonal: A keresztmetszet azon pontjai, melyekre o, =0.
A zérusvonal (amennyiben belemetsz a keresztmetszetbe) két részre bontja a
keresztmetszetet:
e Huzott tartomanyra (o, >0) és
e Nyomott tartoméanyra (o, <0)
Zérusvonal egyenlete hizas/nyomas + hajlitas esetén:
N M |
0,=0=—+—"0y = y=——_1
A A M,

z

Z

5. lépés: veszélyes keresztmetszet veszélyes pontjainak meghatarozasa:

A veszélyes pont(ok) azon pontok, melyekben a legnagyobb feszliltésg lép fel.

Ezen pont(ok) mindig a zérusvonaltol legtavolabbi pontok.

Veszélyes pont: D pont



6. Iépés: ellendrzés a veszélyes keresztmetszet veszélyes pontjaban

e nyomasbol adédoé normalfeszuiltseg:

2 2

A= d4” _100°7 _ 2653 98 mm?

o) (D)=0o) = N _ 10000 _ 4 57 mpa

A 7853.98
e hajlitasbdl adodod normalfesziltség a D pontban:
4 4
47 1007 _ 490873852 mm
64 64
p— . 6
o' (D) = M., Yo = _ 610" 5h__61.12MPa
4908738.52

I
e nyomasbal és hajlitasbol addédd normalfesziltség a D pontban:

o,(D)=c"(D)+0cM (D) =-1.27 MPa—61.12 MPa = —62.39 MPa

z

e A kialakulé maximalis nomralfesziltség:

=|o, (D)| =|-62.39 = 62.39 MPa

O-xmax
e cllen6rzés:

=62.39 MPa <o, =120 MPa

O-X max

A rud szilardsagtanilag megfelel.

Zérusvonal egyenlete:

N M, N I, 10000 4908738.52
0, =0=—+—"2y = y=-——t-=- : —— =-1.039 mm
A AM, 785398 -6-10

z




2. feladat: huzas+haijlitas (méretezés)

ADOTT: FELADAT:
Ay Ry, =80MPa | Méretezes
ry K B | n=1.2
< F X s | ; b=2a
h b > | F=10kN
[ B X | =800 mm
’ I R 4 h =100 mm
a »
MEGOLDAS
0. Iépés: Redukalas a kozépvonalba
F AY
( AFBV
A Ih Moy
I S
B I g F,=F=10kN («)
R M, =hF =0.1.10=1kNm
A
AFBV
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% I ~ FBx
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1. Iépés: Tamaszt6 erérendszer
M,=0=M;+M, =M, =-M, =-1kNm
F=0=-F, +F, = F, =F, =10kN ()
F,=0=F,



2. |épés: Szabadtest abra és igénybevételi abrak

Szabadtest abra: Ay
12ka:A 8\10&\1—5
1KNM < 08m 1kNm
Ruder6 abra: N4 [kN]
10 10
4
A
Nyiréeré abra: ﬁX»
] £
Jb 1kNm 1kNm
Haijlitonyomatéki abra: M,.A[kNm]
1 1
LTI X

3. lépés: Veszélyes keresztmetszet(ek):

Mindharom diagram konstans, igy a rud 6sszes keresztmetszete veszélyes
keresztmetszet.

A maximalis igénybevételek (el6jelhelyesen):
N =10kN =10000 N, M, =1kNm=10° Nmm

4. |épés: Feszultségeloszlas a veszélyes keresztmetszeten y és z tengelyek
mentén.

E *Y D AY Ay +Y
] J
E hazott tartomany (o, > 0)
z N > M, [>0 — Oy a)'(v'j O,
3 > - > —— ,
- } zérusvonal (o, =0)
N nyomott tartomany (o, <0)
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5. lépés: veszélyes keresztmetszet veszélyes pontjainak meghatarozasa:

ED szakasz 6sszes pontja.

6. Iépés: méretezés

alkalmazzuk:

valasztunk.

Amennyiben egylépésben szeretnénk méretezni a rudat huzasra+hajlitasra, egy
harmadfokt egyenletet kéne megoldanunk. Hogy ezt elkertiljiik, az alabbi modszert

1) Elhanyagoljuk a huzas/nyomast és csak hajlitasra méretezziik a rudat.
2) Felkerekitjlik a kapott értéket (jellemzben egy szabvanyos értékre ugy, hogy
lehetbleg htuzas/nyomasra is megfeleljen a rud)
3) Ellenédrizziik a rudat a valasztott szabvanyos mérettel hizas/nyomas + hajlitasra.
o Ha a rud megfelel, kész vagyunk a feladattal
o Ha a rud nem felel meg, visszatériink a 2) -h6z és nagyobb mértetet

| _ab’_ a-(2a)’ 8a' 2a'
t12 12 12 3

R
Oy = — _ 80 _ 66,67 MPa
n 12

O
|Mh2|m

ax
ymax < O-allowed

z

Xmax < Gallowed

3|'v|hZ|max @ o
2a4 2 — “allowed
3M,,|

2a’

max
< Gallowed

a> 3’3||\/|hl|mc-1x
2O-allowed
6
a> ,s/ 310" _ 55 93mm
2-66.67

Felkerekitve szabvanyos értékre:

a=30mm
b=60mm

6.1 Iépés: Méretezés csak hajlitasra

6.2 Iépés: ellendrzés
huzasra+hajlitasra

Keresztmetszeti jellemzdk:
A=a-b=30-60=1800 mm?
| = a_ba ~30-60°

=== = 540000 mm"*
12 12

Normalfeszultség a veszélyes pontokban:

N M_b

o,(E)=0,(D) ATl 2

_10000, 10° 60_
1800 540000 2

=5.56+55.56 =61.12 MPa

A létrejové legnagyobb normalfeszlltség:

Oemax =|0x(D)|=61.12 MPa

ellen6rzés:

Gymax =61.12 MPa < o, = 66.67 MPa

A rud megfelel.




3. feladat: ferde hajlitas (ellendrzés)

ADOTT: FELADAT:
y a=20mm a) Feszultségtenzor A pontban
T b =40 mm b) Zérusvonal egyenlete
a1 A M, = (120] +15OIZ) Nm | c) Fesziiltség eloszlas y és z
h + tengelyek mentén
Z \ s =10mm e .
< b 7 —_5mm d) Feszultség eloszlas
S AT zérusvonalra merdleges
Rpo. =200 MPa tengely mentén.
4 n=2 e) Ellenérzés
« a
MEGOLDAS:

Ferde hajlitas esetén a hajlitonyomaték vektor nem parhuzamos egyik tehetetlenségi
fétengellyel sem. Ebben az esetben a hajlitbnyomatékot felbontjuk a tehetetlenségi
fétengelyek iranyaba (jelen esetben y és z) esé dsszetevbkre, igy két egyenes hajlitashoz
jutunk, melyekre alkalmazhatok az egyenes hajlitasnal megismert 6sszefliggések.

Ferde hajlitas esetén egy tetszéleges y,z

T y koordinataju pontban a feszultség:
Mhz Mhy
o,=0,(Y,2)=—%y+—12
M A x =0x(¥,2) 3 y }
L A hajlitényomatékok:
7 b M,, =-150 Nm = -150000 Nmm
4—;1/’ - S My, =120 Nm =120000 Nmm
hz

kersztmetszeti jellemzék:

3 403
v | -8 _20-40° _166666.67 mm*
12
I s 3 3
<« 5 I, = j_zb - 201240 — 26666.67 mm*

Ugyeljiink a hajlitonyomatékok eléjelére! A M n hajlitonyomatek vektor egy xyz
koordinatarendszerben értelmezett nyomatékvektor ennek megfeleléen elbjelezve. Az
M,, és M, hajlitbnyomatéki igénybevételeket az a hajlitonyomateki igénybevétel
elbjelszabalya szerint elbjelezziik.




a) Fesziiltségtenzor az A pontban

My, My _ -150000 120000

A)= + = 10+ ————(-5)=-35.56 MPa
(A 0 I, " 106666.67 26666.67( )
o (A) 0 0] [-36.56 0 0
FE,=| 0 00|=| 0 0 O0fMPa
0 00 0 00

b) Zérusvonal egyenlete és abrazolasa

Zérusvonal egyenlete: Zérusvonal abrazolasa:
M _
GX:O=%y+¢Z y—322
I, ly \/ AY
M
y= —I—hy Z NIIZ . 2
v Myl A M, S
M hy
_ hy Iz 9\
y=——>.-%.7 =
M hz Iy T
—— a \ (?;
tana >1 <— =
tan YA M hy S » 6‘?/./‘
__ 120 10666667 z & %
150 26666.67 S | \& &,
y=3.2z ‘: é 9@4/
' o \2, e
kS \=—

Ferde hajlitas esetén a hajlitas tengelye és a zérusvonal kiilbnbdzé egyenes

e A hajlitas tengelye az 1. fétengelyhez all kézelebb

e A zerusvonal a 2. fétengelyhez all kbzelebb.
Amennyiben a hajlitas tengelye és a zérusvonal megegyezik, a hajlitas egyenes.
Amennyiben a keresztmetszetnek végtelen tehetetlenségi fétengelye van (pl.
kér/kérgydirii/szabalyos sokszdg), a hajlitas tengelye és a zérusvonal mindig
megegyeznek, ezen keresztmetszetii rudakat nem lehet ferdén hajlitani.




c) Fesziiltségeloszlas y és z tengelyek mentén | d) fesziiltségeloszlas a

Ay Ay Ay Ay zérusvonalra merdleges
\ tengely mentén.
M y
h M hy \ A D
. M, M
< Sho »  — h M by
M hz < R Y
2 M [2] A0
i — ;
c K
GMhz UZ
z T X M S
< | U)’z/lm = —he y B 9;
M l
o, " M n
M hy
Z< GX . I z
, \
o, O'XzaxM"HLU:Ahy

A

e) Rud ellenérzése

Veszélyes pontok: B és D (zérusvonaltdl legtavolabbi pontok)

Oymax = |O-x(B)| = |O-x(D)|

M M, M_b M, [ aj
oc(D)=—2y Wy e W _Z
x( ) | yD | D IZ 2 | 2

z y
-150 000 '40+ 120000 [ 20

o T o 2 |- 73.125MPa
106666.67 2  26666.67 2)

Oymax =|0x (D) =|-73.125/ = 73.125 MPa

Reo: = @ =100 MPa
n 2

Umeg =

o = 73.125 MPa < o,,,, =100 MPa

A rud szilardsagtanilag megfelel.
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4. feladat: egyenes hajlitas (méretezés)

ADOTT:

FELADAT:

AN

O neg =150 MPa

M, = (407 +30k ) Nm
Z, =-3mm

Yp =5mm

a) Zérusvonal egyenlete és
abrazolasa

b) Feszlltségeloszlas y és z
tengelyek mentén

c) Fesziltségeloszlas
zérusvonalra meréleges tengely
mentén

e) Méretezés

d) Feszlltségtenzor D pontban

MEGOLDAS:

a) Zérusvonal egyenlete és abrazolasa

A hajlité nyomatékok:

M,, =—30 Nm
M,, =40 Nm

Zérusvonal egyenlete:

M M
aX:O:I—th+ﬂz

tana =1

Zérusvonal abrazolasa:

11




b) Fesziltségeloszlas y és z tengelyek c) Fesziltségeloszlas a

mentén: zérusvonalra merdleges tengely
mentén
y y
" M hy = 5 Mn
Z o, =0,
( ;
Ivlhz AT -
AN
X0
. \C.
X
Z
®

d) méretezés

A keresztmetszet masodrend(li nyomatéka tetszéleges tengelyre:
d*z

,=l=1=

Az eredd hajlitbnyomaték (= hajlitonyomaték { tengely kordl):

M, =—M?,+MZ = /40" +(-30)* =50 Nm = ~50000 Nmm

A negativ elbjel oka, hogy a zérusvonal felett (pozitiv n tartomanyban) nyomott a rud, a
zérusvonal alatt (negativ i tartoméanyban hazott a rud).

veszélyes pontok: A és B (a zérusvonaltdl (= ¢ tengelytél) legtavolabbi pontok)

dZ3M
O neg T

dzswzﬁ.%mm = d=16mm
\/ 150z

12



e) Fesziiltségtenzor D pontban

A keresztmetszet masodrendld nyomatéka tetszdleges tengelyre:
d'z 16z
I —_ IZ —_ Ié/ —_ —_
Y 64 64
Mivel a D pont helye y és z koordinatakkal adott, azM,, és M, hajlitonyomatékokkal

=3217 mm*

célszer(i szamolni:

M —
o, (D) = My, Yp + y Iy = 30000 -5+ 40000 -(—3) =-46.627 —37.302 = -83.929 MPa
l, I, 3217 3217
o/(D) 0 O -83.929 0 O
ED = 0 0 0= 0 0 0|MPa
0 0 0 0 0 0
Megjegyzések:

Ebben a feladatban egy kér keresztmetszetii rud volt hajlitasnak kitéve. Bar a
hajlitbnyomaték nem volt parhuzamos sem az y, sem a z tengellyel, mégsem volt ferde a
hajlitas, mivel egy kor keresztmetszet esetében minden tengely tehetetleségi fétengely,
ezért a hajlitas tengelye mindig azonos a zérusvonallal, igy ilyen keresztmetszetet nem
lehet ferdén hajlitani.

llyen feladat esetén altalaban egy n¢ -val jelélt koordinatarendszert kétiink az eredé
haklitbnyomatékhoz ({ a hajlitonyomaték iranyaba mutat, azaz megegyezik a hajlitas
tengelyével és a zérusvonallal, n tengely pedig erre meréleges).
A masodrendl nyomaték barmely tengelyre:

o1 o1, 297

LY 64
Ellenbrzés/méretezés esetén célszeli az n¢ koordinatarendszerben szamolni, mivel a
veszélyes pontok mindig az n tengelyen vannak:

_ M|

GX max 77max S O-meg

I(
ahol: M, | M2 +MZ, g, =di2

Ha a feladat egy y és z koordinataival adott B pontban a feszliltség kiszamitasa, a
fesziiltséget a hajlitbnyomaték y és z iranyu 6sszetevébivel szamitjuk:

GX(B):¥y5+ Ihy

z y

Zg

13



5. feladat: excentrikus hizas (ellenérzés)

Excentrikus huzas/nyomas esetén a keresztmetszetre hato eredd eré parhuzamos a rad
kbézeépvonalaval és nem megy at a sulyponton.

ADOTT: FELADAT:
a=20mm a) Tetszbleges K keresztmetsezt
_ igénybevétele.

b =60 mm b) Feszliltségtenzor S és B

F =90 kN pontokban

D(0,-12,6)mm c) Zérusvonal egyenlete és
abrazolasa

Reo, = 750 MPa d) Feszlltségeloszlas y és z

n=2 tengelyek mentén
e) Feszliltségeloszlas a
zérusvonalra meréleges tengely
mentén
f) ellendrzés

MEGOLDAS:

a) K keresztmetszet igénybevétele

Az A keresztmetszetre hato erérendszer redukalasa a sulypontba:

redukalas el6tt: redukalas utan:

F erd tamadaspontjanak koordinatai: (D(0,-12,6)= D(Xy, Y5, Zp) )
Yp =—12mm
Z, =6mm

Tetszéleges K keresztmetszet igénybevételei:
N =F =+90 kN =+90000 N

M,, = Z,N = 6-90000 = +540000 Nmm
M,, = y,N =—12-90000 = —1080000 Nmm

14



Megjegyzés a hajlitbnyomatékok elbjelével kapcsolatban:
e Yy, és 1, koordinatak adottak a megfelel6 eléjelekkel
e Huzés esetén, N pozitiv, nyomas esetén N negativ
e Amennyiben ésszeszorozzuk a megfeleléen elbjelezett y, és 1, koordinatat a
megfelel6en elGjelezett N ruderével, automatikusan megkapjuk a
hajlitonyomatékokat megfelel6 elbjellel.
Természetesen a jobb kezlinket is hasznalhatjuk a hajlitbnyomatékok iranyanak
meghatarozasahoz, majd alkalmazhatjuk a hajlitdigenybevétel elGjelszabalyat.
Ellenérzésként:
e M, esetény tengely felett huzas, alatta nyomas van, ez tehat egy pozitiv hajlito

igénybevétel.
e M,, esetén z tengely felett nyomas, alatta huzéas van, ez tehat egy negativ hajlité
igénybevétel.

excentrikus huzas= huzas + ferde hajlitas =
= huzas + egyenes hajlitas z tengely korul + egyenes hajlitas y tengely koral.

Egytengely( feszlltségallapotunk van az alabbi normalfesziltséggel:
o (y.2)=0, +o," (y.2) =0} +o"™ () +0," (2)

hy

N M
Jx(y,z)=K+|—“z y+ I

z y

z

b) Feszultségtenzor S és B pontokban:

Keresztmetszeti jellemzok:
A=ab=20-60=1200 mm’

3 3
| :ﬂz%z%oooo mm*

fo12
3 3
, = ab_20"- 60—40000mm4
12 12
M
O'X(S):E+ ey g = 7~ 00
AT | F.=[0 0 0|MPa
90000 —1080000.0_'_540000_0_ 0O 0O
1200 360000 40000
=75+0+0=75MPa
M M _
(B)_N My My, N MyD _hy(_gj: 150 0 0
, LA 1 2 2 F.=| 0 0 0|MPa
_900004_—1080000‘@4_540000 (_@]_ 0 0 0
1200 360000 2 40000 2
=75-90-135=-150 MPa

15



c) Zérusvonal egyenlete és abrazolasa:

Zérusvonal egyenlete:

Zérusvonal abrazolasa:

M =4.52+25
aX:O:ﬂ+%y+—hyz y
A l, Ay
Mhz y=_ﬁ_%z yx
[ A 5,
NI, M1, . <
- Y My | My \3
AM,, .M, 3
y——I_Z% _ NI, Z IS\
l, My, AM,, My S N

tano

360000 540000 . 90000-360000
40000 —-1080000  1200-(—-1080000)
360000 540000 . 90000-360000
40000 —-1080000  1200-(-1080000)
y=4.52+25

Koordinata tengelyekkel vett metszéspontok:
y,, =25mm

0=45z2,+25=17, = —% =5.56 mm

d) Fesziiltségeloszlas y és z tengelyek mentén:

AY AY AY AY AY
Mhy ]
7 jIN ] o_N G)[Vlm O.:Ahy o
— SJ = > —1—> —
M —
N
AOy
z N
2 [T o =N
< X A
Mhz
O-X
i T G;VIh — Mhz y
I l,
A_M
0, M Mhy
z o," = z
< Iy
_ N My, Mpy
o,=0, to," +0,
Ao'x

e) Fesziiltségeloszlas a
zérusvonalra merdleges
tengely mentén:

y=4.52+25
Ay

3

v

Y

My | My

16




f) ellen6rzés

veszélyes pont: E (zérusvonaltol legtavolabbi pont)

M M
GX(E):%-F Mhz yE+_hyZE ZE—F%(_EJ—F_}WE_

1, LA LU 2) 2

y
_ 90000 ~1080000 .(_@% 540000 20

~ 1200 360000 2 ) 40000 2
— 75+ 90+135 =300 MPa

e = |0 (E)| =300 MPa

Oreg = Reo = @ =375 MPa
n 2

e =300 MPa<o, .. =375 MPa

A rud szilardsagtanilag megfelel.
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