SIKALAKVALTOZASI FELADAT MEGOLDASA VEGESELEM
MODSZERREL

Definicié: A vizsgalt testnek van egy
kitintetett  sikja, amely sikkal
parhuzamos 0Osszes sikban azonos
az alakvaltozas, és ezen sikok
tavolsaga terhelés hatasara sem
valtozik meg.

| section plane
Feltételek:

o A kitlintetett sikra meréleges méret sokkal nagyobb, mint a masik 2
e Aterhelés parhuzamos a kitlintetett sikkal és z tengely iranyaban nem valtozik

o A sikok tavolsaganak valtozatlansagat kilsé kényszer biztositja
Kovetkezmények:

e Az elmozdulas koordinatak nem fliggnek a z koordinatatoél:

u=u(x,y), v=v(xy), w=w(xy)
e ziranyba a pontok nem mozdulnak el:
w=w(x,y)=0

tehat: u(x,y) =u(x, y)& +V(X, y)€,

l. A SIKALAKVALTOZASI MECHANIKAI MODELL

ELMOZDULAS MEZ0
2 egymastol fuggetlen elmozdulasmezd van, amikkel minden mechanikai jellemzé

eléallithato
u=u(x, y)}

v=v(X,y)

ALAKVALTOZASI MEZO

Kinematikai egyenlet: A= l{ﬁ oV+Vo GJ
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A kinematikai egyenlet skalar egyenletei: [ au '2 . ]
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€ az alakvaltozasi Q a differencialasi
matrix utasitasok matrixa
g=0u

FESZULTSEG MEZ0

Hooke térvény: F = E ( A,Ej
= 1l+v 1-2v

alakvaltozas 3 fliggetlen koordinataval jellemezhet6.

Bebizonyithatd, hogy o, nem fuggetlen: o, = V(GX +Gy) adodik, tehat a fesziltség és az
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I A FELADAT GYENGE ALAKJA

Vezessik be az alabbi mennyiségeket:

wrtug lis . virtuglis aIakv.aItozaS| fellleti tehervektor: | térfogati tehervektor:
elmozdulasvektor: vektor:
¢
ou X f
ou= oe=| S p = P I
= |ov = y =0 | p, =0 | f,
5;/Xy

Feltételezzuk, hogy:

P(X,Y) = P, (X, V)& + Py (X, Y)e,,

f(xy) =% )8 + f,(x ),

jF SAIV — j&u
(Ap)

pdA — I su-fdv =0, ahol:

A feladat gyenge alakja:

)

F--6A=0,0¢,+0,0¢, +7,,0yy, = (58) o

A gyenge alak matrixosan felirva:
[ oc" oav - jau pdA-[ou'f dv =0
)




Il A SIKALAKVALTOZASI FELADAT VEGESELEM DISZKRETIZALASA

A gyenge alak m db végeselemre felirt integral 6sszegeként felirva:
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A diszkretizalads gondolatemenét 1D esetben a 3. Melléklet 1. pontja tartalmazza. Az ebben
leirt gondolatmenet altalanosithaté két- ill. harom valtozés fliggvényekre is. Jelen feladatban
kétvaltozoés fliggvényeket kell kdzelitentink.

Az ehhez haszndlandé lineéris alakfiggvények:
w&mn) RER M

7
1
’4 3| 4—1(1—§)(1+n 1+<§ (1+m)
-1 1 4
n
e @
)

(1-¢&)(1 (1+8)(1
4§n 4%11

Yy

A masodfoku alakfliggvények pedig:
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A leképezést azért [-1,1] intervallumra végezziik, mivel ezen tudjuk végrehajtani a
késbébbiekben a numerikus integralast (lasd 3. melléklet).
A tovabbiakban alkalmazzuk a kdvetkezd elnevezéseket:

e XY koordinatarendszer: globalis koordinatarendszer



e ¢£n koordinatarendszer: lokalis koordinatarendszer
e Xy sik négyszdg tartomanyai: elemek [elements]
e XYy sik négyszdg tartomanyainak sarokpontjai: csomopontok [nodes]

Egy végeselem modell esetén a 2 mezg, amit kdzeliteni szeretnénk: a geometria és az
elmozdulas mez4.

Izoparametrikus végeselemek: azok a végeselemek, amelyeknél az elem elmozdulas
mezbinek kozelitésére és az elem geometriajanak leirasara (leképezésére) ugyanazokat a
fuggvényeket alkalmazzuk.

4 csomopontu (linearis) négyszog alaku végeselem geometriajanak leképezése:
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Szampéldat a 2D leképezésre a 3. melléklet 2-es pontja tartalmaz.

A tovabbi képletekben a piros szinnel jeldlt figgvények & -t6l és n -tdl, a kékkel jelolt
fuggveények x-t6l és y-tol fuggenek.

A tovabbi képletek a linearis négyszdgelemre vonatkoznak.

GEOMETRIA KOZELITESE ELMOZDULASMEZO KOZELITESE
Xe=24:hi><? ahol x° és y; az e-edik elem ue=24:hiuie ahol u’ és v{ az e-edik
N i-edik csomopontjanak x és y v elem i-edik csomépontjanak
y'=2hyi| | koordinataja V=2V | | x ésy iranyl elmozdulasa

q° az e-edik végeselem csomdponti elmozdulasvektora. Ennek az elemeit, a csoméponti

elmozdulas paramétereket nem ismerjik. A cél ezeknek a paramétereknek a

meghatdrozasa.
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A kozelitéseket tdomoérebben, matrixos alakban is felirhatjuk:
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X, H az alakfliggvények matrixa ui
e - V,
| Ya (approximéaciés matrix) - qj

r'=Hx u'=Hg'
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‘ 0 a differencialdsi utasitasok matrixa =
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ah, 0 an, 0 ohy 0 ah, 0 1e

& ox oX oX X u,
,9; = 0 % 0 ihz 0 % 0 % vV Eazalakvéltozés—csomépontielmozdulés
;/:y oh ?fyll o ;{ oh, ;ﬁ’ o ;ﬁl uz matrix, de dltaldban csak B matrixnak hivjuk.
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Probléma: a B matrixban szerepl6 alakfiiggvények ¢ és n fuiggvényei, viszont X és 'y
szerint kell 6ket derivalni — Megoldas: lancszabaly alkalmazasa

an,

_oh 3 o on

o _oh oz ah oy

X OE X on ox oy o0Edy on oy
A fenti két egyenletet tomdrebben is felirhatjuk matrix alakban:
o) [og on]fn oc on >y
x| | ox ox || o0& C(qe\t | ox e _| 05 06
6_hi = o on 6_h, ahol: (i) = % 5_77 amibdl: J° = o i
oy oy oy ]l on oy oy on on

J° az e-edik elem Jacobi matrixa, mely kapcsolatot teremt az xy és ¢&n

koordinatarendszerek kdzo6tt. Ennek elemeit a csomoéponti koordinatak ismeretében meg
tudjuk hatarozni, mivel azok ismertek.
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A szamitas menete:

1)
2)

3)
4)

5)

el6allitasa
6) A Ee matrix feltéltése giemétrix elemeibdl.
Szampéldat Jacobi matrix eldallitadsara a 3. melléklet 3. pontja tartalmaz.

A J° kiszamitasa konkrét &n parosra

Az alakfiggvények & és n szerinti derivaltjainak elGallitasa (— L, )
Az alakflggvények derivaltjainak kiszamitédsa konkrét & és n értékekkel

-1
J°, mint 2x2-es, szamokat tartalmazé matrix invertalasa — (ge)

-1
Az alakflggvények X és y szerinti derivaltjait tartalmazo gf = (ie) I__i matrix

Ennek mintéjara a virtudlis alakvaltozas is felirhato:
dg" =00u" =gHsq" = Bog’
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FESZULTSEGMEZO KOZELITESE
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VISSZAHELYETTESITES A GYENGE ALAK EGY TAGJABA
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ahol:
dV =1det(J(£,n))d&dn
dA : Az az elemi fellilet, amelyen fellileti terhelés hat az elemre. Meghatarozasa:

7 n=+1
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[~ =
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5_/1’1 2 §
N - \77 =-1
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Fenti és lenti oldalélen: Jobb és bal oldali oldalélen:
dA=1ds:«/dx2 +dy? | ahol: dA=1ds=,/dx2 +dy? , ahol:
_oy o oy o
=—d§ —d&é+—dp dx =—d§+—d dy=—d&+—dp
o 877 " o on _, o5 , On 5 on
Ha n =allandé — dn =0 , igy: Ha & —aIIandé — d&=0,igy:

d=J(—§de (R s CORCDR
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(lent: n=-1, fent: n=1) bal oldalon: £=-1, jobb oldalon: £=1

A fentieket felhasznalva a gyenge alak egy elemre, ha a terhelés pl. a fenti élre hat:
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A kapcsos zarojelekkel bevezetett Uj mennyiségek: (zardjelekben a matrixok mérete)

il <= j j (&° )T D°B° det(J° Jd&dr | : a végeselem merevségi matrixa [8x8]
1

1
e [F2=](H&m 1)) p (£7=135(En =Ddé| afelileti terhelésbsl adods
=p - =0
) [8x1]
tehervektor

11
o |ff= I IQT io det(ie)dfdn : a térfogati terhelésbél adodé tehervektor [8x1]
= JI==

o |f°=f°+f°| avégeselem tehervektora [8x1]

Ezeknek a mennyiségeknek a kiszamitasahoz minden adatot ismerunk. Az integralasokat

numerikusan, Gauss-kvadrataraval végezzik el.
A Gauss integralas gondolatmenetét a 3. Melléklet 4. pontja tartalmazza.
Szampéldat tehervektor elballitasra a 3. Melléklet 5. pontja tartalmaz.

A CSOMOPONTI ELMOZDULASOK MEGHATAROZASA

A rugalmas peremérték feladat gyenge alakja az m db végeselembdl all6 teljes
szerkezetre:

Zm:(5ge )T (ﬁege - fe)=0 — az Osszegzés utan: 53(5&—3 =0| ahol:

e=1 =

: a teljes szerkezet merevségi matrixa (globalis merevségi matrix)

K
e ( :ateljes szerkezet csomoponti elmozdulas vektora
f :ateljes szerkezet tehervektora

(Az 0sszegzést lasd a 4. fejezetben!)
Mivel 6q 0 , a zardjelben 1évd kifejezésnek kell 0-nak lennie, amibél az alabbi linearis

algebrai egyenletrendszer adédik q -ra:

Ko= 1

Ebben az egyenletben K merevségi matrix szingularis, azaz det(ﬁ) =0, igy nem tudjuk

venni az inverzét, a fenti egyenletrendszer igy nem megoldhaté.

Ahhoz, hogy a fenti egyenletrendszer megoldhato legyen, még figyelembe kell venni a
kinematikai peremfeltételeket: Ha a teljes szerkezet i-edik elmozdulas koordinataja 0,
akkor a merveségi matrix i -edik sorat és oszlopat, valamint a tehervektor és csomoéponti
elmozdulasvektor i -edik sorat tordlni kell. A megfeleld torlések utan a megoldandé

egyenletrendszer:

Kg="floqg-k"




