Végeselemes modellezés - kiegészité6 anyag

1. Diszkretizalas gondolatmenete 1D esetén:

Egy tetsz6leges fuggveényt kozelitésunk 5db szakaszonként linearis fuggvénnyel:
5
FO) =2 hf(x)
i=1
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A fenti h (x) fuggvényeket nem tudjuk felirni egy fuggvényként a toréspontok miatt. De
figyeljuk meg, hogy minden egyes tartomanyt egy 1-t6l 0-ig csokkend és egy 0-tdl 1-ig
novekvé fuggvénnyel kozelitettiink. Ezeket mar kdnnyedén fel tudjuk irni egy fuggvenyként.
Nevezzik el ezeket a flggvényeket alakfliiggvényeknek [shape functions].

Mostantdl foglalkozzunk csak egy tartomany, az e-edik tartomany kozelitésével az
alakfuggvények segitségével. Az alakfuggveényeknek definidljunk egy lokalis & valtozot. Az
értelmezési tartomanyt (a késdbb szukséges numerikus integralasok elvégezhetéségének
érdekében) vegyuk [-1,1]-re.

Az alabbi abrak alapjan kdnnyen belathatd, hogy az alakfliggvények 2-nél metszik a
fuggéleges tengelyt, meredekségik pedig -2, illetve V.



a kozelitendd flggvény az e-edik -~
tartomanyon: . e

az 1. alakfliggvény: h =%—%§=%(1—§)

a 2. alakfiiggvény: h, :%+%§=%(1+ &)

Az e-edik tartomany egy tetszéleges pontjaban felvett fliggvényérték kozelitése:
2

FE(&) = (&) F () +h, () F %) =D (&) F(x)
i=1

Példa par pontra:

(D =RED @+ (DTN =21 ()24 (1+(-D)-5=2

£(~0,5) = h,(~0,5) f (3) + h,(~0,5) f (7) =%(1—(—0,5))-2+%(1+(—0,5))-5=2,75

fe(0)=hl(0)f(3)+h2(0)f(7)=%(1—0)-2+%(1+0)-5=3,5

fe) =h@)f(3)+h,@)f(7) =%(1—1).2+%(1+1)-5=5

Megyjegyzés: A kbnnyebb kévethetéség kedvéért linearis alakfiiggvényeket alkalmaztunk
Természetesen alkalmazhatnank magasabb foku alakfliggvényeket is, melyekkel pontosabb
eredményt kapnank.



2 sikbeli elem leképezése - szampélda

Adott: az abran lathaté elem csomdpontjainak koordinatai (abra alapjan) valamint
elmozdulasai:

U =(0,2€, +0,2€, )mm, d, =(0,3€, )mm, U, =(-0,3¢, +0,1€, )mm, u, = (0,26, )mm
Feladat: A lokalis (£r7) koordinatarendszerben adott P pont koordinataja és elmozdulasa a
globalis (xy) koordinatarendszerben
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Az alakfuggvények és a csomdponti koordinatak 6sszefoglalva:

i | az alakfiggvények | X | ¥,
Ll h=3-g)a-n) | 0| 0
2 | h, =%(1+ E1-n) | 8]0
3 h3=%(1+§)(1+77) 418
4| h, 1(1 E)l+n) | 0| 4

P pont koordmatal a globalis (xy) koordinatarendszerben:

4
X, (0,4:0,6)= > hx, =hyx, + hyx, =%(uo,4)(1_o,6).8+%(1+o,4)(1+o,e).4=3,36 mm

i=1
y,(0,4;0,6) Zh yi =hys +h,y, = (1+o 4)(1+0,6)-8+%(1—0,4)(1+0,6)-4=5,44 mm
i=1
P pont elImozdulasa:
,(0,4,0,6) Zh = hyu, + hyu; +hyu, =%(1—O,4)(1—0,6) 0,2+ 1(1+0 4)(1+0,6)-(-0,3) +

+%(1—0,4)(1+0,6)-(—0, 2) =-0,204 mm
»(0,4,0,6) Zh =hyv, +hv, +hyv, =%(1—0,4)(1—0,6)-0,2+%(1+ 0,4)(1-0,6)-0,3+

+%(1+0,4)(1+0,6)-o,1:0,14 mm



3 sikbeli elem Jacobi matrixa — szampélda

Szamitsuk ki az el6z6 feladatban szerepl6 végeselem Jacobi matrixat és Jacobi

determinansat!

. . , alakfuggvények & | alakfliggvények 7
I | az alakflggvények o Yi
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A Jacobi determinans:

det(J) =(8-17)(3+&)—(-1+&)(A+n)=9+3& -3y -né+1+n—-&—né =
=2&-2n-2n&+10



4 numerikus integralas Gauss-kvadratura

Az integralni kivant fuggvényt Lagrange-polinomokkal kozelitjuk:
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f(x)=> L(x)f(x),ahol L(x)a Lagrange-féle interpolacios polinomok:
i=0

) (X=X ) (X=%3 ) oo (X =Xy ) (X = X1 )---(X—X,)
LX) (6 =) (% = %) (% =X ) (% = Xiy0) (X% = %,)

Ezzel az integral kozelitd értéke:

b b n n b
j f (x)dx ~ j ()L dx=" (%) j L (x)dx

a i=1 i=1
%,—/
W

Az integralas pontossaga fligg az X integralasi pontok megvalasztasatol

Bizonyithatd, hogy ha:

e Az x integralasi pontok a Legendre-polinom gyokhelyei
e a=-1,b=1

akkor az integralra a lehet6 legjobb kozelitést kapjuk. Ha az integrandusz 2n-1-ed, vagy
annal kisebb foku polinom, akkor a kdzelité érték megegyezik az egzakt megoldassal. Ekkor
a kozelité megoldast Gauss-kvadraturanak nevezzik. A Gauss-kvadraturahoz szikséges

integralasi pontok és sulyok:



integralasi pontok szama (g) | integralasi pont (X; ) | suly (W, )
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A merevségi és tehervektorok numerikusan integralva:

Ke

M

(B(X,, X)) DB*(X,, X, )det(2°(X,, X ) W,

g T
iep:Z(i(Xi’”:l)) Eo(xi,n=1)J,i(xi,77:1)wi (terhelés fenti élen)
- = L

i=1 j=1

. 9 g T .
12 = DT HT (XX (XX )det(3°(X X ) W,

Integralasok soran jellemz&en g=2 Gauss pontot alkalmazunk.



5 Tehervektor meghatarozasa — szampélda

Adott: az abran lathaté elem csomdpontjainak koordinatai (abra alapjan) valamint terhelése:
Bo =(—2€, ) MPa

Feladat: az elem tehervektoranak el6allitasa

Az elem Jacobi matrixat mar kiszamitottuk a
3.3 feladatban, ennek bizonyos elemeire
majd sziukségunk lesz:

ox | oy

oc 1 oc | [3-n I1+y
d =% oy {—1+§*3+§}

on | an |

Az integralashoz 2 Gauss pontos integralast alkalmazunk, ennek pontjai és sulyai 3.4
alapjan:

i Xi Wi
1 —i 1
J3
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A tehervektor eléallitasa:

f = ji(SE,U:l)T P (&m=1)3,(5n=1)ds

ahol

H(gnzl){h(én:l) 0 h, (&m=1) 0 hy(&,m=1) 0 h,(£,7=1) 0
=7 0 h(&n=1) 0 h,(&,n=1) 0 hy(&,m=1) 0 h,(&.m=1)
P (§,77=1):E ={_02} (ez konstans, igy fuggetlen & -t6l és 7 -6l is)

JA(«:,n=1>=J[aX(ig=”j e R e S TR TN

(ez ¢ -t6l fuggetlen, csakn -tol fugg, de az meg konstans 1)



Gauss integralassal felirva a tehervektor:

f =22:i(xi,1)T P (X,1)3a (X D)W,

=0

Ll [l oo

Az alakfiggvenyek éertékei a Gauss pontokban:

Xi1-ben X2-ben
(e [
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Behelyettesitve:
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Megjegyzés: llyen egyszeril esetben, amikor konstans a nyomas, egyszeribb maodon is ki
tudjuk szamitani a csomoponti eréket:

A fenti feliilet nagysaga, amire a nyomas hat: A=+/4? + 42 .1=1/32 = 4y/2 mm?
Az ered6 erd nagysaga: F=p,-A=2-4J2=8J2 N

Mivel a nyomas konstans, az eredd eré 50-50%-ban oszlik el a 2 csomépont kdzott, igy a
tehervektor:




