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3. GYAKORLAT

MATRIXARITMETIKA

LINEARIS ALGEBRAI MUVELETEK

Az Osszeadas és kivonasivelettel — egyszéséguk miatt — csak egy példaban foglalkozunk.

Feladat
Legyen A =[12 3; 4 5 6]. Adjuk meg a B csupa egg®trixot (a ones fuggvénnyel) ugy, hogy
A + B' elvégezhétlegyen!

Szorzas nivelet

Két matrix csak akkor szorozhatd dssze, ha dzasslopainak szama a masodik tériyez
sorainak szaméval egyezik meg.

Eml.: a size(A) fuggvényhivas az A matrix soraiggkoszlopainak szaméat adja vissza.

Példaul A = ones(4, 5); size(A) eredménye [4 5].

A size(A, melyiket) figgvenyhivas csak a lekérdedahenzi6 szerinti méretet adja vissza, azaz
size(A, 1) = 4 és size(A, 2) =5 lesz.

igy az A és B matrixok 6sszeszorozhatdsaga eldtinthkdvetked hasonlitassal:

>> size(A,2) == size(B,1) % bels & indexek azonosak-e?

Ha ez teljesul, akkor a C = A*B matrix meérete
[size(A,1) size(B,2)] % kuls & indexek

Feladat
Az A = ones(3, 2) és a B = magic(4) matrixokat egegnk A*B modon dsszeszorozni. Az A
matrix melyik méretét és mennyire kellene valtartatogy ez sikerilhessen?

Ha a szorzas mindkét irdnyban elvége&héitalaban akkor sem kommutativivelet, azaz A*B
és B*A tobbnyire nem azonosak.

Feladat

Legyen A =[1:3; 4:6; 7:9], B = ones(3). Eltizzik, hogy egyeidte az A*B és B*A szorzat.
Hajtsuk végre ugyanezt a

P=1111;1234;13610;141020]ésaz

IP=[4-64-1;-614-11 3; 4 -11 10 -3; -1 313matrixokkal is.

Specidlis matrixokra a szorzatmatrix is lehet sflectulajdonsagu.
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Feladat

Legyen X =randi([1 19], 3) % véletlen méatrix generalasa: ([ hatarok], méret)
SW12=[010;100;001],SW13=[001;01®MO0], SW23=[100;001;010]

Az SW12*X szorzat felcseréli az X matrix 1. és @a. (swap: felcserélés)

Nézzik meg a tobbi swap matrixszal balrél téétémorzast is!

Mi lesz az SW maétrixok péaros kités hatvanya és mi lesz az SW matrixok paratlan &itev
hatvanya?

Mi torténik, ha az SW matrixokkal jobbrél szorozzak X matrixot?

Osztas nivelet

Matlab a matrixszal valé osztast valamilyen invetzald szorzassal hajtja végre.

Tudjuk, hogyvalodi inverz(inv parancs) akkor létezik, ha a — négyzetes trixndeterminansa
nem 0, ill. ha a matrix rangja megegyezik a sokaimazlopainak) szamaval.

Feladat

a./ Legyen E =[1 2; 8]. Valasszuk meg aa paraméter értekét igy, hogy a matrix rangja
* 1legyen;

* 2legyen!

Az utdbbi esetben hatarozzuk meg az inverzet, @z &zsal ellefrizzik, hogy valéban az
inverz matrixot kaptuk meg!
Mit kapunk, ha az 1 rangu esetben probalunk inwgizixot szamoltatni az inv paranccsal?

b./ Mi az SW métrixok inverze? Magyarazzuk meg r@dmenyt!

A valodi inverznél éltalanosabban értelmezett a éla jobbinverz, ill. a pszeudoinverz.
Elébbiek az egységmatrix felhasznaldsaval hatarozhagik utobbi élallitasara pedig a Matlab
beépitett parancsot biztosit.

Feladat

Elokészitésként nézziik meg a sugdban (doc) a \ ésldivide és mrdivide) riiveletek leirasat!
Legyen A=[12;34]és B =[107; 22 15].

Hatarozzuk meg azt az X matrixot, amelyre A*X = B.

Hatarozzuk meg azt az Y matrixot, amelyre Y*B = A.

Hatarozzuk meg azt a Z matrixot, amelyre Z*A = B.

Példa
Elokészitésként nézzik meg a sugdban a pinv parangsdg
Generaljunk egy 4x4-es matrixot egyjégzamokkal a randi fliggvény (lasd lent) segitségéve

>> P = randi([1 9], 4), rank(P)

Ha a rang 4 (altalaban ez teljesil), akkésebr hatarozzuk meg az inverzet kilon (inv(P)), és
jelenitsik meg tort formatumban is (rats parancs).
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Ezutan ellefirizzik, hogy az inverz kilonféle szamitdsaval kepdmények mennyire
egyeznek a valodi inverzzel!

>> PA-1 - inv(P) % -1. hatvany

>> P\eye(4) - inv(P) % jobbinverz (P az egységm. balosztdja)
>> eye(4)/P - inv(P) % balinverz (P az egységm. jobbosztdja)
>> pinv(P) - inv(P) % pszedoinverz

(Ha az eredménymaétrix minden eleme 0, akkor azd&ngasi mod teljesen azonos eredmenyt
szolgaltatott.)

Feladat

Legyen X=[8522;6414;3010].

Nem négyzetes matrixnak nincs inverze, csak pszeueilze. Elledrizzik, hogy olyan esetben,
mint most (az X matrixnak kevesebb sora van, msatapa) a pszeudoinverz egy jobbinverz,
azaz X*pinv(X) lesz az egységmatrix. (Nézzik meggyhaz X\eye(3) modon szamolt
jobbinverz etl eltér-e!)

Hatarozzuk meg az X transzponéltjanak a pszeudaiaves! Ez balinverz?

NEVEZETES MATRIXOK

Véletlen szamok

rand(méret) — egyenletes eloszlasu (0, 1) intervallumbeli salo(alvéletlenek)
randi(hatarok, méret) — egyenletes eloszlasu egészek

(A randn figgvény hasznalatat lasd a hazi feladktaktt.)

>> rand(5) % 5x5 méret G matrix

>> rand(1,5), rand(5,1) % sorvektor, oszlopvektor

>> A = ones(10,4); rand(size(A)) % 10x4-es veletlen matrix
>> randi([1 90], size(1:5))

% egy lottbhuzas eredménye lehet, az ismétl édés eseélye kicsi

Egységmatrix, csupa egyes és csupa nulla matrix

Ezen nevezetes matrixok kbnnyen megjegyéhenert az angol nevik alapjan a tartalmuk
egyeértelnti és a méretmegadas azonos konvenciét kdvet (oses, 2ye).

Paraméterezésuk: méret, tipus. Itt a tipus elmatadhméret egyetlen, vagy tobb numerikus
adat, amelyeknek az egész része szamit.

Példak

>> ones(3) % 3x3 méret 1 csupa egyesekb &l all6 matrix
>> ones(3.9, 4)

% 3x4 méret 4 csupa egyesekb &l all6 matrix (figyelmeztetéssel)

>> zeros(3, 'int8") % 3x3 méret 4 1 bajton tarolt 0 adatok
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>> eye(3, 5) % 3x5-0s egységmatrix, csak a bal fels é
saroktdél induld atléban vannak egyesek, a tobbi ele m nulla
>> A =[1:3; 4:6; 7:9], E = eye(size(A)) % értelmezzik!
Feladatok

a./ Tordeljuk fel 3x3-as matrixra (reshapévelet) a kovetkez sorvektort! Milyen matrixot
kaptunk?

>> A = [ones(1) zeros(1, 3) ones(1) zeros(1, 3) one s(1)]

b./ Legyen A = 1. Hajtsuk tdbbszor végre a kdvetk&rzékadast (matrixivitést).
Magyaradzzuk meg az eredményt!

>> A = [A zeros(size(A, 1), 1); zeros(1, size(A, 2) ) 1]
Tipp: rajzoljuk le a keletkeézUj métrixokat!

c./ Eml.: tudjuk, hogy a 0-val val6 osztas problémvelet.
Mik lesznek az eye(3)./zeros(3) hanyados elemei?

Hilbert- és Pascal-matrix
hilb(n) — nxn mérdt Hilbert-méatrix, amelynek elemei a természetes s#draciprokai a
kovetked szabdly szerint:

h(i,j)=2/(i+j- 1)
A tortalakot (karakterlancként) a rats(hilb(n)) lggdtatja. A Hilbert-matrixok determinansai
egyre kisebbek! (Gyorsan csokkesorozat...)
invhilb(n) — a Hilbert-matrix inverze, amelynek elemei egyagyobb egészeket tartalmaznak.

>> H3 = hilb(3), d3 = det(H3), T3 = rats(H3)

Feladatok

Allitsuk elé az 5x5-6s Hilbert-matrixot! Mennyi a 3. oszloprekinek az 6sszege?
Melyik Hilbert matrixnak lesz ékz0r kisebb a determinansa, mineasérték?
Allapitsuk meg az hilb(4), hilb(5), hilb(6) matrikanverzeinek legnagyobb elemét!
(Tipp: a max fuggvény hasonlbanikddik, mint a sum.)

pascal(n)— a binomialis egyutthatokbdl képezett matrix, ymek anti-atldiban az (a + b) egyre
novekw egészhatvanyainak egyutthato-sorozata van.

Feladatok

Allapitsuk meg azg + b)’ kifejtésében aa’b?® tag egyiitthatojat!

Melyik a Pascal-haromszdg 8. soranak 2. legnaggtdrne?

(Itt a hagyomanyos haromszoges elrendezést kdvetjiiiromszog csucsaban talalhaté egy
darab 1-es elemet 0. sornak tekintjik.)
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Feladat

Epitsik fel az egységmatrix, a csupa nulla mésriesupa egyes matrix, a Pascal-matrix, a
Hilbert-matrix és egyszématrixmiveletek (transzponalas is megengedett) segitségével
kovetked matrixokat:

W =
2 0 0 1 1
0 2 0 1 1
0 0 2 1 1
1 1 1 0 0
1 2 3 0 0
1 3 6 0 0
7 =
1. 0000 0. 5000 0.3333 0. 2500 1. 0000
0. 5000 0. 3333 0. 2500 0. 2000 1. 0000
0. 3333 0. 2500 0. 2000 0. 1667 1. 0000
0. 2500 0. 2000 0. 1667 0. 1429 1. 0000
0 0. 5000 0 0 0
0 0 0. 5000 0 0
0 0 0 0. 5000 0
0 0 0 0 0. 5000

Magikus matrix
magic(n) — magikus négyzet, ahollegalébb 3 és az elemek mind kilon&62-t3l n*-ig. Az
elemek 0sszege a sorokban, oszlopokbadattoban és az antiatioban megegyezik.

Feladat: Mennyi a 4x4-es magikus matrix egy oszlopanak etsrége?

MATRIXFUGGVENYEK

A matrixmanipulacios fuggvenyek (tukrozeés, forgagdmlas) latvanyos lehi&tégeket adnak az
eddig megismerteken tul tovabbi szarmaztatott makreballitasara, ill. Gjabb, &vitett
~Epitkezésre”.

Az &ltalunk felhaszndlt ,repertoar”: flipud, fliplrot90, circshift.

Feladat
Hozzunk létre olyan 5x5-6s méifighatrixot, amely az antiatlgjadban csupa 5-6s elear&imaz,
a tébbi pozicidban pedig 0 all.

Feladat

Készitsik el az 5x5-0s magikus matrixot!

Forgassuk el 90 fokkal az 6ramutato jarasaval gtesen, majd transzponaljuk!
Adjuk meg a 3. sor 2. elemét!

Feladat
Igazoljuk kétféle modon is, hogy a magikus méatox-€s oszlopdsszege megegyezik.
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Kidolgozott mintafeladat
Rakjuk 6ssze a specialis matrixfiggvények segitsdgballitott almatrixokbdl a kdvetkéz

matrixot!
0 0 1
0 1 0
1 0 0

o, OO
O OoOr o
[cNoNaN

Megoldas

A métrixunk 4 blokkra bonthatd, ezek mérete rer8h®, 3x4; 4x3, 4x4.

A nem négyzetes blokkok zérusmatrixok, a négyzetisixoknak pedig csak az anti-
diagonalisa tartalmaz egyeseket. Ez utébbiakaggzégmatrix tikrozésével, vagy forgatasaval
allithatjuk eb. A klasszikus 6sszerakés megoldas:

>> A = [flipud(eye(3)), zeros(3,4); zeros(4,3), rot 90(eye(4))]
Egy masik megoldas:
>> AE4 =rot90(eye(4)); A(1:3,1:3) = AE4(2:4,1:3); A(4:7,4:7) = AE4

Itt felhasznaltuk azt, hogy a célmatrix fel nentdtilelemei automatikusan nullak lesznek.
Még roévidebben (matrixmanipulacios fuggvényekkel):

>> A = flipud(circshift(eye(7),4))

% A 7x7 egységmatrix sorait 4-el ciklikusan el ére toltuk, majd
tukroztik, vagy:

>> A = circshift(flipud(eye(7)),3)

% el &szor tikrozunk, azutan shifteliink

Feladat
Oldjuk meg a kidolgozott mintafeladatot Ugy is, ogm az antiatibékban, haneméatiokban
vannak az egyes elemek.

OTTHONI MUNKA

Feladat (matrixszorzas)
Az A 2x2 mérei matrixszal niveleteket végeztiink, és a kovetéleat kaptuk:

>> B = diag(A+A")
B =
10
8
>>C = A2
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41 18
72 32

Mi volt az A matrix?

(Segitség: az A + A’ matrix szimmetrikus és iggtfdjaban az A diagonalisanak dupla értékei
szerepelnek. Az A matrix hianyzo értéljeitljuk p-vel és g-val, majd ezek felhasznalasaval
irjuk fel a C méatrixat A konkrét értékekkel valo dsszehasonlitasbolifpegruza modszer)
megkapjuk a keresett adatokat.)

Feladat (specialis szorzatmatrixok)
Legyen L egy valos eletirals6 haromszogmatrix. Ellénzzik, hogy az L* L' szimmetrikus-e?
(Jobbaknak: igaz-e ez mindig?)

Feladat (nevezetes matrixok)

Legyen A = 1. Hajtsuk tobbszér végre a kovetkérekadasokat (matrixlitést).

Magyarazzuk meg az eredményt! Egy indexhivatkozaslzand sz6 az index maximalis értéket
jelenti, Id. size(A, 1) illetve size(A, 2).

>> A(end+1, :)=0, A(;, end+1)=0, A(end, end)=1

Feladat (nevezetes matrixok, véletlenszamok)
Ismerkedjink meg a randn figgvénnyel!
randn(méret) — standard normalis eloszlasu véletlenszamok

>> x = 2*randn(400,1) + 10; hist(x)

% 400 darab 10 varhat6 érték i és 2 szOrasu szam, hisztogram
>> x = rand(400,1); hist(x)

% egyenletes eloszlas illusztracidja hisztogramon

Feladat (véletlenszamok)

Ellenérizzik, hogy sok (itt 192 darab) egyenletes elasri&letlen szam 6sszege mar mas
eloszlasu lesz!

Tipp: a sum(A) nivelet az A matrix oszlopainak 6sszegét képezi égyeorvektorba. Erre
kérjunk hisztogramot.

Megoldas: A = rand(192, 400); x = sum(A); hist(x)

Feladat (vektorbdl szarmaztatott matrixok)

vander(x) — az x vektorbol ékllitott Vandermonde matrix oszlopaiban az x oseéiorra
alakitottjanak a v vektornak pontozott egész hatatwmannak:

v(i,j) = x(i)~(n-j),aholn = I ength(v).

Egy Vandermonde matrix determindnsa az x vektaneil| eléallitott csokkeni indexi 6sszes
kulonbségpar szorzata. Tehat ha minden x elem koln akkor a determinans nem lehet 0.
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Példa
>>x = 1:4, V = vander(x), d = det(V)

Feladat
Szamitsuk ki a fenti V méatrix determinansat az a@bB8)*(4-2)* ...*(2-1) médon!

Feladat (oszlophivatkozas, oszlopdsszeg; nevezaterrixokkal)

Lineéris algebrabdl tudjuk, hogy egy matrix valayneszlopanak (ill. soranak) 6sszege
egységvektorok (eés csupa egyes vektorok segitségével (medfebiszponalas tiveletek
felhasznéalasaval) is@llithatd (,kiszedhét’). Példaként adjuk meg a kdvetketAblazat

Gyoértol vett tavolsagi adatait tartalmazé oszlopat, &s/alsagok dsszegét; majd ismételjik meg
ugyanezt a Budapestimért tavolsagokra!

A B c | D E | F [ G H |
1| Pécs  Gydr Miskolc Gyula Dabas Kinélat
2 |Tatabanya| 180 60 260 | 300 90 50

| 3 |Budapest| 160 120 | 200 220 40 40

| 4 |Udvarhely| 600 780 | 560 450 | 60O 30
5 |Szerdahel] 240 B0 350 400 @ 190 20
B

| 7 [eresiet [ 30 28 5 17 20| | |
A

Utmutato (Gyér): A-e kiszedi a Gyrtl mért tavolsagokan- A- e pedig eballitia a megfeld
0sszeget (itt eegysegvektor, o pedig csupa egyes vektor, medfeieletekkel).

Feladatok (nevezetes matrixok)

a./ Ebkészitésként nézzik meg a sugoban a chol pardrasa

Hatarozzuk meg a 6x6-0s Pascal-matrix Choleskyefelsat (fel§ haromszdg matrix, U).
Ellenérizziik, hogy U*U valoban kiadja a Pascal-matrixot!

b./ Hatarozzuk meg a pascal(5) és a pascal(6)xo&tdeterminansat! Milyen kdvetkeztetés
adodik ebbl az inverz matrixok elemeire? (Eliémzzik!)

Feladat (matrixépités)

Készitsiink egyedi terveZématrixokat a kidolgozott mintafeladathoz hasonléadviatlab
specialis matrixfiggveényeinek felhasznalasavaltképés).

Probaljunk ki olyan épitési feladatokat is, hogybagzerakott matrix valamely részmatrixat
feltlirjuk egy Uj matrixdarabbal. PI.

W =

PP PROON
WN R ONO
OWRrNOO
OCoOoORRE
OCoOoORRR
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Felllirassal médositva:

W =
2. 0000 0 0 1. 0000 1. 0000
0 1. 0000 0. 5000 0. 3333 1. 0000
0 0. 5000 0.3333 0. 2500 1. 0000
1. 0000 0. 3333 0. 2500 0. 2000 0
1. 0000 2.0000 3. 0000 0 0
1. 0000 3. 0000 6. 0000 0 0

Feladat (matrixfiggvények)
Allitsuk elé a kovetke# (még nem létegd matrixot elemeire torténértékadasokkal! (lehéeg a
legkevesebbel)

0 10
0 1

'_\
cNeoNeoloNoNoNoNoNeNe)

'_\
cNeoNeoloNoNoNoNoNeNe)

cNoNoloNoNoNeNoNe]
O0OO00OO0OO0OO0OO
lcNoNoNoNoNeNoNoRoRo
lcNoNoNoNoNeNoNoNoRe
lcNoNoNoNoNeNoNoNoRe
=
lcNoNoNoNoNoNoNoNoRe
lcNoNoNoNoNoNoNoNoRe
=

lcNoNoNoNoNeNoNoNoRe

Segitség:

a./ clear A; A(1:9, 2:10) = 10*eye(9) az utolso métkili eredményt adja. Hogyan johet létre az
utolso sor?

b./ Shifteljuk az egységmatrix 10-szeresét filggesen negativ irdnyba, vagy vizszintesen
pozitiv iranyba, és a felesleges elemet nullazzuik k
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