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7. GYAKORLAT

LIN. ALGEBRAI ALKALM AZASOK 2,
REGRESSZIO, VIZSGA MINTA

SAJATERTEK, SAJATVEKTOR

Mintafeladat
Hatarozzuk megaz A=[51-21;16-11; -2 2;4 1 2 8] szimmetrikus matrix sajatvektorait
és sajatértékeit! Ellémizzik a sajatértékegyenlet teljesilését is!

>> [U L] = eig(A), ellenorzes = A*U - U*L

Hatarozzuk meg az A matrix karakterisztikus polifgthHelyettesitsik be a sajatértékeket a
karakterisztikus polinomba, és igy elteizzik, hogy ezek valéban kielégitik a karakteriszs
egyenletet!

Tipp: A polyval parancs polinom kiértékelésére gabladott helyen/helyeken.

>> p = poly(A), | = eig(A), polyval(p, 1)

Feladat

Legyen B = [6, -1; 8, 2]. Valosak-e a B matrix séjéekei?

Tipp: Hasznaljuk a megoldashoz a poly és a roatsspall. az eig parancsot!

Az eig parancs segitségével készitsuk el a mawialadJ) és Lambda matrixokat ugy, hogy U
oszlopvektorai az 1-re normalt sajatvektorokat ladp@_ambda matrixdatlobeli elemei pedig a
sajatértekeket. Ellémizzik, hogy ekkor U*Lambda*inv(U) az eredeti maot adja!

EGYSZERJ REGRESSZIO

A Matlab sokféle tamogatéast nyujt regressziés fatiakl megoldasahotakd ebadas.

A legegyszeibb esetben adatt y pontsorozathoz kérhepolinomos kozelités plot

mendjében.

Ebben a mintafeladatban egy szinusz fliggvényt kgwentsorozathoz készitjik el a regresszios
polinomot.

>> x = (0:0.5:6)+0.4*rand(1,13)
>>y = sin(X)
>> plot(x,y,™)

A Figure 1 ablak Tools/Basic Fitting mentpontjalk@nik ki a 7-edfoku kozelitést.



Plot fits

Check to display fits on figure
(| spline interpolant

(7] shape-preserving interpolant

| 4th degree polynomial
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'| 7th degree polynomial 2

) Basic Fitting - 1 o o |
Select data: | datal - <)
[T Center and scale x data

Murmnerical results

Fit: | 7th degree polynomial >

Coefficients and norm of residuals

P7*x + pB&

Coefficients: |
pl = 0.00014793 |
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[} linear V=PIt R2NCE 4 e y = 0.00015% - 0.0033%E + 0.023°%% - 0.036%* - 01253 - 0.0453 +

(] quadratic P3*k°5 + pd*x~d + ir 1% - B 1
| cubic = p5*x~3 + pE*rZ +

("] 8th degree polynomial p2 = —-0.0032619
[T19th denree nolnomial = p3 = 0.02282
[¥] Show equations p4 = -0.036006
r P53 = -0.115%
Significant digits: | 2 - o6 = —0.038526
[7] Plot residuals e7 = 1.0152
pg = -0.0021393
Bar plot - -
Subpl - + datai
e ‘ Save to workspace... Tth degree
[7] Show norm of residuals
-14 L L L L
0 4 2 3 B T
Help Close | - -

Ezutan jeldljuk be, hogy latszédjék az abran azaetpt is, ill. a— lenyomasa utan lathatjuk a
numerikus értékeket is.
Megallapithatd, hogy az eredmény nagyon hasoniid() ST aylor-sordhoz.

MERESI ADATOK FELDOLGOZASA, ELEMZESE
(VIZSGA MINTA)

Ebben a kidolgozott mintapéldaban egy olyan komplekorlati feladatot oldunk meg, amely a
Matlab modul zarasaként 6sszegzi tudasunkat. A ldagsoran néhany haladobb o6tletet is
alkalmazunk és bemutatunk, ezek azomtzam tartoznak bele a tantargy térzsanyagalve s
keriilnek szamonkéréssem.

A feladatban egy rogzitett rugalmas test nyulasamaiési adatait kell feldolgoznunk, a hibas
adatok kis#irésével, statisztikadkkal, regresszioval. A megoldédze a megfeléimodell

feléllitasa is (ellebrzéssel).

1. Adatoszlopok kinyerése, abrazolas
Egy egyszdr szbvegszerkesatel nyissuk

B c:\Matlaby201 4\fittinglayak-fel-adatok.txt - Notepad++

F&jl Szerkesztés Keresés Mézet Kadolds Myely EBedlitdsok  Makrd  Futbatas

meg az adatfajlt (gyak-fel-adatok.txt), és | o/ sl &4 M i ® & |E
tanulmanyozzuk a struktdrajat. Lathatd, hod B aekieadsiok i |
5 adatoszlopunk van, amelyek rendre a Y

megnyulasl] és az &f (F) értékeit :
tartalmazzak (1. és 2., ill. 3. es 4. oszlopok)f| :
tovabba egy azonositot (5. oszlop), 6sszesq| «
:
Q

o 1
0O 00 -0.0072 1676

0.00625 0.0012 0.00625 -0,.0066 1675

999 adatsorral. A fejléc szamunkra most
felesleges, ezért toréljuk.
Mentsik el a f4jlt (data.txt).

0.0125 0.0036 0.01875 -0.0066 1674
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Ebben a feladatban a 3. és a 4. oszlop adataigahfotovabb dolgozni. Olvassuk be az adatokat
a Matlabban eglés egyF vektorba, majd abrazoljuk azééa megnyulas fliggvényében!

>> |oad data.txt, | = data(:,3); F = data(:,4);
>> plot(l,F)

05 | | | | | | | | |
a

Az F(I) fuggveény grafikonjat vizsgalva azt talaljuk, hdggrom részre bonthato fel.

Az elsh szakasz — felteh&tn a befogas és a meérés technikai korlatai misteg nem ad redlis
képet a fizikai jelenségr (,inicializalas”, kb. az el§ 70 adat). Ezutan egy exponencialis/loga-
ritmikus jelledi rész kdvetkezik, majd egy linearis szakasz figg#lmeg (a Hooke-tdrvény
szerint).

Minket a feladat ,standard” megoldasa soradsgsban a linearis rész érdekel majd, a fejlettebb
(fakultativ) megoldasnal elemezzik a nem lined&s=t

2. Osztaspontok vizsgélata

Az adatokat attekintve lathatjuk, hogy jol érzéleddrszabalyossag figyelhemeg a megnyulasi
ertékek sorozataban. Vizsgaljuk meg a Matlabbalyh@jon egyerilkoziinek vagy kozel
egyenbkoziinek tekinthetk-e az osztaspontok!

Elkészitjik a szomszédbsgrtékek differenciait (tavolsagat).

>> dI = diff(l);

Ezutan hisztogramot (gyakorisag oszlopdiagramat)ikéaz adatokra, hogy attekinthessuk a
struktarat.

>> hist(dl)

A grafikonon latjuk, hogy az adatsorban csak 0,08658,012 koruli értékek szerepelnek.

Médositott hisztogram (az 6sszes eset darabszdmBis(dl,999), ersl mar jol latjuk, hogy
valojaban csak pontosan két érték fordal(@,00625 és 0,0125).
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*Pontos elledrzés és szamolas is elvégeshet

>>db = 0; for i = 1:998 if (dI(i) > 0.0125 - 5*eps &
dl(i) < 0.0125 + 5*eps) db = db + 1; end; end; db

Ha ugyanezt megcsinaljuk a masik értékre is, alkiprk, hogy 460, ill. 538 éfordulas van.
Az ellerdrzés végrehajthato a h = hist(dl), ill. h = hist@®9) parancsokkal is.

*3. A grafikon részekre bontasa
Most megkeressik &) diagram egyenesnekrns szakaszat.
Ehhez az axis([xkezd xvég ymin ymax]) szerkézmtranccsal ablakot nyitunk a diagramra és
ezt végigtoljuk lépésenként.
for bal =1:900
jobb = bal + 99;
axis([l(bal) I(jobb) min(F(bal:jobb)) max(F(bal:j obb))]),
pause(0.02),
end

Az elejét még egyszer, lassabban is végignézhétjuk at a 900-as értéket 200-ra, a pause
paraméterét pedig 0,2-re).

Ugy tiinik, hogy a 200. eséitmar kozel linearis a kapcsolat. Ezt azzal isréitzhetjiik, hogy
ettsl kezdve a differenciahanyadossal becsult derkd@el konstans lesz.

>>| orig =1I; F_orig = F; | = |_orig(100:end); F = F_orig(100:end);
>> dF = diff(F); dI = diff(l); deriv_F = dF./dl;

>> deriv_F(end+1) = deriv_F(end);

>> plot(l,deriv_F)
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Feltevéstinkkel ellentétben BX1) derivaltfiggveény kb. 4,2-ig csokkémendenciat mutat, azaz
eddig a fuggvény biztosan nem lineéris. A derigddizen a szakaszon a kovetkkazelit

becslést adjuk (indoklas: a fliggvény alakja alapgfiok, hogy negativ kiteds exponenciélis
tipusa, megfeldl eltolassal):

1) F=ae’9+q,

ahold az egyenes rész meredekségE a#(l) kapcsolatban. Mivel egy exponencidlis fliggvény
hatéarozatlan integrélja szintén exponencialis fiéggyy ezért af(l) figgveny j6 kozelitéssel

) Fl=Ae*9+dl+e

alaku lehet. (Itt kihaszndltuk azt a becslésnék&zos technikat, hogy kénnyebb a derivaltbdl
kovetkezni az eredeti fliggvényre, mint direkt méthensilni az eredetit.)

A tovabblépésre ezutan két lebsdglink van.
a./ Csak az egyenesnek latsz6 részen dolgozunkaazzdataink masodik felén, kb. az 500.
ponttol kezdve.

*b./ Az exponencialis rész tovabbi vizsgalatah@2)absszefliggéA, b, ¢, d, e paramétereit a
négyzetes eltérések minimalizalasaval keressik meg.

(A mért adatsor és a becslilt figgvényértékek algdmegyzetének 6sszegét minimalizaljuk az
fminsearch() figgvény segitségével.)

4. Regresszio a linearis részre
Toroéljuk a valtozoinkat, Gjra betdltjuk az adatokagjd vessziik az adathalmaz 2. felét.

>> clear all, load data.txt

Select data: | data 1 £

>> |_orig = data(:,3); F_orig = data(:,4);
>> | = |_orig(500:end); B e

its on figure

Fit: | linear =

>> F = F_orig(500:end); plot(l,F)

A regresszios feladat megoldasat a mar ismert B oo
. 7 . . e || 4th degree pelynomial
eszkozzel végezziik (Tools/Basic Fitting). 1 5 degreeplynmi

e - . e g . , ., ij_:_'ﬁthdagma clynomia
Az ablakban valasszuk ki, ill. jel6ljuk be a kovetk opciokat: g
71 9th dearee.

* Linearis kapcsolat, B Show e

Coefficients and norm of residuals

v = pl*x + p2

. ShOW equa‘uons, Significant digits: | 4 -
* Plot residuals,
* Show norm of residuals.

7] Plot residuals

Bar plot
Subplot

[#] Show norm of residuals
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A ,Significant digits” értékét noveljuk meg 4-re.-A gomb megnyomasaval nyissuk ki a
~-Numerical results” panelt is. Itt lehitég van az illeszkedés adatainak mentéseére réktdi
maédon is kimasolhatjuk a megfalelaltozokat.

y =0.2036"% + 0.4137 inear

1 | | | |
4 5 6 7 8 ] 10

residuals
T T T

T
Linear: norm of residuals = 0.09042

Mésoljuk be a parancsablakba a megéeperamétereket:
>>pl = 0.20365, p2 = 0.41372

Ezutan mar ay = pl-x + p2 képlettel tovabbx helyeken is tudjuk ag fliggvény értékét
becstilni.

>>x =[1011 12]; y = p1*x + p2; ertektabla=[x; y]

% 3 Uj pontot hozunk Iétre

>> figure(2), plot(l_orig,F _orig), hold on, plot(x, y,'0k")
% 0 abra az uj pontokkal (teljes adatsor)

s sEdi VWD TOd s DE DN InEow S 1 2
INede | K| ROV EL-E|0H =D
3 T T T T T
o
Q
2 L —

1+ —
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5. Adatok simitasa és dirése
A mért adatsorozat feldolgozasanak fontos lépé&smias(egyenetlenségek csokkentése) és
ennek részeként egyes telden kiugré adatok torlése (ezek feltegieet mérési hibabol
szarmaznak).

*Ha elérjuk a Signal Processing Toolbox

.J R Eitor DA\Oktatas\Matlab 61570

, , . . L, File Edit Texdt Go Cell Tools Debug Desktop Wmduw HeIF; ‘N 2 x|
szolgaltatasait, akkor a simitasi feladat DEW¥RB906 (o -hewhB-[| ~O-
megoldaséara igen sok eszkdz all 1 function [ ys 1 = shape5( y ) \n
rendelkezésiinkre. (PIl. egy j0l bevalt 2 * Egyszerl simité figgveny

. . , . — ¥5 = y;
rr,10dsz'er a Savitzky—Golay-féle simitas — | , ms S S—
lasd ebadas slideok.) 2 ys (k) = sum{y(k-2:%+2))/5;
Ha csak a Matlab alapszolgéltatasai 6— ~ end
hasznalhat6ak, akkor egysiaimitasként = - §
H outlier_filterm x| shapeb.m X[
alkalmazhatjuk pl. az 5-pontos . :
| shapes ln 9 Col 1 QVR

csuszoatlag modszert, amely 5 egymas
melletti érték atlagaval helyettesiti a koz&étp&rre készitettlink egy sajat fliggvényt (shape5 m)

A feladatunk megoldasa ezt hasznalva:

>>| =1 _orig; F =F_orig;
>> Z = shape5(F); plot(l,F-2)

% kirajzoltatjuk a simitott és az eredeti sorozat e lteresét
.E-Fxguiei y
“ Eile Edit View Insert Tools Desktop Window Help kl
NEd% & RUDEL A(0E =D
x 107
6
g
| j
B |
.
H .
g | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 B i 8 9

Ha a mért adatsor és a simitott adatsor kozotdmhﬂeg Jelerais akkora kiugro eseteket

érdemes torolnimint extra zajbol, vagy[iee oommwi s =)
File  Edit szt Go Cell Tuols Depu: Desktop  Window  Hel ol x
mérési hibabol szarmazo értékeket, | o s = s fa e b b e v
EI’I’e a feladatra SZlnten egy SaJat 1 function [ xf,yf,ysf ] = outlier filter( x,y,ys,limit ) - -
flggvényt készitettiink (outlier_filter), i eyl e
7 7 . e or = leng b4
amely paraméterként megkapja az i If (aps(FU0-ys iR <inity
eredeti adatsox(y) mellett a simitott i ¥ EXE m
értékek sorozatat iy$), és az 10 i . s T
x(K), y(k), ygk) adatharmasokbal ol e
. i en &
csak azokat hagyja meg, ahol az |
eltérés a szintén megadott limitnél e T e
outlier filter ln 11 Col 1 QvR
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kisebb. Az eredmények rendrexdzyf, ysfsorozatokba kertilnek, amelyeket Ures sorozatokbdl
kiindulva készitink el.
A faggvény segitségével most lecsipjik a 3E—4-a§lyobb hib4ju adatokat:

>> |imit = 3E-4,
>> [Is,Fs,Zs] = outlier_filter(l,F,Z,limit); plot(l s,Fs-Zs)
% az eredeti és a simitott adatsor eltérésének kira jzoltatasa a

korrekcié utan

E; Edit View Insert Tools Desktop Window Help . . . L
e kR0 EL- 2 0E O
x107
4 T
g
. I
1
| I
A ||
4 |
. |
3 | | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Nézzik meg, hogy az eljaras hany adatot torolt.
>> length(ls)

Latjuk, hogy 939 darab adatunk maradt.
Ezutan abrazoljuk a redukalt adatsorozat 2. fékgz abrara a megszokott modon linearis
regressziot kertink (Basic Fitting).

>> | = [s(470:end); F = Fs(470:end); plot(l,F)

-2 ‘iﬂ_e“i_

File Edit VMiew Insert Tools Desktop Window Help ~

NEde |k AA09RL- |2 08 e
T T T T T T T
o data6 ||
y =02033* + 04162 g
i .
15+ —
| | | | | | | | |
5 55 6 6.5 7 75 8 8.5 9
residuals
02 T T T T T T T T T
Linear: norm of residuals = 0.079677
0.1 T
0
D |
02 | ! | | | | | | |
5 &5 6 6.5 7 75 8 8.5 9
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A parancsablakba most is bemasolhatok a megfpllaméterek:
>>pl =0.20332, p2 = 0.4162

Szintén a fentihez hasonlé modofrejelzést is végezhetink gz pl-x + p2 képlettel.

>>x =[10 11 12]; y = p1*x + p2; ertektabla=[x; y]
>> figure(2), plot(l_orig,F_orig), hold on, plot(x, y,'ok’)

Osszefoglalva, lathatd, hogy a simitas és a p@r&ipont torlése kevéssé maédositotta a korabbi
eredmeényt, hiszen a sorozat eléggé lineéris WwiBi¢gnal Processing Toolbox parancsait
hasznélva is nagyon hasonlé eredmény adédik.)

*6. Altalanos regresszié, paraméterbecslés a legkisb négyzetek modszerével
Ebben a részben egy olyan altalanos regresszéastjmutatunk be, amely a mostani konkrét
feladat mellett sok mas probléma megoldaséara mnlddtsatd. Csak annyi a tedimdk, hogy a

mintamegoldas megfelgkorait atirjuk (ezek most piros kommenteisdg!

Célunk a feladatnak megfetein az exponencialis rész regresszidval tértsactslése.
Az eredeti adatsor 100. pontjanal kezdjuk az itkesiz

>> clear all

>>|oad data.txt

>> | = data(;,3); F = data(:,4); xdata=I(100:end); ydata=F(100:end);
% adatel &készités

Kovetkezik azA-e (=9 + dl + e tipus illesztés végrehajtasa, a fitc fliggvényahiupg az
fminsearch parancsot.

>> [estimates, model] = fitc(xdata,ydata)

>>est fun=[num2str(estimates(1)4), op ,num2stestimates(2)4), o, .
num2str(estimates(3)4), M num2str(estimates(@)4), "+, num2stri(estimates(5) 4)]
% a képletlink karakterlanca szovegdarabkakbdl 6ssze ragasztva

>> [sse, FittedCurve] = model(estimates);

>> sse
>> R_square = min(min(corrcoef(ydata,FittedCurve).® 2))

Ezutan kirajzoljuk az adatokat és a regressziogviéigyt, majd dlrejelzést is készitlink.

>> plot(xdata, ydata, '."), hold on

>> plot(xdata, FittedCurve, 'r')

>> xlabel('x'), ylabel(‘f(estimates,x,forecast))

>> title(['Fitting to function ', est_fun]);

>> x =[9:0.2:10]; y = inline(est_fun), plot(x, y(x ), 'k)

% el &rejelzés a [9, 10] tartomanyban

>> |legend('data’, est_fun, 'forecast’, 2)

>> text(6,0.5, [[R"2: ', num2str(R_square A}, { [SSE: ", num2str(sse, M} )
% R-négyzet pozicionalasat kell atirni megfelel & helyre

>> hold off



Az eredményt elemezve lathatd, hogy az
illesztésiink R-négyzet értéke (determinacios
egyutthatéja) gyakorlatilag 1, azaz az
illesztés szinte tokéletes. igy a linearis tag
most kapott egyutthatdja az anyag fizikai
viselkedését leird rugalmassagi

egyutthaté: 0.1902.

Megjegyezzik, hogy ez pontosabb a lineéaris
regresszioval kapott értéknél!

Veégul k6zoljuk a fitc() figgveny definicidjat
is. Itt latunk példat fliggvenydefiniciok
egymasba agyazasara és tétegges

festimates, x forecast)

:ﬂ Figure 1

Eile Edit View Insert Tools Desktop Window Help k

AEEEIE

25

05+
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LRUDE LS| 0IE DO

Fitting to function -0.3234"exp(-0.5801%x-1.13))+ 0.1902%x+0.5311
T T T T T T T T T

+  data
— -0.3234%exp(-0.5801*(x-1.13))+ 0.1902*x+0 5311

forecast

R%1
SSE: 0.009144

darabszadmu paraméter atvételére (params).

function  [estimates, model] = fitc(xdata, ydata)

start_point =[-1, 0.5, 1, 0.2, 0.4];
% sajat alkalmas kezd &pontok A,b,c,d,e

model = @expfunc;
estimates = fminsearch(model, start_point);

% A*exp(-b*(xdata-c) + d*xdata + e

function

-re

[sse, FittedCurve] = expfunc(params)

A = params(1);
b = params(2);
¢ = params(3);
d = params(4);
e = params(5);

% 1. paraméter
% 2. paraméter
% 3. paraméter
% 4. paraméter
% 5. paraméter

FittedCurve = A.*exp(-(b * xdata-c))+d*xdata+e;

% a fliggvény definicidja
ErrorVector = FittedCurve - ydata;
sse = sum(ErrorVector .» 2);
end

end

OTTHONI MUNKA
Feladat

% itt tesszik hozzaférhet

&évé a model fuggvenyt

Hatarozzuk meg a szokasos modon az A = [-4, -2,-3; 2; 4, 2, 7] matrix sajatvektorait €s

sajatértekeit! (S és L matrixok.)
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a./ lgaz-e, hogy az'8A*S matrix diagonalmatrix és a@#tléjaban éppen a sajatértékeket
tartalmazza?

b./ A sajatértékeknek a karakterisztikus polinomal® behelyettesitésével elt@izzik, hogy a
sajatértékek kielégitik a karakterisztikus egyesilet

Feladat

Valds szimmetrikus matrix minden sajatértéke va®a sajatvektorainak matrixa ortogonalis
matrix, azaz barmely két kilonbbzajatvektor skalaris szorzata nulla. Efierzik ezt az
A=1[3,1,-1;1,-51,;-1, 1, -3] matrixra!

Feladat
Prébaljunk ki tanult alapstatisztikdkat a mérésitadrra!

ﬂ! © Dr. Szorényi Miklés, dr. Kallos Gabor (Széchetstvan Egyetem), 2015. Minden jog fenntartva
_—



