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Matematikai alapok (linearis algebra)

m Vektortér, bazis, linearis transzformaciok
T s

Fajl Kezdélap Besziras Lap elrendezése Kepletek Adatok Korrektura Mézet Fejlesztoeszkozok @ 9 = I@
Mg v I | v
A | B | € | B | E | F | 6 | H R K L [PR] oNL
Gyors elméleti 6sszefoglald a matrixokhoz
{bizonyitasok nélkiil) a+h

;Lineris tér: az a halmaz, melynek elemein (vektoroknak nevezziik) ertelmezve van a =

"nydjtas” és "dsszeadas” mivelete (linearis milveletek) és ezek nem vezetnek ki a b a /[J&:

{halmazbdl B

|Linearis tér bazisa: a tér vektorainak egy legszikebb (minimalis elemszamud)

frészhalrnaza, melynek elemeibdl a tér tobbi eleme dsszeadasokkal és nydjtasokkal x=4i+ 15
\(linearis kombinacio) elérhetd. Egy bazis elemei linearisan fiiggetlenek, azaz o
semelyikik sem allithato eld a tébbi elem linearis kombinaciéjaként. Egy bazis

‘elemeinek szama a tér dimenzioja. il ;

\Vektor koordinatai- barmely vektor bazisvektoros eldallitasaban szerepld nyajtasi
- egyitthatokat az adott bazisra vonatkozo koordinataknak nevezziik.

Linearis transzformacio: a linearis tér elemein értelmezett olyan lekepezés, mely a
\lineans miveletekkel sorrendben felcserélhetd, azaz teljesen mindegy, hogy példaul :

|el@ibb transzformalok és azutan nydjtok, vagy forditva A 7 tengely kériili 5 szdg( forgatas

NREEssdam Eom D s e e oo s w N

24 'Matrix: egy linearis térbeli A linedris transzformaciot A szamtablazat reprezentalja, 0.5 -0.86603 0]
25 melynek oszlopaiba a bazisvektorok transzforméltjainak koordindtai keriilnek. Minden . A =| 0866025 05 0
26 ‘matrixelem poziciojat a sor ill. oszlopbeli elhelyezkedése (sorindex. oszlopindex) ] 0 1
27 jellemzi
28 HIE
29
30 Oszlopvektor: a tér egy vektoranak koordinatait egyoszlopos matrixba ifuk 0.965926 0258819 0
3 B=| -0.25882 0.965926 0
32 0 o 1 it
ﬂ! M 4 v M| Matrix (elméleti osszefoglalg) . Linedris milveletek . Inverz  Szorzat , Forgdl| 4 | . | » [
|| kész | 73 | | [ 1 100% (=) i {¥] - 3
= . &
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Matematikai alapok (transzform

Szeéchenyi Istvan Egyetem

. matrixok)

m Linearis transzformaciok, transzformacios matrixok* (forras: Kiss Emil, ELTE)

Linearis transzformaciok.
Definicio
T test. Az A : T" — T" fuggvény linedris transzformdicio, ha tetszoleges v, w € T"
vektorra és A skalirra teljesil, hogy
Alv +w) = A(v) + A(w) és A(Av) = LA(v).
Vagyis A disszegtartd és skaldrszoros-tarto,

Példa
Legyen R az y = x egyenesre vald tukrozés.

Vektor képe altalanos transzformacional.

Kérdés
Legyen A : T? — T? linedris transzformdcio.

s ([o]) o) ([1]) - o] s (B) -
(B =2 () LD =+ (D ()

hiszen A dsszegtarto. A skalarszoros-tartas miatt ez

(o) A CL]) == o)+ (1) -
=l =B+ [ [l

Tehat minden vektor képét ki tudjuk szamolni, ha ismerjuk a, b, ¢, d Ertékét.

Definicia
A fenti A mdtrixa [A] — ﬁ‘} :’f] (Az oszlopok m és m képei.)
Definicio

a c||x| |ax+cy .

[b d:| [v] = [b.x n dy] (matrix és vektor szorzata).

Kovetkezmény: Vektor képének kiszamitasa: A(v) = [A]v.

A forgatas képlete.
Példa

Az origd korilli o szogii forgatas matrixa [ F]= |:

COS sin o
sin o cose |

Példa kompoziciora.

Kérdés

Melyik transzforméciot kapjuk, ha elGszor tukroziunk az y = x cgyencsre, majd forga-
tunk az origd koril 90°-kal? Ez a két transzformacité kompozicidja (egymas utanja).

HE (g

Mivel 11~ [Sooo0r Smgee] = [1 7o) st 3] ere

1Y) = O =1 y[_ [Oy+(=Dx]_|-x
x 1 of |x ly+0x y I
Az eredmény az y-tengelyre valo tikrozés (Hazi Feladat).

A kompozicio matrixa.

Definicio

Ha A, B : T? — T? transzformaciok, akkor kompoziciojuk (A o B)(v) = A(B(u))
tetszOleges v € T" esetén, Osszetert fiiggvény: elGszor B-t, utina A-t alkalmazzuk.
Tétel

a ¢ a aa +cb  ac +ed
H]_[b d}’w]_[b’ d’]:"'“"ﬁ'—[baf+db’ bc.-’+dd’]'
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Transzform acids m atrixok

e

Adott egy nxn-es transzformacidés A matrix, és egy megfelelé (nx1-es) x vektor
m A transzforméaciés matrix oszlopai a bazis egységvektorok képeit tartalmazzak (lasd: Swap)
Az x vektorra alkalmazzuk az A transzformaciot.
Ekkor az eredményvektort y = A(x) = A [X mdédon szamolhatjuk.
= Megj.: Egyszerre tobb vektorra is alkalmazhatjuk a transzformaciot
Példa: Swap (csere) matrix (eml.: gyak.; abra most: Excel; Mszorzat fuggvennyel)
= Mit kapunk, ha a transzforméaciot még egyszer elvégezzik?

m  Nézzik meg ugyaneztaz SW13=[001;010;100]ésazSW23=[100;001;010]
matrixokkal is!

Az egysegmatrix is transzformacios matrix
= Mia megvalésitott mivelet?
Alkalmazas: Projektormatrix (korabbi ea.)

Kezdolap Besziras Lap elrendezése Kepletek Adatok Korrektura MNeézet Fejlesztoeszkozok 9 o & e
K3 - B | {=MSZORZAT(B3:D5;G3:H5)} g
A 8 | c[ o | & F G  H | T a M T

4 sw12 1 0 o0 Pontok 2 2 Eredmény CRE

M 4 v M| Munkal - Munka2 Munka3 . ¥J
Kész | T3 |

||EB|E @ 110% (=)
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Transzform acids m atrixok

m Alkalmazas: Forgatomatrixok (2D, 3D; gyak. is)

Fajl Kezddlap Besziiras Lap elrendezése Keptetak Adatok Karrektura Mézet Fejlesztaeszkozak ] e = @ X
132 - | 2 v
4 A B c D E : G H [T ] K L M N 0 P Q
2| A B C A
3| x 2 6 4 2 a [fok]=
2| v 1 3 7 1 o [radian]= 0.523533 Forgatas o fokkal a z tengely koriil
g Lz 1 1 1 1 =RADIAN(H2)
7| 0,86603 -0,50000 0 =COS(H3) =SIN(H3) 0 =21 | ——— =
8 I~ | 050000 086603 0 -  |[I- =SIN(H3) =COS(H3) 0 8 -0,048,08
3 0 0 1 i 0 0 1 7
10| &
5| A B c A = :
2 x [T292051 3696162 00359 1232061 =MSZORZAT(BA:D8:B2E4) 5 A —— Eredeti
13y |1.866025 5598076 B8.062178 1866025 4 Efforgatatt
4| =z 1 1 1 1 3 §.003,00
15 | =l
16 '
i Abrazolas: 1
18 | 1. B3:E3 (vagy A3:E3) kijeldlése a i : : : i :
18 2 Diagramwarazsla, Pont (xy) - dsszekotve 7 o 1 2 3 4 5 g 7
20 3. Uj adatsor felvétele, B12:E13 kijelalése
|21 4. Adatfeliratok (megfelelden), Szam: 2 tizedes
22
23 Lathatd, hogy egy forgatomatrix transzponaltja és inverze megegyezik, ami nem csoda, 0,86603 0.50000 0| 0,86603 0.50000 ¥
24 hiszen egy a szdgl forgatas inverze az o szégll visszaforgatds. ami valdjban -a szagl (L)'= -0.50000 0.86603 0 (Is)=| -0.50000 0.86603 0
95| forgatas. Mivel a sin{) fiiggvény paratlan, és a cos() fiiggvény paros, ezért adodik a -o 0 0 1 0 0 1
a6 | szogl forgatds matrixaként az o szogl forgatdas matrixanak transzpondltja. Minden
27 forgatdmatrix ortogondlis matrix, ami azt jelenti, hogy oszlopvektorai ortonormalt
23| rendszert alkotnak. azaz paronkénti skaldris szorzatuk 0 és mindegyikik normaja
g | (hossza) 1.
30 -
4 4% W[ " linedris miveletek - Inverz - Szorzat | Forgatds . Magasabbrend( forgatds . Vettés .~ Tuk[| 4 | i | ]l
kész | 23 | |IE!_ 100% (=) [} {4} ___:
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Transzform acids m atrixok

Alkalmazas: Titkositas

e

A (be)kddolas (encoding) y = A [X mod p modon tortenik, ahol p alkalmas
prim, A pedig olyan specialis matrix, amelynek inverze 6nmaga mod p
(visszakddolashoz, decoding)

m  Azaz A négyzete az egységmatrix

Kodolando karakterek: 32-t61 127-ig (95 db nyomtathato jel, az utols6 a DEL)
>> x = reshape(32:127, 32, 3)', ¢ = char(x)

Legyen p = 97, kodolhato karakterek: O:p-1 tartomanyban (+ 2 extra jel lehet)
JOo A matrix: A =171, 2; 2, 26]
m Ellenérzeés
>> E = mod(A*A, p)
Kodolhato: egy (vagy tobb) 2x1-es x vektor, pl.
>>x =TV, X', x = x'+0-32
Kodolas (eredm.: '1U") 71 2\ (52 17
>> A*x, y = mod(A*x, p), char(y+32) ( 2 25)' (54) mod 97 = (53)

Visszakodolas (eredm.: 'TV')
>> A*y, z = mod(A*y, p), char(z+32)
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Transzform acids m atrixok

Titkositas (folyt.)
m  Script, és futtatasa

File  Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help : A
NEM| 4BRYC |2 - Aeasf b -B8 AR BB | sk bs -] fr =Nul=R=1in]
1 iﬁf_i function [ y ] = crypto( x ) ?D
2 |-]% CRYPTO Titkositasi példa
= % y = crypto(x) bekbédol egy paraméterkent kapott ASCITI sztringet.
4 % A filggvény {Onmaga inverze, igy crypto(crypto(x)) wvisszakodol.
5 -% Module 97 dolgozunk.
Bizr p = 97;
ks cl = char(16e9); c2 = char(174);
g = x(x==cl) = 127; x(x==c2) = 128; T
2 b X = mod(real (x-32), p): Eile E‘m E.E!—]..ug ..ge.jkmp .E“dﬂw He{p
10 = n = 2*floor (length(x)/2); >> crypto('Hello world')
) ¥ = reshape(x(l:in), 2, n/2); ans =
e A= [71, 2; 2, 2€]; d?3{pl>~Y&=
kR = Y = mod (A*X, p):
T4 = y = reshape(Y, 1, n); >> crypto(ans)
15 if length(x) > n dans =
4 e y(n+l) = mod((p-1)*x(n+l), p): Hello world
=] = end _— |
18 = y = char (y+32); ]
10 y(y==127) = cl;
|20 = yi{y==128) = c2; 5
ﬂ! 21 end | - ‘ 3
-— crypte [ln 23 Col 1 [OWR
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Vektoralgebra

e

Megj.: valos koordinataju sor- €s oszlopvektorokkal dolgozunk
Skalaris szorzat

= Euklideszi skalarszorzat (szorzatdsszeg), ahol x és y azonos méretl vektorok
(nem csak a geometriai vektorok terében!)
m  MegvalGsitas a Matlabban: dot(x, y) vagy sum(x.*y)
m Példa
>>a = [3,4,0], b = [-4,3,0], dot(a, b) % mer slegesek
Vektorialis szorzat
m  Vektorialis-szorzat, ahol a és b pontosan 3-elem( vektorok, eredmény az S(a,b)
sikra merdleges vektor lesz
Megvaldsitas a Matlabban: cross(a, b)

Példa
>>a=[100],b=[010], cross(a, b)

Eile Edit Debug Desktop Window Help N

»»a=[1020], b= 1[01 0], cross(a,b) 2
3 =
1 0 0
b=
0 1 0
ans =
0 0 1 £
fx >> | =
T b
OVR 9
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Vektoralgebra

m Vegyesszorzat

Harom térbeli vektor vegyesszorzata; a harom vektor altal kifeszitett
paralelepipedon eléjeles térfogata
Ha ez 0, akkor a vektorok 6sszefliggok
Megvalositas a Matlabban:
dot(cross(a, b), c) vagy det([a; b; c]) ill. det([a, b, c])
Példa
>> a =rand(l, 3), b =rand(1, 3), ¢ = rand(1, 3),
dot(cross(a, b), c), det([a; b; c])

m Vektorok hajlasszdge

e

Matlabban a subspace(x, y) paranccsal hatarozhaté meg, az eredmény
a két oszlopvektor ,szdge” radianban (magasabb dimenzidban is!)

Sorvektorokra nem kapunk helyes eredményt

Példa
>> subspace(a’, b'), subspace(a, b)

Hasznalhatjuk ehelyett az acos(dot(x, y)/(norm(x)*norm(y))) kifejezest,
ahol a norm(x) = sqrt(dot(x, x)) kifejezés az euklideszi norma, azaz az x
vektor ,hossza”, ez sorvektorokra is mikodik

10
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Linearis egyenletrendszerek

Attekintés

e

Gyakori feladat, sokszor ,el6bukkan”

= Nagyon j6 Matlab tAmogatas, kivaléan
illeszkedik eddigi tanulmanyainkhoz

Rovid felirds: A*x =b

m ndbismeretlen, m db egyenlet

m  Egydtthatdmatrix, ismeretlenek vektora,
konstansvektor

Klasszikus osztalyozas

m  Négyzetes rendszer

A megoldasok szama A-tdl fligg
(Lehet 1, végtelen sok vagy 0)

= Alulhatarozott eset
Kevesebb egyenlet, mint ismeretlen
Végtelen sok megoldas

m  Tulhatarozott eset

Tobb egyenlet, mint ismeretlen
Altalaban nincs megoldéas

Leggyakrabban minimalis A*x — b hibavektort

keresiink = norma fogalma (vektorokra,
matrixokra)

Széchenyi Istvan Egyetem

(11 * T + Qo % To + oo + Ay * Ty, = by

(91 * Ty + Qo * Tg + ... + Qo * Ty = by

(1 * T1 + Qo * To + oo + O * Ty = by

11
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Linearis egyenletrendszerek

Alapeset

e

A flggetlen egyenletek (sorok/oszlopok)

szama megegyezik

az ismeretlenek szamaval, azaz

det(A) ~= 0 vagy rank(A) == length(A)

= Eml.: a megoldas ekkor egyértelmd;
Excelbél mar tanultuk

Ekkor x = A\b vagy x = inv(A)*b vagy

X = pinv(A)*b

Példa

>>A=[341;-125;7-23],

b =[18 8 32]', rang = rank(A),

X =A\b, A*x == Db

Az A\b megoldasi médszer gyorsabb

m Lasd: gyakorlat

m Itt Gauss-eliminacié hajtodik végre
részleges féelem-kivalasztassal, *s6t ha A
szimmetrikus és pozitiv definit, akkor

a Cholesky-felbontas keril alkalmazasra
(lasd még: sugo)

Szeéchenyi Istvan Egyetem

File Edit Debug Desktop Window Help |

B N= BB d R =102 B T =2 37 B
A =
3 4 1
== 2 5
7 s 3
> b= [18 B 32]°
.=
18
8
32
>> det (A)
ans =
188
>> X = M\D
x =
4.0000
1.0000
2.0000

dns =

m
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Linearis egyenletrendszerek

Alapeset (folyt.)

e

Tipikus alkalmazas: az egyutthatomatrixot kiilsé fajlbol olvassuk be, gyakran
oly modon, hogy az A matrix és b vektor k6z6s tablazatban adott; ennek
merete: nx(n + 1)

m  Ekkor a tényleges megoldas elétt szétdarabolas is sziikséges, a mar ismert médon

Lehetbéség tobb egyenletrendszer k6z6s megoldasara:

Ha az A eh.matrixd egyenletrendszert t6bb kilonbdzd b vektor esetén akarjuk
megoldani, akkor ezeket egy B matrixba foglalhatjuk:

AX =B = X =A\B,
ahol a megoldasokat
tartalmazo X matrixnak

ugyanannyi oszlopvektora ff=""""" o
van. mint a B-nek File  Edit View Graphics Debug Desktop Window Help oA
Megj_: a fenti esetek _Eﬁ_ & Ec} Jf]_ ,;F:gl ,fi "“I E_'. Stacl_-::'_Ease _j_@ Mo valid pl... "D -
persze ugy is EH M <45 double>
alkalmazhatok, hogy 1 2 3 4 5 6
nem egyértelmii a mo. ! : b 2 - 2 =
(lasd lent) E 2 3 9 3 22

4 -4 -1 3 10 -10

5 -
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Linearis egyenletrendszerek

Alapeset — szdveges feladatok

Szeéchenyi Istvan Egyetem

,':E| X [
m  Eml.: Excel szamitasok resz, [ Fle Edt Debug Desktop Window Help >
keveréSI feladatok P A= [11 F1y;8 12 4& 22 1 14 3; 0 5 20 333] |#
A =
m A megoldas Matlabbal is lényegében 1 1 1
ugyanugy torténik 2 li lj 2
= Infék kihAmozasa, egyenletrendszer 0 5 20 333
megadasa, megoldas >> det (B)
ans =
-17536
R el el >> b = [201 1880 281 1361]';
=1 Kezddlap Beszuras Lap elrendezese Kepletek  Adatok  FKorrektirs  Néze >> X = R\b
B7 - | .fri{:TrmnszpDN,S.L.&.S{MSZGRZAT“NVERZ.M,é.TRlx{I wie
| 48.0000
A \—B | c - D ! E F ! 123.0000
1| Pak Hernyd  Sarkany Eladdélany Készlet 4.0000
2 |Fej 1 1 7 1 201 2.0000
3 |Lab 8 12 4 2 1880 >> A%x _
4 |Szem 2 1 14 3 281 ans =
5 Haj 0 20 333 1361 1.0e+003 *
6 ' ' 0.2010 |
| 7 |Eredm 48 123 4 2 L8808
3 0.2810
{ 1.3610
9 :Det | -17536 | fx >> ‘ >
N4 bW “Tervi . Terv2 | Bolt < ¥J ~ el i i i b
JKﬁz| |EDE 130% (=) [ovR
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Linearis egyenletrendszerek 10 -7 O\ /%1 7 10 -7 0\ /% 7

(5960 (% 966

Alapeset — a megoldas részletei > —1 5/\/ A6 0 25 5/\a/ \25

m A Gauss-eliminaciorol altaldban 10 =7 0\ /% 7

m Példa: a megoldando rendszer ( g —2651 g) (E) = (gj)
m A=[10-70:-326;5-15], b=[7; 4; 6] ’ ’

m 1. lépés —0,3x, ill. 0,5x elsd egyenl. +/- 1{}0 ;; g *1 27’5
Ve Ve = 7z 7z r x = r
m 2.a) lepés — egyenletcsere (pivotalas) 0 0 62 xi 6.2
m  2.b) lépés — 0,04x masodik egyenl. +
o fo s =1 10 =7 0\/0 7
m 3. lépés — ismeretlenek meghatarozasa "3 9 ell-1l=(2a
m 4. lépes-— e’I’Ienorzes . 0 o 0 —7 0 L o0 o
m Bevezethetbk L= ( 0,5 1 n) U= ( 0 25 5 ) P = (0 0 1)
—-0,3 —0,04 1 0 0 6.2 0 1 0

m  Szorzék (L), végsé egyultthatok (U), pivotalas v. permutaciok (P)
m [tt érvéenyes L-U=P-A L-y=P-b, U-x=y
m  S6t haP =E, akkor x=U\(L\b)

m Ellen6rzés
>>[L, U, P]=Iu(A), L*U
% Az lu eredetileg a LAPACK csomag része (lasd sugo)

e
z
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Linearis egyenletrendszerek

10 —7 0\ /%1 7
A megoldas részletei — *numerikus hibak hatasa (‘53 _21 g) (Z) = (g)
m Példankban: nincs pivotalas, ill. rosszul csinaljuk
m Tfh. olyan gépen dolgozunk, amely 5 decimalis jegy pontosan szamol
m Az eredeti és az Uj rendszer 0 7 oN s .
= A megoldas mindket esetben x = [0; -1; 1] (_3 2,099 6) (xg) - (3,901)
m 1. lépés—0,3x%,ill. 0,5x elsé egyenl. + 5 -1 5/ \3 6
m 2. lépés — 2500x masodik egyenl. + 10 =7 0\ /% 7
m 3. lépés — ismeretlenek meghatarozasa 0 0001 6172 J=16,001
.lep 9 0 25 5/\x 2,5
m  Kerekitési hibak

6,001-2500 = 1,50025- 104, kerekitve: 1,5002-10% + 2,5 helyett 2

= oy a,L,Z egyenletink (5+ 2500-6)x5 = 2,5+ 2500- 6,001

= Ebb6I (x5)

m Visszahelyettesités (5+1,5-10%%; = 2+ 1,5002- 10* 1,5004 - 10*

= EbbéI (x,) %3 =715005-108 0,99993
m  Végul az elsé egyenletbdl 0.001x. — 6099993 — 6001

= EDbDbAI (x,) ’ 2 ’ ’ ~1,5-107°

- . — 15
m Végil a [-0,35; —1,5; 0,99993] rossz megoldast kapjuk 271100

10x, + (=7) - (=1,5) =7

xl == _0,35 16

e
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Linearis egyenletrendszerek

Szingularis esetek

e

llyenkor tipikusan kevesebb fliggetlen egyenlettink van, mint ismeretlen, azaz

det(A) == 0 és rank(A) < length(A)

Két eset kiullonbdztethetdé meg

A b vektorral bdvitett A matrix rangja nagyobb, mint az A matrix rangja, azaz b
nincs az A matrix oszlopvektorai altal meghatarozott linearis térben. Ekkor a
szingularis egyutthato-matrixi egyenletrdsz. ellentmondasos , és nincs megoldas.
Az A, ill. [A b] matrixok rangja megegyezik, de kevesebb az ismeretlenek
szamanal. llyenkor az egyenletrendszer 6sszeflugg 6, és ennek végtelen sok
megoldasa van.

Azaz: egy vagy tbbb ismeretlen szabadon megvalaszthaté

Mit lehet tenni? (megoldasi lehetbségek)

Pontos megoldast nem kaphatunk, de toreksziink arra, hogy || Ax — b || a lehetd
legk6zelebb legyen 0-hoz.

Megvalositas Matlabban: x = pinv(A)*b vagy x = A\b

A végtelen sok megoldas koziil egy specialisat meghatarozunk. Azt a mo.vektort
szoktuk ilyenkor megadni, amelyik a legrévidebb vektorhosszu.

Megvaldsitas Matlabban: x = pinv(A)*b (x = A\b is ad mo-t, de nem a ,legjobbat”)
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= Informatika Il. — Szamitasi mé Széchenyi Istvan Egyetem

Linearis egyenletrendszerek

Szinguléris esetek (folyt.)

m Az esetek szétvalasztasa technikailag:
rank(A), rank([A b])
= Példa
>>A=[341;-125;266],b=[188 8], rank( A), rank([A b])
m  Masik lehet6ség: az eltolt rendszer vizsgalata; pl. 3x3-as eset:
rank([A(:,2:3) b]) vagy det([A(;,2:3) b])
s  Osszefligg6 esetben az eltolt det == 0,
ellentmondasos esetben nem

m Ez atechnika — determinans vizsgalattal — Excelben
is jol alkalmazhatd, és persze nemcsak az elsé

oszlop elhagyasaval | 2136678 -8,88178E-16
e s . . . . , 0,726644 0
m Esetszétvalasztas pelda és megoldas Excelben — 0358131 2 66454E-15
0,747405 -3,55271E-15
Al 6d] = Micre 5780277
Fajl Kezddlap Besziras Lap elrendezese Kepletek Adatok Korrektura Meézet | | | - | . -
 He - fe | =NEGYZETOSSZEG(H2:HS) W[ Fi3 ‘F 5| F6 ~F4 [w _Jefl
<& T 8 T ¢ [ b E | F | & [H el JEoE ue O ——U——@ |
1 A b X
2 2 2 4 1 5 1 0
3 2 2 2 4 8 1 2| |=
4| 4 1 2 4 7 1 4
5 8 1 4 1 20 1 8| | |
6 | 4
7 |
8 det(A)=
9

10 det(AC24)bl=[ 0

WAy M FI3 F F5 | F6 F7 8 %3 [14] It | o] | 18
Kész | |[EEE 0% (= L] (+) .




= Informatika Il. — Szamitasi Széchenyi Istvan Egyetem

Linearis egyenletrendszerek

Szingularis esetek (folyt.)
m A megoldas vizsgalata az dsszefiiggd esetben

>>A=[341;-125;266],b=[188 26], rank (A),
rank([A b])

>>w = A\b, A*w, norm(w)

% balosztoval van eredmeny, de figyelmeztetéssel (w arning)

>>y = pinv(A)*b, A*y, y_norma = norm(y)
% a kvaziinverzzel kapott megoldas (a leg)rovidebb
vektorhosszu, nincs warning

m A fluggetlen egyenletek szamanak lecsokkentése a rangig
>> A(3,)=[], b(3)=[], rank(A), rank([A b])
% tOroljuk az utolsd egyenletet
>> 7z = A\b, A*z, z norma = norm(z)
% a balosztd is ad megoldast, a normaja nem minimali S
>> X = pinv(A)*b, A*X, X_norma = norm(x)
% a kvaziinverzes megoldas a fent szamolttal egyezik :
normaja minimalis
>> v = A/(A*A)*b
% ekkor a kvaziinverzes megoldas igy is szamithat6
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= Informatika Il. — Szamit Szeéchenyi Istvan Egyetem

Linearis egyenletrendszerek

Tulhatarozott eset

e

(Logikailag tekinthetjik az ellentmondasos esethez tartozénak)

llyenkor tipikusan tobb egyenletiink van, mint ismeretlen
= (Pl polinomidlis interpolacio helyett alacsonyabb foku regressziét kériink)

Az A matrix rangja megegyezik az ismeretlenek szamaval, a kibévitett [A D]
matrix rangja pedig eggyel nagyobb

Ekkor is azt a ,megoldast” keressiik, amelyre az || Ax — b || normaban meért
eltérés minimalis

Megvalositas Matlabban: x = pinv(A)*b vagy x = A\b

m  Ekkor valgjaban a Moore-Penrose kvaziinverz (pszeudoinverz) kiszamitasa torténik
= Erdekes, hogy ekkor a baloszt6 a kvaziinverzet adja!

Példa

>>A=[341;-125;7-23;351],b=[188 32 6]’
>> rank(A), rank([A b])

>> x = A\b, pinv(A)*b, (A*A)\A*b

% az utols6 a pszeudoinverz (lasd korabban)

>> [A*X b], tavolsag = norm(A*x-b)

20



= Informatika Il. — Szamitasi Széchenyi Istvan Egyetem

Linearis egyenletrendszerek

Nagyméretsi lnedris egyenletrendseree megolddsi ideje — o5szebasonlitds

B |dOmérési pé|da IvIéret/Vé(.gre};ajtési ids A\ invi pinv(A)*b
mp
| Téblézat, abra 500%500 0,014702 0,044624 1,214775
s Teszteléshez: 1000x1000 0,066429 0,372239 10,342868
5pli L K 1500x1500 0,134975 1,185211 34,722225
Toplitz-matrixo 20002000 0,449540 4,347214 96,005524
B |ldomérés az ismert 30003000 0,735710 9,694462 339,125561
maodon ) Figvre ! e
- Eile Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~
m Adatok most Excelbdl NEEL| LA ODEL- 2 1B DO
(V85326 .. ) - Idémérés nagyméret egyenletrendszerek megolddsara
10 : : :
m  Kulturalt” (szép) abra S oS
s Kiilénboz6 szinek —meneben
107 ¢ e E
m  Kilénb6z6 vonalstilusok (1) :
= Az idbadatok osztva n"2-tel 5
, o PR | = '} e :
m Feél-logaritmikus skalazas s e
= Jelmagyarazat -
= Tengelyfeliratok - ISR
10‘3 1 | 1 1
500 1000 1500 2000 2500 3000
ﬂ! egyitthatamatrix merete
[ _—




= Informatika Il. — Szam Széchenyi Istvan Egyetem

Norm ak, kondicidszam

m A gyakorlatban a linearis egyenletrendszer matrixa és a jobb oldali
konstansvektor altalaban nem pontosan ismert

m  Maérési (esetleq: leolvasasi) hibak, kerekitési pontatlansagok stb.
m Fontos kérdés: a megoldas érzékenységének vizsgalata

=  Mennyire befolyasolja a megoldast, ha (kisebb mertékben) megvaltoznak
A és b elemei?

m Egyszerl megfontolas: az érzékenyseg erdsen fligg a konkrét
rendszertdl (1)

m Ha A szingularis, akkor egyes b vektorokra nincs megoldas, masokra
végtelen sok lesz

llyenkor kis valtozas is nagyon jelentésen modositja az eredményt
m  Masreészt, ha A kbzel egysegmatrix, akkor b és x is kdzel ugyanaz
llyenkor kis valtozasok az eredményben is csak kis valtozast okoznak
m A pivotalas hatasan is érdemes elgondolkodni...
m  Rajzos példa: kis valtozasra nem érzékeny (jol kondicionalt) és kis
valtozasra nagyon érzékeny (rosszul kondicionalt) linearis
egyenletrendszer kétdimenzioban
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= Informatika Il. — Szamit Szeéchenyi Istvan Egyetem

Norm ak, kondicidszam

e

Egzakt mérészam az érzékenységre: vektor- €s matrixnorma (kondiciészam)
Definicié: a norma egy |-|: ™" - R leképezes, amely minden vektorra
(matrixra), ill. vektorparra (matrixparra) teljesiti a kbvetkez6 tulajdonsagokat

m Definit(ség): nemnegativ, és csak akkor 0, ha a
vektor nullvektor

m  Homogenitas: skalarszoros normdja egyenlé llc - x|l = |c| - |lx|l, minden c skalarra,
a vektor normdjaval, x a skalar abszolut értekéevel

= Haromszog-egyenlbtlenség llx + yll < llxll + Iyl

Ezt a definiciot a vektorok, ill. matrixok vektorterében tobbféle modon lehet

teljesiteni

m A bevezetett tdbbféle norma azonban konvergens vektor- ill. matrixsorozatokra

ekvivalens (0-hoz tart6 eltéréssorozat)

Leggyakrabban hasznalt vektor- ill. matrixnormak (itt: vektorokra nézziik)

= 1-es norma (Manhattan-norma) n

m 2-es norma (euklideszi tavolsag) x|, = led
Hasonléan: p-es (p-edik) norma i=1

m Végtelen norma (Csebisev-norma) . 12

Norméak a Matlabban lxll, = (sz)

>> x = (1:4)/5, norm1 = norm(x,1) -

>> norm2 = norm(x), norminf = norm(x,inf)

llx|| > 0, hax # 0 és ||0]| =0,

x|l = maxilxil
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= Informatika Il. — Szamite Szeéchenyi Istvan Egyetem

Norm ak, kondicidszam

e

Ha egy x vektort megszorzunk egy A matrixszal, akkor az Uj Ax vektor normaja nagyon
eltérhet x-t6l. Ez a valtozads mutatja azt az érzékenyseéget, amit keresunk

® A max és min itt minden x # 0 vektorra eléallitando

= Ha A szingularis, akkor m =0 M [[Ax]| Al

, By .., , , = MmMax———, M =mil———

Az M/m hanyadost nevezziik A kondiciészaméanak [l lIx]]
(szemléletes jelentés: kb. ennyiszeres hibat okozhat a zavar)

m A pontos érték (persze) fiigg a hasznalt vektornorméatol, de elsésorban a nagysagrend fontos

Mivel M =2 m, ezért nyilvanvald, hogy k(A) = 1 IAx]|
Specialis matrixok kondiciészama <C4) — M
s K(E) =1, k(cA) = k(A) 1A
mMmIiIm —w—m
= Diagonalis matrixokra: a [max| és |min| elemek hanyadosa [l
A kondiciészam matrixnormaval is bevezethet6 1Ax] .
= Ekkor IAll = max——-, 47} = —
m  Azaz llxll m
A Matlab beépitett figgvényei a szamolas elvégzésére K(4) = |l4]] 1471
= cond(A) == cond(A, 2)
= cond(A, 1), cond(A, inf), rcond(A) (becslés 1/cond(A, 1)-re)
Példa
>> A=[456;568;17 7], norm(A)*norm(inv(A)), c ond(A)

>> 1/(norm(A,1)*norm(inv(A),1)), rcond(A)
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O Informatika Il. — Szamitasi moc

Kondicidoszam

Szeéchenyi Istvan Egyetem

e o[ e |

¥ | L

File Edit Tet Go Cell Tools Debug Desktop  Window Help

R
= Eml.: A Hilbert-matrixok gyengén AR NN L iy IS b ol a2 8- "0 =
kondicionaltak (nagy cond értekek) - nmax = 20; inveps(l:nmax) = 1/eps;
m  Hilbert-matrixok sorozatat vizsgaljuk 2~ H = hilb(nmax);
(2-t6l 20-ig) 3— [Jfor n = 2:nmax
= 12 felett pontatlan az eredmény 4 = cond h(n) = cond(H(l:n, 1l:n)); =
"B Figure 1 eSSl cnd
[Eile Edit View Insert Tools Desktop Window Help semilogy(2:n, cond h(2:n), '.-=";
= Zrny Invepsi{Zin), '=-V)
b xlabel ('Méret")
10" | ' ylabel ('Kondicidszam')
10"}
i | script [ln 10 Col 1 [OVR |
."} B = - aaee——— T =
E .1(}12_
§ 10"}
$
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= Informatika Il. — Szam Széchenyi Istvan Egyetem

Sajatertek, sajatvektor

m Egy A konstanst és egy x # 0 vektort az A négyzetes matrixhoz tartozo
sajatérteknek (eigenvalue) és sajatvektornak (eigenvector) nevezzik, ha
kielégitik az Alx=A[x egyenletet

m (Ebben az esetben A csak nyujt)
s Pontosan n db sajatérték van, és mindegyikhez legalabb egy sajatvektor tartozik
m *Egy o konstanst és az u, v # 0 vektort az A négyzetes matrixhoz tartozo
szingularis érteknek és szingularis vektoroknak neveziink, ha kielégitik
az A-v=c-u, €S A-u=0-v egyenleteket
m It A" a szokasos konjugalt-transzponalt
m  Megvalositas Matlabban: eig (sajatérték), ill. svd (szing. érték) parancs
m  *A kondicioszam felirhaté a legnagyobb és a legkisebb szingularis érték
hanyadosakeént is, és a szingularis ertékek pont A*A sajatertékei
m Példa
>> cond(A)
>> sqrt(max(abs(eig(A™*A))))/sqrt(min(abs(eig(A™*A) )
>> max(svd(A))/min(svd(A))
m A sajatérték/sajatvektor sok gyakorlati mérndki feladat megoldasanal fontos
szerepet jatszik
= Pl.: hid terhelésprobaja, megnyulasok alapjan rezonancia-frekvenciak szamitasa
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= Informatika Il. — Szamit Szeéchenyi Istvan Egyetem

Sajatertek, sajatvektor

e

Egy A négyzetes matrix sajatertekeit a karakterisztikus polinomjanak a
zérushelyei adjak
m  Ezek a det(A — A-E) = 0 megoldasaval kaphatok meg
A sajatérték-egyenlet: (A—A-E)x=0,x#0
m  Komplex értékeket is kaphatunk (valos szimmetrikus esetben nem)

A Matlabban a megoldasra egyszeriien a poly, ill. a roots parancs is
hasznalhat6
= A poly(A) hivas egy sorvektort eredményez, elemei a karakterisztikus polinom
egyutthatoi
= Aroots hivas a gyokoket szolgaltatja
Példa
>>A=[456;568;177],a=poly(A)
>> lambda = roots(a), poly(lambda)

A megoldasra beépitett ,kincstari” figgvény az eig

Az [U Lambda] = eig(A) hivasnal az U matrix oszlopvektorai az 1-re normalt
sajatvektorokat adjak, a Lambda matrix féatlébeli elemei pedig a
sajatértékeket

Példa

>> [U Lambda] = eig(A)

>> A*U, U*Lambda

>> U*Lambda*inv(U) % A-t kapjuk (sajatérték-felbontas)

% Nem szingularis szimmetrikus matrixra U*Lambda*U’ iIs A-t adja

27



= Informatika Il. — Szami Szeéchenyi Istvan Egyetem

Sajatertek, sajatvektor

m Sajatérték-felbontas (eigenvalue decomposition)

Legyenek A;, A, ..., A, az A matrix sajatértékei, legyenek x4, X,, ..., X,, hozzajuk
tartoz6 sajatvektorok

Helyezzik el a sajatértékeket az adott sorrendben egy A matrix féatlojaban, a
sajatvektorokat pedig egy X matrixban (a j-edik oszlopban legyen x))

Ekkor A-X = X:A

Ha a sajatvektorok fliiggetlen rendszert alkotnak (ez nem mindig igaz), akkor Iétezik
X1, azaz A= X-A\-X1

Ha a sajatérték-felbontas létezik, akkor A sok tulajdonsaga A segitsegével
vizsgalhato, pl. A" = X-A"- X1 teljesdl

m  *Szingularis felbontas (singular value decomposition, SVD)

Mint az el6bb, irjuk matrixokba a szingularis értékeket (£ — csak a féatloban vannak
nem 0 elemek), és a megfelel§ szingularis vektorokat (U és V)

Ekkor A-V=U-Z ésA-U=V. %
Itt U és V teljesiti: U'-U = E, V'-V = E (ortogonalisak)
Egy matrix ortogonalis, ha az inverze megegyezik a transzponaltjaval (lasd: linalg. 6f.)
Ebb6lA=U-2-V'
A szingularis felbontas nemcsak négyzetes A matrixokra értelmezhetd

m  Megvaldsitas a Matlabban a mar ismert eig és svd parancsokkal

e
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= Informatika Il. — Szamitasi Szechenyl Istvan Egyetem

Sajatertek, sajatvektor

File Edit Debug Desktop

, . , L, . >> A = gallery(3)
Példa (kis négyzetes matrixra)

m Legyen A = gallery(3) -50 -154

m  Ekkor det(A —A-E) =A3—6A2+ 11\ -6 = e
=A=2)AN-2)(A-3)

m gy tehat a sajatértékek: 1, 2, 3
>> A = gallery(3) :
>> a = poly(A), lambda = roots(a) % karakt. polinommal
>> B = sym(A), syms |, det(B-l*eye(3)) % szimbolikusan

m Sajatvektorok
>> [U L] = elg(A) .!- Eiﬂ; Edi-t” éegg Desktop  Window  Help

m U moddosithato ugy, hogy (1,1) és (3,2) eleme >> U

1 legyen, (3,3) eleme 9 legyen e

1 I’ Ty . s 1.0000 -4.0000 =7.0000

= gy egesz koo_rdlnataju sajatvektorok, det(U) = 1 S owmmy moomey 4SUGHAD

m Ekkor U inverze is egész elemeket tartalmaz, -0.0000  1.0000 -9.0000
és A=U-L-Utl fx >>

4 i

>> inv(U), U*L*inv(U)
m Szingularis felbontas
>>[X, S, V] =svd(A)
>> X*S*V' % A szingularis ertékek kozott nagy a kulonbség!
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= Informatika Il. — Szamitasi Széchenyi Istvan Egyetem

B Figure 1

Sajatertek, sajatvektor [Fie £t Gon e Toos Do Winiow 9
DS b RRUDEL- ([0 |nD

*Erzékenységi elemzés
m A sajatertékek érzékenysege a sajatvektor
matrix kondiciészamaval becsilhet6

m Példa 1.
>> A = gallery(3)
>> [U L] = eig(A), cond(U)
% Itt még pontos valaszt kapunk

m Példa 2.
>> A = gallery(b)
>> B = sym(A), det(B-lambda*eye(5))
% Ebbdl lambda i = 0, pontos szimbolikus eredmeny
>> [U L] = eig(A)
% Numerikus hibaval terhelt eredmény

>> cond(U) % gyengén kondicionalt

>> e = eig(A)

>> plot(real(e), imag(e), ™ 0,0, 'ko" )
>> axis(0.1*[-1 1 -1 1]), axis square

% az Otsz0g alakzat hiba

e
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