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6. GYAKORLAT

LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK
LINEARIS ALGEBRAI ALKALMAZASOK

SPECIALIS VEKTORSZORZATOK

Feladat

Hany fokos szbget zarnak be az a = [1 0] és bH {Ektorok?

Tipp: Hasznaljuk a subspace fuggveényt. Vigyazzun&,dogy ez csak oszlopvektorokra
miikodik helyesen, és a visszatérési ertéket radiaképjuk meg.

Feladat

Hatarozzuk megaz a=1[1, 3, 2], b = [-1, 5, 2]teetkra mebleges olyan c vektort, amelynek a
hossza éppen 2!

Tipp: Az axb vektor nyilvan méteges a-ra és b-re (cross fv.). Azt kell még bitéws, hogy a
szorzatvektor hossza 2 legyen. Ehhez hasznaljké&tte§, euklideszi) normat.

LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK — ALAPESET

Feladat

Oldjuk meg a kovetkérzlinearis egyenletrendszert:

6x1 — 6% — 23 + 5% = 20

X+ 8 + X3 + 5 =15

2% — %o — K3 — Ky = 22

X =X + K + 10, = -10

Tipp: El6szor az inverz matrixos modszerrel dolgozunk. Kéuksaz alabbi Iépéseket!

Az Ax = b lineéris egyenletrendszer teljes tablazarz M.dat fjlbdl tolthetjuk be (M matrix).

>> [oad M.dat M

Az M matrix el$ 4 oszlopét toltsiik az A matrixba, utolso oszlaphtvektorba!
Szamitsuk ki az A matrix determinansat, rangjalfefiérizzik, hogy a matrix valéban
invertalhato.)

Szamitsuk ki az A matrix inverzét!

Hatarozzuk meg az x = inv(A)*b megoldasvektort!

A megoldas ellerzéseként szamitsuk ki az Ax — b eltéreést!

Ezutan alkalmazzuk a balosztds médszert. EszerniYb. Itt is végezzink ellémzést.
(Megj.: A pszeudoinverzes szamolas is j6 eredmadyt
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SZOVEGES FELADATOK

Feladat

Hatarozzuk meg a Matlab segitségével a kovétbeabléma megoldasat!

A Szigorlatra Igyek®é Didkok Szalonjaban (SZIDSZ) négyféle, egyenkéit-100 grammos
arcpakolas van. A Gizi-pakolés 12 g tojast, 27rgilet, 50 g gélt és 11 g sodert tartalmaz. A
Béla-pakolas 34 g tojast, 8 g furjfulet és 58 gestudegyit. A Maris-pakk 65 g furjfulet, 21 g

gélt és 14 g sddert tartalmaz. A Dove-kence 53&$t@0 g furjful és 17 g sdder bedaralt elegye.
A raktarban 532 g tojas, 987 g furjful, 689 g g&l7f®2 g sdder varja, hogy felhasznaljak.

Melyik pakolasbol hanyat készithetiink, ha mindearsgnyagot el akarunk hasznalni?

Mennyi lesz a bevételiink, ha pakolasok rendre 11200, 1300, 1400 forintba kertilnek?

(A feladat eredete: Sotepedia, op.kut mintak)

Tipp:

Az adatok bevitele utan ellénzzik, hogy a feladat megoldéasa valoban egyétielm
Most az inverz matrixos €s a balosztés modszemragyaasznalhato.

Az egyenletrendszer Excel kdrnyezetben tdrtdegoldasat mutatja a kbvetkeabra.

I :{:I\-"ISZORZAT{BID:EIB:GZ:GS}}
A B & D E E

(- Gizi Beéla Maris Dove
2 Tojas 12 34 0 53
3 Farjfil 27 8 65 30
4 Gel 50 0 21 0
5 Soder 11 58 14 17
6 =
7 |Ear 1100 1200 1300 1400
8
= Inverz Mo.
| 10| 0,00456 -0,0071 0,02311 -0,0017 | 1_{_}:_|
11 -0,00427 -0,00395 -0,00131 0,02029 | 9 L
12 -0,01087 0,01691 -0,00741 0,00404 | ]
13 0,02058 0,00414 -0,0044 -0,01263 Z
14
15 Haszon 11000 10800 11700 2800 36300 M
4 «» M| Munkal -~ Munka2 . Munka3 %1 bl L= |
kész | 23 | |[EEE M 120 (=) [}

Feladat

Hatarozzuk meg a Matlab segitségével a kovétbeabléma megoldasat!

Adél harom almét, 12 banant és egy sargadinnyet&siro 36 centért. Béla 12 almat és ket
sargadinnyét vesz 5 Euro 26 centért. Cecilia kéébbés harom sargadinnyét vesz 2 Euro 77
centért. Mennyibe kerill egy-egy darab gyimolcs?
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LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK — SZINGULARIS ESETEK

Feladat

Oldjuk meg a kovetkézmatrixokkal megadott egyenletrendszereket!
1. A.dat b.dat — egyérteliren megoldhat6

2. As.dat bs.dat — As ugyan négyzetes, de szirigular

3. At.dat bt.dat — tulhatarozott (tébb egyenletatnsmeretlen)

As:

X1+ 5%+ 1Kz + X4 + 4Xs = 19
2%+ 3K+ 12— 22X —-HK=4
—AX1 + X + X3 — 54 + X5 = —35
X+ X+ a3+ X5 =14

2X1 + 166 + 326G — 6 + 4X5 = 2

At:

X1+ 5%+ 1% =6
24+ o+ 1X3=5
X+ o+ K3 =3
3+ X+ Axg=-1
2+ Mo+ X3=2

Tipp: Az el$ egyenletrendszert megoldasat mar ismerjuk.

A masodiknal azonnal latjuk, hogy a rang csakl4aitieterminans Gnverz tehat nem létezik
(az As matrix dsszefu@y Azt is tudjuk elledrizni, hogy az [As bs] rendszer rangja is 4, ill.
hogy az eltolt rendszer determinansa is O (és aamakgja is 4):

>> rank([As bs])
>> As2= [As(;,2:5), bs], det(As2), rank(As2)

Ebbdl latjuk, hogy a teljes rendszer is 6sszefi@gllensrizhe, hogy esetlinkben az utolso
egyenlet az etsnégy 6sszege). Mint tudjuk, ekkor végtelen sok ol |étezik.

A megoldasnal a balosztos eljaras itt is alkalmigles a pszeudoinverzzel is dolgozhatunk
(pinv parancs). Ellefrizziik, hogy mindkét modszer j6 megoldast a2k €zek nem azonospk!
A pinv paranccsal kapott megoldas optimalis abbtekiatetben, hogy minimalis vektorhosszu.
(Lasd norm parancs.)

A tulhatarozott egyenletrendszer ugyanabba a keatdggosorolhatd, mint a négyzetes,
ellentmondéasos rendszer.

Ellenérizhetjuk, hogy az egyitthatomatrix rangja kisethtmastansoszloppablitett rendszer
rangjanal.

>> rank(At), rank([At bt])

(Ha a rendszerlink négyzetes, akkor ellentmond&stben az eredeti rendszer determinansa 0,
az eltolt rendszeré ugyanakkor nem 0 — persze kahast determinans nem szamolhato).
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llyenkor nem létezik megoldas, csak arra van rerisékyhogy az Ax — b = 0 esethez ,kozel
keruljunk”. Célunk tehat olyan x vektorédlllitdsa, amelyre || Ax — b || minimdlis.

Most is hasznélhat6 a balosztés modszer és a paneadzes mddszer is. (Mindkét esetben
ugyanazt a ,megoldast” kapjuk.)

Ellenérizziik az eredményt visszaszorzassal! Szamoljakz kj Ax — b || vektornormat is!

>> norm(At*xt - bt)

HATEKONYSAGI ELEMZES

Mintafeladat

Most 6sszehasonlitjuk a balosztasos és az inverbxogmegoldas hatékonysagat.
Megoldjuk a Tx = b egyenletrendszert, ahol T eg§BBO00 méret specialis matrix (Toplitz-
matrix):

>> n=3000; T = toeplitz(n:-1:1); b = linspace(1,2,n )";

>> tic; x = T\b; toc

Majd masképp:
>> tic; X = inv(T)*b; toc

Melyik megoldasi metodika a gyorsabb?

LU FELBONTAS (GAUSS-ELIMINACIO)

Részben kidolgozott mintafeladat

Legyen A=[111;1-11;11-1]és b =[6;2; Bkkor az Ax = b egyenletrendszer
egyertelnien megoldhatd, és a megoldas x = [1; 2; 3].

Tudjuk, hogy a Matlab beépitett lu paranc<skitja az eredeti A matrix olyan felbontéasat,
amelyre L*U = A, és U tartalmazza a Gauss-elimié&dran kapott végsegyutthatokat, L
pedig a megoldas soran alkalmazott szorzokat.

Ellenérizziik a Matlab segitségével, hogy akkor is ugyakez egyutthatdok és szorzok jonnek
ki, ha mi oldjuk meg az egyenletrendszert.

>> [L, U] = lu(A), L*U
>>A uj=A; A_Uj(2,)) = A _uj(2,:)-A_uj(1,:)
>>b uj=Db; b _uj(2,)) =b_uj(2,:)-b_uj(1,)

NORMAK, KONDICIOSZAM

Feladat

Készitslink egy x sorvektort, amely 0-t0l 1-ig l€lfdl@-es lépéskdzzel. Hatarozzuk meg x
egyes, kettes és végtelen norméjat. A képletelalgpbadas) elleérizzik — ha kell, megfelél
szamolassal —, hogy valéban a vart eredményt kaptuk
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Feladat

Ellenérizziik az A =[1 2; 3 4] és a B = [2 3; 4 5] matk«felhasznalasaval a kovetkez
matrixnorma tulajdonsagokat (az 1-es norma az péskregnorma, a végtelen norma a
sorésszegnorma), ill. még a haromszog-editemiséget is:

A- B < ||AlBI
m
Ally = max ) _ |ay]
|
n
Al = max ) |ay]
T j:l
Feladat

Legyen A = eye(10)*0.01, majd készitsiink egy olgamatrixot, amelynekdatléjaban az 1..10
sorozat szerepel. Mennyi A és B determindnsa, a&ngj

Mekkora a kondicioszamuk?

Hogyan készitenénk ez alapjan olyan matrixot, anelynagy a kondicioszama (azaz gyengén
kondicionalt)?

Feladat

A Hilbert matrixok gyengéen kondicionélt matrixokeKintsik a kovetkézegyenletrendszert:
H*x = b, ahol H = hilb(4), b = [13/6, 7/6, 49/609/B0]".

Ennek elméletileg pontos megoldasa, éhbehelyettesitéssel meg iséggdhetiink:

x=1[2,-1, 2, 0].

Mdédositsuk a H méatrixot Ugy, hogy a 2. sor 1. eleinézrelékkel megndveljik. Mennyi lesz a
megoldasvektor elemeinek abszolut-értékbeli vata2gMennyi a legnagyobb valtozas?)
Tipp: Az egyenletrendszerek megoldasat a H\b foarselyitségével allitsukael

SAJATERTEK, SAJATVEKTOR

Mintafeladat
Hatarozzuk megaz A=[51-21;16-11; -2 -4;4 1 2 8] szimmetrikus matrix sajatvektorait
és sajatértékeit! Ellémizzik a sajatértékegyenlet teljesilését is!

>> [U L] = eig(A), ellenorzes = A*U - U*L
Hatarozzuk meg az A méatrix karakterisztikus polifatirHelyettesitsiik be a sajatértékeket a

karakterisztikus polinomba, és igy elteizzik, hogy ezek valéban kielégitik a karakteriar

egyenletet!
Tipp: A polyval parancs polinom kiértékelésére gatladott helyen/helyeken.

>> p = poly(A), | = eig(A), polyval(p, I)

Feladat
Legyen B=[6, -1; 8, 2]. Valosak-e a B matrix sajtikei?
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Tipp: Hasznaljuk a megoldashoz a poly és a roatsspall. az eig parancsot!

Az eig parancs segitségével készitsik el a mauiakrdJ) és Lambda matrixokat ugy, hogy U
oszlopvektorai az 1-re normalt sajatvektorokat ladpdambda matrixd@tlobeli elemei pedig a
sajatértékeket. Ellémizzik, hogy ekkor U*Lambda*inv(U) az eredeti mabi adja!

OTTHONI MUNKA

Feladat

Az A=[-4, -3, -7; 2, 3, 2; 4, 2, 7] métrixszal nagssuk be azt a tulajdonsagot, hogy egy 3x3-as
matrix determinansa megegyezik a harom oszlopvékék (sorvektoranak) vegyesszorzataval!
Tipp: Hasznaljuk a dot és a cross fuggvéenyeket (sdas).

Feladat

A fenti tulhatérozott egyenletrendszerre probakykogy a ,megoldas” az At\eye(sorok szama)
paranccsal is meghatarozhato.

A fenti szingularis egyenletrendszert Ugy is oldjo&g, hogy vegyiink fel egy olyan
egyenletrendszert, amely eggyel kevesebb egyéhi@ti{As2 matrix), majd az As2'/(As2*As2")
képlettel szamitott kvaziinverz segitségével datgok!

Feladat

Végezzink a fentihez hasonld hatékonysagi elenadiéasimasan megvalasztott, kilénB6z
méreti tesztmatrixokkal. Mérjuk le a végrehajtasikdt, és abrazoljuk az eredményt szép abran
(lasd ebadas)!

ﬂ! © Dr. Szorényi Miklés, dr. Kallés Gabor (Széchelstvan Egyetem), 2015. Minden jog fenntartva
.



