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3. GYAKORLAT

MATRIXARITMETIKA

LINEARIS ALGEBRAI MUVELETEK

Az Osszeadas és kivonasivelettel — egyszéséguk miatt — csak egy példaban foglalkozunk.

Feladat
Legyen A =[1 2 3; 4 5 6]. Adjuk meg a B csupa egy®trixot (sonesfiggvennyel) agy, hogy
A + B' elvégezhétlegyen!

Szorzas nivelet

Két matrix csak akkor szorozhat6 dssze, ha dzasslopainak szama a masodik téryez
sorainak szaméaval egyezik meg.

Eml.: a size(A) fuggvényhivas az A matrix soraigskoszlopainak szamat adja vissza.

Példaul A = ones(4, 5); size(A) eredménye [4 5].

A size(A, melyiket) figgvenyhivas csak a lekérdedahenzid szerinti méretet adja vissza, azaz
size(A, 1) = 4 és size(A, 2) =5 lesz.

igy az A és B matrixok 6sszeszorozhatdsaga eldtinthkdvetke# hasonlitassal:

>> size(A,2) == size(B,1) % bels & indexek azonosak-e?

Ha ez teljesil, akkor a C = A*B métrix mérete
[size(A 1) size(B,2)] % kils & indexek

Feladat
Az A = ones(3, 2) és a B = magic(4) matrixokat sgegnk A*B modon dsszeszorozni. Az A
matrix melyik méretét és mennyire kellene valtartatogy ez sikerilhessen?

Ha a szorzas mindkét irdnyban elvége&héitalaban akkor sem kommutativivelet, azaz A*B
és B*A tobbnyire nem azonosak.

Feladat

Legyen A =[1:3; 4:6; 7:9], B = ones(3). Elt&izzik, hogy egyeite az A*B és B*A szorzat!
Hajtsuk végre ugyanezt a

P=[1111;1234;13610;141020]ésaz

IP=[4-64-1;-614-11 3;4-11 10 -3; -1 313matrixokkal is.

Specidlis matrixokra a szorzatmatrix is lehet sflectulajdonsagu.
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Feladat

Legyen X =randi([1 19], 3) % véletlen méatrix generalasa: ([ hatarok], méret)
SW12=[010;100;001],SW13=[001;01®MO0], SW23=[100;001;010]

Az SW12*X szorzat felcseréli az X matrix 1. és @a. 6wap felcserélés)

Nézzik meg a tobbi swap matrixszal balrél toétémorzast is!

Mi lesz az SW maétrixok péaros kités hatvanya és mi lesz az SW matrixok paratlan &itev
hatvanya?

Mi torténik, ha az SW matrixokkal jobbrol szorozzak X matrixot?

Osztas nivelet

Matlab a matrixszal val6 osztast valamilyen invetzald szorzassal hajtja végre.

Tudjuk, hogyvalodi inverz(inv parancs) akkor létezik, ha a — négyzetes — mdétgrminansa
nem O, ill. ha a matrix rangja megegyezik a solaieazlopainak) szamaval.

Feladat

a./ Legyen E =[1 2; 8]. Valasszuk meg aa paraméter értékét ugy, hogy a matrix rangja
* 1legyen;

* 2legyen!

Az utdbbi esetben hatarozzuk meg az inverzet, @z égsal elletrizzik, hogy valéban az
inverz matrixot kaptuk meg!
Mit kapunk, ha az 1 rangu esetben probalunk inugizixot szamoltatni amv paranccsal?

b./ Mi az SW matrixok inverze? Magyarazzuk meg r@dmenyt!

A valodi inverznél ltalanosabban értelmezett a &l jobbinverz, ill. a pszeudoinverz.
Elébbiek az egységmatrix felhasznélasaval hatarozhmagik utobbi éallitasara pedig a Matlab
beépitett parancsot biztosit.

Feladat

Elokészitésként nézzik meg a sugoéliotya \ és a /rhldivide ésmrdivide miiveletek leirasat!
Legyen A=[12;34]ésB=[107; 22 15].

Hatarozzuk meg azt az X matrixot, amelyre A*X = B.

Hatarozzuk meg azt az Y matrixot, amelyre Y*B = A.

Hatarozzuk meg azt a Z matrixot, amelyre Z*A = B.

Példa
Elokészitéesként nézzik meg a sugébama parancs leirasat!
Generaljunk egy 4x4-es matrixot egyjégzamokkal aandi fluggvény (lasd lent) segitségével.

>> P = randi([1 9], 4), rank(P)

Ha a rang 4 (altalaban ez teljesil), akkésebr hatarozzuk meg az inverzet kilon (inv(P)), és
jelenitsiik meg tort formatumban s parancs).
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Ezutan ellefirizzik, hogy az inverz kilonféle szamitasaval kepedmények mennyire
egyeznek a valodi inverzzel!

>> PA-1 - inv(P) % -1. hatvany

>> P\eye(4) - inv(P) % jobbinverz (P az egységm. balosztdja)
>> eye(4)/P - inv(P) % balinverz (P az egységm. jobbosztdja)
>> pinv(P) - inv(P) % pszedoinverz

(Ha az eredménymaétrix minden eleme 0, akkor azd&nftasi mod teljesen azonos eredmenyt
szolgaltatott.)

Feladat

Legyen X =[8522;6414;3010].

Nem négyzetes matrixnak nincs inverze, csak pszeuelze. Elledrizzik, hogy olyan esetben,
mint most (az X matrixnak kevesebb sora van, msatapa) a pszeudoinverz egy jobbinverz,
azaz X*pinv(X) lesz az egységmatrix. (Nézzik meggyhaz X\eye(3) modon szamolt
jobbinverz efl eltér-e!)

Hatarozzuk meg az X transzponéltjanak a pszeudaiaves! Ez balinverz?

NEVEZETES MATRIXOK

Véletlen szamok

rand(méret) — egyenletes eloszlasu (0, 1) intamrdlkeli valosak (alvéletlenek)
randi(hatarok, méret) — egyenletes eloszlasu elgésze

(A randnfuggveny hasznélatat lasd a hazi feladatok kgzott.

>> rand(5) % 5x5 méret G matrix

>> rand(1,5), rand(5,1) % sorvektor, oszlopvektor

>> A = ones(10,4); rand(size(A)) % 10x4-es veletlen matrix
>> randi([1 90], size(1:5))

% egy lottbhuzas eredménye lehet, az ismétl édés eseélye kicsi

Egységmatrix, csupa egyes és csupa nulla matrix

Ezen nevezetes matrixok kbnnyen megjegyéhenert az angol nevik alapjan a tartalmuk
egyeértelnti és a méretmegadas azonos konvenciot kiwvets(zeros eye.

Paraméterezésuk: méret, tipus. Itt a tipus elmatadhméret egyetlen, vagy tobb numerikus
adat, amelyeknek az egész része szamit.

Példak
>> ones(3) % 3x3 méret 1 csupa egyesekb &l all6 matrix
>> ones(3, 4) % 3x4 méret 4 csupa egyesekb &l all6 matrix

>> zeros(3, 'int8") % 3x3 méret 4 1 bajton tarolt 0 adatok
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>> eye(3, 5) % 3x5-0s egységmatrix, csak a bal fels é
saroktdél induld atléban vannak egyesek, a tobbi ele m nulla
>> A =[1:3; 4:6; 7:9], E = eye(size(A)) % értelmezzik!
Feladat

Eml.: tudjuk, hogy a 0-val val6 osztas problémdwefet.
Mik lesznek az eye(3)./zeros(3) hanyados elemei?

Hilbert- és Pascal-matrix
hilb(n) —nxn méreti Hilbert-matrix, amelynek elemei a természetes s#draciprokai a
kovetked szabaly szerint:

h(i, ) =/(i+)-1)
A tortalakot (karakterlancként) a rats(hilb(n)) lggdtatja. A Hilbert-matrixok determinansai
egyre kisebbek! (Gyorsan csokkesorozat...)
invhilb(n) — a Hilbert-matrix inverze, amelynek elei egyre nagyobb egészeket tartalmaznak.

>> H3 = hilb(3), d3 = det(H3), T3 = rats(H3)

Feladatok

Allitsuk el az 5x5-6s Hilbert-matrixot! Mennyi a 3. oszloprekinek az 6sszege?
Melyik Hilbert matrixnak lesz ékz6r kisebb a determinansa, minepsértek?
Allapitsuk meg az hilb(4), hilb(5), hilb(6) matrikanverzeinek legnagyobb eleméngx
flggveny)!

pascal(n) — a binomialis egyutthatokbdl képezetrimdamelynek anti-atldiban aa ( b) egyre
ndvekw egészhatvanyainak egyutthato-sorozata van.

Feladatok

Allapitsuk meg azg + b)’ kifejtésében aa’b?® tag egyiitthatojat!

Melyik a Pascal-haromszdg 8. soranak 2. legnagetdrne?

(Itt a hagyomanyos haromszoges elrendezést kovetjiiiromszdg csucsaban talalhaté egy
darab 1-es elemet 0. sornak tekintjuk.)

Feladat

Epitsiik fel az egységmatrix, a csupa nulla mésriosupa egyes matrix, a Pascal-matrix, a
Hilbert-matrix és egyszématrixmiveletek (transzponalas is megengedett) segitségével
kovetkez matrixokat:

W =

PRPPROON
WNRONO
OWRrNOO
CoOOoORPRR
OCoOoORPRR
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7 =
1. 0000 0. 5000 0. 3333 0. 2500 1. 0000
0. 5000 0. 3333 0. 2500 0. 2000 1. 0000
0. 3333 0. 2500 0. 2000 0. 1667 1. 0000
0. 2500 0. 2000 0. 1667 0. 1429 1. 0000
0 0. 5000 0 0 0
0 0 0. 5000 0 0
0 0 0 0. 5000 0
0 0 0 0 0. 5000

Mégikus matrix
magic(n) — magikus négyzet, alilegalabb 3 és az elemek mind kiilonoz-t6l n*-ig. Az
elemek dsszege a sorokban, oszlopokbatatgdban és az antiatibban megegyezik.

Feladat: Mennyi a 4x4-es magikus matrix egy oszlopanak essxgge?

Feladat: Készitsunk scriptet, amely kiirja azn-es magikus matrixot ésértékét a képeridye!
Hasznaljuk aisp parancsot. (A méret fixen megadhat6 a scriptbemt bekérést még nem
tanultunk.)

Egy lehetséges megoldas:

EDTOR FUBL...

[ | gyakorlem 3 | + |

2 CIEET : il
1 % gyakorld script 4
i clc

32— m=3;

4 - szoveg = 'BA méret: '; 3
5= X = [szoveg, num2str(m)]; j

6 — disp (X):

= M = magic (m)

8 -
script iLtn 1 Col 18

MATRIXFUGGVENYEK

A méatrixmanipulacios fuggvények (tikrozés, forgagmlas) latvanyos leh&tégeket adnak az
eddig megismerteken tul tovabbi szarmaztatott wadkrelallitasara, ill. Gjabb, &vitett
~epitkezésre”.

Az altalunk felhasznélt ,repertoarflipud, fliplr, rot90, circshift

Feladat
Hozzunk létre olyan 5x5-6s méifiehatrixot, amely az antiatlgjdban csupa 5-6s elear&imaz,
a tébbi pozicidban pedig 0 all.
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Feladat

Készitsik el az 5x5-6s magikus matrixot!

Forgassuk el 90 fokkal az 6ramutat6 jarasaval gtesen, majd transzponaljuk!
Adjuk meg a 3. sor 2. elemét!

Feladat
Igazoljuk kétféle médon is, hogy a magikus matox- s oszlopdsszege megegyezik.

Kidolgozott mintafeladat
Rakjuk 6ssze a specialis matrixfiggvények segitssdgdballitott almatrixokbdl a kovetkéz

matrixot!
0 0 1
0 1 0
1 0 0

Megoldas

A matrixunk 4 blokkra bonthat0, ezek mérete rerdh®, 3x4; 4x3, 4x4.

A nem négyzetes blokkok zérusmatrixok, a négyzetsixoknak pedig csak az antiatlgja
tartalmaz egyeseket. Ez utdbbiakat az egységntékikzéseével, vagy forgatasaval allithatjuk
elé. A klasszikus dsszerakds megoldas:

>> A = [flipud(eye(3)), zeros(3,4); zeros(4,3), rot 90(eye(4))]
Egy masik megoldas:
>> AE4 = rot90(eye(4)); A(1:3,1:3) = AE4(2:4,1:3); A(4:7,4:7) = AE4

Itt felhasznaltuk azt, hogy a célmatrix fel nentdtilelemei automatikusan nulldk lesznek.
Még rovidebben (matrixmanipulacios fuggvéenyekkel):

>> A = flipud(circshift(eye(7),4))

% A 7x7 egységmatrix sorait 4-el ciklikusan el ére toltuk, majd
tukroztik, vagy:

>> A = circshift(flipud(eye(7)),3)

% el &szor tukrozink, azutan shifteliink

Feladat
Oldjuk meg a kidolgozott mintafeladatot ugy is, ogm az antiatibkban, haneméatiékban
vannak az egyes elemek.
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OTTHONI MUNKA

Feladat (matrixszorzas)
Az A 2x2 méreli matrixszal niveleteket végeztiink, és a kdvetédezt kaptuk:

>> B = diag(A+A")

B =
10
8
>>C=AN2
C =
41 18
72 32

Mi volt az A matrix?

(Segitség: az A + A" matrix szimmetrikus és iggtfojdban az A diagonalisanak dupla értékei
szerepelnek. Az A matrix hianyzo értékeibljuk p-vel és g-val, majd ezek felhasznalasaval
irjuk fel a C matrixat A konkrét értékekkel vald 6sszehasonlitasbol ifpegruza mddszer)
megkapjuk a keresett adatokat.)

Feladat (specialis szorzatmatrixok)
Legyen L egy valos elefimalsd6 haromszdogmatrix. Ellénzzik, hogy az L* L' szimmetrikus-e?
(,Taltosoknak”: igaz-e ez mindig?)

Feladat (nevezetes matrixok)

Legyen A = 1. Hajtsuk tobbszor végre a kovetkérekadasokat (matrixlitést).

Magyarazzuk meg az eredményt! Egy indexhivatkozasizandsz6 az index maximalis értékét
jelenti, lasd size(A, 1), illetve size(A, 2).

>> A(end+1, :)=0, A(;, end+1)=0, A(end, end)=1

Feladatok (nevezetes matrixok)
a./ Tordeljuk fel 3x3-as matrixragshapemiivelet) a kdvetkaz sorvektort! Milyen métrixot
kaptunk?

>> A = [ones(1) zeros(1, 3) ones(1) zeros(1, 3) one s(1)]

b./ Legyen A = 1. Hajtsuk tdbbszdr végre a kdvetkerzékadast (matrixivitest).
Magyarazzuk meg az eredmenyt!
>> A = [A zeros(size(A, 1), 1); zeros(1, size(A, 2) ) 1]

Tipp: rajzoljuk le a keletkdz(j matrixokat!
Feladat (nevezetes matrixok, véletlenszamok)

Ismerkedjunk meg eandnfliggvénnyel!
randn(meéret) — standard normalis eloszlasu véketEmok
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>> x = 2*randn(400,1) + 10; hist(x)

% 400 darab 10 varhat6 érték i és 2 szOrasu szam, hisztogram
>> x = rand(400,1); hist(x)

% egyenletes eloszlas illusztracidja hisztogramon

Feladat (véletlenszamok)

Ellenérizzik, hogy sok (itt 192 darab) egyenletes elaszl&letlen szdm 6sszege mar mas
eloszlasu lesz!

Tipp: a sum(A) nivelet az A matrix oszlopainak 6sszegét képezi égyesorvektorba. Erre
kérjunk hisztogramot.

Megoldas: A = rand(192, 400); x = sum(A); hist(x)

Feladat (vektorbdl szarmaztatott matrixok)

vander(x) — az x vektorbdl@&llitott Vandermonde matrix oszlopaiban az x oszéiqporra
alakitottjanak a v vektornak pontozott egész hatatwannak:

v(i,j) = x(i)~(n-j),aholn = I ength(v).

Egy Vandermonde matrix determindnsa az x vektoneil| eléallitott csokken indexi 6sszes
kulénbségpar szorzata. Tehat ha minden x elem kolién akkor a determinans nem lehet 0.

Pelda
>>x = 1:4, V = vander(x), d = det(V)

Feladat
Szamitsuk ki a fenti V méatrix determinansat az a@bB8)*(4-2)* ...*(2-1) modon!

Feladat (oszlophivatkozas, oszlopdsszeg; nevezaterrixokkal)

Linearis algebrabdl tudjuk, hogy egy méatrix valayne$zlopanak (ill. soranak) dsszege
egységvektorok (eés csupa egyes vektorok segitségével (medfetszponalas tiveletek
felhasznalasaval) is@llithatd (,kiszedhét’). Példaként adjuk meg a kdvetketAblazat

Gyortol vett tAvolsagi adatait tartalmazo oszlopat, &svalsdgok 6sszegét; majd ismételjik meg
ugyanezt a Budapestimert tadvolsagokra!

T A | B €] D] EF |G H ]
1| Pécs  Gydr Miskolc Gyula Dabas Kinélat
2 \Tatabanya| 180 60 260 300 @ 90 50

| 3 |Budapest| 160 120 200 220 40 a0

| 4 |Udvarhely| 600 780 &80 450 600 30
5 |Szerdahell 240 B0 | 350 400 190 20
6

| 7 [eresiet [ 30 28 5 17 20| | |
R

Utmutato (Gyér): A-e kiszedi a Gyrtl mért tavolsagokan- A- e pedig eballitia a megfela
0sszeget (itt eegysegvektor, o pedig csupa egyes vektor, medfeieletekkel).
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Feladatok (nevezetes matrixok)

a./ Ebkészitésként nézzik meg a sugoban a chol pardrasa

Hatarozzuk meg a 6x6-0s Pascal-méatrix Choleskyefatisat (fels hAromszog matrix, U).
Ellenérizzik, hogy U*U val6ban kiadja a Pascal-matrixot!

b./ Hatarozzuk meg a pascal(5) és a pascal(6)xo&tdeterminansat! Milyen kdvetkeztetés
adodik ebBl az inverz matrixok elemeire? (EllénzzUk!)

Feladat (matrixépités)

Készitslink egyedi terveZématrixokat a kidolgozott mintafeladathoz hasonléaviatlab
specialis matrixfiggvenyeinek felhasznalasavaltképes).

Prébaljunk ki olyan épitési feladatokat is, hogyjagzerakott matrix valamely részméatrixat
felllirjuk egy Uj matrixdarabbal. PI.

W =
2 0 0 1 1
0 2 0 1 1
0 0 2 1 1
1 1 1 0 0
1 2 3 0 0
1 3 6 0 0
Felllirassal modositva:
W =
2.0000 0 0  1.0000  1.0000
0  1.0000  0.5000  0.3333  1.0000
0 0.5000 0.3333  0.2500  1.0000
1.0000  0.3333  0.2500  0.2000 0
1.0000  2.0000  3.0000 0 0
1.0000  3.0000  6.0000 0 0

Feladat (matrixfliggvenyek)
Allitsuk elé a kdvetke# (még nem léte®) matrixot elemeire torténértékadasokkal! (lehéeg a
legkevesebbel)

0 10 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 10 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 10 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 10 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 10

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Segitség:

a./ clear A; A(1:9, 2:10) = 10*eye(9) az utolso métklli eredményt adja. Hogyan johet létre az
utolso sor?

b./ Shifteljik az egységmatrix 10-szeresét tilggesen negativ iranyba, vagy vizszintesen
pozitiv iranyba, és a felesleges elemet nullazauk k
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