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Numerikus derivalas és integralas

m  Motivacié
m  Sokszor csak numerikusan tudjuk végrehajtani a derivalas és integralas
muiveleteket

Ha olyan jellegl a fuggvény, ill. ha nincs szimbolikus toolboxunk
m  Ez sok fizikai és mérési jelenség vizsgalata/elemzése soran szilkséges lehet
m A miveletek végrehajtasa ekkor diszkrét ertékeken toérténik
m A jeleket fel kell bontani
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Numerikus derivalas

m  Numerikus derivalas (diszkrét értekeken, elméleti 6sszefoglald)
m A differencialhatosag feltétele altalaban a figgvény folytonossaga
Kivétel pl. az abs fv. — gyors valtozas a meredekségben! (def.: szorgalmi Hf.)

= A Matlabban sosincs teljes folytonossag (van egy min. lépéskdz, eps), de

jo surd felbontassal legtébbsz6r numerikusan jo derivalt szamolhato
(differenciahanyados)

m Hibalehet6ség: alacsony felbontasu mintavételezessel folytonos
fliggvénynél sem kapunk ,kelléen” folytonos értekeket

llyenkor persze a fv. alakjaval kapcsolatban is tévedhetlink

m Példa
>> x=-3*pi:0.01:3*pi; x2=linspace(-3*pi,3*pi,32);
>> plot(x, sin(5*x)), hold on, plot(x2, sin(5*x2), ™ )
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Numerikus derivalas

m Feladat (M. D.):

e

Rajzoljunk szinusz jelet a [0, 4x] intervallum felett 1-es, majd 0,05-0s
felbontassal. Hatarozzuk meg és abrazoljuk a gérbék numerikus

derivaltjait!

Tudjuk: a derivalt ilyenkor a differenciahanyados (kilénbségek

hanyadosa)

Vektorok elemenként vett kilonbségeinek kiszamitasahoz a diff fliggvény

hasznalhatd

Megoldas
>> 11 = 0:1:4*pi; 12 = 0:0.05:4*pi; s1 = sin(tl);
s2 = sin(t2);
% id svektorok és fv. ertekek (alapjelek)
>> figure(1); plot(tl,s1, '‘bo-" ); hold on;
plot(t2,s2, - ); % kirajzolas
>> title( 'Szinusz kulonbdz & felbontasokkal’ );
xlabel( 't (s)’ ); ylabel( 'fv. ertek’ );
legend( 'l-es felbontas' , '0.05-0s felbontas' );
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Numerikus derivalas

m  Megoldas (folyt., killdnbségek)
m >>dtl = diff(tl); dt2 = diff(t2);
dsl = diff(sl); ds2 = diff(s2);
% ertelmezési tartomany és értekkészlet

>> dsl dtl = dsl./dtl; ds2_dt2 = ds2./dt2;
% differencia hanyados

>> figure(2); hold on;

plot(tl1(2:end),ds1 dt1l, '‘bo--"  );

plot(t2(2:end),ds2_dt2, .- ); % kirajzolas

plot(t2,cos(t2), 'k--"); %ellen &rzeshez, az els & hibas!
title(  ‘Numerikus derivaltak’ );
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Numerikus integralas

A numerikus integralas alapvetd célja, tipikus alkalmazasok

m  Fuggveny(grafikon) alatti terulet, fliggvenyek kdzaotti tertlet
(kGlonbségfuggvennyel!) — intervallumon

= Integralfiggvény szamitasa (diszkrét értékekkel)

A Matlabban a mivelet vektorértekek és megadott fliggvény alapjan is
elvégezhetd

m  Hasonléan a numerikus derivalashoz

Az integral a figgvényértekek és az x-tengely kdzatti tertletrészek eléjeles
0sszege

m De: avalésagban ,negativ tertlet” nem létezik!

Emiatt a fliggvenyek kozotti terlletet célszerl metszéspontok kozott vizsgalni
m  Pozitiv-negativ valtas kikiisz6bolése

Megj.: az integralas sok esetben szimbolikusan is elvégezhetd, szimbolikus
toolboxszal (tudjuk mar, ill. lasd szimbolikus 6ra)

= Példa
>>syms abcx ;f = a*exp(-b*x)*sin(c*x)
>> int(f, X)
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Numerikus integralas

m A szamolasra hasznalhato beépitett parancsok
m Linearis modszerek: trapz (trapézszabaly)
A pontossagot az alappontok hatarozzak meg
= Magasabb foki modszerek: quad, integral
Alapértelmezett magas pontossag
m Sajat eljaras is irhato, gyakorlasként (de a beépitettek jobbak)
m Trapézszabaly

b
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Numerikus integralas

quad parancs (‘quadrature’): univerzalis ,j0 eszk6z”
Hatarozott integral szamitasa az adaptiv, rekurziv Simpson szaballyal
m Reészletek: sugo

m  Szintaktika:
quad(figgvénymutato, also hatar, felsd hatar, tolerancia)

m A tolerancia (pontossag) paraméter elmaradhat
m A flaggvenymutatd megadasanak lehet6ségei
= Elérhetd fliggvénynev

>> quad( ‘'sin" ,0,pi,eps) % elemi fuggveny

>> quad( ‘f1' , mxx, mnx)

% m-fajllal definialt , pontozott m  Gveletek kellenek!
m  Kiértékelheté karakterlanc

>> quad( 'sin(x)+cos(x/2)’ ,0,pi)

= Anonymus fliggvény (akar a quad-ban is megadhato)
>> F = @(x)1./(x."3-2*x-5)
>> Q = quad(F,0,2)
>> quad(@(x) logl0(x)-cos(x), xd(1), xd(2))
>> quad(fd, xd(1), xd(2))
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Numerikus integralas

Flggvenyek kdzotti terllet meghatarozasa

m Algoritmus (tudjuk mar): kilénbségfliggvennyel, metszespontok
keresésevel

m A metszéespontok keresesere alkalmazhaté modszerek

m  Egyenl6ség vizsgalata (nem jOo, mert a véges felbontas miatt altalaban
nem lesz tényleges egyenléség, eml.: fzero indokoltsaga... )

m  Kuilonbsegfv. abszolut értékek minimumhelyei

m  Kilonbségfv. zérushelyei
Mar lattuk egy példaban

m lllusztracio az elsé lehetéséeghez

m % sin és cos fuggvényekre
>>format  long
>> egyenlohely=fzero(@(x) sin(x)-cos(x), 0.75)
egyenlohely =0.785398163397448
>> sin(egyenlohely)==cos(egyenlohely)
% latjuk, hogy nem azonosak!
>> sin(egyenlohely), cos(egyenlohely)
% pici eltérés
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Numerikus integralas

Flggvenyek kdzotti terlilet meghatarozasa

e

Metszéspontok keresése a kilonbségfv. abszolut

éertekenek minimumhelyeivel

Példankban (M. D. alapjan) 0,001-es Iépéskozt

hasznalunk
m >>x=0:0.001:2.5;

fx =x.2; gx = 3*sin(x-0.3);

figure; hold
>> title(
xlabel( 'x' ); ylabel(
legend( 'f(x) = x"2'
% abszolut killonbség
>> xdiff = abs(gx-fx);
figure; plot(x,xdiff);
tile( [g(x)-f(9)[
xlabel( 'x' ); ylabel(

on; plot(x,fx); plot(x,gx,
'Flggvények kozotti tertlet'

fv. érték’ );
, 'g(X) = 3*sin(x-0.3)'

).

'kilonbséeg'  );
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Numerikus integralas

Flggveények kozotti teriilet meghatarozasa (folyt.)
m  Kilonbseégfv. abszolut értékének min. helyei (folyt.)

m % a kil.vektor értékeinek rendezese noveked éen
>> [xdiff _sorted sorted_ind] = sort(xdiff, ‘ascend’ );
% integr.i hatar a rendezett indexek vektoranak els & két eleme

>> minhelyekO = sorted_ind(1:2)
minhelyekO = 339 1724
% integralasi intervallum indexei
>> tr_int = minhelyekO(1):minhelyek0(2);
% vektorértekekb &l szamolt intervallum alapjan
>> T1 = trapz(x(tr_int), gx(tr_int) - fx(tr_int))
>> T3 = quad(f,x(minhelyek0(1)),x(minhelyek0(2)))

m  Kllonbségfv. zérushelyei

m % a kilonbségfv. megadasa anomim fv.-ként
>>f = @(x) 3*sin(x-0.3) - x."2;
% a fv. adott pont kornyékeén talalhatd gyokéenek meghat arozasa
>> minhelyekl = [fzero(f,0.5) fzero(f,1.7)];
>> T2 = quad(f,minhelyek1(1),minhelyek1(2))
T2= 0.8639
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Numerikus integralas

Integralfiggvény
m Def.. Legyen f(x) integralhato fv. [a, b] felett. f(x) integralfiggvenyéenek
nevezzuk és F(x)-szel jeldljik azt az [a, b]-n értelmezett fliggvenyt, amelyre

F(x)=[ f(r)dr

m Ha f(x) folytonos is [a, b]-n, akkor hasznalhatjuk a Newton-Leibniz formulat
m Integralfiggveny példa (M. D. alapjan)
m % intervallum és lépéskdz
>> res = 0.001; x = O:res:pi/2;
% kumulalt 6sszeg trapézszaballyal, adott |epéskdzze
% az eredményvektor utolsé eleme adja meg az adott
intervallumra az integral értékét
>> z4 = cumtrapz(sin(x))*res;
z4(end)
% x hatarozza meg a lepéskozt, nem kell szorozni
>> 75 = cumtrapz(x,sin(x));
z5(end)
% ellen &rzés, csak végpontra! (Newton-Leibniz f.)
>> -(cos(pi/2)-cos(0))
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Numerikus integralas

Integralfiiggvény
m Példa (M. D.): Adott egy vasuti szerelvény egyenes sinszakaszon
mert (linearis) sebesseggorbeje. Adjuk meg a szerelveny (linearis)
pozicigjat leird gorbét a teljes mérési szakaszon!
m (Megj.: az utgorbe derivaltja a sebességgorbe)
m % a szerelvény sebessege (meresi ertéekek)
>> t = linspace(0,100,1000);
v = 25*sin(2*pi*t*(1/150));
adja meg
% kumulalt 6sszeg trapézszabaly alkalmazasaval, t
hatarozza meg a lépéskozt
>> Fv = cumtrapz(t,v);
% ellen &rzésként szamitsuk ki Fv derivaltjat
>> dFvdt = diff(Fv)./diff(t);
% eredmeny kirajzoltatas
>> figure;
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Numerikus integralas

Integralfiiggvény
m Vasuti szerelvény
sebesseggorbeje (folyt.)
m %els 6 raz
>> subplot(211);
% mért értekek
>> hold on;
plot(t,v, 'LineWidth'
% az integralfv.-b
visszaszamolt értékek
>> plot(t(2:end),dFvdt,
'r--' . 'Linewidth'
>> plot([0 t(end)],[0 0],
>> title(
xlabel( 't (s)’
legend( 'v_{eredeti}’
subplot(212);
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% a kiszamolt pozicid értékek

>> plot(t,Fv); title(
xlabel( 't (s)’
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