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VEKTOROK

1. B Legyen a(—3;2;4),b(—2;1;—2),¢(3; —4;5),d(8; =5; 7).

(a) 2a —4c+6d [(30; —10; 30)]

() ¢c+3b—Ta [(18; —15; —29)]

(© [[2d = 3c+ b [11(5;3; =3)|| = 6,56]

(d) ||4a+ 8b— 7c|| [||(—49; 44;35)|| = 74, 58]
2. B Legyen Q(la 7; 27 3; _47 4)’b(3> 1; _17 7; 5)72(_27 2; 4; _3a 5)7d(87 1; _21 87 _17 7)

(@ —3b+5c—a

[(—22;22,8; —28, 1)

]
(b) 6¢+3d — 2b [(4,9;19; —36,1)]
©) ||d+ 2a — 50 [ll(—4;10,3; =35,5)|| = 37, 18]
() [|26 - ¢ — 3qll [11(3,3; =14, 3;26,7)|| = 30, 47]

3. B Legyen a(2;5; —8),b(—2;4;2),¢(3; —4;5), d(4; 2; —1).
(a) Hatarozza meg a b vektor irdnydba mutaté egységvektort!
(b) Hatdrozza meg a 2g — d vektor irdnyaba mutaté egységvektort!

(c) Hatarozza meg a ¢ vektorral ellentétes irdnyu egységvektort!

(d) Hatdrozzamega 3d+2b vektorral ellentétes iranyud egységvektort! K—

4. B Legyen a(5;6;—8),b(—2;3; —1),c(—3;4; —2),d(1;2; —2).

5. B Legyen a(1;2;3),b(—2;—2; —2),¢(4;2; —3),d(5;4; =7).

(a) Mekkora szoget zarnak be az a és d vektorok?

(b) Mekkora szoget zdrnak be a b+ a és ¢ vektorok?

(c) Mekkora szoget zarnak be az 2a — ¢ és —b vektorok?

(d) Mekkora szoget zarnak be a 2a — 3d és —c + 3b vektorok?

[( 5V2 5\/5’

8

14 .

3v29’

3v/29’ 3W>}
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6.
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10.

11.

12.

13.

14.

B Legyen a(2;—4;3),b(2;1;-2),¢(3; —3;2),d(—1; —4; x), e(2; z; —3).

(a) Milyen x érték esetén lesz a d vektor merdleges az a vektorra? [:): = —%}
(b) Milyen x érték esetén lesz az e vektor merSleges az —2b + ¢ vektorra? [z = —4]
(c) Milyen x értékek esetén fognak a d és b vektorok hegyesszoget bezarni? [z < —3]

. 2ouz Z 2 .. L. 25
(d) Milyen z értékek esetén fognak az e és 3a — b vektorok hegyesszoget bezarni? [m < —ﬁ}

(e) Milyen x értékek esetén fognak az e és ¢ vektorok tompaszoget bezdrni? [z > 0]
(f) Milyen z értékek esetén fognak a d és 2b+ 3¢ vektorok tompaszoget bezarni? [a: < —%}
B Legyen a(—3;0;4),b(5; —4;7), c(—2; —4;4), d(6; —2; —1).
(a) Bontsa fel az a vektort a ¢ vektorral parhuzamos €s merSleges Osszetevokre!
11, _22.22 16. 22. 14
%p (—@, R ?) »&m (‘?7 EE @)}
(b) Bontsa fel a b vektort a d vektorral parhuzamos és merdleges dsszetevikre!
b (@. _62. _ﬂ) b (Q. _102. m)}
“p \ 410 T4 T 41 ) P®m \41 T 41 41
(c) Bontsafel a ¢ vektort az a vektorral parhuzamos €s mer6leges Osszetevokre!
66. (). 88 16. _ 4. 12
_Qp <_%7 07 %) yCm (%7 _47 75):|
(d) Bontsafela d vektorta c vektorral parhuzamos €s merGleges OsszetevOkre!
4.8. 8 50. 26, 1
4, (5:5:5) v (B -3 -3)]
B Az ABCD paralelogramma két csicsa A(3; —1;4) és B(—2;2;1). Az &tlék metszéspontja
K (2;1;3). Hatdrozza meg a masik két cstics koordinatit! [C(1;3;2), D(6;0;5)]

. B Az ABCD paralelogramma két csicsa B(2; —1;5) és C'(8;3; —4). Az atlék metszéspontja

K (5;2;2). Hatdrozza meg a masik két cstics koordinatdit! [A(2;1;8),D(8;5; —1)]

B Az ABCD paralelogramma harom csticsa A(4; 5;4),B(6;4;5) és C(7; —2; 7). Hatarozza meg
az atl6k metszéspontjat és a negyedik csics koordindtdit! [K(5,5;1,5;5,5), D(5;—1;6)]

B Az ABCD paralelogramma harom cstcsa B(—3;3; —4),C(—6; —3; 1) és D(5; —5; —8).
Hatarozza meg az 4tl6k metszéspontjat és a negyedik cstcs koordinatait!
[K(1; —1;-6), A(8; 1; —13)]

B Az ABC hiromszodg egyik csicsa A(5; —2;3). Az AB oldal felezGpontja F'(1;4;1). Az AC
oldal felezGpontja G(7; 1;4). Hatdrozza meg a masik két csucs koordin4tdit!
[B(=3;10; —1),C(9;4;5)]

B A KLM haromszog egyik csicsa M (5;—2;3). A KL oldal felezGpontja X (2;3; —2). Az
LM oldal felez8pontja Y (6; 4; 5). Hatdrozza meg a masik két csiics koordinatdit!
[L(7:10;7), K(—3; —4; —11)]

B Hatdrozza meg az A(—7;2;8) pont B(6;4;5) pontra vonatkozé tiikkorképének koordinatait és
az AB szakasz felezGpontjanak koordinatdit! [A(19;6;2), F(—0,5;3;6,5)]
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15. B Hatdrozza meg az X (5; —2;6) pont Y (—2; 6; 3) pontra vonatkoz6 tiikorképének koordinatdit
és az XY szakasz felezGpontjanak koordinatdit! [X'(—9;14;0), F(1,5;2;4,5)]

16. Egy szabdlyos hatszog kozéppontja K (2; —3;5), két szomszédos csticsa A(1; —3;6),B(1; —2;5).
Hatarozza meg masik négy cstcs koordinatait!
[D(3;—3;4), £(3; —4;5),C(2; —2;4), F(2; —4;6)]

17. B Az ABC szabilyos haromszog oldala 2 egység hosszd. Mennyi </ﬁ, /ﬁ)‘? 2]
18. B Az EFG szabilyos haromszog oldala 5 egység hosszi. Mennyi <ﬁ7‘7 E_CE)‘? [12,5]

19. Adott az ABC haromszog harom csucsa A(1;0; —1),B(1; —1;3) és C(—7;2; 1). Hatdrozza meg
a haromszog kertiletét s a B cstcsnal 1€vd szoget! [k = 21,38;72,3°]

20. Adott az EF'G haromszog harom csticsa E(2;3;4),F(—2;3;1) és G(3; —4;2). Hatdrozza meg a
hdromszog keriiletét és a E cstcsndl 16v6 szoget! [k = 21,01;86,88°]

21. Dontseel, hogy az a(—2;3;6), b(6; —2; 3) és ¢(3; 6; —2) vektorok kockat feszitenek-e ki! Valaszat
indokolja! [igen]

22. Dontse el, hogy az a(—8;2;4), b(2; —4; 8) és ¢(—4; 8; —2) vektorok kockat feszitenek-e ki! Vélaszat
indokolja! [nem]

23. B Hatdrozza meg az A B szakasz A ponthoz kozelebbi harmadoldopontjat! A(2; —1;4),B(2;2;10)
[(2;0;6)]

24. B Hatdrozza meg az BC szakasz C ponthoz kdzelebbi harmadolépontjat! B(7;2; —5),C(—4; 3; —2)
()

25. B Hatdrozza meg annak a X pontnak a koordinatait, amely az AB szakaszt AX : XB = 3 : 2
ardnyban osztja! A(—3;1;—6),B(4;2;6) [(%; 8 g)}

26. B Legyen a(—2;7;—8),b(2; —3;5),c(—3;5; —4),d(1;7; —-9).

(@) axd [(—7; —26; —21)]
(b) (b—3c)xa [(25;54; 41)]
(¢) (2d+a) x (¢ — 3b) [(—35;234; 189)]
(d) abc [—31]
(e) bda [41]
() dec 0]

27. Igazolja, hogy az a(—1; —4; 3), b(—2; 3; 6) vektorok paralelogrammat feszitenek ki és szamitsa
ki a paralelogramma teriiletét! [T = 34,79

28. Igazolja, hogy az ¢(—2;6; 3), d(4; —3; —1) vektorok paralelogrammat feszitenek ki és szamitsa
ki a paralelogramma teriiletét! [T = 20, 8]
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.
37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Igazolja, hogy az A(5; —3; —4), B(5; 7; —9), C(3; —7; 2) pontok haromszdget alkotnak és szamitsa
ki a haromszog teriiletét! [T = 22,91]
Igazolja, hogy az F(—2;3;3), F(—7;6;—4), G(6; —5; —4) pontok haromszoget alkotnak és
szdmitsa ki a haromszog teriiletét! [T = 60, 14]
Vegyiik az A(—3;3; —4), B(—2; 3; —4), C(1; —7,; 8) pontokat. Legyen G az AC oldal felezGpontja.
Széamitsa ki az ABG haromszog teriiletét és keriiletét! [T =3,91;k = 16, 93]
Vegyiik az A(—2;5;1), B(—2; —1; —4),C(1; —4; 5) pontokat. Legyen X pont az AB szakasz

A ponthoz kozelebbi harmadolépontja. Szamitsa ki az AX C hiromszog teriiletét és keriiletét!
[T = 12,15; k = 22,39

Igazolja, hogy az A(2; —3;4), B(5;3; —4), C(6; —7; 2) pontok haromszdget alkotnak. Szdmitsa

ki a haromszog teriiletét, a B csucshoz tartozé magassdgot és a C' csicsndl 1évé szoget!
[T = 31,26;m; = 10, 42;62,89°]

Igazolja, hogy az K (2; —3; —4), L(1; 3; —4), M (6; —5; —2) pontok haromszoget alkotnak. Szamitsa
ki a haromszog teriiletét, a K csicshoz tartozé magassagot és a L cstcsndl 1€v6 szoget!
[T = 12,57;my = 2,61; 25, 38°]

Egysikuak-e az a(—1;3; —2), b(3;4; —3), c¢(—2; 1; 3) vektorok? [nem)|
Egysikuak-e az a(1;2; —3), b(—3;2;4),c(—3;10; —1) vektorok? [igen]

Igazolja, hogy az a(—2; —3;4), b(—5; —3; 2), ¢(4; —6; —2) vektorok paralelepipedont feszitenek
ki és szamitsa ki a paralelepipedon térfogatt! [V =138

Igazolja, hogy az a(2; —6;8), b(—2; —1; —4), ¢(2; —5; 3) vektorok paralelepipedont feszitenek
ki és szamitsa ki a paralelepipedon térfogatt! [V = 62]

Vegyiik az A(—3;5;4), B(2; —3; —4),C(1; —7;5), D(6; —4; 3) pontokat. Igazolja, hogy ezek
a pontok tetraédert hatdroznak meg és szamitsa ki a tetraéder térfogatat! [V =95,83]

Vegyiik az A(6;5;4), B(—5;4;3),C(1;4;—2), D(6; —4;2) pontokat. Igazolja, hogy ezek a
pontok tetraédert hatdroznak meg és szamitsa ki a tetraéder térfogatat! [V = 89,5]

Vegyiik az A(—3; —4;4), B(5; —6;3),C(1; —7; —2), D(7; 8; —1) pontokat. Igazolja, hogy ezek
a pontok tetraédert hatdroznak meg, szdmitsa ki a tetraéder térfogatat és a D csicshoz tartozd

magassdg hosszat! [V =116,33;m = 14, 64]
Egy tetraéder csticsai A(—2;6;5), B(3; —3;2),C(3; —6;2), D(—1;2; —3). Szdmitsa ki a tetraéder

térfogatat és a D csticshoz tartozé magassag hosszat! [V =18,5;m = 6, 35]
Az ABC'D tetraéder térfogata 5 egység. Adottak az A(2;1;—1), B(3;0;1),C(2;1;3) csdcsok.

Hatarozza meg a D cstcs koordinatdit, ha tudjuk, hogy az y tengelyen taldlhatd!
[(0:2550), (0; -5; 0)]

Egy kockat kifeszit6 harom vektor koziil ketté a(6;2; —3),b(—3;6; —2). Hatdrozza meg a
harmadik vektort! [c(2;3;6), —c(—2; —3; —6)]
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45.  Adott: A(2;-5;3),B(9;—4;8),C(4;—1;—1l)e:x=1+4t,y=2—-3t,z=6+1t,t € R,
3r+6  —y+2

: = 2.

f 5 5 z+

(a) Irja fel az A és B pontok dltal meghatdrozott egyenes paraméteres és paraméter nélkiili egyen-
letrendszerét!

[A pontra felirva:x = 2 + 7Tt,y = =5+ t,z = 3+ 5t,t € R; %2 = y—ﬁ = 233]
(b) Dontse el, hogy az A és B pontok illeszkednek-e az e egyenesre! [A — nem, B — igen]

(©) Irja fel az A pontra illeszkedd f egyenessel parhuzamos egyenes paraméteres és paraméter
nélkiili egyenletrendszerét!

[z=2438ty=—5-2tz=3+tte 2 =) = 3]

(d) Irjafel a C pontra illeszkeds e és f egyenesre merSleges egyenes paraméteres egyenletrendszerét!
[t=4—t,y=—-1—t,z=—-1+t,t€ R]

(e) Irja fel az ABC haromszog sikjdra merSlegess B ponton dthaladé egyenes paraméteres egyenlet-
rendszerét! [ =9—24t,y = —4 + 38t,z = 8 + 26t,t € R]

(f) [rja fel az A pontra illeszkeds e egyenesre merdleges sik egyenletét! [4z — 3y + z — 26 = 0]
(2) Irja fel az A, B és C pontok altal meghatarozott sik egyenletét![—24x + 38y + 26z + 160 = 0]

(h) Hatarozza meg az e és f egyenesek helyzetét a térben! Ha van metszéspont, adja meg a koor-
dinatait! [kitérGek]

46. Irjafelaz A(3; —1;2), B(4;1; —7), C(8; —1; 5) csticspontd haromszog A csticsdbél indulé silyvo-
naldnak paraméter nélkiili egyenletrendszerét!

[A pontra felirva : 252 = ¥+ = 2=2]
47. Irja fel az A(4;5; —4) pontra illeszked x tengellyel parhuzamos egyenes paraméteres egyen-
letrendszerét!

[t=44+ty=>5z=—4,t € R (xtengely irdnyvektora (1;0;0))]

48. [rja fel az A(2;5; —4) pontra illeszked§ xy sikra merSleges egyenes paraméteres egyenletrend-
szerét!
[t =2,y =5,2=—4+1t,t€ R (xysik egyenlete z=0, normélvektora (0;0;1))]

49. Irja fel az C'D szakasz felezGpontjan dtmend z tengellyel parhuzamos egyenes paraméteres
egyenletrendszerét, ha C'(2; —8;4), D(—6; —4;2)!
[t=—-2,y=—6,2=3+1t,t € R (ztengely iranyvektora (0;0;1))]

50. Adott: A(3;—4;—-2),B(4;5;—7),C(—-2;2;1),e:x2=—-2+3t,y=1—-2t,z=2+1t,t € R,
S:x—3z2=—4y+4.

(a) Hatdrozza meg annak a siknak az egyenletét, amely dtmegy az origdn, parhuzamos az e egyenessel
¢és merdleges az S sikra! 2z + 10y + 14z = 0]
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(b) Hatdrozza meg az A pont és az e egyenes sikjanak egyenletét! 13z + 17y — 5z 4+ 19 = 0]

(©) Hatarozza meg az e egyenes €s az xz sik metszéspontjat!
[(—0,5;0;2,5) (xzsik egyenlete: y=0)]

(d) Hat4rozza meg annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedik a B pontra és merSleges az e
egyenesre! Bz —2y+2z+5=0]

(e) Hatarozza meg annak a siknak az egyenletét, amely dtmegy az C ponton és parhuzamos az x
és y tengellyel! [z —1=0]

6] Hatérozza meg annak az egyenesnek a paraméteres egyenletét, amely dtmegy a B ponton és
merdleges az y és z tengelyekre! [t=4+t,y=52z=-T7,t€ R]

(2) Hatarozza meg annak a A pontra illeszkedd siknak az egyenletét, amely merGleges az y ten-
gelyre!

[y+4=0 (ytengely irdnyvektora (0;1;0))]

51. Adja meg annak az S siknak az egyenletét, amely dtmegy a P(2; 3;5) ponton és illeszkedik az y

tengelyre! [S: -5x+2z=0 (y tengely irdnyvektora (0;1;0)) ]
52. Irja fel az B(2; —2; 1) pontra illeszkeds zy sikra merdleges egyenes paraméteres egyenletrend-
szerét!

[t=2+t,y=—-2,2=1,t € R (yzsik egyenlete x=0, normélvektora (1;0;0))]

53. Adja meg annak az S siknak az egyenletét, amely dtmegy a C'(0;4; —7) ponton és merSleges az
S1:2x—y—2=168s S5y : 4o — y + z = 12 sikokra! [S:x+3y—2z=19

54. Az ABC haromszdg csucsai A(4; —1;6), B(2; —4;3),C(2; —1; —3).
(a) Hatdrozza meg az A BC hiromszog sikjanak egyenletét! [27x — 12y — 62 — 84 = 0]

(b) Hatdrozza meg annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedik a C' pontra és merGleges az
AB oldalra! [—2x — 3y — 32 — 8 = 0]

(c) Irja fel a A pontra illeszkedd BC oldallal parhuzamos egyenes paraméter nélkiili egyenletét!
1

[% =P x= 4}

55.  Adott: D(—4;-2;3),FE(2;—-5;1),F(3;2;=5),m: 2 =3 —-2t,y =4,z = -1+ 3t,t € R,
n:%*g’:y?i: Zng,Sl cx+by=2+4+3,5:4r—-3y+2z+5=0.

(a) Dontse el, hogy az E pont illeszkedik-e az S sikra! [nem]
(b) Irja fel a E pontra illeszkedS m egyenessel parhuzamos egyenes paraméteres és paraméter
nélkiili egyenletrendszerét! [x =2-2t,y=—-5,2=143t,t € R; {—_22 = Zgl Y = —5}

(©) [rja fel az D pontra illeszkeds S sikkal parhuzamos sik egyenletét! [ 4+ 5y — 2+ 17 = 0]

(d Irja fel az F pontra illeszkedd yz sikkal parhuzamos sik egyenletét!
[z — 3 = 0,(az yz sik egyenlete: x=0, normdlvektora (1;0;0))]
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(e) Irja fel az DEF haromszog sikjénak az egyenletét! [32z + 34y + 45z + 61 = 0]
(f) irja fel az F pont és az n egyenes sikjinak az egyenletét! [—z — 26y + 11z 4+ 110 = 0]

(2) Hatarozza meg az n egyenes és az S; sik helyzetét a térben! Ha van doféspont, adja meg a
koordinatait! [ az egyenes dofi a sikot, doféspont (—22; 3; —T3)]

814 8

(h) Hatarozza meg az m egyenes és az Sy sik helyzetét a térben! Ha van doféspont, adja meg a
koordinatdit! [ az egyenes dofi a sikot, doféspont (£;4; 1)]
(i) Hatdrozza meg az S; és Sy sikok metszésvonalat!
[z = —% +2t,y = —5t,z = —% — 23t,t € R, ahol (—%;O; —%7) a metszésvonal tetszSleges
pontja |

56. Hatdrozza meg az alabbi egyenesek e : x =3+ 2t,y =1+t z2=2—1{,t € Rés
fre=—-14+t,y=2+2t,z=1—2t,t € R helyzetét a térben! Ha van metszéspont, adja meg
a koordinatait! [ az egyenesek metszik egymast, metszéspont (-3;-2;5) |

57. Hatdrozza meg az alabbi egyenesek a : * = 6 + 2t,y = -3 +t,z = 9+ 5t,t € R és
x—3 2y+8 —y+3
54—
[ az egyenesek kitérdek ]

helyzetét a térben! Ha van metszéspont, adja meg a koordinétiit!

58. Hatdrozza meg az m : * = 8 + 3t,y = —3 — 2t,z = 10 4 5¢,t € R egyenes és az
S 1 4x — 3y + z = 5 sik helyzetét a térben! Ha van doféspont, adja meg a koordinatait!
[ az egyenes dofi a sikot, doféspont (2;1;0)]

59. Hatirozzameg az f : © = —5 + 2t,y = —2 4 2t,z = —3t,t € R egyenes és az xy sik
helyzetét a térben! Ha van doféspont, adja meg a koordinatait!
[ az egyenes dofi a sikot, doféspont (-5;-2;0)]

60. Hatdrozzamegazn : x =1—-3t,y = 5+t,2 = 3+3t,t € Regyenesés S : 2x —3y+32 =5
sik helyzetét a térben! Ha van d6féspont, adja meg a koordinatait!
[ az egyenes parhuzamos a sikkal]

61. Hatarozzamegaz S : x+ 3y = —2+ 7 és Sy : 2z +y — 3z = 4 sikok kolcsonos helyzetét! Ha a
sikok nem parhuzamosak, hatdrozza meg a két sik metszésvonalat![z =1 — 2t,y =2+ ¢,z = —t,t € R]

62. Hatarozza meg az S1 : 2z + 32 = y + 6 és xz sikok kolcsonds helyzetét! Ha a sikok nem
parhuzamosak, hatdrozza meg a két sik metszésvonalat! [ xz sik egyenlete:y = 0;t € R|

63. Hatdrozza meg az A(4; —2,1) pontésaz f : © =3 — 2t,y = 4+ t,y = 6,t € R egyenes
tdvolsagat! [7,01]

64. Milyen messze van a D(—3;2,5) pontaz S : 2x — y = —z — 6 sikt61? [1,22]

65. Az ABCD csicspontu tetraéderben hatdrozza meg az AB és C'D oldalegyenesek tavolsagat!
A(0;0;0), B(1;0;0), C(1;2;0), D(0; 1;2) [1,79]
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66.

67.

68.
69.

70.

(a)
(b)
(©
(d)
(e)
()
(8

71.

72.

73.

74.

75.

76.
77.
78.

Hatérozzamegaze:x:3—i—2t,y:1—4t,z:5t,t€Résazf:%:yT+2:z—3

egyenesek hajldsszogét! (60, 20°]

Hatdrozza meg mekkora szoget zar be az ABCD tetraéderben az AD oldal egyenese az ABC'
oldallap sikjaval! A(2; —2;2), B(5; —2; —1),C(5; 2; —1), D(5; —2; 2) [45°]

Hatdrozza meg az S; : © — Ty = 2 és Sy : —3y = —4x + 5z + 6 sikok hajldsszogét!  [60°]

Hatdrozza meg az ABC D paralelegramma az AB oldaldhoz tartoz6 magassagat!
A(133;7), B(3;6;1),C(4; —2; —9), D(2; —5; —3) [11, 64]

Adott: A(4;-2;1),B(1;-2;1),e: 0 =3—-2t,y=4+t,z=4—t,t € R,

foomd =222 slke G g4 3z =y — 5,8y —20+ 2y = 62 + 18.
2 2 1

Hatdrozza meg az A és B pontok tdvolsagat! (3]
Hatdrozza meg az A pont és az e egyenes tavolsagat! [6, 46]
Hatdrozza meg a B pont és az f egyenes tdvolsdgat! [4,06]
Hatdrozza meg az e pont és f egyenesek tavolsagat! [4, 28]
Hatdrozza meg a B pont tavolsagat az S siktol! (3, 32]
Hatarozza meg az A pont tavolsdgat az So siktol! [5, 43]
Hatarozza meg az Sy és Sy sikok kolcsonos helyzetét! Ha a sikok parhuzamosak, hatarozza
meg a tavolsagat! [1,21]
Hatdrozzamegaz S :x +3z2 =y —bsikésazm:x = —-1+t,y=2—-2t,z2=—-t,t e R
egyenes tavolsagat! [0, 6]
Hatdrozzamegaza : x = 1+t,y = —t,z =2,t € Résb:x =4—-2u,y = 1+u,z =3—u,u € R

egyenesek tavolsigat! [\/5}

Hatdrozzamegaze:x =2+t,y=5—t,z=2+3t,t € Rés f:x =7 —2u,y =2+ u,
z =1+ 2u,u € R egyenesek tavolsagit! [ az egyenesek metszik egymast]

Hatdrozzamegaze : x = 4,y =4t — 1,z = 3 + 2t,t € R és az y tengely hajlasszogét!
[26, 56°]

Hatdrozza meg a paralelogramma atléinak hajlasszogét!
A(2;3;-1), B(5;4;3),C(2; —156), D(—1; —3;2) [73,69°]

Hatdrozza meg az S : z = bx + 4y és az xz sik hajldsszogét! [51, 88°]
Hatdrozzamegaz S : v +y+ 2 = Isikésazp: x = —y =  egyenes hajldsszogét![28, 12°]

Az ABCD tetraéderben hatarozza meg az ABC' és a BC' D oldallapok éltal bezart szoget!
A(4;7;6), B(0;1;-2),C(—1;5;3), D(4; =5; 2) [58,52°]
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79. Adott az ABC D tetraéder: A(4; 6;2), B(0; —1; —2),C(—1;6;3), D(5; —4; 3).
(a) Irja fel az B pontra illeszkedd AC'D sikkal parhuzamos sik egyenletét![5z + 3y + 252 + 50 = 0]

(b) rja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely parhuzamos a C'D egyenessel és dthalad az AB

oldal felezGpontjén! [t =24 6t,y=2,5—10t,z2 =0,t € R]
(c) Hatdrozza meg az BC és AD oldalegyenesek tavolsagat! [4,91]
(d) Hatdrozza meg a C pont tavolsagit az ABD siktdl! [4,24]
(e) Hatarozza meg AC oldal egyenese az AB D oldallap sikjanak hajlasszogét! [56, 32°]

(f) Hatdrozza meg az AC'D és a BC D oldallapok altal bezart szoget! [74,37°]
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MATRIXOK
3 -1 2 4 =7
1. LegyenA=| -2 -8 7 |,B= 5 —4 ’C:< 2_1; g)’D:<_§ g)
1 5 —4 -1 6 - - B

2 —17 \]

(@ B 38— 207 29 —36
-9 36 )
) AA — 6B [ nem lehet |
5 —5\]

© B AB 55 88

33 —51

34 112 75

@ B BC 33 -83 51

~17 79 —57

13 15 -9
~11 -61 53 /|
6 AC [ nem lehet |
) 26 —24 |
(& B D°-D l( -30 32 )
. 7 31 —11 \]
(h) B 2B" -3C K ~8 —44 39 >
| - 97  —90 \|
i B (D+D") l( —90 117 )
Q) B det(D) [-14]
G) B det(A) [-12]

2. Legyen A = (

-8 32 -12
() CD 10 —40 15
-14 56 =21

(b) B DC [( —69 )}
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—11 8 -3
(c) (2A —3BT)T ~11 8 10
—22 13 15 ]|
39\ |
(@ B ATC 23
23 )
(e) (A+B)D [ nem lehet |
~39 \ |
() (2A — B)DT 20
17
32 —20 ]
2 _ T
© 5 Boar (%3
87 —10 ]
T _ 1)\2
®) (B~ F) K —-15 22 >
—36
(i) B°DT +C 176
—292
(G) B det(ET +2F) [—42]
(k) det(2FE — F?) [439]
() det(AT +2B) [—5715]
2 5 -4 2
3. LegyenG = | 0 4 | , H = 7 —2 |. Hatdrozza meg azt az X madtrixot, amelyre
37 9 3
—24 0
2G+ X =5H! 35 —18
39 1
-4 14 -8 -9 33 7 .
4. Legyen M = 11 -2 5 ) , N = 94 —1 —6 Hatdrozza meg azt az X
35 —127 -5
qtri = —2M!
matrixot, amelyre 3N + X 2M! [( _o4 7 g )]
. x 2
5. Oldja meg a 8 ’ = 10 egyenletet! [—2;2]
. 1 =z
6. Oldja meg a s 9= 3x — 2 egyenletet! [—4;1]
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z 3 -1
7. Hogy kell megvalasztani az x szdmot, hogy a| —2 4  x | determindns értéke O legyen?
-1 2 1
3.
ik
1 2 =z
8 Hogy kell megvalasztani az x szdmot, hogy a| 2 1 3 | determindns értéke O legyen? [2; 6]
z 1 3
x 3 z
9. Oldjamega| 0 2 4 | = 2z egyenletet! 6]
31 3
z 3 -1
10. Oldjamega| —2 4 x | = —3x egyenletet! [—1; 3]
-1 2 1
11. Szamitsa ki az aldbbi métrixok determindnsét!
0 -5 3 7
-3 4 21
(a) A= 1 0 -3 92 [655]
6 -2 -1 0
-3 2 1 -4
4 5 2 =2
(b)y B= 3 -3 _1 10 [748]
1 -2 6 8
12. Bizonyitsa be, hogy a ¢1(1; —2) és c2(4; 3) vektorok linedrisan fiiggetlenek!
[csak az ap = 0, ay = O trividlis megoldas 1étezik, tehdt linedrisan fiiggetlenek]
13. Vizsgalja meg, hogy az 2 + 323 — 1; 222 + 6; x fiiggvények linedrisan fiiggetlenek-e?
[csak az a1 = 0, g = 0, a3 = O trividlis megoldas 1étezik, tehét linedrisan fiiggetlenek]
14. Doéntse el, hogy a v1(1;2; —3), v2(—2;2;5) és v3(8; —2; —21) vektorok linedrisan fligget-
lenek-e!
[a1 = —2t, 9 = 3t, a3 = t, tehdt a vektorok linedrisan osszefiiggoek]
2 1 -1
15. Dontse el, hogy a u; = —4 | ,uy = -1 és uz = -1 vektorok linearisan
5 4 5

fiiggetlenek-e!
[csak az a; = 0, g = 0, ez = 0 trividlis megoldds 1étezik, tehat linedrisan fiiggetlenek]

16. ElGallithaté-e a ¢ vektor az x, iy vektorok linearis kombinacidjaként?

(2= ()

[—22 + 3y = (]
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Eléallithat6-e az z(—7;5) vektor az ¢(3; —2), d(6; —4) vektorok linedris kombinacidjaként?
[nem]

7z

Eléallithaté-e a d vektor az a, b, ¢ vektorok linedris kombinaciéjaként?

4 -1 2 -1
a=| -2 |,b= 2 |,e=1 -2 |,d= 4 [2a — b —5¢ =d]
3 7 1 —6
Elsallithaté-e a d vektor az a, b, ¢ vektorok linearis kombinacidjaként?
a=(1;2;-3),b=(—4;2;5),c=(1;-1;7),d = (—7;15; —23). [4a + 2b — 3c = d]
Oldja meg az aldbbi egyenletrendszert!
r+y+z = 3
2e—y+z = 2 [x=1,y=12=1]
—r—-—y+z =1
Oldja meg az aldbbi egyenletrendszert!
r—y—2z = -1
3xr+y—z = 3 x:%—k%t,y:%—%t,z:t,teR}
r+3y+z = 5

Oldja meg az aldbbi egyenletrendszert!
20 +3y+22 = 7
r+y+z = 3 [t=2,y=1,2=0]
20 +2y+3z = 6

Oldja meg az al4bbi egyenletrendszert!
Tr—2y+3z = 8
z—y+z =1 [az egyenletrendszernek nincs megoldésal
dr+6y—4z = 3

Oldja meg az al4bbi egyenletrendszert!
20 —y+3z = 4
—3r+2y—z = 6 [t =14 —5t,y =24 —Tt,z =t,t € R]
—bx +5y+52z = 36
Oldja meg az aldbbi egyenletrendszert!
z+2y—z = 2
2r+y = 3 [mz%,yzi,z:g}
—r+y+2z = 4

Oldja meg az alabbi egyenletrendszert!

r+y—2z+4 = 4
—r—4dy+z+2v = =2
2 —-3y+z—v = -1 [r=1ly=1z2=Lo=1]

dr —y+z+v 5
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

(a)

(b)

33.

34.

Oldja meg az aldbbi egyenletrendszert!

r—y—3z+4v = 2
iiiem = o= Ly=-22=3,v-1
3x —4dy —2z4+v = 7
Oldja meg az alabbi egyenletrendszert!
r1 +2x9 +4x3+ 54 = -1
_Zi i gii _T_ i; z g [az egyenletrendszernek nincs megoldésal
—x1 —To —bx3 — 1llxy = 1

Oldja meg az aldbbi egyenletrendszert!

3r1 — 2o+ 3x3+4ry = —20
o +2§; 4__ ;ii i gii z —_ﬁ [1 =0,5;20 = 3,23 = —2,5; 4 = —2]
41+ 329 — 324 = 13
Oldja meg az alabbi egyenletrendszert!
T+ 209 —x4 = -3
;2 iiaf_;ii igii z _411 [x1 = =3+ 15,529 = —Tt;x3 = =5 + 13t;24 = t;t € R
—x1+x3+ 284 = -2
Oldja meg az aldbbi egyenletrendszert!
1 +4x9 —dr3+3x4 = 19
201 —4x3 4+ 3x4 = 5

Dontse el, hogy 1étezik-e inverze az alabbi matrixoknak!

2 -4 3
A=11 2 -1 [det(A) = —2 # 0, létezik a matrix inverze]
3 4 =2
2 3 -2
B = 8 0 5 [det(B) = 0, nem létezik a matrix inverze]
10 3 3
xr 1 2
Miyen z értékek esetén nincs inverzeaz A = | 3 0 4 | matrixnak? [m = g]
1 2 3
31 =z
Miyen z értékek esetén vaninverzeaz A= | 2 0 0 | matrixnak? [x # 5]
7 4 20
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35. Igazolja, hogy a métrixnak 1étezik inverze és hatdrozza meg az inverz métrixot!

(a) A= < g g ) [det(A) = 1 # 0, 1étezik a matrix inverze; A~1 = ( _g _g ]
1 2 2
(b) B = 11 [det(A) = 3 # 0, 1étezik a mtrix inverze; A~ = [ § 3 |]
- 3 3
2 2 -1 0 2 1
c0C=| -1 -1 1 [det(C) = 1 # 0, 1étezik a matrix inverze; C~ 1 = [ 1 -1 -1 |]
3 2 =2 1 2 0
2 0 -1 2 11
@DbD=|(01 2 [det(D) = —6 # 0,1étezik a matrix inverze; D! = 318 ]
2 1 —2 i1 i
3 3 73
a7 3 _ 11
-2 3 -7 -3 2 —%
(e) E = 6 -8 15 [det(E) = 2 # 0,létezik azinverz; E=1 = | —27 1 -6 |]
10 =15 34 -5 0 -1
2 1 1 3 g 1
f F=|3 3 2 [det(F) = 2 # 0, 1étezik a mdtrix inverze; F~! = | —3 1 —3 |]
4 3 3 _% —1 %
1 -2 1
@G=|2 2 2
3 -4 -3
1 35 1
' o g 186
[det(G) = —36 # 0, 1étezik a matrix inverze; G~ = -5 5 0]
71 1
18 18 6
36. Hatdrozza meg a métrix sajatértékeit!
9 4
(a) A:<3 5) [)\1:3;)\2:11}
11
(b) B:<_1 3> [)\1:)\2:2}
1 -1 1
©C=|1 1 -1 A1 =20 =133 = —1]

2 -1 0
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37. Hatdrozza meg a métrix sajatértékeit és sajatvektorait!

2 -3
(a)A:<—2 1)

t 1 _ 3 _3
M=—ls=( )=t | | teRt#0N=45= 2=t % ).teRt#0
3 —1
wo-(1 )
t 1t 1
M =25= ) =t 1 JdERTEA0 N =—1,s=| 4 =t ‘i JtER D
2 2
t 1 —24 _2
M =4,5= ; =t 1 JdER A0 N =—1,5= 3t =t 31 ,tERT#D
3 -1
wo-(1 )
t 1t 1
msom ()=o) aemesoneom (1) <o ucriny
1 2 -3
@ E=| 2 4 -6
-1 -2 3
—2t 4 3u —t -1
AM=X=0,s= u |, tbu€ Rt,u#0 \3=8s=| =2t |=t] -2 [, teR,t#0
t t 1
38. Hatdrozza meg az B> — 3B matrix sajatértékeit és determindnsat!
B:(ljl ﬁ) [Al:2;A2:92;det(BQ—SBT):184}

39. Hatdrozza meg az (A7 — 2B)? métrix sajatértékeit és determindnsat!

A:(f j),B:<; f;) [\ = 62,77 2 = 24,23; det((AT — 2B)?) = 1521]
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Tobbvaltozos tiiggvények

1. Abrazoljaaz f(z,y) = 2z — y, D(f) = R? fiiggvény ¢ = —2; —1; 0; 1; 2 magassigokhoz tartozé
szintvonalait!
c=-2, c=-1,c=0, c=2

2. Hatdrozza meg az f(x,y) = In(z — 2y) fiiggvény értelmezési tartomdnyat!
ly < 3]

1

3. Hatérozza meg az f(z,y) = /4 — 22 — y? + " fiiggvény értelmezési tartomanyat!
2% +y? < 4]
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4. Hatdrozza meg az f(z,y) = V22 — y + v/x — y3 fiiggvény értelmezési tartoményat!
ly > 2°]

5. Hatdrozza meg az f(x,y) = /22 + 42 — 9 — In(y — 22 — 1) fiiggvény értelmezési tartomanyat!
[2% +y* > 9;y > 2? + 1; értelmezési tartomdny]

6. Hatdrozza meg az f(z,y) = In(x +y 4+ 1) + /y — 22 + 1 fiiggvény értelmezési tartomanyat!
[y > —x — 1;y > 22 — 1; értelmezési tartomdny]
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7. Hatdrozza meg az f(x,y) = \}n(“—mijj)l fliggvény értelmezési tartomanyét!

[y > —2% — 2; 22 + y? < 16; értelmezési tartomény]

——

8. Hatdrozza meg az f(z,y) = In(z? — 42 + y? + 2y — 4) fiiggvény értelmezési tartoményat!
[(x —2)% + (y + 1)% > 9:kor:kozéppont(2; —1), sugar r = 3]

9. Hatérozza meg az f (a: y) = arccos(x? + y% — 4y — 1) fiiggvény értelmezési tartomanyat!
z2 + 2> 4,22 + (y — 2)? < 6; értelmezési tartomany]

L

10. Hatdrozza meg az f(z,y) = 22 sin(y) fiiggvény parcidlis derivalt fiiggvényeit!

[fw(m,y) = sin(y) - 2z; fy(x,y) = 2. cos(y)}

11. Hatdrozza meg az f(z,y) = 2%y — xy> fiiggvény parcidlis derivalt fiiggvényeit!
folwy) =y 20—y 1 =20y — o fy(2,9) =2 1 — 2y = 2? — 30y
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Hatdrozza meg az f(z,y) = 22e? fiiggvény parcidlis derivalt fiiggvényeit!
{fx(x, y) = e . 2z = 2xe?Y; fy(z,y) = 2 e .2 = 235262‘”}

Hatdrozza meg az f(z,y) = (2zy — y*)? figgvény parcialis derivalt fliggvényeit!
[fo(2,y) = 3(2my —y")* - (2y - 1 - 0) = 6y(2zy — )%
fy(w,y) =3Q2xy —y*)? - (221 — 4y°) = 3(20y — y*)*(2z — 4y°)]

Hatdrozza meg az f(z,y) = \/x%y? + x7 fiiggvény parciélis derivalt fiiggvényeit!

1 9 6 2xy* + Tab
T,y) = —e—— - (y? - 20+ T2%) = T
Feley) = W ) N
1 x
fyla,y) = (% 2y +0) = ———2

NG Vol

Hatdrozza meg az f(x,vy, z) = zy?z + 32° — 2y + 62 fiiggvény parcidlis derivalt fiiggvényeit!
[folz,y,2) =12 - 14+3-527 —0+0 = y2z+15x4;fy(x,y,z) =zz-2y+0—-2-14+0=
2xyz — 2; fo(x,y,2) = 2y? - 1 +0—- 046 -1 = zy* 4 6]

Hatarozza meg az f(x,y) = ¥ fiiggvény parcialis derivalt fliggvényeit!
[fa(a,y) = ya¥ =1, (C2®); fy(a,y) = a¥in(y), (7397))]

Hatdrozza meg az f(x,y) = In(2x? + x7°) fiiggvény parcidlis derivalt fiiggvényeit!

4x + y5
fale:9) = 50 + zy® 2204y 1) 2$i+ zyd’
oY
fy(xvy) 2x2+xy5 ( +x Yy ) 2x2+xy5]
2z — 3y?
Hatdrozza meg az f(x,y) = m fliggvény parcidlis derivalt fiiggvényeit!
L (2.1—=0)- (222 _ —3 4
ol y) = 2:1-0)- @'+ = V2 =3y (v 20 +0)
i (v2y* + 2)?
T 2yt V23
(22y1+2)? ;
— 1 (0=3-29) (224 . — 7 (2 43
y\T,Y) = (x2y4 + 2)2 =
2,4
WL — 20 =3y
(z2y* +2)? ]

Irjafelaz f : R? — R : f(x,y) = 2° — 2y + 2y° fiiggvény érintdjének egyenletét az (1; —1)
pontban!
[fz(z,y) =22 — y; fy(z,y) = —x + 4y;érintSsik egyenlete:3x — by — 2z — 4 = 0]

Irjafel az f : R? — R : f(z,y) = /36 — 22 — 42 fiiggvény érintSjének egyenletét az (2;4)
pontban!
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

o Y
[fe(x,y) = —m; fy(% y) = —\/%_—ﬂ,ermtos& egyenlete:

—sx—y—2+9=0]

Irjafel az f : R2 — R : f(z,y) = 211(1(g + 2?) fiiggvény érint6jének egyenletét az (1;1)
x
pontban! [z+y—z+2In(2) —2=0;2+y—2+2In(%) =0

1 1

Irjafelaz f : R2 = R: f(z,y) = z?—y? fliggvény érintGjének egyenletét az (ﬁ; —2) pontban!

e
fal,y) = —20e7 0% fo (L L) = -2 el = 2 f () = —2ye

‘/5 @y—z%—% = 0; —e—vel

21 —1

7 = —% rintésik egyenlete: —¥=x —

fuldi ) =
SZOrozva: \fa:+\fy+ez—3—0]

Hatdrozzamegaz f : R> — R : f(x,y) = 2zy®—y fiiggvény u(1; 2) irdnyd irdnymenti derivaltjat

a (1; —1) pontban! [fu(l;-1) = _%]
Hatdrozza meg az f : R?> — R : f(x,y) = ze¥ — ye” fiiggvény u(—5;2) irdnyd irdnymenti
derivaltjat a (0; 0) pontban! [fo(z,y) = €Y —ye”; fy(x,y) = ze¥ — e”; fu(—5;2) = _\/LQT)]
Hatdrozza meg az f : R2 — R : f(z,y) = (x + 2y)> fiiggvény u(2;1) irdnyd irdnymenti
derivaltjat a P(1;1) pontban! [fu(1;1) = %]

Hatdrozza meg az f : R?> — R : f(z,y) = xIn(x + y) fiiggvény gradiensét a (3; —2) pontban!
lgrady(3; =2) = v f(3; =2) = (3,3)]

Hatdrozza meg az f : R> — R : f(z,y) = In\/a? + y? fiiggvény gradiensét a (3;4) pont-
ban!  [f(z,y) =In /2% + % = In(2? + y2)2 = (22 + y?); fa(z,y) = = fy(@y) =
x2+y2797”adf(3 4) =v/f(3:4) = (257 2%)]

Hatdrozza meg az f : R> — R : f(z,y) = Ve3 - sin(3y) fiiggvény mdsodrendii parcidlis
derivaltjait!

[fo(.y) = o3 ﬁM%LMgw=3% c0S(3Y); fr(w, y) = F37 - Sin(3y); fuy(2,y) =
3037+ cos(3y); Sy (3, 9) = 3037 - cOS(3y); fy (i, y) = ~9¢3" - sin(3y)]

Hatdrozzamegaz f : R> = R : f(x,y) = xQeny fliggvény mdsodrend( parcidlis derivaltjait!

[fx(xay) 2: 2xexy2 + 9323/26% = (2x + 2? Yy ) ) exyz;fygx7y) = 2x3y : e’”y2;2fm(x,y) = (2 +
2xy2)e“2’ + (22 + afyz) e’y ;fgcy(:v,y)2 = (23321/)63”3 + (22 + 2%y?)e™ 2xy; fyo(a,y) =
622ye™” + 223y3e™ s fyy(z,y) = 223" + 4aty2emV’]

Legyen f : R> — R : f(z,y) = 2%y* + xy> — 8z +y>. Szdmitsa ki fray (2, y) parcidlis derivéltat!
[f:v(xa y) = 33}21/2 + y3 - 8; f:m('ra y) = 6353/2; fzmy(xa y) = 12.7):1/]

Legyen f : R — R : f(z,y,2) = xe¥ +y2> + xyz. Szamitsa ki feay(2,y, 2) parcidlis derivéltat!
[fo(@,y, 2) = 3y2® + xy; fou(@,y, 2) = ¥ fy(@,y,2) = 1]
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

Legyen f : R3 — R: f(x,y,2) = sin(x®+y* —2?). Szémitsaki f,..(x,y, 2) parcidlis derivéltat!
[fe(z,y, 2) = 22 - cos(x? + 3% — 22); fuu(2,y, 2) = 2c0s(2? + y? — 22) — 42? - sin(a? + 2 —
22); fowz(@,y, 2) = dzsin(z? + y? — 2%) + 8%z cos(z? + y* — 22)]

Legyen f : R® — R : f(z,y, 2) = arctg(32°® — 3?) 4+ 2% sin(2?) — 2%922° 4 cos®(2). Szamitsa
Ki f.ye(z,y, z) parcidlis derivaltat!
[f2(2,y, 2) = 22°2 cos(2*) —5aty?2* =8 (cos(2)) "sin(2); foy(,y, 2) = —102tyz"; fopu(2,y, 2) =

— 403y 2]

Hatarozza meg hol és milyen szélsGértéke van az f(x,y) = 222 + 49 + 2zy + 6 kétviltozos
fliggvénynek!

D(f) = R?

fo(z,y) = 4o + 2y; fy(2,y) = 22 + 8y

staciondrius pontok:(0;0)

faa(2,y) = 4; fay(x,y) = 25 fya(z,y) = 2; fry(z,y) = 8

(0; 0)-lokalis minimumhely; f(0;0) = 6]

Hatdrozza meg hol és milyen széls6értéke van az f(z, y) = zy— x> —y? kétviltozos fiiggvénynek!
[D(f) = R?

fx(ﬂj,y) =Y - 3'1"2; fy(xvy) =T — 2y

staciondrius pontok:(0; 0), (%; %)

f$z(x7 y) = —0ux; f:vy(xv 3/) =1 fyz(-% y) =1 fyy(mv y) = -2

(0; 0)- nem széls6érték hely

(%; 1—12)—10k2’11is maximumbhely; f (%; 1—12> =
Hatarozza meg hol és milyen szélsGértéke van az f(z,y) = 23— 3y —1° kétvaltozos fiiggvénynek!
[D(f) = R?

fo(z,y) = 32% = 3y; fy(a,y) = —3z — 3y

staciondrius pontok:(0;0), (—1; 1)

fxx(xa y) = bx; fxy(xa y) = —=3; fyw(‘% y) = -3; fyy('ra y) = —6y

(0;0)- nem sz€1sGérték hely
(—1; 1)-lokalis maximumbhely; f (—1;1) = 1]

Hatédrozza meg hol és milyen szélsGértéke van az f(x,y) = 22 4y%+— Kkétviltozés fiiggvénynek!
Y

[ A fiiggvény értelmezési tartoménya az egész sik, kivéve a koordinatatengelyek pontjait, hiszen a

nevezd miatt sem X, sem y nem lehet nulla.

2
fla,y) =2 +9* + — =a> +y* + 227y
zy

folw,y) =20 — 2o fyl@,y) =2y — o
staciondrius pontok:(—1; —1), (1;1)

(—1; —1)-lokélis minimumbhely;f (—1; —1) = 4
(1;1)-lokalis minimumhely; f (1;1) = 4]
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38. Hatdrozzameg az f (v, y) = wy(x*y®—1) fiiggvény kétszeres integréljata { (v,y) € R?: 1 <z < 3;0 <y < 2}

tartomanyon!
2
( (z3y3 — xy) dy) dx
0
v
2

Megoldas:
2
1 I
] :{ iyt — 2$y2} = 42® — 2z
0

/02 (/13<$3y3 — ay) d:v) dy = /13
3 ' !

/13 (/02 ) —2z)dx = [x4 _ xQE’ — 79
y) =

39. Hatdrozzamegaz f(z,y) = 2xy fiiggvény kettSsintegraljita { (z, y) € R:0<z<liz<y< vV}
tartomédnyon!

Megoldas:

/01 </$ﬁ(23:y) dy> dx

va 2 i
/ (Qxy) dy = [2% . y2‘| = [xyﬂ Ve — g2 _ 23

T

V(e ! 1 1 a0 1
_ 2 .3 _ |t Lol _ 1
/0 </$ (2xy)dy> dm—/o (x° — ) dx [Sx 2% ]0 B

1
40. Hatdrozzamegaz f(x,y) = D fiiggvény kettSsintegraljata {(z,y) € R?: 3 <2 <T7;-2<y < -1}
z+y
tartomédnyon!
Megoldas

7
d ) dx /
/3 </2 $+y4 Y (
7 7
dx—/ x +
/3 1(x+y> , )~ ;
- 1 1 1
S / <-+->d:
/_2 (3 a:+y ) v= 3 (T+y)?® 3 B+ys) Y 1
-1 1 1 1 1 1 1 - 83
7 54+-.(3 dy=|=- — =
/_2 ( 3 Ty "3 Gty) ) v= [6 T+y)? 6 (3+y)2L2 675
41. Hatdrozzameg az f(z,y) = 102 +8xy fiiggvény kettSsintegrljita {(r,y) € R2: 0 <z < 1;—z <y < /7}

tartomédnyon!
Megoldas:

1 VT
/0 </ (10:1:2 + 8xy) dy) dx

Ve 2 2 ?JQ v
/ (102° 4 8zy) dy = |10z* -y + 8z - =

2
1 N3 1 9 4 1
/ </ (102* + 8zy) dy) dx = / (10xg+4x2+6:c3) dx = {70 xt + 3 a3 4 g ot =
0 \J-z 0 0

771 dz) d
( z+y)? :C) Y
7

T 1
=[5 e

1 1

3 (T+y)? 3 3+y)?
1

_|_

=9

= [10x2y + 4a:y2} ve = 103 + 42° 4 623
—XT

—x
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239
42

42. Hatarozzamegaz f(z,y) = ya2+4 fiiggvény kettdsintegraljt a {(z,y) € R:0<z<liz<y<a®+ 2}
tartomanyon!
Megoldas:

/01 </:2+2(y:c2 +4) dy) dx

242 2
/ (y:c2+4)dy:[$2-y2+4'y
X
x

1 z242 1/1 3
/ / (yz?® +4)dy | do = / (2376 + 5374 + 622 — 4o + 8) dx
0 T 0

{1 3 T 203

1’2+2 I2 +2

1 1 3
= [2x2y2 + 4y = §$6+§x4+6x2—4x+8

T

ﬂm7—|— Ea:5 —|—2x3 — 27 + 8x| =

o 35

43. Hatirozza meg az f(z,y) = x> — y fiiggvény kétszeres integraljat az y = 3z — 22 ésy = «
fliggvények éltal kozrezart tartoményon!
Megoldas:

Tartomdny={(z,y) € R*: 0 <z < 2;2 <y < 3z — 22}
2

/02 </x3x—x ($2 ) dy) "

3r—a2 y2 3r—x 1 3r—2 3
/ (2zy) dy = |22 -y — Y = [wa - yz] = —5;134 + 523 — 42
x

) ) oY .
2 3z—az2 2 3 3 5 4 41?
/0 /w (2% —y)dy | dz = /0 <—2$4 + 523 — 4x2) de = {—10:55 + 1x4 - gx?’ . =
4
15

44. Hatarozza meg az f(x,y) = 3zy + 42? fiiggvény kétszeres integraljat azy = 22 — 5ésy = 4
fiiggvények altal kozrezart tartoméanyon!
Megoldas:
Tartomdny={(z,y) € R*: =3 <z < 3;2% =5 <y <4}

/—33 (/;_5(3$y +4a7) d?/) dx

4 y? 4 3 4 3
/ (Bzy+4z?) dy = |32 - = + 422 -y = {:z:y2 + 4x2y} = — g —dat 41523+
25 2 s L2 ey 2
27
3627 — 5T
3 4 3 3 27
/ ( (3zy + 42?) dy) de = / <—x5 — 42 + 1523 + 3622 — a:) dz =
—3 \Jz2_5 -3\ 2 2
1, 4, 15, . 27 2] 1296
—oab g gty 1228 - 2 ===
[ e AP
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1
45. Hatarozza meg az f(z,y) = 1 + 2T~ fliggvény kétszeres integraljat az y = 22 — 4 ésy = 0
fliggvények altal kozrezart tartomanyon!
Megoldas:

Tartomdny={(z,y) € R?: -2 <z < 2;2?> —4 <y <0}

/22 </x(:4(1 + %Cﬂ —y) dy> da

/O (1+1 ) d {Jrl 12}0 Lo L s iont12
—x — = —xy — = =z — —z° —bx x
AR EEE Z L S L I S

2 0 1 2 71 1
/ (/ (1+x—y)dy> dx:/ <x4—x3—5x2+2x+12> dx =
2 \Ja2—4 2 —2\2 2
2

1 1 )
Loaf” - §x4 — gx?’ + 2% + 123:} Lo 27,733
46. Hatdrozza meg az f(z,y) = 4 — y? fiiggvény kétszeres integriljit azy = 2 — 22 és y = 22 — 2

fliggvények éltal kozrezart tartomdnyon!

Megoldas:

Tartomény:{(x,y) ER?: —\V2<zx<V222-2<y<2-— .%‘2}

/\\/Z <[Ej_:2(4 — yQ)dy> dx

2-a? 1 1277 2 32
4—2d:4—3} =28 — 4t + ==
/‘Ef}z( yo)dy {y 7Y “"”2‘& 3¢ —4at+ 3
2 2—z? 2 /9 )

/ / (4 —y?) dy dﬂz:/ <336—4:L’4+3> dx =
,\/5 292 7\/5 3 3

9 V2
{gﬂ — 2’4 x} = 23,2739
-2



