2. Fiiggvénytan

2.3. Szamsorozatok, fiiggvények hatarértéke, folytonossaga

Tanulasi cél: megismerni a hatarérték fogalmat, begyakorolni hatarértékek kiszamolasat.

Kovetelmények

On akkor sajatitotta el megfelelden a tananyagot, ha

ismeri a kiilonb6z6 fajta hatarértékek intuitiv fogalmat,
képes fiiggvény grafikonjardl hatarértékek leolvasasara,
ismeri a szamsorozat fogalmat,

ismeri a szamsorozat hatarértékének fogalmat,

képes konvergens sorozat esetén kiiszobindex meghatdrozésara,
ismeri a monotonitas fogalmat,

képes megvizsgalni egy sorozat monotonitasat,

ismeri a sorozatok hatarértékével kapcsolatos tételeket,
képes sorozatok hatarértékének meghatarozasara

ismeri a fliggvények hatarértékével kapcsolatos tételeket,
képes fliggvények hatarértékeinek meghatdrozésara.

Kulcsfogalmak

intuitiv hatarérték (egy- és kétoldali, végtelenben vett hatarértek)
szamsorozat

szamsorozat hatarértéke

kiiszobindex

monotonitas

kdrnyezet

fiiggvény hatarértéke

hatarozatlan alak

Elméleti 6sszefoglalé

A hatarérték, hataratmenet a matematika egyik legfontosabb fogalma. Mar az 0kori
matematikaban is felbukkan (a hatarérték az, amihez egy valtoz6 mennyiség egyre jobban ¢és
jobban kozeledik), ma is hasznalatos pontos megfogalmazasa Augustin-Louis Cauchy és Karl

Weierstrass érdeme.


https://en.wikipedia.org/wiki/Augustin-Louis_Cauchy
https://en.wikipedia.org/wiki/Karl_Weierstrass
https://en.wikipedia.org/wiki/Karl_Weierstrass

Pé¢ldaul a korbe irt szabalyos sokszogek egyre kdzelebb vannak a korhoz, ha az oldalszamot
noveljiik. Ez a hatardtmenet lehetdve teszi a kor keriiletének és teriiletének meghatdrozasat.
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Egy gorbe P pontban huzhat6 érintdje a P és Q pontokon atmend szeldk hatarhelyzete, ha a Q

pont minden hataron til kozeledik a P ponthoz. Az itteni hatardtmenet segitségével felirhato
az érintd egyenlete.
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Az 4bran lathato S sikidomot (amelynek a teriiletét a geometriaban tanult moédszerekkel nem

lehet kiszamolni) egyre jobban megkozelitik az alabbi abran lathato kis téglalapok unidja, igy
a teriiletét a téglalapok teriiletének 6sszege.
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A két legfontosabb probléma, amely a hatarérték fogalmanak kidolgozasahoz vezetett az
érintd problémaja, €s a teriilet problémaja.

A hatarérték intuitiv fogalma

A hatarérték legegyszeriibb fajtaja az egyvaltozos fliggvény hatarértéke, ezzel foglalkozunk a
tovabbiakban.

x? -1

2(x-1)
érdekelne minket, hogy hogyan viselkedik az f(X) érték, ha x kozel van 1-hez. Ennek

érdekében kiszdmoljuk a fliggvény értékét néhany 1-hez kozeli helyen. A szamitasokat az
alabbi tablazat tartalmazza.

Tekintsiik az f(x) = fliggvényt. Ez a fiiggvény nincs értelmezve az a =1 helyen. Az

X 0.5 0.9 0.99 0.999 1.001 1.01 11 1.5

f(x) 0.75 0.95 0.995 | 0.9995 | 1.0005 | 1.005 1.05 1.25

Ezekbdl a szamokbol is lathatd, hogy ha x egyre kozelebb van egyhez, akar balrél, akar
jobbrol, f(x)is kozelebb lesz 1-hez. Ezt tigy fogalmazzuk meg, hogy f(x) hatarértéke 1, ha

x kozeledik 1-hez. Ez elvezet a hatarérték alabbi, matematikai szempontbol nem preciz

crer

Tevékenység: Egy, az el6bbihez hasonl6 tablazat segitségével allapitsuk meg, hogy mi lehet

Jx
x+2\/§

az f (X) = fliggvény hatarértéke, ha X pozitiv értékeken keresztiil kozeledik

nulldhoz.

Definicio (intuitiv): Legyen f(x) egy olyan fliggvény, amelynek az értelmezési tartomanya
tartalmaz egy olyan nyilt intervallumot, amelynek az a szam a kozepe, kivéve esetleg az a
szamot. Azt mondjuk, hogy az f(x) fliggvény hatarértéke az a helyen a L szam, ha f(x)

tetszéleges kozel keriil L-hez, ha x mar elég kozel van a -hoz. Ezt igy fogjuk jeldlni:
limf(x)=L.

Definicio: Legyen f(x) egy olyan fiiggvény, amelynek az értelmezési tartomanya értelmezve
van az olyan szamokra, amelyek kozel vannak a -hoz, de annal nagyobbak. Azt mondjuk,
hogy az f(x) fiiggvény jobb oldali hatarértéke az a helyen a L szam, ha f(x) tetszéleges
kozel keriil L-hez, ha x mar a -hoz elég kozeli, de a -nal nagyobb szam. Ezt igy fogjuk
jeldlni:

limf(x)=L.

X—a+

Definicié: Legyen f(x) egy olyan fiiggvény, amelynek az értelmezési tartomanya értelmezve

van az olyan szamokra, amelyek kozel vannak a -hoz, de annal kisebbek. Azt mondjuk, hogy
az f(x) fiiggvény bal oldali hatarértéke az a helyen a L szam, ha f(x) tetszéleges kozel

kerlil L-hez, ha x mar a -hoz elég kozeli, de a -nal kisebb szam. Ezt igy fogjuk jeldlni:

Iimﬁf(x) =L.



A két utobbi definicio szemléltetésére tekintsiik az f(x) = v/4 —x” fiiggvényt. Ennek
értelmezési tartomanya a [—2, 2]zért intervallum, €s a grafikonja az aldbbi abran lathato.
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Az abrarol konnyen leolvashato, hogy |i[T21 V4-x* =0, és |ir£li \V4—x* =0. Mindkét

eredmény egy gyors numerikus kisérlettel ellendrizhetd. Példdul az eld limesz esetén
f(—1.9999) = 0.1999975, a masodik limesz esetén f(1.9999) =0.1999975. Mindkét szam

kozel van nullahoz.
Az alabbi tétel a kétoldali és az egyoldali hatarértékek kozotti kapesolatrol szol.

Tétel: Legyen f(x) egy olyan fiiggvény, amelynek az értelmezési tartomanya tartalmaz egy
olyan nyilt intervallumot, amelynek az a szam a kozepe, kivéve esetleg az a szamot. Ekkor
limf(x) =L pontosan akkor teljesiil, ha limf(x)=limf(x)=L.
X—a X—a— X—a+
Felmertl a kérdés, hogy hogyan lehet a hatarértéket meghatarozni. Késobb a preciz definicid
birtokaban erre korrekt modszereink lesznek. De addig is, példdul a fenti tablazatban mutatott
numerikus kisérlettel gyakran ki lehet talalni a hatarértéket. Ha &brat tudunk rajzolni a
fliggvényrdl, az is felhasznalhato a hatarérték leolvasasara. Ha egyszeriisiteni tudjuk a
fliggvény hozzarendelési utasitasat, a hatarérték meghatarozasa is egyszerlisodik.

Kidolgozott feladatok

1. feladat: Az alabbi abra egy f fliggvény grafikonjat mutatja.



Olvassuk le az abrarol az alabbi hatarértékeket: a) IirTJf(x) , b) Iinl1 f(x), c) IirT3lf(X) , d)

limf(x), e) limf(x), ) lim f(x), g) lim (x), h) lim f(x), i) lim £(x), ) limf(x).

Megoldas: a) Ha megfigyeljiik a fliggvényiink viselkedését a 0 kortil, latjuk, hogy az f(x)
fliggvényértekek tetszélegesen kozel keriilnek 1-hez, ha x elég kozel van nulldhoz, ezért
Iing f(x)=1.

b) Akéarhogyan kozeledik az x az 1-hez, az abra alapjan az f(x) fliggvényértékek 2-hoz
kozelednek, azaz Iirrllf (X)=2, ésigy Iirp f(X) = 2is teljesiil, ami eredetileg a kérdés volt.

¢) Konnyen leolvassuk az el6zéek alapjan, hogy Iirr; f(x) =3, figyeljiik meg viszont, hogy
f(3)=1.

d)-e) Az eddigiekkel ellentétben a fliggvényiink 5 koriili viselkedésénél egyaltalan nem
mindegy, hogy az 5-h6z a bal vagy a jobb oldalrol kozelediink. Latjuk az abrarol, hogy 5-h6z
kozeli, de 5-nél kisebb x értékekre f(x) 1-hez lesz kozel, Iirp f(x) =1, de ha x kozel van 5-

hoz, de annal nagyobb, akkor f(Xx) 4-hez kozeli, azaz lim f(x) =4. Mivel a két egyoldali

X—5+

limesz kiilon-kiilon 1étezik ugyan, de nem egyenld, ezért a kétoldali Iing f(x) hatarérték nem

X—>

létezik.

)-g)-h) Az elézbéek alapjan vilagos kell, hogy legyen, hogy Iirp_f x)=2, Iin71 f(x)=4¢s
lim f(x)=1.

X—10—

1) Az 10-hez kozeli, de 10-nél nagyobb x szamok esetén az f(x) viselkedése az eddigiektdl
eltérd. De a grafikon azt akarja abrazolni, hogy f(x) minden hataron tl nd, ha x jobbroél
kozeledik 10-hez. Ezt igy jeldljiik: Iirlrol f(X)=o0.

J) llyen tipust limesz sem szerepelt az eddigi definicidkban. De nyilvan érezziik a grafikon azt
szemlélteti, hogy ahogy egyre nagyobba valik az x, az f(x) értékek minden hataron tal

kozelednek nulldhoz, amit igy fogunk jeldlni: limf(x)=0.

Elméleti 6sszefoglalo

Szamsorozatok



Az 1) és j) pontokban szerepl6 hatarértékekkel egylitt eddig 5 fajta limeszrdl volt szo6. Ki fog
hamarosan deriilni, hogy vannak tovabbiak is, 6sszesen 15 fajta. Ezek ismertetése elott
ratériink a szdmsorozatokra. A preciz definiciok ezek segitségével konnyen megadhatok.

Definicié: Szamsorozatnak hivjuk az a: N — R fliggvényeket, hagyomanyos okokbol a(n)
helyett a -et irunk és a, -et a sorozat n-edik elemének hivjuk, n-et pedig az a, sorozatelem
indexének nevezziik.

Magat a sorozatelemeket az index szerinti természetes sorrendjiikben (an ) fogja jeldlni, tehat
(a,)=(a,,8,,8,,...) . A szamsorozat elnevezés helyett roviden sorozatot is szokas mondani. A

sorozatokat leggyakrabban az a, elem kiszamolasat lehetdvé tevd képlet megadasaval

1 1
definialjuk. Példaul igy: a, =n+—. Ennek a sorozatnak az elsé néhany eleme
n

p 2 10 17 26
) 2 k) 3 ) 4 1 5 yre .
Tevékenység: Szamoljuk ki az eldbbi sorozat huszadik és harmincotodik elemét.
- 1 N s 3456
Tekintsiik az | 1+ — | sorozatot. Ennek az els6 néhany eleme | 2, 2325 ) Ha
n

abrazoljuk ezeket a szamokat egy szdmegyenesen vagy egy koordinata rendszerben az (n, a, )

koordinataju pontokat, az alabbi abrakat kapjuk. Az dbran a vizszintes egyenes nem az X
tengely, hanem az y=1 egyenes.

(Igy minden sorozatot abrazolhatunk, ez a szemléltetés gyakran hasznos.)



Az abrakrol leolvashatjuk, hogy (a, ) elemei egyre kisebbek, de mindegyik nagyobb, mint 1.

Az elemek kozelednek 1-hez. SOt, gy mondjuk, hogy az elemek minden hataron tal
kozelednek 1-hez, amin azt értjiik, hogy az a, sorozatelem és az 1 tavolsaga, ami definicid

szerint |an —]4 , tetszOlegesen kicsivé valik, ha n elég nagy. Az is igaz, hogy a sorozatelemek

egyre kozelednek pl. a 0-hoz is, s6t minden 1-nél kisebb szamhoz is, de az ilyen szamokhoz
nem kozelednek a sorozatelemek minden hataron tul, példaul a 0-tdl vett tdvolsaguk mindig

legalabb 1, az %-tél vett tdvolsaguk mindig legalabb %, ¢s igy tovabb. Tekintsiink most egy

1-nél nagyobb szamot, példaul 1.025-t. A sorozatelemek el6szor kdzelednek 1.025-héz, de a
40. elem éppen 1,025, €és ezutan a sorozatelemek elkezdenek tdvolodni, és egyre tdvolabb
keriilnek 1.025-t61.

Ebbdl az elemzésbdl lathatjuk, hogy az (1+ ij sorozat esetén az 1-nek kitiintetett szerepe
n

van: 0 az egyetlen valds szam, amelyhez a sorozatelemek minden hataron tul kdzelednek.

Ilyen tulajdonsagt szam sok mas sorozat esetén is taldlhat6, de messze nem mindegyik esetén.
Példaul az a, = (—1)n képlettel megadott sorozat elemei felvaltva -1 és 1, ezek az elemek nem

kozelednek minden hatdron til semmilyen szamhoz. Ezek motivaljdk a kdvetkezd definiciot.

Definicié: Az (a,) sorozat hatarértéke vagy limesze az A € R valds szam, ha tetszdlegesen
adott £ >0 szdmhoz van olyan N(&)eN természetes szam, hogy n > N(¢) esetén

|an—A|<£.

Azt, hogy az (an) sorozat hatarértéke A
a, >A vagy lima,=A
fogja jeldlni. llyenkor az (a, ) sorozatot konvergensnek hivjuk, az N(g)e N természetes

szamot pedig az € -hoz tartozé kiiszobindexnek.

A definici6 szemléletes tartalma a fenti gondolatmenet alapjan az, hogy ha a sorozat
hatarértéke A, akkor a sorozat elég nagy indexii elemei mindannyian barmilyen kis
tavolsagnal is kozelebb lesznek A-hoz. Ez a sorozatok korében a legfontosabb fogalom.

Tétel: Ha egy (an) sorozatnak létezik hatarértéke, akkor az egyértelmii.

Definicié: Az (a, ) sorozat egy részsorozata egy olyan (b, ) sorozat, amely ugy keletkezik,

hogy toroljiik az eredeti sorozat véges sok vagy végtelen sok elemét olyan modon, hogy
végtelen sok elem maradjon, és a megmarado elemek a (bn ) sorozat elemei.

Pé¢ldaul az [—J sorozatnak néhany részsorozata az alabbi:
n



7 , J , itt a paratlan indexli elemeket tartottuk meg, és minden masodikat toroltiink;

|-

: ] , Itt azokat az elemeket tartottuk meg, amelyek indexe négyzetszam;

1—-,—,=,—, E , ] , itt azokat az elemeket tartottuk meg, amelyek indexe primszam.

Egy sorozatnak nyilvan végtelen sok részsorozata van.
Tétel: Ha a, > A, és (b, ) részsorozata (a,)-nek, akkor b, —> A.

Ez a tétel sokszor hasznos, példaul erre alapozva ugy lehet megmutatni, hogy egy sorozat nem
konvergens, hogy keresiink két részsorozatot, amelyeknek kiilonbozik a hatarértéke.

A nem konvergens sorozatokat divergensnek is hivjuk. A divergens sorozatok nagyon
szertelentll is viselkedhetnek. Két tipusuk azonban mutat némi szabalyszeriiséget, ezek a
minden hataron tal névekedo, és a minden hataron tul csokkend sorozatok.

Definicié: Az (a, )sorozat hatarértéke a plusz végtelen, ha tetsz8legesen nagy ¢ e R pozitiv
szamhoz is van olyan N(c) € N természetes szam, hogy n > N(c) esetén

a,>c.
Ezta, — o vagy Lman = oo fogja jelolni.
Az (an )sorozat hatarértéke a minusz végtelen, ha tetszélegesen nagy abszolut értékii
negativC € R szdmhoz is van olyan N(c) € N természetes szam, hogy n > N(c) esetén

a, <c.
Ezta, — —o vagy rl,iﬂlan = —oofogja jeldlni.

Egy masik fajta némileg szabalyos viselkedést jelent, ha a sorozat elemei egy véges
intervallumba esnek. Ezzel kapcsolatos a kovetkezd definicio.

Definici6: Az (a, )sorozat feliilrél korlatos és a K e R szam a felsé korlatja, ha minden
neNesetén a, <K.

Az (a, )sorozat alulrél korlatos és a k € R szam az als6 korlatja, ha minden n e N esetén
a, =K.

Az (a, )sorozat korlatos, ha alulrol és feliilrl is korlatos.

Egy tovabbi szabalyos viselkedés, ha a sorozat elemei egyre nének vagy csokkennek.

Definicié: Az (a, )sorozat monoton névé, ha minden neNesetén a, <a,,,, monoton

n+l?

csokkend, ha minden neNesetén a, >4, ,,.

Szokas akkor is azt mondani, hogy egy sorozat monoton novo vagy csdkkend, ha a megfeleld
egyenldtlenség nem minden n-re, hanem csak egy adott K kiisz6bszamnal nagyobb vagy
egyenld n-ekre teljesiil.



A monoton sorozatok egy bizonyos értelemben szabalyosan viselkednek. A legtobb sorozat
nem monoton.

Mivel a sorozatok N — R fliggvények, az algebrai fliggvénymiiveletek rajuk is
értelmezhetdk. Példaul az 6sszeg hozzarendelési utasitdsa a hozzarendelési utasitasok
Osszege, €s igy tovabb. Kicsit pontosabban ez a harom legfontosabb miiveletre az alabbi.

Definicio: Tekintsiik az (a, )és (b, ) sorozatokat. Ekkor a két sorozat dsszege az (a, +b, )

sorozat, szorzata az (anbn ) sorozat, és ha b egyetlen n-re sem nulla, akkor hanyadosa az

a
— |sorozat.
b,

A sorozatok témakorében a legfontosabb feladat a hatarérték meghatarozasa lesz, amennyiben
1étezik. Ekozben az alabbi tételeket allandoan fel fogjuk hasznalni. E16szor egy, a konvergens
sorozatokrodl szolo tétel kovetkezik.

Tétel: Ha a, > AeR¢és b, > BeR, akkor
a,+b, >A+B,
a,b, »> AB,
A dl

ha létezik az (Z—”j sorozat, és B=0, akkor Z—” - % .

n n

Joval bonyolultabb a helyzet, ha valamelyik vagy mindkét sorozat valamelyik végtelenbe tart.
Csak a legfontosabb eseteket tartalmazzak az alabbi tételek.

Az 6sszeggel kapcsolatban:

Tétel: Tekintsiik az (a, )és (b, ) sorozatokat.

Ha a, >oés b, >BeR,akkor a, +b, - .
Ha a, > ésb, — o, akkor a,+b, > .

Ha a, > —oés b, >BeR,akkor a, +b, - —o.
Ha a, > —oésb, — -, akkor a, +b, —> —.

A szorzattal kapcsolatban:

Tétel: Tekintsiik az (an )és (bn) sorozatokat, és tegylik fel, hogy a, — o0 .
Hab, - B>0, akkor a,b, — 0.
Hab, — oo, akkor a b, — 0.



Hab, - B<0, akkor a b, - —o.
Hab, — —oo, akkor a b, — —x.

Tétel: Ha a, > és b, >a_ minden n-re, akkor b, — oo . Hasonldan, ha a, — —o és
b, <a, minden n-re, akkor b, — —o0

Végiil a hanyadossal kapcsolatban:

Tétel: Tekintsiik az (an ) sorozatot, és tegyiik fel, hogy a, =0 semmilyen n-re.

Ha a, — *oo, akkor i—>O.
a

n

. . 1
Ha a, —» 0 és a, >0, minden n-re, akkor — — o,
a

n

. . 1
Ha a, -0 és a, <0, minden n-re, akkor — — —.
a

n

Ha a, — 0, akkor ﬁ—)oo.

Ezeknek a tételeknek a kombinaldsdval, mint majd latjuk, szamos sorozat hatarértéke
kiszamolhat6. A tételek masik csoportja, ami megkdnnyiti a limeszek kiszamitasat a
nevezetes limeszekrdl szo616 tételek.

1
Tétel: a, =——> 0.
n

oo, ha a>0,
Tétel: a, =n* ->< 1, ha a=0,
0, ha a <0.

o, ha q>1,
1, hag=1,
0, ha -1<q<1],
nem létezik a hatéarertek, ha q <-1.

Tétel:a, =q" —

Legyen a, =n, b, =n?. Ekkor a, =, és b, — oo . Kénnyen lathato, hogy 2—" _1 —0,
n

n

b, . , . e . ,
ugyanakkor — =n — oo . Ez azt mutatja, hogy pusztan az az informacio, hogy mi egy tort
a

n

szamlalojanak és nevezdjének kiilon-kiilon a limesze a tort limeszét nem hatarozza meg. Ezt



ugy mondjuk, hogy a 2 tipusu tort hatarozatlan alak. Ilyen hatérozatlan alak, nem csak tort
o0

esetén, tobb fajta is van. A legfontosabbak az aldbbiak:

i;.o 9 0-4c0, o0—00, —oo—(—oo), 1°.

+oo 0

Az ilyen sorozatok limeszének meghatarozasa nehézséget jelent. A megoldas minden esetben
abban 4ll, hogy azonos 4talakitadsokkal atalakitjuk a, képletét, hogy a fenti tételek
alkalmazaséaval a limesz leolvashato legyen. Hogy ezt hogyan érdemes csinalni, az persze
sorozat tipustdl fliggden mas €s mas lehet. A kidolgozott feladatokban bemutatjuk a
legfontosabb eseteket. Arra kell torekedni, hogy egy uj feladat megoldas soran sikeriiljon
beazonositani a feladat tipusat, majd ezutan végre kell hajtani a tipushoz tartoz6 megoldasi
modszert.

Kidolgozott feladatok:

2. feladat: Irjuk fel az a, = 2" sorozat elsd néhany elemét.

Megoldas: Rendre behelyettesitve nhelyére az 1, 2, 3, 4, 5, értékeket, kapjuk, hogy
(an ) = (2,4,8,16,32,...).

3. feladat: Mi lehet az a, =(1,3,5,7,9,...) sorozat hozzéarendelési utasitésa.

Megoldas: A megadott elemek alapjan az a szabaly korvonalazodik, hogy az n-edik elem az
n-edik péaratlan szam, tehat

a,=2n-1.
Figyeljiik meg, hogy n legkisebb értéke 1, tehat a nullat nem tekintjiik természetes
szamnak.

4. feladat: Mi lehetaz a, :(0,

N |-
wlN
Mlw
[S2 NN

, ) sorozat hozzarendelési utasitasa.

Megoldas: Az els6 elemet % alakban is felirhatnank, igy még szembe6tldbb, hogy az n-edik

elem olyan tort, amelynek a nevezdje n, a szamlaloja pedig n—1, tehat
n-1

n— .

n

5. feladat: Miaz a, = sorozat hatarértéke?

2n+1

Megoldas: Az egyik tételiink szerint, ha egy sorozat valamelyik végtelenbe tart, akkor a
reciproka nullahoz tart. De 2n+1—o0, (hiszen ha n — oo, akkor 2n — o0, és ezért a nala
eggyel nagyobb 2n +1 is végtelenbe tart; ezek mindegyike felsorolt tételek egy nagyon
egyszerl alkalmazasa, mindenkinek javasoljuk, hogy azonositsa be a szoban forgo tételeket).



—0.

fgy latjuk, hogy a, =
2n+1

: , 1
De ugy is okoskodhattunk volna, hogy a sorozatunk részsorozata az — — 0 sorozatnak, egy
n

konvergens sorozat minden részsorozat, egy szintén felsorolt tétel szerint, ugyanoda
konvergal, mint az eredeti sorozat. Ezért ismét azt kapjuk, hogy a, - 0.

sorozat hatarértéke?

6. feladat: Miaz a, =

1
Jn+1

Megoldas: Tudjuk, hogy \/ﬁ — 00, hiszen ez n“szerkezetll nevezetes sorozat o >0 esete.

Igy az egyik tételiink szerint , (meg kellene az olvasonak keresni) a nala nagyobb «/n+1 is
tart végtelenbe. Igy az eldbbi feladatban is felhasznalt tétel szerint a reciproka nulldba tart,
azaz

a, = L —0.

Jn+1

7. feladat: Mi az a, =n”® —3n sorozat hatarértéke?

Megoldas: Mivel n?és 3n is plusz végtelenbe tart, ez egy oo—ootipusu hatarozatlan alak. De
az alabbi 4talakitas konnyen meghatarozhatova teszi a limeszt:

a,=n"-3n=n(n-3).
Itt mindkét tényezd végtelenbe tart, és akkor az egyik tételiink szerint a szorzatuk is,
a,=n’-3n—>o.

Latjuk, hogy a, képlete masodfokt polinom. A polinomok esetén egy masfajta atalakitas, a
legmagasabb foku n hatvany kiemelése hasznosabb, mert minden esetben miikodik.

2
an=n2—3n:nz(ﬂg—ggj:nz(l—éj.
n® n n

Ebben a szorzatban az els6 tényez6 plusz végtelenbe tart, 3. 3 1 — 3-0=0, igy a masodik
n n

tényez6 1—0=1-be tart, ami egy pozitiv szam, igy egy masik tételiink szerint a szorzatuk
plusz végtelenbe tart. Ugyanazt a végeredményt kaptuk, mint el6bb.

Azt is konnyl végiggondolni, hogy a legmagasabb fokt n hatvany kiemelése mindig
leolvashatova teszi a limeszt, mert kiemelés utan az elsd tényezé mindig plusz végtelenbe tart,
a masodik pedig a féegyiitthatohoz. fgy azt kapjuk, hogy polinom esetén a hatarérték
mindig végtelen, mégpedig plusz végtelen, ha a féegyiitthato pozitiv, ¢s minusz végtelen,
ha a féegyiitthaté negativ.

8. feladat: Miaz a, =(2n—-1)n —(1—2n)2 sorozat hatarértéke?

Megoldas: Ha megnézziik a sorozatunk képletét, lathatjuk, hogy a szorzasok elvégzése utan
egy masodfokt polinom keletkezne, amelynek a féegyiitthatdja 2n> —4n® = —2n? lenne, azaz



a, =-2n°+...
A tobbi tagot nem is kell kiszamolni, mert a limesz szempontjabol érdektelenek. Mivel a
rr . r ’ 2
féegyiitthato negativ,a = (2n —1) n— (1— Zn) — —00,

Ellenorzo kérdések:
1. kérdés: Mennyi az a, =(-1)" n+(n —8)2 sorozat kilencedik eleme?

-2

-1

1

Nulla (X)

2. kérdés: Mi lehetaz a, = (4, 7,10,13, 16...) sorozat hozzarendelési utasitasa?

a, =3n+1 (X)
a,=2n+2
a,=n’+3

a,=2n*+n-1
3. kérdés: Mennyi az a, = (2n+1)" - 2(n +1)° sorozat hatarértéke?

0
o (X)

2
4. kérdés: Mennyi az a, =(1- n)2 —(n +1)2 sorozat hatarértéke?
1

0

o0

—o0 (X)

Kidolgozott feladatok:

, 2n-1
9. feladat: Mennyi az a, = > sorozat hatarértéke?
n+

Megoldas: A sorozat képlete egy tort, amelynek szamlaloja €s nevezdje is plusz végtelenbe

foo
tart, ezért a — tipusu hatarozatlan alakkal van dolgunk. Ezekben az esetekben
100

leggyakrabban a kiemelés vezet eredményre. Polinomok hanyadosa esetén a nevezd



legmagasabb foku n hatvanyat, (csak az n hatvanyt, az egyiitthatojat mar nem), célszerti
kiemelni a szamlalobol és nevezObol is. Most tehat a szamlalobol és nevezobdl is n-et.
Kiemelés és egyszeriisités utan

1 1

n2-—-— _=

2n-1 ( nj 2 n
a - _ _

n— - - 2 '
n+2 (1+ 2 j 1.2
n n
Ezek ekvivalens atalakitasok voltak. Az utols6 tort példaul a 120. elem kiszamolasara
egyaltalan nem célszer(i, de a limesz leolvasasara nagyon is. Hiszen latjuk, hogy a szdmlal6 2-

hoz, a nevez6 1-hez tart, és igy a tort % =2 -hez, vagyis

2n-1
a, = —2.
n+2
2
10. feladat: Mennyi az a, :w sorozat hatarértéke?
-2n“+n-3

Megoldas: Most a szamlalo a plusz végtelenbe, a nevezdje minusz végtelenbe tart, tehat ismét

foo . ; o ,
a — tipust hatarozatlan alakkal van dolgunk. A modszeriink szerint kiemeliink a
o0

szamlalobol és nevezébél is n?-et, majd egyszertsitiink:
2 4 2 4
n*|3- ="+ ey
. _3n’-2n+4 ( n nzj_B i
n— 2 - - .
-2n’+n-3 nz( 1 3) .13

24+ - —
n n

Az utolso tortben a szamlalo 3-ba, a nevez0 -2-be tart, ezért
o = 3n*-2n+4 3 3

T o 2 5o
-2n"+n-3 -2 2
Egy rovid kis numerikus kisérlettel alatdmaszthatjuk az eredményiinket. Emléksziink, hogy a
limesz az a szdm, amihez nagy index esetén a sorozatelem igen kozel van. Szamoljuk ki

kalkulatorral, mondjuk a,,,, -et. Ez nem egy kellemes szamolas, de
855 = —1.499796666 .

Ez tényleg kozel van — 5 -hez. Ilyen numerikus kisérletet minden hatarérték kiszamolasa

soran végezhetiink, ez segit, hogy rossz eredményt ne fogadjunk el helyesnek.

2
11. feladat: Mennyi az a, :n;—gngl sorozat hatarértéke?

+
Megoldas: Ismét a ;;.O tipust hatarozatlan alakkal van dolgunk. Most a szamlalobol és a
100

nevezObdl is n -et kell kiemelni, majd egyszertsiteni vele:



n n+3+1 1
n’+3n+1 n n+3+ﬁ
S 3) 3

n n
Ebben a tortben a szdmlalo plusz végtelenbe, a nevezd -2-be tart, ezért a hanyadosuk minusz
végtelenbe, gondoljuk meg, nagy szadmnak a fele is nagy, ha még a minusz eldjelet is
figyelembe vessziik, akkor nagy negativ, tehat:
_n*+3n+1
" -2n-3
Az iméntihez hasonlé numerikus kisérlet azt mutatja, hogy példaul a,,,, = —-1440.249783, egy

jO nagy abszolut értékii negativ szam, 6sszhangban a kapott végeredménnyel.

2
. -nN“+n+2 L.,
12. feladat: Mennyiaz a, = ——— sorozat hatarértéke?
n"—n“+2n-2

. . fo . , ; .
Megoldas: A limesz — tipust, a modszeriink szerint a szamlalobol és a nevezébdl is n®-t

400
emelink ki:

s( 1, 1 2 1 1 2

— L=

—n®+n+2 (n n> nd N hE
an: 3 2 2 2: 1 2 2 = 1 2 2

n°>—n+2n- n3(1—+2—3) 1-=+5 -2

n n n n n n

Az utolso tortben a szdmlaloban minden tag nullahoz tart, igy az egész szamlalo is, a nevezd

1-hez tart, tehat

-n’+n+2 0
%

a =
nP-n’+2n-2 1

n

Az el6z6 harom feladatbol lesziirhetd a kovetkezo tétel:

Két polinom hanyadosanak a hatarértéke

(1) a foegyiitthatok hanyadosa, ha a szamlalo és a nevezd azonos fokszdmu,

(2) végtelen, ha a szamlalé magasabb fokszamu, mint a nevezd, mégpedig minusz végtelen,
ha a fegyiitthatok ellenkezd eldjeliiek, és plusz végtelen, ha a féegylitthatok azonos
eldjeltiek,

(3) nulla, ha a szamlal6 alacsonyabb fokszdmu, mint a nevezd.

Ellenorzo kérdések:

Y . n-— s
5. kérdés: Mennyi az a, = sorozat hatarértéke?

3n+2

1
3 X
3



N

2

s . n"-1 s

6. kérdés: Mennyi az a, = Y sorozat hatarértéke?
-2n° +

1
2
0
-2
1
~= (X
2()

2
. n(2-n
7. kérdés: Mennyi az a, = (z—g sorozat hatarértéke?
-n®+

0
—o0 (X)

-1

o _(n-2) -(n-3)
8. kérdés: Mennyi az a, = 3 sorozat hatarértéke?
n —

0

o0
—Q0

1(X)

Kidolgozott feladatok:

13. feladat: Tekintsiik aza, = 2n +11 sorozatot. Adjunk kiiszobindexet & =0.01-hez.
n —

Megoldas: Eldszor is, mivel a,azonos fokszdmu polinomok hdnyadosa, a limesze — .

Kiiszobindexet adni a megadott €-hoz annyit jelent, hogy meghatarozunk egy természetes
szamot ugy, hogy az annal nagyobb vagy egyenld indexekre teljesiil az

a, — <001
2

egyenlStlenség. (Altalaban, ha A jeloli a hatarértéket, akkor az |an —A| < ¢ egyenldtlenség.)
Beirjuk tehat a, helyére a képletét, és megoldjuk az



N+l 1 oot
2n-1 2

egyenldtlenséget. E16szor k6zos nevezdre hozunk az abszolut értéken beliil:

2 +)-@n-0)| 101
2(2n-1) |

A szamlaloban elvégezve a miiveleteket és Osszevonasokat kapjuk, hogy
3

2(2n-1)

A kapott tort szamlaloja pozitiv, és a nevezdje is az, hiszen sorozatok korében az n pozitiv

egész szam lehet. Igy a tort maga is pozitiv, egy pozitiv szam abszolut értéke 6nmaga, tehat a

3 om
2(2n-1)

egyenldtlenséghez jutunk. A kovetkezd 1€pésben atszorzunk a nevezdben lévd 2n -1
tényezovel, ami minden n-re pozitiv, vagyis nem fordul meg az egyenlétlenség iranya.

g<ODLQn—D.

<0.01.

Ezutan atosztva a szintén pozitiv 0.01-al, megint nem fordul meg az egyenlétlenség iranya.
3
2-0.01

@< 2n-1,
2

<2n-1,

150 < 2n-1.
Innen
151
=~ <n,
75.5<n.
Minden atalakitas ekvivalens atalakitas volt, tehat a kiindulé egyenldtlenség teljesiil, ha
n>75.5. Tehat a keresett kiiszobindex N(0.01) =76.

Kicsit tobbet is csinaltunk, mint amit a feladat szovege megkovetelt, hiszen a lehetd legkisebb
kiiszobindexet sikeriilt meghatdroznunk. Minden 76-nal nagyobb egyenld természetes szam is
jo kiiszobindex 0.01-hoz.

14. feladat: Tekintsiik aza, = sorozatot. Adjunk kiiszobindexet € =0.02-hoz.

2n+1

Megoldas: Ugyanugy, mint az elébb, eldszor meghatdrozzuk a hatarértéket. Ez most —g .

Ezért az
|an - A| <Eg,

A3

-3n—-2 3
+ J—
2n+1 2
egyenldtlenséget kell megoldanunk. Ismét a k6zos nevezdre hozas az elsé 1épés, amit a

szamlalo kiszamolasa kovet:

<0.02,

<0.02




2(-3n-2)+3(2n +1)| 0,02
2(2n +1) |

i
2(2n +1)
A kapott tort minden n-re negativ, igy abszolut értéke onmaga minusz egyszerese:

ﬂ <0.02,

2(2n+1)

1 <0.02

2(2n+1)

(Nem az egyenl6tlenséget szoroztuk meg minusz eggyel, hanem a bal oldali negativ tortet,
hogy kiszamoljuk az abszolut értékét.) A hatralévo Iépések mar egyszertiek:

%< 0.02-(2n +1),

<0.02.

<2n+1,
2-0.02

@<2n +1,
2

12 <n.
A keresett, egyébként most is a lehetd legjobb, kiiszobindex tehat N(0.02) =13.

Egy kis numerikus kisérlet:

a,, +§ =[-0.021739130| = 0.021739130>0.02, s6t

a,, +§ =|-0.02| =0.02, ami nem kisebb 0.02-n4l, viszont

a4 +g = |—0.018518519| =0.018518519 < 0.02 mar teljesiil, és még nagyobb indexekre az

abszolut érték még inkabb Kisebb 0.02-nal. A példakban latott modszerrel mindig a legkisebb

kiiszobindexet kapjuk meg.

n+1

15. feladat: Szamitsuk ki az a, = sorozat limeszét.

2" +1

Megoldas: Ebben a feladatban a q" nevezetes sorozat két példanya is szerepel q =3 és q =2
valasztassal. A megadott tételb6] tudjuk, hogy a limesz mindkét esetben plusz végtelen. Igy a
tort szamlaloja és nevezdje is végtelenbe tart, a limesz — tipusu. Az ilyen tipusu limeszek
10
kiszamolasakor, mint eddig is, legtobbszor a kiemelés segit. Olyan mennyiségeket
igyeksziink kiemelni a szamlalobol és a nevezdbdl kiilon-kiilon, hogy a kiemelés soran kapott
masik tényez6 nullatol kiilonbozo konstanshoz tartson, €s ez a konstans a nevezdben még
nullatol kiilonb6zzon is. E16szor picit atalakitjuk a, képletét:

L 372 332
2"+ 2"+1




Ezutan a szamlalobol kiemeliink 3" -t, a nevez6bdl 2" -t, és néhany atalakitast is elvégziink:

n+l n 3 3_3
32 3.3 -2 3 )

ay n - n - -
2" +1 2" +1 2n(1+1J
2n
2 2
_3.3-3n_(§)".3‘_3n
2" 1+i 2 1+i
2" 2"

A kapott szorzatban [gj — o0, hiszen g> 1. A tort szamlaloja 3-ba tart, hiszen 3" — oo,

.2 . . , ., 3 . P
ezért 7 — 0. Hasonl6an a nevezé 1 -hez tart, igy a tort 1- 3-hoz, ami egy pozitiv szdm, és

tudjuk az egyik tételiinkbdl, hogy egy plusz végtelenbe tartd €s egy pozitiv konstanshoz tartd
mennyiség szorzata plusz végtelenbe tart, tehat

3n+l_2
a, = -
2" +1

—> 00,

n n

W sorozat limeszét.

16. feladat: Szamitsuk ki az a, =

Megoldas: Az vilagos, hogy a nevez0 tart plusz végtelenbe. Megvizsgaljuk a szamlalot.

Mivel
2" -5"=5" 2——1 =5" (2) -1
5" 5

latjuk, hogy a szorzat elsd tényezdje plusz végtelenbe, a masodik tényezdje -1-be tart, igy a
., Foo RTITY
szorzat maga minusz végtelenbe. Tehat ismét a — tipussal van dolgunk. (Ha a szamlalobol
100
2" -t emeltiink volna ki, akkor kicsit mas uton, de ismét kijott volna, hogy a szamlalé minusz
végtelenbe tart, érdemes ezt kiprobalni.) Ezutan a, -t a modszeriinkkel, kiemeléssel,

atalakitjuk, figyelembe véve, hogy10" =2".5".

5| 2 -1
2"-5" 2"-5" 5"

a = = = =
" 10" —9Q® 92n.g" _glo (2” gloj

2" -
5
A kapott tort szamlaloja —1-be tart, a nevezdje plusz végtelenbe, igy a tort nullaba, a, — 0.

17. feladat: Szamitsuk ki az a, =+/n +2 —/n—3 sorozat hatarértékét.



Megoldas: Mindkét gyok alatti mennyiség, €s igy mindkét gyokos mennyiség is plusz
végtelenbe tart, tehat a oo —ootipusu hatarozatlan alakkal van dolgunk. Mivel ezt
négyzetgyokok kiillonbsége okozza, a gyoktelenitésnek nevezett eljaras segit a limesz
kiszdmolasaban. Ennek lényege az alabbi azonosség'

VA~ \/__«/_+«/_

Ezt alkalmazvaaz A=n+2, B=n—-3 valasztassal

~ _(n+2)-(n-3)
=n+2-n-3= n+2+\/m_

5

Jn+2+Vn-3
Ezek az atalakitasok lehetové teszik a limesz meghatarozasat, hiszen az utolso tort nevezdje
végtelenbe tart, igy a tort nulldba, a, - 0.

A szokott numerikus kisérlettel a, .., = 0.0079057 , ami aldtdmasztja az eredményltinket. Azt

is latjuk ebbdl, hogy a sorozat elég lassan tart nullahoz. P¢éldaul az eldbbi feladatban szerepld
sorozat esetén mar a,, ~—0.001, az a sorozat igen gyorsan tart nullaba.

18. feladat: Szamitsuk ki az a, =+/n> —n+2 —\/n® + 2n —1 sorozat hatarértékét.

Megoldas: Ugyanazok miatt, mint az el6bb most is a co—ootipust hatarozatlan alakkal van
dolgunk. A gydktelenités modszerét hivjuk segitségiil.

(n?=n+2)—(n*+2n-1)
JnZ—n+2+4n*+2n-1
B -3n+3
JnZ—n+2+yn2+2n-1
Az utolsé tortben a szdmlaldo minusz végtelenbe, a nevezd plusz végtelenbe tart. A

gyoktelenités nem oldott meg minden, mert hatarozatlan alakot kaptunk. Ha azonban
kiemeliink a szamlalobdl és a nevezdbol n-et, a limesz kiszamolhatova valik:

3
3+
4 - -3n+3 B n( +nj

n 2 2 -
JnZ—n+2++4n*+2n-1 \/nz(l_1+22j+\/nz(l+2_12j
n n n n

a =Jn?-n+2-n?+2n-1=

n

\/1—1+22+\/1+2—12
n n n n

Az utolso tort szamlaloja —3-ba tart, a gyok alatti mennyiségek mindketten 1-be, igy a nevezd
2-be, tehat



a, :\/nz—n+2—\/n2+2n—l—>—g.

19. feladat: Monoton-e az a, =

sorozat valamelyik értelemben?
2n+1

Megoldas: Tajékozodasul kiszamoljuk a sorozat néhany tagjat. Példaula, =0, a,, ~0.481,
8,000 = 0.499. Ezek a szamok novekednek, és ez alapjan azt tételezziik fel, hogy a sorozat

novo. Tehat azt probaljuk meg bebizonyitani, hogy a, <a,, teljesiil minden n -re, vagy

n+1

minden, valamilyen kiiszobszamnal nagyobb minden n-re. Mivel a__, -et ugy lehet kifejezni

n+1

n-el, hogy a sorozatot definialé képletbe az nhelyére n+1-et irunk, az a, <a,,,
egyenldtlenség azt jelenti, hogy

n-1 (n +1) -1 n

2n+1 2(n +1)+1 2n+3

Itt az elején és a végén allo tortben mindkét nevezd pozitiv, keresztbe szorozva veliik egyszer
sem fordul meg az egyenl6tlenség iranya, igy azt kapjuk, hogy

(n-1)(2n+3)<n(2n+1).
Elvégezve a miiveleteket, és egyszeriisitéseket ebbdl kovetkezik, hogy
2n’ -2n+3n-3<2n%+n
-3<0.
Az az egyenl6tlenség, hogy —3<0minden n-re igaz, mert n-t6l fiiggetleniil igaz. Ezért a
sorozatunk novo az elsd elemétdl kezdve.

/ 1 ,
20. feladat: Monoton-e az a, =, [1+— sorozat valamelyik értelemben?
n

Megoldas: Most példaula,, =1.049, a,,, =1.005, a,,,, #1.0005. Ezek a szamok egyre
kisebbek, ezért arra gondolunk, hogy a sorozat csokkend, azaz a, >a,,,. Ezt az

egyenl6tlenséget akarjuk igazolni. Kiirva ezt n-el

\/1+ >\/1
n+1

Mivel VA a pozitiv A szam két négyzetgyoke koziil a pozitivot jelenti, ez igy is irhato:

\/1+ >\/ +—>o
n+1

Ebbdl négyzetre emeléssel, és rendezéssel

1+321+L
n n+1

1 1

—>_—

n n+l1



adodik. Mivel a nevezdék ismét pozitivok, keresztbe szorzas utan ezt azt jelenti, hogy
n+1>n,vagyis 1>0. Ez egy ismét minden n -re igaz egyenl6tlenség. Tehat a sorozatunk az
elsé elemétdl kezdve csokkend.

Ellenorzo kérdések:

1-n

9. kérdés: Mennyi az & =0.01-hez tartoto legkisebb kiiszobindex az a, = 1—on

sorozat

esetén?

76 (X)
7

74

765

__92n+2

10. kérdés: Mennyi az a, = sorozat limesze?

4n _ 3n
4

—4(X)

o0

—00

11. kérdés: Mennyi az a, = Jn? —n —+/n? —1 sorozat hatarértéke?

3
‘u
23
1
-=(X
> X)
1
2
12. kérdés: Mennyi az a, = - sorozat hatarértéke?
. . " dn+2-n '
oo (X)
0

nem létezik
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Elméleti 6sszefoglalé

A hatarértékek pontos megfogalmazasahoz sziikségiink lesz a kétoldali és a bal, illetve jobb
oldali pontozott kornyezetek fogalmara. Ezekben a definiciokban 6 alatt mindig egy pici
pozitiv szamot kell érteni.

Definicio: Legyen 6 >0. Az a € Rvalos szam 6 sugara kornyezete az (a -d,a+ 8) nyilt
intervallum.
Ennek tehat az a szam eleme, éppen az intervallum kozepe. Egy x szam pontosan akkor eleme

a 0 sugart kornyezetnek, ha |X —a| <9.

Definicio: Legyen 6 >0. Az a € Rvalos szam d sugara pontozott kornyezete az
(a—8,a+8)\{a} =(a—3,a)u(a,a+3) nyilt halmaz.

A § sugaru pontozott kornyezete kdrnyezetet tehat ugy kapjuk, hogy a 6 sugara kérnyezetb6l
elhagyjuk az a szdmot, igy az szétbomlik két, a bal és jobb oldalan 1év6 intervallum uniojara.

Egy x szam pontosan akkor eleme a  sugart pontozott kornyezetnek, ha 0 < |X — a| <90.

Definicié: Legyen 6 >0. Az a € Rvalos szam bal oldali$ sugard pontozott kérnyezete az
(a—38,a) nyilt intervallum, jobb oldali3 sugard pontozott kérnyezete az (a,a+3) nyilt
intervallum.

Definicié: A —oopontozott kornyezetei a (—oo0,a) tipust nyilt intervallumok, a « pontozott

kdrnyezetei az (a,oo) nyilt intervallumok.

Ezutan mar megfogalmazhaté a hatarérték definicioja.

Definicié: Az f fiiggvény kétoldali hatarértéke az a <R helyen L € R, ha minden £ >0
szamhoz van olyan 3 >0 szam, hogy a-nak o sugaru pontozott kornyezete része D, -nek, és

O<|X—a| < desetén |f(X)—L| <eg. Ezt limf(x) = L fogja jelolni.



0 FA x

a— & a+ a8

A fenti abra az el6z6 definicié geometriai szemléltetése. Ez a definici6 pontosan azt fejezi ki,
hogy f(x) tetszélegesen kozel lesz L-hez, ha x mar elég kozel van a-hoz.

Definicio: Az f fiiggvény jobb oldali hatarértéke az a <R helyen L € R, haminden ¢>0
szamhoz van olyan 0 >0 szam, hogy a-nak d sugaru jobb oldali pontozott kornyezete része

D; -nek, és O<|X—a| =X—a<desetén |f(X)— L| <g. Ezt lim f(x) =L fogja jeldlni.

Definicié: Az f fiiggvény bal oldali hatarértéke az a <R helyen L € R, ha minden £ >0
szamhoz van olyan & >0 szam, hogy a-nak 6 sugart bal oldali pontozott kornyezete része

D; -nek, és 0<|x—a| :—(X—a)<86setén |f(X)—L| <g. Ezt lim f(x) =L fogja jeldlni.

A kovetkezd hat definicio a véges helyen vett végtelen hatarértékekrol szol.

Definicio: Az f fliggvény kétoldali hatarértéke az a € R helyen oo, ha tetszlegesen nagy
M >0 szamhoz van olyan & >0 szam, hogy a-nak & sugart pontozott kdrnyezete része D, -

nek, és 0<|x—a| <& esetén f(x) > M. Ezt limf(x) = oo fogja jeldlni.

Definicié: Az f fiiggvény jobb oldali hatarértéke az a € R helyen oo, ha tetszélegesen nagy
M >0 szamhoz van olyan & >0 szam, hogy a-nak & sugart pontozott jobb oldali kérnyezete

része D, -nek, és 0<|x—a|=x—a<3desetén f(x) >M . Ezt lim f(x) = oo fogja jeldlni.

Definicio: Az f fliggvény bal oldali hatarértéke az a € R helyen oo, ha tetsz6legesen nagy
M >0 szamhoz van olyan & >0 szam, hogy a-nak 6 sugaru pontozott bal oldali kdrnyezete

része D, -nek, és 0<|x—a|=—(x—a)<3d esetén f(x) > M. Ezt lim f(x) = fogja jeldlni.

Definicié: Az f fiiggvény kétoldali hatarértéke az a € R helyen —oo, ha tetszélegesen nagy
M >0 szamhoz van olyan 6 >0 szam, hogy a-nak & sugaru pontozott kornyezete része D; -

nek, és 0<|x—a| <& esetén f(x) <M. Ezt limf(x) = —oofogja jeldIni.



Definicié: Az f fiiggvény jobb oldali hatarértéke az a € R helyen —oo, ha tetszélegesen
nagy M >0 szamhoz van olyan >0 szam, hogy a-nak & sugart pontozott jobb oldali

kornyezete része D; -nek, és 0 < |X —a| =X—-a<desetén f(x) <—M. Ezt lim f(x) =—oofogja
jelolni.

Definicié: Az f fiiggvény bal oldali hatarértéke az a € R helyen —wo, ha tetsz6legesen nagy
M >0 szamhoz van olyan >0 szam, hogy a-nak d sugarti pontozott bal oldali kornyezete

része D, -nek, és 0<|x—a|=—(x—a)<desctén f(x) <M. Ezt lim f(x) = —oo fogja jeldlni.

A kovetkezd két definicid a végtelenben vett véges hatarértékrdl szol.

Definicié: Az f fliggvény oo -ben vett hatarértéke az L € R szam, ha tetszdleges € >0

szamhoz van olyan a >0 szam, hogy (a, oo) c Dy és X >aesetén |f (x)- L| <¢e. Ennek jele
limf(x)=L.

X—>00

Definicio: Az f fliggvény —oo-ben vett hatarértéke az L € R szam, ha tetszdleges € >0
szamhoz van olyan a>0 szém, hogy (—o,—a) <= D, és X < —aesetén [f(x)—L|<&. Ennek

jele limf(x)=L.
Végiil hatra van még a négy végtelenben vett végtelen hatarérték.

Definicié: Az f fliggvény oo-ben vett hatarértéke a oo, ha tetszéleges M >0 szamhoz van
olyan a>0 szam, hogy (@,00) < Dy és X >aesetén f(x) > M. Ennek jele limf(x)=oo.

Definicié: Az f fliggvény oo -ben vett hatarértéke a —co, ha tetszéleges M > 0 szdmhoz van
olyan a >0 szdm, hogy (&,5)c Dy és X >aesetén f(x) <—M. Ennek jele limf(x) =—o.
X—>00

Definicié: Az f fliggvény —oo-ben vett hatarértéke a oo, ha tetszéleges M >0 szamhoz van
olyan a >0 szam, hogy (—oo,—a) c D, és X <—aesetén f(x) >M . Ennek jele lim f(x)=oo0.
X—>—o0

Definicié: Az f fiiggvény —oo-ben vett hatarértéke a —oo, ha tetszéleges M >0 szamhoz van
olyan a >0 szam, hogy (—oo,—a) c D; és x < —aesetén f(x) <—M. Ennek jele
lim f(Xx) =—o0.

X—>—0©



Az alabbi abrarol leolvashat6 az abrazolt fliggvény esetén az imént definialt 15 fajta
hatarérték koziil hat. Melyik hat, és mennyi azok értéke?

A tovabbiakban persze az lesz a célunk, hogy minél tobb fliggvény mindenféle hatarértékét ki
tudjuk szamitani. Ehhez, mint majd latni fogjuk az elemi fiiggvények hatarértékeit, a
hatarértékekrol szolo tételeket és néhany nevezetes limeszt fogunk felhasznalni. Kezdjiik a
hatarérték tételekkel.

Egy bonyolult fiiggvény az elemi fiiggvényekbdl épiil fel a fliggvénymiiveletek segitségével.
Ezért fontos kideriteni, hogy mi a kapcsolat a fliggvénymiiveletek és a hatarérték kozott.
Ezeket a tételeket hivjuk hatarértéktételeknek.

A véges hatarértékekre, tehat amikor a hatarértékek értéke véges, érvényes az alabbi tétel.

Tétel: Tegytik fel, hogy limf(x)=L és limg(x)=M.It LMeR,ésa aza,a+,a—, o
, —oo szimbdlumok egyike. Ekkor

a) |im(f(X)ig(X)): L+tM,

b) Iim(f(x)g(x)) =LM,

c) lim(cf (x)) =cL, minden ¢ € Rkonstansra,

d)lim [L)(;j = ﬁ , feltéve, hogy M=0.

Ha az eléforduld hatarértékek kozott végtelen is van, joval bonyolultabb a helyzet.
Bevezetiink egy jelolést, amely segitségével, persze kicsit pontatlanul, ezek a tételek tomoren
Osszefoglalhatok. (A comostanaig a plusz végtelent jelentette, igy lesz ez a tovabbiakban is,
de az alabbi tételekben a hangsuly kedveéeért kiirjuk a + jelet.) A

[+o0] | —o0] = | =<0
jelsorozat azt fogja jelolni, hogy ha egy fiiggvénynek valamelyik, (véges helyen vett kétoldali
vagy egyoldali, valamelyik végtelenben vett) hatarértéke +oo, egy masik fliggvénynek
ugyanott, ugyanolyan tipusu hatarértéke —oo, akkor a szorzatuknak, szintén ugyanott,
ugyanolyan tipusu hatarértéke —oo. Az alabbi formuldkban A € R, és ha A a nevezdben all,




[+o0]-[A] =[], ha A <0,
[l -[A] =[], ha A>0,
[l -[A] =[4=], ha A <O,

|r00] + | 400] = [ +o0] ,

[o0] +[—o0] =| 0],

[+roo] [ 00| =|4<0],

[o0] —[o0] =| 0],

|+00| - [r00] = | 4o0] ,

[ o0 [ o0] = [ +e0],

[-ro0] - | 00| = [ 0],

=[] =[0],

[+o0] +[A] = [+0], ha A>0,

[£oo]+ [A] =[], ha A<O.

+ = , (a nevez0 a pozitiv szamokon keresztiil tart nullahoz),
+ = , (a nevez a negativ szamokon keresztiil tart nullahoz).

A hatarérték segitségével megfogalmazhato a fliggvények egy nagyon elényos tulajdonsaga.
Definicio: Tegylik fel, hogy az f fliggvény értelmezési tartomanya tartalmazza az a szam egy

nyilt kornyezetét. Ekkor f folytonos a -ban, ha limf(x) =f(a).

Definicio: Tegyiik fel, hogy az f fliggvény értelmezési tartomanya tartalmaz egy [a, a+ 8)

szerkezetil intervallumot valamilyen & > 0-ra. Ekkor f jobbrél folytonoes a -ban, ha
limf(x)=f(a).

Definicio: Tegyiik fel, hogy az f fliggvény értelmezési tartoménya tartalmaz egy (a -9, a]

szerkezetii intervallumot valamilyen & > 0-ra. Ekkor f balrol folytonos a -ban, ha
limf(x)=f(a).

Tétel: Ha pontosan akkor folytonos a -ban, ha balrdl is és jobbrol is folytonos a -ban.
Sokszor nagyon hasznos az alabbi tétel.

Tétel: Ha a g fliggvény folytonos L-ben, és limf(x) =L, akkorlimg(f(x)) =g(L) . Itta

helyett allhat a+ vagy a— is.

Kiilondsen hasznos, ha egy fliggvény egy intervallum minden pontjaban, a végpontokban a
megfeleld oldalrdl, folytonos, plane, ha az egész értelmezési tartomanyan folytonos.



Szinte az Osszes elemi fliggvény az egész értelmezési tartomanyan folytonos, a végpontokban
legalabb valamelyik oldalrél. Sét, a fiiggvénymiiveletek altalaban nem rontjak el a
folytonossagot, pontosabban érvényes az alabbi tétel.

Tétel: Tegyiik fel, hogy az f és a g fliggvények folytonosak a-ban. Ekkor

a) az f £g fliggvény is folytonos a-ban,
b) az fg fiiggvény is folytonos a-ban,
c) a cf fliggvény is folytonos a-ban tetszdleges € € Resetén,

d) az f fliggvény is folytonos a-ban, ha g(a) #0.
g

Tétel: Ha az f fliggvény folytonos a-ban, a g fiiggvény folytonos f(a) -ban, akkora gof
Osszetett fliggvény is folytonos a-ban.

A folytonos fiiggvények egy, szemléletesen magatol értetddo, tulajdonsagat fogalmazza meg
a kovetkezd kozépértéktétel.

Tétel: Tegytik fel, hogy az f fliggvény folytonos az [a, b] zart intervallum minden pontjéban,
a végpontokban a megfeleld oldalrol. Legyen az M szam f(a) és f(b) kozott egy tetszdleges
érték, azaz f(a) <M <f(b). Ekkor van legalabb egy C [a, b] szam, ugy, hogy f(c)=M.

Mas szdval egy folytonos fliggvény két értéke kozott minden értéket felvesz, a grafikonja
megszakitas nélkiil dsszekoti az (a,f(a)) koordinataji pontot a (b, f (b)) ponttal. A fenti tételt

szemlélteti az alabbi abra.

Y YA
- fin-——————————————
| |
M I v = fix) I
| |
: M :
fia) |-—- y = f(x) | fla)|-—- :
| | | |
| [ | [
0 a c b x 0 a c o c; b X
(a)ficy =M (b)flc))=flcy) =flesh =M

Ismertetiink két nevezetes trigonometrikus hatarértéket.

Tétel:



sin X

a) lim>X _ 1,
x—0 X

b) lim 229X g
X—0 X

A legtobb fliggvény, amivel talalkozni fogunk olyan lesz, amelynek az értelmezési
tartomanya véges vagy végtelen hosszu intervallumok diszjunkt unioja. Mivel az értelmezési
tartomany belsé pontjaban ezek a fliggvények folytonosak, csak az értelmezési tartomany
sz¢lein felvett hatarértékek az érdekesek.

A limesz kiszamolasakor most is, hasonldéan a szamsorozatokhoz, a

i;.o, 9, 0-to0, o0—0c0, —oo—(—oo), 1”
0o 0

hatarozatlan alakok jelentenek gondot. Ki fog dertilni, hogy ezek nagyrészt ugyanolyan
atalakitasokkal kezelhetOk, mint amilyeneket a szdmsorozatoknal lattunk.

Kiilon vizsgalatot igényel az 0 tipust limesz is.

Kidolgozott feladatok:

21. feladat: Tekintsiik az f(x) =

1 fiiggvényt, és szamoljuk ki az 6sszes, nem trivialis
—2X

hatarértékeét.

Megoldas: Mostantdl nem trivialis hatarérték alatt olyan hatarértéket értiink, amelyet nem
lehet kozvetleniil behelyettesitéssel kiszamolni. E18szor is megallapitjuk, hogy a fliggvényiink

értelmezési tartoméanya a D; =(—0,2)U(2,00) halmaz. Ez két végtelen hosszii intervallum

unidja. Két darabbol all, igy négy ,,széle” van, és minden pontja bels6 pont, a D, egy nyilt
halmaz. Azt is latjuk, hogy az 1 elemi fiiggvény linearis transzformaltjaval van dolgunk. fgy f
X

mindeniitt folytonos, ahol értelmezve van. Ezek miatt csak az alabbi limeszek az érdekesek:

lim f(x), Iirglf(x), Iiryf(x), limf(x).
Minden mas hatarérték a helyettesitési érték, példaul Iir(rlf (x) = 2 12 0 % :

Ha a vizsgalt fliggvényrdl j6 abrat tudunk késziteni, az a hatarértékek leolvasasat lehetové
teszi. De fiiggvények linearis transzformaltjanak abrazolasat mar ismerjiik. Ehhez érdemes

elvégezni a kovetkezo atalakitast: f(x) = —%% . Ezt felhasznalva az alabbi abra mutatja a

fiiggvénylink grafikonjat.



Errél mér konnyen leolvassuk a kérdéses limeszeket. Mindegyiket a mar bemutatott kis
numerikus probaval érdemes demonstralni. Tehat

a) lim—— =0, b) lim —w. O lim— = —w. d)lim -0,
x>0 4 —2X x—>2-4 —2X x—=2+ 4 —2X x—0 4 —2X

1 . g
22. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = — fiiggvény minden nem trivialis hatarértékeét.
€

Megoldas: Most a fliggvényiink az e* elemi fliggvény reciproka. Az e* abraja az alabbi:

4

2 R U 1 2

Errdl is latjuk, hogy e”soha nem nulla, ezért f mindeniitt értelmezett: D; =R = (—oo, oo) , ami

egyetlen darabbol allo nyilt halmaz, két széle van, a —oo és a oo. Csak az itt felvett
hatarértékek a nem trivialis limeszek, hiszen f mindeniitt folytonos.



a) lim ix = oo, hiszen e*4brajarol latjuk, hogy lim e* =0, rdadasul a nullahoz a pozitiv
X—>—00

X—>—00 e
szamokon keresztiil kozeledik e*, ha x tart —oo-be. Igy az lim ix hatarértékben az egyet
X—>-0 @

egyre kisebb pozitiv szammal osztjuk, ezért plusz végtelen ez a limesz. (A keretezett
képleteket tartalmazo tétel utolso eldtti sora.)

b) lim ix =0, hiszen e abrajarol latjuk, hogy lime* =0, ésigy a lim ix hatarérték 0. (A

X—wo @ X—>—o @

keretezett képleteket tartalmazo tétel alulrol 6tddik sora.)

1
23. feladat: Szamoljuk ki az f(X) =e* fiiggvény minden nem trivialis hatarértékét.

Megoldas: Fiiggvényiink egyediil a nullaban nincs értelmezve, az értelmezési tartomény a
D; =(—o0,0)U(0,00) két darabbol 4ll6 nyilt halmaz, aminek négy széle van. Mivel f
mindeniitt folytonos, ahol értelmezve van, csak ez a négy limesz a kérdéses.

Az f fiiggvény az lelemi fiiggvénynek, mint bels6 fiiggvénynek, és az e” szintén elemi
X

fliggvénynek, mint kiilsé fliggvénynek a kompozicidja. Ezek abrdja van az aldbbi dbran.

1

a) Kezdjiink a lim e* limesszel. Az 1 bal oldalon 1év§ abrajardl latszik, hogy ha xtart —oo-
X—>—00 X

be, akkor 1 a negativ szamokon keresztiil tart nullaba. A jobb oldali abrar6l leolvashato, hogy
X

ha az exponencialis fiiggvény argumentuma balrol kézeledik nullahoz, akkor e*egyhez tart,
1

(az mar nem fontos, hogy alulrol). Ezek miatt lim ex =1,

X—>—00



1
b) A lim e* limesz esetén a gondolatmenet a kovetkez6: ha x tart nulldba a negativ

X—0—

szamokon keresztiil, akkor — a —oo-be tart. Ha az exponencidlis fiiggvény argumentuma —oo -
X

1
be tart, akkor e* tart nullahoz, igy Iir? ex =0.
X—0-

1
L . e ) , 1
c) A lim ex limesz esetén, ha X a pozitiv szamokon keresztiil nullaba tart, akkor — a oo -be

X—0+ X
tart. Ha pedig az exponencialis fiiggvény argumentuma oo -be tart, akkor e* is tart oo -be, ezért
1
limex =0,
Xx—0+

1
ol T A X et At A . : 1 o
d) Végiil a lime* hatarérték esetén, amennyiben X -tart oo-be, akkor —a pozitiv szamokon
X—>00 X

keresztiil tart nullaba. Ha az exponencialis fliggvény argumentuma jobbrol kozeledik
1

nullahoz, akkor e*egyhez tart. Ezért limex =1.

X—0

24. feladat: Szdmoljuk ki a lim (—2x°+x* +3x +2) limeszt.

Megoldas: Ez egy hatarozatlan alakll limesz, mert a polinomunk kdzépso két tagja ellenkezd
eldjelll végtelenbe tart. Ugyaniigy, mint sorozatok esetén, a legnagyobb kitevdjii X hatvany
kiemelése a megoldas kulcsa.

lim (—2x3 +x? +3x+2) = lim (xs(—2+l+%+%n =
X—>—00 X—>—00 X X X

. . 1 3 2
= lim (x*)- lim | 2+ =+ =S+~
tim () Jim {2+ 2+ 5+ %)
A szorzat els6 tényezdjében allo limesz —oo, a masodik tényezdben 1évé -2, ezért (mivel
tudjuk, hogy[~oo|-[-2] = [+0])

lim (—2X3+X2+3X+2):oo.

Konnyen végiggondolhatjuk, hogy minden polinomnak mindkét végtelenben valamelyik
végtelen a limesze, a fenti mddszer minden esetben célhoz vezet.

— 2 —
25. feladat: Szamoljuk ki a lim——+2X=1 potarérieket.
(2% +1)" - 4x?

+
Megoldas: Az el6bbi megjegyzésbdl is vilagos, hogy a ;;.O hatarozatlan alakkal van
10

dolgunk. A megoldés kulcsa ismét ugyanaz, mint a sorozatok kdrében mar latott hasonld
feladatnal: szamlalobol és nevezdbdl is kiemeljiik a nevezd legnagyobb Kitevojii x hatvanyat.
Eldszor persze a nevezdben elvégezziik a négyzetre emelést és a kivonast.



o —xP42x-1 X +2x-1
lim 5 =lim—; - =
H°°(2x+1) —4x? o= A4X° +4X+1-4X

5 x(—x+2—1j
B —X"+2x-1 . X)

4x +1 s 1
X+ x(4+j

X
—x+2—l
=lim X
X0 4+1
X
Itt a szamlalo —oo -be tart, (+—|§| = ), anevezd 4+0=4-be, tehat
—Xx*+2x -1

lim— XS o
== (2x+1)" —4x?

felhasznalva, hogy +|4]= :

2
Ce e XT4+2x-1
26. feladat: Szamoljuk ki a lim 2+— hatarértéket.
x=1- 2X° +3X —5
Megoldas: Kiilon-kiilon a szamlalo és a nevezd is mindeniitt folytonos fiiggvényeket, a véges

1 helyen vett két- és egyoldali limeszeik is a helyettesitési értékek. Ezért a szamlalo 2-be, a

0
Ilyenkor az a dontd, hogy a nevezo hogyan tart nullaba. Ezt legegyszeriibben a nevezd

nevezd nullaba tart, az %problémés esettel van dolgunk. (% =2- lj

grafikonjanak felrajzolasaval tisztazhatjuk. Ez most konny{i, mert a nevezd két gyoke —g és

1, a grafikonja felfelé nyil6 parabola, amely d&tmegy a gyokokon. Az abraja alabb lathato.

F20

Errdl latjuk, hogy ha x tart az 1-be balrol, akkor a nevezd a negativ szdmokon keresztiil tart

nulldba. Ezek alapjan, felhasznéalva a 1]+ = tételt,

o xX24+2x-1
lim————=-
x-1- 2X° 43X =5



. : . X+ 2x-1
Konnyen meggondolhatjuk, hogy a jobb oldali limesz oo, azaz lim =

T o - =%.
x-lt 2X° +3X =5

2 J—
A kétoldali lim 22X "1
x-1 2X° +3X =5

meg is gy6zddhetiink. (Kiszamolva a tort értékét példaul X =0.999 és x =1.00001 esetén, két

hatarérték pedig nem létezik, amirdl egy kis numerikus kisérlettel

nagyon kiilonb6zo értéket kapunk.)

2 0.4 06 08 1

A fenti abra két fiiggvényt mutat, amelyeknek a nullaban nem létezik a kétoldali limesze, a
masodik, oszcillald fiiggvénynek még az egyoldali limeszei sem 1éteznek.

2
27. feladat: Szamoljuk ki a lim —=% X9 hatarérteket.

x>2 X% 42X -8
Megoldas: Kettdben a szamlalo és a nevezo helyettesitési értéke is nulla, a %hatérozatlan
alakkal van dolgunk. Ilyen esetben a masodfoku polinomok gyoktényezds felbontéasa segit. A
szamlalo gyokei —g és 2, ezért gyoktényezds felbontdsa —2X° + X +6 = —2 [X + gj (x—2).

A nevezd gydkei —4 és 2, az 6 gydktényezds felbontdsa X +2x—8=(Xx+4)(x-2). Igya
tortiinket egyszeriisiteni tudjuk X —2-vel, ami utan a limesz mar leolvashatova valik. Tehat

3
2XP+X+6 . _Z(XJFZJ(X_Z)
lim 5 =lim =
x>2 X2 42X -8  xo2 (x+4)(x—2)

4—X, ha x<2,

JIX=1+1 2<x

¢s ha igen, akkor mennyi az értéke?

28. feladat: Tekintsiik az f(x) ={ fliggvényt. Létezik-e a Iirrzl f (x) hatarérték,

Megoldas: Latjuk, hogy a 2 jobb ¢és bal oldalan mas formula definialja f -et. Ilyenkor ugy
jérhatunk el, hogy kiszamoljuk 2 -ben az egyoldali limeszeket. Ha azok 1éteznek és egyenldk,
akkor létezik a kétoldali limesz is, €és a kozos értekkel egyenld. De most az egyoldali limeszek
egyszeriiek:

a) lim (x) = lim (4-x)=2,



b) Iirg f(x)= Iirgl Vx-1+1=2.
Ezekbdl mar kovetkezik, hogy Iin;f(x) =2.

—Xx*+x+2, hax<0,
29. feladat: Tekintsiik az f(x) = 1, ha x=0, fliggvényt. Létezik-e a Iirrgf(x)
e*+cosx+1 ha 0<x

hatarérték, és ha igen, akkor mennyi az értéke?

Megoldas: Ismét az egyoldali limeszekkel kezdiink.
a) lim f(x) = lim (—x*+x+2)=2.

b) lim f(x) = lim (e +cosx+1)=3.
Kiilon-kiilon 1étezik a bal €s a jobb oldali hatarérték, de nem egyenldk, igy a kétoldali

IIm f(x) limesz nem létezik.

30. feladat: Szémoljuk kia fim ¥~ X ~2 hatiréricket.
X—> X

Megoldas: A szamlalo és a nevezd is nullahoz tart nulldban, a 3 hatarozatlan alakkal van

dolgunk. Es mivel a szamlaloban 16v6 gyokok kiilonbsége (v/4—X —\/Z) is szerepet jatszik
ebben, ismét a sorozatokhoz hasonldan, gyoktelenitjiik a szamlalot. Ezt kovetden
egyszerlsités utan a limesz megallapithato.

\/ﬂ_z ﬂ V4 _

xe x»O

()
x>0 x(m+\/2) X"OX(\/H+\/_)

1
=lim

-1 _ 1
HOX(JHJ) N e
J5x-

31. feladat: Szamoljuk ki a lim 2 hatarértéket.

=1 10— x -3

Megoldas: Ismét nulldhoz tart a szamlalo és a nevezd is, de most a a gyokok kiillonbsége a

szamlaloban és a nevezdben is hozzjarul a 0 hatarozatlan alak kialakulasahoz. Ezért

gyoOktelenitjlik a szamlalot és a nevezot is. Elvégezve €s a kindlkozd egyszertsitéseket



(VB=x—/2)(B-x +4)

|im—“5_x_2 “5 X=V4 V5-x ++/4
L 10-x -3 Ji0-x - “1(\/10 X —/9)(+10- x+\/_)
J10—x +/9
(5-x)-4 1-X
—lim \J5— X+‘/__| J5— x+J__| V10— x+3_§_§
x—1 (10 X) 9 x—1 1-x -1 J5-Xx +2 4 2.
JI0—x ++/9 VI0-x++9
in(3
32. feladat: Szamoljuk ki a Iirrgwhatérértéket.
X—> X
. e o, . . . , : . sinx
Megoldas: Eloszor is a limesz 3 tipust, €s a tort szerkezetérdl esziinkbe jut a Ilrr(} —=1
X—> X

nevezetes limesz. Atalakitjuk Gigy a tortiinket, hogy ez felhasznalhaté legyen,
sin(3x) 3 lim sin(3x)

lim
x—0 Bx 5 x>0 3x
_sin(3x) . S By ,
Haa Img T limeszben elvégezziik a 3X = Uhelyettesitést, akkor, mivel 3x —0
X—> X

=1. Ezt felhasznalva

sm(3x) _lim sinu
3X

pontosan akkor igaz, ha u — 0, azt kapjuk, hogy Iing 1
X—> u— u

. sin(3x . Si
tehat a végeredmény |Im¥ = 3 lim 34 _ §
x—0 5x Su-»0 y 5

tg(4x
33. feladat: Szamoljuk ki a lim 9( )hatérértéket.
x50 sin (3x)

Megoldas: Az vilagos, hogy a limesz %tipusﬁ. Felhasznalva, hogy tg X = sinx kapjuk, hogy
COS X

sin(4x)
jim 9(4%) _ i 008(4X) 1 sin(4x)
x>05in(3x) x>0 sin(3x) x>0 cos(4x) sin(3x)
1 sin(4x)

al cos(4x) gl sin(3x)

De itt, mivel a cosXx fiiggvény mindeniitt folytonos lim
X0 cos(4x) cos0

. sin(4x

im S (4)

x>0 sin (3x)
nevezetes limesz felhasznalhato legyen.

=1, igyeléga

hatarértéket kiszamolni. Ezt a tortet is at fogjuk alakitani, ugy, hogy a fenti



lim sin(B;() ) 'xii?(sm(‘lx)sm(l“)j )

:”m£4xsin(4x) 3x ilzm[ﬂsinmx) 3x J:

4x  sin(3x) 3x 3 4x sin(3x)

4. sin(4x) . 3x
=—Ilim lim— .
3x50  4x  x>0sin(3x)
Most mar, az el6z06 feladatban latott helyettesitést alkalmazva latjuk, hogy itt mindkét limesz
eggyel egyenlo, ezért

fim 9(4%) _ 4.
x=0 sin (3x) 3
1-VeoSX | tarértéket.

34. feladat: Szamoljuk ki a lim
x—>0 2X

Megoldas: Ebben a %tipusﬁ limeszben a szamlaléban gyokok kiilonbsége all, ezért

gyoktelenitiink, és atalakitas utan a masodiknak emlitett nevezetes trigonometrikus limesz
felhasznalhato.

i 1—+Jcosx "m(l—\/cosx)(lJr cosx)_
o ax o0 ox(Leveosx)

X—>

_lim 1-cosx _lim 1 1-cosx |
x>0 2x(1+\/cosx) x>0 2(1+ cosx) X
lim— 1t iimlS °°SX=% 0=0.

*292(1+oosx) X0 X

sin(2x)(1-cosx)

XZ

hatarértéket.

35. feladat: Szamoljuk ki a Iirrg

Megoldas: Ebben a 0 tipusu limeszben mindkét emlitett nevezetes trigonometrikus limesz

felbukkan alkalmas atalakitasok utan.
. sin(2x)(1-cosx . (sin(2x) 1—
lim ( )( )=|II‘T(1)( ( )-1 COSX]:

2

x—0 X X X
) sin(2x) 1- _osin(2x) . 1-
=lim| 2. ( )-1 cosX =2-lim ( )-Ilml COSX:Z-l-O:O.
x—0 2X X 2X x—0 X

x—0

Ellenorzo kérdések:

2

13. kérdés: Mennyia lim — " hatérérték?
x>0 2X% + X + 2

1
2



0

—Qo0

1
-5 X

2

14. kérdés: Mennyi a lim — "+ hatarérték?
X1 2X° +X -3

2
~Z (X
c (X)

2

5

1

2

1

A oo X—4 o

15. kérdés: Mennyia lim hatarérték?
X—4+ \/__2

0

6

4 (X)

-4

o Coonosinx

16. kérdés: Mennyi a IIrp hatarérték?
X—0- X

o0

0(X)

—o0

1

2

17. kérdés: Mennyi a Iirr(}M hatarérték?
X—> X

0 (X)

1

-1

nem létezik



2. Fiiggvénytan

2.4. Modulzaro ellenorzo kérdések

In(x2 + x—12)

1. kérdés: Az f(x)= c
X_

fliggvény értelmezési tartomanya

(—o0;-4)U(3;5) U (5;). (X)
(—4;3).

(—o0;—4]U[3;5) U (5;0).

R\((—4;3)u{5}).

2. kérdés: Miaz f(x)= In(ln(3—x)) fliggvény értelmezési tartomanya?

3. Kkérdés: Tekintsiik az f (x)= x—(2x)2 fiiggvényt. Ekkor az f ( f (X)) fliggvény képlete

f(f (x)):x+8x2—32x3+64x4.
f(f(x))=x-8x"+32x° —64x". (X)
f(f(x))=x—8x2 —32x° —64x*.
f(f(x)) X +8x% +32x° + 64x*
4. kérdés: Ha g(f(x))=F_1 és f(x)=2x, akkor g(x)=
4
2x2 -1
4
(x+1)(x+1)
4

(X)

(x 1)(x+1)



(2x-1)(x+1)

5. kérdés: Melyikaz f (x)= is fiiggvény inverz fliggvénye?
X+

fl(x):%+3
f’l(x)=§—
fl(x)=§+3

i 4

f (X)=;—3 (X)

6. kérdés: Az f(x)=1- 4arccos[5ij fliggvény értelmezési tartomanya

7. kérdés: Az f(x)=4arcsin (%) -8 fiiggvény inverze

f(x)=2sin %)+8.

f(x)=2sin XT_8J

f~(x)=2sin %x+2). (X)

X+8

f‘l(x):—ZSin(Tj.

8. kérdés: Melyik hozzarendelési utasités tartozik a kovetkezd fliggvényabrahoz?



9. Kkérdés: Melyik abra tartozik az f (X) = 2x* —12x+10 fiiggvényhez?

v

-8

(X)



10. kérdés: Hol van aszimptotaja az f (x)= 3+x fliggvénynek?
X+

X =—8-ban fliggbleges aszimptotaja, y =1-ben vizszintes aszimptotaja (X)
X =8-ban fliggbleges aszimptotdja, y =—1-ben vizszintes aszimptotaja
X =—8-ban fliggdleges aszimptotaja, y =3-ban vizszintes aszimptotaja
X =8-ban fliggdleges aszimptotaja, y =—3-ban vizszintes aszimptotaja

11. kérdés: Legyen a, = 2_nl . Mi a sorozat legjobb alsé és legjobb felsd korlatja?
n+

k=0,és K=2
k=1,és K=2 (X)
k=1,és K=3
k=1,és K=o

12. kérdés: Legyen a, = % . Mennyi a sorozat esetén az € =0.01-hez tartozé legkisebb
n+

kiiszobindex?



38 (X)
37
75

74

13. kérdés: Mennyi az a, = J2n? —2n+2 —/2n? +3n—1 sorozat limesze?

52

4

42
5

(X)

2
. . -4
14. kérdés: Mivel egyenld a IImXZ—X+3 hatarérték?
x=3 2X° —5X -3

(20N

~N |~

hatarérték?

15. kérdés: Mivel egyenl6 a lim
x>4 X —4

Wl

Mlow



1
5 X
2
3

16. kérdés: Egy f(x) fliggvény grafikonja az alabbi abran lathato. Olvassuk le az abrarol a
Iingf(x) ésa Iir(r)] f(x) hatarértékeket.

74 .
f f —x
-2 2 4

Iirrzlf(x):6és Iirpﬁf(x):oo (X)
Iin;f(x):2és Iiryf(x):oo
Iin;f(x):6és Iir(r)]f(x):2
Iirrzlf(x):2és Iirpf(x):2
17. kérdés: Mivel egyenl6 a lim — hatarérték?

x-0+ 5in(5x)

0.8125
0.8 (X)
0.7875

0.8001

18. kérdés: Mivel egyenld a lim (\/1— X —+/1-2x ) hatarérték?

o0
nem létezik a limesz

oo (X)



3x? -4
3 2

2n?43
hatarérték?
X" -2

19. kérdés: Mivel egyenld a Iim(

1 x

g/e_zt




