1. Vektorok, komplex szamok

1.1. A térbeli vektorok fogalma, miiveletek vektorokkal

Tanulasi cél: a vektorok fogalmanak ¢és a veliik végezheto alapveté miiveletek megismerése,
ezek gyakorlati hasznalhatdsdganak ismertetése.

Térbeli vektorok definicioja, miiveletek és ezek geometriai jelentései

W. R. Hamilton (1805-1865) ir matematikus, csillagasz és fizikus volt az,
aki el6szor hasznalta a vektor kifejezést. A vektor elnevezés a
csillagaszatbol kertilt &t a matematikdba. Ott az ellipszis fokuszaban allo
Napbol a bolygokhoz huzott iranyitott szakasz elnevezésére szolgalt
(vectus = htizni, vonni).

Vannak olyan mennyiségek, amelyeket a nagysagukkal egyszertien meg
tudunk hatarozni. llyenek példaul a tomeg, az id6, a hosszsag. Ezek
megadasiahoz elegendd egy szam és egy alkalmasan valasztott
mértékegység. Ugyanakkor példaul az erd, az elmozdulés vagy a sebesség megadasdhoz tobb
informaciora is sziikség van. Példaul ha egy test elmozdulésat szeretnénk leirni, akkor meg kell
mondanunk, hogy milyen iranyban és mekkora tavolsagra mozdul el. Hasonldan, egy test
sebességének megadasahoz tudnunk kell, hogy milyen iranyban és mekkora sebességgel halad.

Definicio: A térbeli iranyitott szakaszokat vektoroknak nevezziik. Egy vektort harom adat
hataroz meg egyértelmiien, a nagysaga (hossza), az allasa (melyik egyenessel parhuzamos), és
az iranyitasa (az egyenesen merre mutat).

Definicié: Két vektor egyenld, ha mindharom jellemzdjiik azonos, azaz ha van olyan
parhuzamos eltolas, amellyel fedésbe hozhatok.

Jelolések: Ha egy v vektor az A kezdGpontbol a B végpontba mutat, akkor a kovetkezd
jeloléseket hasznalhatjuk: v = AB = V.

végpont

kezdépont

vlektor iranya

Definicié: A v vektor hosszan a vektort szemléltetd szakasz hosszat értjiik. Jele: ||V|| .Haezaz
érték 1, akkor a vektort egységvektornak nevezziik.



Definicié: Azt a vektort, amelynek hossza 0, nullvektornak nevezziik. A nullvektor iranya
tetszOleges, azaz minden vektorral parhuzamos és minden vektorra meréleges. Jele:0.

Definicio: A v ellentettjének nevezziik és —v-vel jeloljiikk a v-vel egyenld hosszisagu, azonos
allasu, de ellentétes iranyitottsaga vektort.

Miveletek vektorokkal

Osszeadas

Definicié: Adott két vektor a és b. Az a és b vektorokat toljuk el 6nmagukkal parhuzamosan
ugy, hogy a b vektor kezdépontja az a vektor végpontjaba keriiljon. Ekkor az a vektor
kezdOpontjabol a b vektor végpontjaba mutaté vektort az a és b vektorok Osszegének
(ereddjének) nevezziik. Jele: a+b

athb

haromszég modszer

paralelogramma szabaly

Tétel: A vektorok 6sszeadasa kommutativ a+b=b+a és asszociativ: (a+b)+c=a+(b+c) miivelet.



Alkalmazas: A testek mozgasanak vizsgalatakor (dinamikai és kinematikai feladatokban) a
kovetkezd modellt hasznaljuk: a testet a tomegkdzéppontjaval helyettesitjiik, és vizsgaljuk az
erre hat6 erdk ereddjét. A tomegpont nyugalomban van, ha a ra hato erék ereddje zérus (Newton
L. térvénye miatt; 6sszegiik nullvektor).

Kiilonbség

Definicio: a és b vektorok kiilonbségén értjiik és a-b-vel jeloljiik azt vektort, amelyet b-hez
adva a-t kapunk. (Toljuk az a és b vektorokat kozos kezddpontba. Ekkor a b vektor
végpontjabol az a vektor végpontjaba mutatd vektort az a és b vektorok kiilonbségének
nevezziik és a-b-vel jeldljik.)

Vektorok szorzasa valos szammal (skalarral)

Definicié: Az a nem nullvektor és a 4 =0 valds szam szorzatan értjiik és Aa-val jeldljiik azt

az a vektorral azonos allasu vektort, amelynek hossza |/1|||a , iranya A4 >0 esetében azonos,

A <0 esetén pedig ellentétes az a vektor iranyaval.

A skalarral vald szorzasra teljestilnek a kovetkezok:
(A-p)-a=A-(u)-a (asszociativitas)
A (a + b) =A-a+A-b (disztributivitas)

(A+u)-a=da+ua (disztributivitas)



Definicio: Legyenek vi, vz, ..., Vn tetszdleges vektorok, 4, 4,, ... 4, pedig tetszéleges valos
szamok. Ekkora A4, vi+ A, Vv2+...+ 4, vnvektorta vivektorok A, egyiitthatokkal képzett linedris

kombinaciojanak nevezziik.
Megjegyzés: a fenti egyiitthatok kozott szerepelhetnek negativ, pozitiv vagy akar nulla értékiiek
IS.

Vektorok felbonthatosaga

Tétel: (sikban) Ha az a és b nullvektoroktol kiilonb6z6 nem parhuzamos vektorok, akkor az
altaluk meghatarozott sik barmely v vektora egyértelmiien eldallithaté az a és b vektorok
linearis kombinacidjaként, azaz v=Aa+Ab alakban, ahol 1 ¢és 4, egyértelmiien
meghatarozott valds szamok. Ez azt jelenti, hogy a v vektor egyértelmiien felbonthato a-val és
b-vel parhuzamos 0Osszetevokre. Ebben az esetben szokas az a ¢és b vektorokat
bazisvektoroknak nevezni.

Tétel: (térben) Legyen a, b és ¢ harom nullvektort6l kiilonb6zé nem egysiku vektor. Ekkor
minden térbeli vektor egyértelmiien eléall az a, b és ¢ vektorok linearis kombinacidjaként. Ez
azt jelenti, hogy minden v vektorhoz egyértelmiien van olyan 4, 4,, A, valds szamharmas,

melyre v =Aa+A,b+A,c. llyenkor az a, b és ¢ vektorokat bazisnak ¢s ezeket az egyiitthatokat
a v vektor a; b; ¢ bazishoz tartoz6 koordinatainak nevezzik.

Megjegyzés: Ez a tétel azt jelenti, hogy ha rogzitiink harom nem egysika vektort a térben, tehat
megadunk egy bazist, akkor minden vektort egyértelmiien tudunk szamharmassal jellemezni
ebben a bazisban. A harom, nem egysiku, nullvektortol kiilonbozé vektor barmilyen lehet, tehat
tetszOleges szamu bazist megadhatunk. Természetesen mas bazishoz, mas koordinatak
tartoznak ugyanazon v vektor esetén. A tovabbiakban majd egy kitiintetett bazist fogunk
hasznalni, mégpedig az i, j, k egységnyi hosszusagu, egymasra paronként merdleges
vektorokat, amelyek ebben a sorrendben jobbsodrasu rendszert alkotnak.

Definicié: Az origdbol a tér egy tetszdleges pontjaba mutatd vektort a pont helyvektoranak
nevezzik.

Tétel: Legyen A és B két kiilonbozo térbeli pont, jelolje F az AB szakasz felezépontjat, a
megfelelé pontokba mutato helyvektorok pedig legyenek rendre a, b és f . Ekkor a felezépontba
+b

mutat helyvektor a csucsokba mutatd helyvektorok szamtani kozepe, azaz f = —

A

Bizonyitas: Ezt a bizonyitast azért érdemes levezetni, mivel a benne szerepld egyszerii 6tletet
mas feladatok megoldéasanal is hasznalni fogjuk.



Az abrar6l leolvashatd a kovetkezd Osszefiiggés:f=a+ AF és AF = %ﬁ = %(b —-a).

Elvégezve a behelyettesitést:

f=a+ﬁ=a+l(b—a)=a+1b—1a=aer
2 2 2 2

Tétel: Legyen A és B két kiilonbozo térbeli pont, és P az AB szakasz azon pontja, melyre
AP:PB=n:m. Ha a megfelel6 pontokba mutaté helyvektorok a, b, és p, akkor
_m-a+n-b
 m+n

Tétel: Ha az ABC haromszog csucsaiba mutatd helyvektorok a, b és ¢, akkor a haromszog
stlypontjaba mutaté s helyvektor:

1
s==(a+b+c).
3( )

1. feladat: Egy testre 100N nagysagu északi és egy 200N nagysagu nyugati iranyba mutato
erd hat. Mekkora és milyen iranyu erdvel lehet a testet nyugalomban tartani?

Megoldas

Mivel a két vektor merdleges egymadsra, ezért az Osszegiik (ereddjiik) nagysaga Pitagorasz

tétellel szamolhato:
||Fe|| =4/100% + 200% ~ 223,6N

Meghatarozzuk az eredé nyugati iranyhoz képest észak felé vett hajlasszogét, melyet « -val
jeloliink:

tga = 100 a = 26,57
200




Ha a testet nyugalomban akarjuk tartani, akkor az eredével ellentétes iranyu, vele azonos
nagysagu erdt kell alkalmaznunk. Tehédt egy =~ 223,6N nagysagu, a keleti iranytol lefelé

~ 26,57 -ban hajl6 erére van sziikség.

2. feladat: Az ABCD paralelogramma csucsainak helyvektorai rendre a, b, ¢ és d. Fejezziik
ki ad vektortaz a, b, c vektorok segitségével!

Megoldas
A helyvektorok a sik egy tetsz6leges pontjabdl az adott pontba mutato vektorok.

Az abrarol a kovetkezd olvashato le:
d=OD=a+AD=a+BC=a+(c—b)=a+c-b.

3. feladat: Az ABC haromszog S sulypontjabol a csticsokba mutatd helyvektorok legyenek
rendre a, b, c. Hatarozzuk meg az a, b, ¢ vektorok 6sszegét!

Megoldas
Készitsiink abrat.

B

A

Legyen F az AB oldal felez6pontja, ezért SF = % . A stlypont a stlyvonal cstcstdl tavolabbi

harmadolo pontja, ezért ¢ =-2- SF =—(a+b).
Innen atrendezéssel a kovetkezot kapjuk:

a+b+c=0.



4. feladat: Az ABC hiromszdg BC oldalanak felezépontja legyen D. Szerkessziik meg a D’

pontot, amelyre AD+ AD’=0. Allitsuk elé a D'A és D'B vektorokat az AB és AC
vektorok segitségével.

Megoldas

Mivel a feltétel szerint AD+AD =0 teljesiil, ezért a D pont a D pont A-ra vonatkozé
kozéppontos tiikkorképe. Ekkor

DA_ Ap - AC+AB

YT a:ACJZrAB_i_ﬁ:ACJ;BAB.

5. feladat: Az ABC haromszogben AB: AC =2:3. Az A csucsbol indulo belsé szogfelezo a
szemkozti oldalt D pontban metszi. Adjuk meg az AD vektort AB és AC segitségével.

Megoldas

A feladat megolddsdhoz ismerniink kell a szogfelezOk osztdsaranyara vonatkozd tételt.
Eszerint: Barmely haromszdgben egy belso szog szogfelezdje a szemkozti oldalt a szomszédos
oldalak aranyaban osztja két részre.

Ennek értelmében a D pont a BC oldalon egy 6t6do16 pont ugy, hogy

Cb_3
BD 2
Ekkor:
AD - 2AC;—3AB _

6. feladat: Bontsuk fel a 20" -os lejtére helyezett SOON stlyu testre hato stlyerét a lejtovel
parhuzamos as arra merdleges Osszetevore.

Megoldas
Rajzoljuk fel az 4brat.

A rajzon talalunk merdleges szart szogeket, ezért a keresett Osszetevok a kdvetkezé modon
szamolhatok.



A lejtével parhuzamos 6sszetevo:

sina_M — sin20 = | - ||6,||~171N,
IG|| 500N P
c0305=M — 0520 :M — |G|~ 470N.
Te]] 500N

7. feladat: Az ABCDEFGH kocka A csucsabodl a szomszédos cstcsokba mutatd vektorok
legyenek: AB=a, AD =b, AE =c. Fejezziik ki az A csticsbol az osszes tobbi csiicsba
mutatd vektort az a, b, ¢ vektorok segitségével. Szamoljuk ki a keresett vektorok hosszat,
ha a kocka élének hossza 5 egység.

Megoldas
Készitsiink abrat.

A a B

A vektorok hosszanak kiszamitasanal a Pitagorasz tételt kell alkalmazni.

AC =a+b, |AC|=4+/52+5% =/50 =52
AF —a+c, |AF||=+52+52 =~/50 =52
AG =a+b+c, HEH: 52 452 152 — \[75 =53

AH =b+c, |AF]=+/5%+52 =50 =5V2.

Ellenorzo kérdések

1. kérdés: Tekintsiik az ABCDEF szabalyos hatszoget. Az A, B, C és D csucsba mutato
helyvektorokat jeldlje rendre: a, b, ¢ és d. Fejezziik ki az E csticsba mutato helyvektort
az a, b, ¢, d vektorok segitségével!

Megoldas:

d-a+b

a+b-d
d+a-b (X)



d-a-b

2. kérdés: Az ABCD paralelogramma sikjanak egy tetszéleges pontja O. Igaz-e a kdvetkezd

_— — —s —

Osszefiiggés: OA+0OC =0B+0D?
Megoldas

igen (X)
nem

3. kérdés: Egy egységnyi oldalu szabalyos hatszog cstcsai: A, B, C, D, E, F, kézéppontja K.

Legyen BA=a és BC=b. Fejezze ki a megadott vektorok segitségével az ED és BK
vektorokat. Hatarozza meg a keresett vektorok hosszat!

Megoldas

ED - -a. BK ~a—b, |ED|-1, [BK|-0

ED=-a BK==(a+b), [ED|-1 [BK[=2
2 2

ED=-a, BK=a-b, [ED|=L [BK|=0

ED=-a, BK =a+bh, Hﬁ”:l, HW =1 (X)

4. kérdés: Egy kocka A csticsabol kiindulé élvektorok a, b és c. Allapitsa meg, hogy az alabbi
vektorok koziil melyek mutatnak az A-bol kiindulva valamelyik kockacsucsba:
a) a+b-c b) a+c c) b-b d) a+b+c-a

Megoldas

mindegyik
csak az a) nem (X)
csak b) nem
csak c) nem

5. kérdés Legyen P az AB szakasz A-hoz kozelebbi negyedeld pontja. Ha az A és B pontokba
mutatd helyvektorok rendre a és b, akkor a P pontba mutat6 helyvektor:

Megoldas

%(4a +b)

%(a +4b)
LEa+h) (%
4

1
—(a+4b
4(+)






Vektorok szorzatai
Skalaris szorzat

Gyakran sziikségiink van arra, hogy ismerjiik egy testre hato F erdnek a mozgas iranyaba eso
Osszetevojét. Megmutatjuk, hogyan lehet egyszeriien kiszamitani két vektor altal kézbezart
szoget. A szamitas kulcsa a skalarszorzatnak nevezett kifejezés, amit belsé szorzatként vagy
skalaris szorzatkeént is emlegetnek. Azért besz€liink skalarszorzatrol, mert az eredmény egy
skalar (valos szam), nem pedig vektor. A skalarszorzat segitségével Ki tudjuk szamitani egy
vektor masik vektorra vonatkozo vetiiletét és valamely allando erd altal az elmozdulas
iranyaban végzett munkat is.

Definicio: Két egyallast vektor esetében ha a vektorok egyiranyuak, akkor hajlasszogiik 0°, ha
pedig ellentétes iranyuak, akkor hajlasszogiik 180°. Nem egyallasu vektorok esetén a vektorok
hajlasszogén a kdzos pontbdl kiinduld vektorok altal bezart konvex szdget értjiik.

b

(e

>

e
1]

Definicié: Tetszéleges a és b vektor skalaris szorzatan az <a, b> = ||a||||b||COSgo mennyiséget
értjiik, ahol ¢ a két vektor altal kdzbezart szog.

A skaldris szorzat tulajdonsagai:
(ab)=(b.2)
(a+b,c)=(a,c)+(b,c)
(Aa,b) =(a, Ab)
(a.2)=[al
Tétel: Két vektor akkor és csak akkor merbleges egymasra, ha skalaris szorzatuk nulla.

Definicio: Ha két vektor merdleges egymasra, akkor ezeket ortogonalis vektoroknak nevezziik.

Tétel: Két vektor hegyesszoget zar be egymassal akkor €s csak akkor, ha skalaris szorzatuk
pozitiv. Két vektor tompaszoget zar be egymassal akkor és csak akkor, ha skalaris szorzatuk
negativ.

A skalaris szorzat egyik fontos alkalmazasi teriilete: adott a és b vektorok esetén az a vektort
egyértelmiien fel tudjuk bontani b-vel parhuzamos és b-re meréleges Gsszetevokre.

Tétel: Legyen adott a és b vektor, ahol b # 0. Ekkor az a vektor b iranyaba esé merdleges
vetiiletvektora (az a vektor b-vel parhuzamos 6sszetevoje):



(),

a =
bl

Vektorialis szorzat

Két vektor esetében értelmezhetiink egy masféle szorzasi miiveletet is. Ennek a szorzasnak az
eredménye egy Uj vektor, az elnevezése pedig vektorialis szorzat lesz.

A vektorialis szorzat fogalmat széleskoriien alkalmazzak az elektromossag, magnesesség, az
aramlastan és az égi mechanika jelenségeinek leirasaban.

Definicio: Adott a és b vektorok vektorialis szorzatan azt a vektort értjiik, amely merdleges a-
ra és b-re, hossza ||a>< b|| = ||a||||b||sin @, ahol ¢ az a és b vektorok altal bezart szog, és a, b, axb
ebben a sorrendben jobbsodrasu rendszert alkotnak.

F 3
axh
b
o
a

bxa

v

A vektorialis szorzat tulajdonsagai:

axb=-bxa

(a+b)xc=axc+bxc
ax(b + c) = axb + axc
(Ka)xbzax(kb)zk(axb)

Tétel: Adott a és b nem nullvektorok esetén a vektoridlis szorzatuk akkor és csak akkor
nullvektor, ha a két vektor egymassal parhuzamos.

Tétel: Adott a és b nem nullvektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete éppen az ||a>< b||

pozitiv valds szam.



A 4

T =laxb|

axb
Tétel: Adott a és b nem nullvektorok altal kifeszitett haromszog teriilete éppen az u

pozitiv valds szam.

Vegyesszorzat

A vegyesszorzat elnevezés arra utal, hogy ennek kiszdmitdsdnal mindkét vektorszorzas
miiveletre sziikségiink lesz.

Definicio: Adott a, b és ¢ nem nullvektorok vegyes szorzatan az abc = <a>< b,C> valds szdmot
értjik.

Tétel: Az a, b és ¢ vektorok akkor és csak akkor egysikuiak, ha abc=0. Ha a vegyesszorzat nem

nulla, akkor annak abszolut értéke az a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon Vp
térfogatat adja:

V, =|abc].

)

8. feladat: Legyen a és b két olyan vektor, melyek hajlasszoge % , valamint ||a|| =5¢s ||b|| =4

. Szdmolja ki az alabbi skalaris szorzatok értékét:



a) (a,b)

b) a’

c) (a+b)’

d (a-b)*

e) (3a—2b)(a+2b)

Megoldas

a) <a,b>:||a||||b||cos%=5-4-§=10\/§

b) a’=(aa)=|4al[a|cos0" =5-5-1=25
c) (a+b)’=(a+b,a+b)=(a,a)+(a,b)+(ba)+(b,b)=

B3

=|la|* + 2||a||||b||cos%+ b|f" = 25+ 40- 7+16 ~ 75,64 .
d) (a—b)’=(a—b,a—b)=(a,a)—(a,b)—(b,a)+(b,b)=
J3

=|la|* - 2||a||||b||cos% +|lb|f" = 25— 40- = +16~6,36

e) (3a-2b)(a+2b)=(3a-2b,a+2b)=3(a,a)+6(ab)-2(b,a)-4(b,b)=
J3

=3 + 4||a||||b||cos% —4|b||" =75+80- = —64~80,28.

9. feladat: Hatarozzuk meg az a és b vektorok szogét, ha ||a|| =9, ||b|| =4 és (a, b) =-10.

Megoldas
A skalaris szorzat definicidja szerint: (a, b> = ||a||-||b||-c03(p, ahol ¢ a két vektor altal bezart
szOg. Innen:
-10 1 .
cosp=—-=—= — @=120.
PT84 2 v

10. feladat: Az ABCDEF szabalyos hatszog oldalainak hossza 10, a hatszog kozéppontja O.
Szamitsa ki a kdvetkezo skalaris szorzatokat:

(A8,4G), (A8, AC), (BC, EF), (FC,8D), (FC,EF).
Megoldas
Rajzoljuk fel a szabalyos hatszdget.



FC, ﬁ} =20-10-c0s120° = 200-(-0,5) =100 .

F D
0
A C
B
<E,E> —10-10-c0s60° =100-0,5=50.
<E,E>=10-10\/§-cos30° =1oo-\/§-§ —150.
<ﬁ,ﬁ> —10-10-c0s180" = —100 .
<FT:,@> —20-10/3-c0s90° = 0.

11. feladat: Mekkora az a és b egységvektorok szoge, ha (a- 2b, 2a—b> =0,5.

Megoldas

Az egyenlet bal oldalan végezziik el a miiveleteket és hasznaljuk ki az (a,a) :||a||2 =1 és

(b,b) = ||b||2 =1 oOsszefliggést:
(a-2b,2a-b)=2(a,a)-1(a,b)-4(a,b)+2(b,b)=2-5(a,b)+2=4-5(a,b).

Eszerint:

4-5(a,b)=0,5 —><a,b>=3’—55 — ¢ =45,57".

12. feladat: Hatarozzuk meg az a és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriiletét, ha a

két vektor egymadssal 30" -o0s szdget zar be és ||a|| =5 valamint ||b|| =10!

Megoldas
Tudjuk, hogy az a és b nem nullvektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete éppen az

||a>< b|| pozitiv valds szdm, azaz

T =axb| = a][lbsin ¢ = 5-10-sin 30" = 25.

13. feladat: Tekintsiik az i, j, k egységvektorokat. Milyen eredményt ad a (jxi)x j miivelet?

Megoldas



A keresett miivelet eredménye egy vektor lesz, mivel két vektorialis szorzatot kell egymas utan
elvégezni. Tudjuk, hogy a vektorialis szorzat eredménye egy vektor, igy ezt kétszer egymas
utan elvégezve is egy vektort kapunk. Ha a jobbsodrast koordinata rendszerre gondolunk, akkor
tudjuk, hogy

jxi=—(ix]j)=-k
—kxj=—(kxj)=~(-)=i.
14. feladat: Tekintsiik az ABCDEF szabalyos hatszoget, melynek oldaléle 15 cm hossza. Mivel
egyenlé az ABBCCD ?
Megoldas
Tudott, hogy az ABBCCD vegyesszorzat abszolit értéke az AB BC és CD vektorok altal
kifeszitett paralelepipedon térfogatat adja meg. Ebben az esetben, mivel ezek a vektorok egy

szabalyos hatszog oldal vektorai, ezért ezek egy sikban vannak. Ha a vektorok egy sikban
vannak, akkor nem feszitenek ki testet, tehat a vegyesszorzat értéke nulla.

Eszerint:

ABBCCD =0.

Ellenorzo kérdések

6. kérdés Ha az ABCDEFGH szabalyos nyolcszog oldalainak hossza 10 egység, akkor mivel
egyenld <E, E>?

Megoldas

5072
5042 (X)
50

50

7. kérdés: Haaz ABCD paralelogramma AB oldala 6 egység, akkor mivel egyenld HE X ﬁ”
?

Megoldas
0 (X)
3

6
9

8. Kkérdés: Mivel egyenld ixk?
Megoldas

0

)

J (X)

1



9. kérdés Ha az ABC szabalyos haromszog oldalainak hossza 2 egység, akkor mivel egyenld
az ABBCCA?

8

4

2

0 (X)
Osszetett feladatok

15. feladat: Az ABC haromszog A csucsahoz egy tetszéleges O pontbol az a, a B csticsba a b,
a BC szakasz felezOpontjaba pedig a p vektor mutat. Allitsuk el6 a, b, és p segitségével :
a) az O-bol a C-be vezet6 vektort

b)  az AC vektort.

Megoldas

Készitsiink abrat!
C
DA B
A
b
a) OC=O0B-+BC =0B-+2BP =0B+2(OP —OB)
OC =b+2(p-b)=2p-b
b) AC=0C-OA=2p-b-a
16. feladat: Bizonyitsuk be, hogy ha két vektor egyenlé hosszli, akkor Osszegik és
kiilonbségiik merdleges egymasra.

Megoldas

Abban az esetben, ha a két vektor nem parhuzamos, akkor megszerkesztve az dsszegiiket és a
kiilonbségiiket 1ényegében egy rombusz két atlojat kapjuk. Az elemi geometriabdl ismert, hogy
ezek egymasra merdlegesek.

Ha a két vektor parhuzamos, akkor vagy azonos iranyuak, vagy ellentétesek.



Ha azonos iranyuak, akkor a kiilonbségiik 0, ha ellentétes iranyuak, akkor pedig az 6sszegiik 0.
Mivel a 0 vektor iranya tetszOleges, ezért a 0 vektor barmely vektorra merdleges is, ezzel az
allitast igazoltuk.

17. feladat: AB és AB’ tetszdleges szakaszok, ezek felezépontja F és F. lgaz-e, hogy az AA,
BB és FF' szakaszok felezépontjai egy egyenesen vannak!

Megoldas

A! F" B'

Legyen X az AA', Y az FF és Z a BB szakasz felezpontja.
Legyenek az A, B, F, A, B, F pontokba mutaté helyvektorok rendre a, b, f, a’, b’ és f'.
Ekkor:

&=a+a O—Z’zb';b,
~__ a+b a'+b’ a+a b+b
oy _OFFOF' 5 ™ 5 5 " 5 _OX+0Z
2 2 2

Ebbdl az kovetkezik, hogy Y felezépontja az XZ szakasznak, tehat X, Y és Z egy egyenesen
vannak.

18. feladat: Az ABCDE szabalyos négyoldali gula alaplapja az ABCD négyzet. Legyen
AB=a, AD=b és AE =c. Fejezziik ki az a, b és ¢ vektorokkal:

a) a DE vektort
b) az A csticsbol a CE él felezépontjaba mutato vektort
c) az A csucsbol a BCE oldallap sulypontjaba mutato vektort.

Megoldas



a) A DE vektor felirhaté két vektor kiilonbségeként:
DE =c-b.

b) A CE ¢él, mint szakasz F felezépontjaba mutatd6 vektort akkor tudjuk konnyen
meghatarozni, ha ismerjilk a CE szakasz két végpontjadba mutatd azon helyvektorokat,
amelyek az A csticsbdl indulnak. A vektorok dsszeadasara vonatkozo szabaly alapjan:

AC=a+b AE=c.
A szakasz felezOpontba mutato vektor:

AF = AC+AE _ a+b+c.
2 2
c) Az A cstcsbol a BCE oldallap stulypontjaba mutatd vektort akkor tudjuk eldallitani, ha
ismerjiik a B, C és E csucsokba mutatd, A pontbol induld helyvektorokat. Felhasznalva az
el6z6 eredményeket:

AB=a AC=a+b AE=c.
A BCE oldallap sulypontjaba mutat6 vektor:

FS_E+TC+E_a+a+b+c_2a+b+c
B 3 3 3

19.  feladat: Az ABC haromszogben AB=6cm, BC=7cm és AC=8cm. Hatarozzuk meg az
(AB,AC) értéket!

7 cm
8 cm

6 cm

Megoldas



A skalaris szorzat kiszamitasahoz sziikségiink van a két vektor altal kdzbezart szogre. Jelen
esetben ez a haromszog A cstucsanal 1évo szoge. Mivel ez egy altalanos haromszog, ezért ezt a
szoget koszinusztétellel tudjuk kiszdmolni. A szokésos betlizést hasznélva:

a’ =b*+c” - 2bccosa
7 =6°+8"-2-6-8c0sa¢ — COS« :;—; — a~57,91.
A keresett skalaris szorzat:
(AB,AC)=6-8-c0s57,91 = 25,2.
Megjegyzés: Mivel a skalaris szorzat szamolasanal a szog koszinuszara van sziikség, ezért nem
sziikséges magat a szoget kiszamolni. Megallhatunk a cosa = é—; Osszefiiggésnél, ezt

helyettesitjiik be a skalaris szorzatba, ezaltal pontos eredményt kapva.

20.  feladat: A k paraméter mely értékénél lesznek merdlegesek egymasra az a+kb és
a—kb (b=0) vektorok?

Megoldas

Két vektor pontosan akkor merdleges egymasra, ha skalaris szorzatuk nulla, tehat a
(a+kb,a—kb)=0

egyenletet kell megoldanunk. Kihasznalva a skalaris szorzat tulajdonsagait és az egyenlet bal
oldalat atalakitva:

(a,a)—k(a,b)+k(b,a)—k*(b,b)=0
egyenlethez jutunk.
Ebbdl:

[l ~k* [l <0,

tehat

21.  feladat: Ha az a és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete 6 egység, akkor
mekkora a terilete a Cc=4a-b é a d=a+5b vektorok Aaltal Kkifeszitett
paralelogrammanak?

Megoldas

Tudjuk, hogy a paralelogramma teriilete egyenlé az 6t kifeszité két vektor vektorialis
szorzatanak abszolut értékével. Tehat a keresett teriilet:

T =|cxd|.
Behelyettesitve:
T =|(4a-b)x(a+5b)||.

Eldszor bontsuk fel a belsé zarojeleket. Minden tagot minden taggal meg kell szorozni, de
iigyelni kell arra, hogy a vektorialis szorzatnal szamit a tényezdk sorrendje:



T =|4(axa)+20(axb)-(bxa)-5(bxb)|.
Vegyiik észre, hogy
axa=|a||-|a]-sin0" =0,
valamint:
axb=-(bxa).
fgy a keresett teriilet:
T =|4(axa) +20(axb)- (bxa)-5(bxb)| =[21(axb)|=21-6 =126 teriiletegység.

22. feladat: Ha az a, b, ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata 5 egység, akkor
mennyi a térfogata az u=2a-b, v=a+3c, w=2b-c vektorok altal kifeszitett

paralelepipedonnak?
Megoldas

Mivel a paralelepipedon térfogata az 6t kifeszitd vektorok vegyesszorzatanak abszolut
értekével egyenld, ezért

V =|uvw].
Behelyettesitve:
V =|(2a-b)(a+3c)(2b-c)|.
A vegyesszorzat definicidja szerint a keresett térfogatot tovabb alakitva:
V =|((2a-b)x(a+3c),(2b-c))|.
Végezziik el elészor kiilon csak a vektorialis szorzast:
(2a-b)x(a+3c)=2(axa)+6(axc)-(bxa)-3(axc).
Kihasznalva, hogy axa=0
(2a-b)x(a+3c)=6(axc)-(bxa)-3(axc).
Helyettesitsiik ezt vissza a keresett térfogatba:

V =|(6(axc)- (bxa)-3(axc),(2b-c))| =

=|(12(axc),b)-6((axc),c)-2((bxa),b)+((bxa),c)-6((bxc),b) +3((bxc),c)

Felhasznalva a vegyesszorzat jelolési modot, folytatva az atalakitast:

V =[12ach - 6acc - 2bab + bac - 6bcb + 3bcc|

Mivel harom egysikt vektor vegyes szorzata 0, ezért mindegyik tag, amelyben van ismétl6do
vektor, az 0 lesz. (ha harom vektor koziil kettd azonos, akkor a harom vektor biztosan egysiki)

V =|[12acb +bac| .

Felhasznalva, hogy acb =-abc és bac =-abc



V =|-12abc - abc| =|-13abc| = 13|abc|.

Mivel az a, b, ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata 5 egység ezért
V =13-5=65.

Ellenorzo kérdések

10. kérdés: Az egységnyi oldalhosszusagn négyzet koré irt korének egy tetszdleges (a
csticsoktol  kiilonb6zé) P pontjabdl a csucsokhoz huzott helyvektorai legyenek:

ﬁ, @, ﬁf PD. Mivel egyenld <ﬁ+ P—C, PB+ ﬁ> ?

0
1
-1
2 X
11.  Kkérdés: Az el6z6 feladatban szerepld négyzetet tekintve, mivel egyenld

(PA-PC, PE-PD)?

0 (X)
1
-1
2

12. kérdés: Mekkora szoget zarnak be az a és b egységvektorok, ha tudjuk, hogy 5a-4b és az
a+2b vektorok merdlegesek egymasra?

30°

45°

60° (X)
120°

13.  kérdés: Ha az a, b, c vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata 19 egység,
akkor mennyi a térfogata az a-b, a+b, b+2c vektorok altal kifeszitett
paralelepipedonnak?

38
57
76 (X)
95



2. Vektorok, komplex szamok

2.2 Vektorok koordinatas alakja

Tanulasi cél: ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a koordinatdkkal megadott vektorokkal
hogyan kell az eddig megismert fogalmakat értelmezni és a miiveleteket elvégezni.

Descartes-féle koordinata rendszer, vektorok koordinatas alakja

A Descartes-féle koordinata-rendszerben a harom tengely egymasra merdleges, €s egy pont
helyzetét — koordinatait — az X, y és z tengelyektdl mért tadvolsadga hatarozza meg. A tengelyek
metszéspontja az origd. Az origobol kiinduld, és a tengelyek iranyaba mutatd, egymadsra
kolesondsen merdleges egységvektorokat nevezziik alapvektoroknak vagy bazisvektoroknak.
Az origobol az (1, 0, 0) pontba mutatd (X iranya) egységvektor jele i, a (0, 1, 0) pontba mutato
(y iranyu) egységvektor jele j, mig a (0, 0, 1) pontba mutatd (z irany(1) egységvektor jele a K.

Az i, J, k egységnyi hosszu, egymasra paronként meréleges vektorok ebben a sorrendben
jobbsodrasu rendszert alkotnak. Ez azt jelenti, hogy ha a k vektor iranyaval szemben nézve
letekintiink az i és a j vektorok altal kifeszitett sikra, akkor ezen a sikon az i vektort az 6ramutaté
jarasaval ellentétes iranya 90 szogi forgatas viszi a j vektorba.

A J
v

Az eldz6 fejezetben targyalt, vektorok egyértelmii felbonthatosagara vonatkoz6 tétel alapjan,
egy P(x,y,z) pontba mutatdé helyvektor egyértelmilen felirhato a tengelyeken vett

egységvektorok (bazisvektorok) linearis kombinacidjaként p = xi + yj+ zk alakban.

Ekkor az (X, y,z) rendezett szamharmast a p vektor Descartes koordinatainak nevezziik,

szokasos jeldlés: p=(X,Y,z)



P(x,v,z)

\ 4

/ y
X

Miiveletek koordinatikkal (6sszeadas, kivonas, skalarral valo szorzas)
Tétel: Legyen a=(a,,a,,8;) és b=(b,,b,,b;). Ekkor
a+b=(a,a,a,)+(b,b,,b)=(a +b,a,+b,a,+h,)
a-b=(a,a,a)-(b.b,0)=(a-ba-b,a-b)
Aa=2(ay,a,a)=(1a,4a, 1a,)

Tétel: Legyen A=(a,,a,a;) és B=(b,,b,b;) két tetszéleges pont, tovébba a és b az adott
pontokba mutato helyvektorok. Ekkor

E:b_a:(bl_avbz_az’bz_aﬁ)

|AB] =[o-a] = /b, ~ ) + (b, —2,)* + (b, —a,)”

1. feladat: Hatarozzuk meg az a+b, a—b, 3a, 2b-4a,a, vektorokat, ha a=(1,2,3) és
b =(-3,4,-2)! (jelolje ae az a iranyu egységvektort)

Megoldas

a+b=(12,3)+(-34,-2)=(-2,6,0)
a—b=(12,3)—(-3,4,-2) = (4,-2,5)
3a=3(12,3)=(36,9)

2b—-4a=2(-34,-2) —4(1, 2,3) =(-10,0,-16)



a=JI’+22+3 =14

Jeldlje ae az a irdnyl egységvektort. Ekkor

1 1 1 2 3
e 029 )

2. feladat: Dontsiik el, hogy parhuzamosak-e az adott vektorparok:
a) a=(-4,12,8) és b=(-2,6,4)
b) a=(9,312) és b=(3,15)

Megoldas

Két vektor parhuzamos, ha az egyik vektor eléall a masik nullatol kiilonb6zo szdmszorosaként,
azaz ha létezik olyan A #0 valds szam, amelyre a=Ab.

a) Konnyen lathato, hogy ebben a részben a A =2 értéket valasztva, a=2b, tehat ezek a
vektorok parhuzamosak.

Eszrevehetd, hogy ha a=Ab, akkor A = 4_%_ 5% Osszefliggés is teljesiil, azaz a

2 3
vektorok azonos indexii koordinatainak hanyadosai egyenldk. Ezzel a mddszerrel:
-4 128
-2 6 4

b) Kihasznalva, hogy ha az azonos index( koordinatak hanyadosai egyenl6k, akkor az egyik
vektor a masik szadmszorosa, azaz parhuzamosak. Ebben az esetben:
9 3 12

3 1 5°

Tehat ez a két vektor nem parhuzamos.

3. feladat: Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi pontok egy egyenesre esnek-€? A(1,-2,3),
B(-11,-1) és C(=3,-2,3).

Megoldas

A harom pont akkor illeszkedik egy egyenesre, ha AB ¢és AC vektorok parhuzamosak
egymassal. (Természetesen itt masképpen is ki lehetne valasztani két-két vektort.)

Legyenek a, b, és c az A, B és C pontokban mutato helyvektorok. Ekkor:
AB=b-a=(-23-4) és AC=c—a=(-4,0,0).

Mivel:



ezért a harom pont nem esik egy egyenesre.

4. feladat: Az el6z6 feladatban megadott pontok nincsenek egy egyenesen, tehat egy
haromszoget hataroznak meg. Szamitsuk ki a haromszog kertiletét!

Megoldas

A keriilet kiszamitasdhoz ismerni kell mindharom oldal hosszat. Az oldalak hossza nem mas,

mint az adott pontok tavolsaga. Az A és B pontok tavolsaga az AB vektor hosszaval egyezik
meg.

AB=b-a=(-23-4) HEH = J(-2)? +3 +(-4)? =/29.
Hasonloan szamoljuk a mésik két oldal hosszat is:

AC=c-a=(-4,0,0) [BC|=\(-4)+(0)+0* =\16 =4

BC=c-b=(-2-34) H%H = (=22 +(-3)*+4* =29
A haromszdog keriilete:
K =29 +4+29 ~14,77.
5. feladat: Hatarozzuk meg az AB szakasz F felezépontjat és az A -hoz kozelebb esé Ha
harmadolo6 pontjanak koordinatait, ha A(4,1,-2) és B(3,-11)!
Megoldas

Hasznaljuk fel, hogy az F pontba mutaté f helyvektor felirhatd a végpontokba mutatd
a+b

helyvektorok segitségével f = alakban. Mivel ez egy vektorialis egyenlet, ez az

Osszefliggés a koordinatakra kiilon-kiilon is felirhato, azaz

C_atb . _ath . ath,
1 2 3 "
2 2 2

Tehat:
ES B EIC N =
2 2 2 2 2
A kapott eredmények alapjan a felezpont:

F(30-3 ).
2 2

A Ha pontba mutatd ha helyvektor szintén felirhatd a végpontokba mutatdé helyvektorok
segitségével:
ha:2a+b.
3




Elvégezve a szamolast:

h —23+b :Ea+1b=3(4,1,—2)+1(3,—1,1)=[E,1,—1j.
3 3 3 33

Tehat a keresett harmadol6 pont koordinatai:
H, (1_1 L _1j .
33

6. feladat: Adott az a = (—4,3,0) vektor. Allitsuk el
a) az a-val azonos iranyu a, egységnyi hosszusagu vektort
b) az a-val ellentétes iranyt, 8 hosszusagu b vektort!

Megoldas
a) Tudjuk, hogy
1
a,=-—a,
ol
ezért ebbe az Osszefiiggésbe behelyettesitve:
1

a, = ia =
o = f(-4)? +32 + 02

b) El6szor adjuk meg az a vektorral azonos iranyt, iranyitottsagu és egységnyi hosszsagu

1 4 3
-4,3,0)=-(-4,3,0)=| ——,-,0
( )= ) ( - j
a, vektort. Ezt az el6z0 részben szamoltuk ki,

Ezt az egységnyi hosszisagu vektort nyujtsuk meg 8 egységnyire:

S NE
55 5 5

Képezziik az ellentett vektorat, azaz szorozzuk meg (—1)-gyel:

=16 =1 -2 2.0)-[£.- 2.0
5 5 5 5

Ellenorzo kérdések

1. kérdés Az AB szakasz felezOpontja F. Ha A(11,-3,-4) és F(-2,1,3) akkor B pont
B(4,5, -1, -1,5)



B(7,5, -2, -7,5)
B(-15,5,10) (X)
B(-15,5,1)

. kérdés: Hatarozzuk meg az ABCD paralelogramma D csucsat, ha A(1,2,3), B(-1,1,-3) és
C(5,-4,5)!

D(7, -3,-10)
D(7,-3,-11) (X)
D(-5,7,-5)
D(7,-3,-5)

. kérdés: Egy egyenesre illeszkedik-¢ a kdvetkez6 harom pont: A(1, -1, 5), B(3, 3, 3) és C(0,
-3, 4)?

igen
nem (X)

. kérdés: Hatarozza meg az a=(-112) irdnydba mutatd egységnyi hosszusagu vektor

koordinatait!
(339

2 2
(_l 1 l}

4'4°2

1 1 6
{_%!E!?J (X)

|
gl
ol
Wl
N

. kérdés: Hatarozza meg az AB szakasz B-hez kozelebbi harmadol6 pontjanak koordinatait,
haA(1, 1, -1,) és B(3, -1, 2)!




Vektorok skalaris szorzata

Emlékeztet6 az 1. leckébdl:

Definicio: Tetszéleges a és b vektor skaléris szorzatan az (a,b) = [af b - cos ¢ mennyiséget
értjiik, ahol ¢ a két vektor altal kdzbezart szog.

Tétel: Két vektor akkor €s csak akkor merdleges egymasra, ha skalaris szorzatuk nulla.
Definicié: ha két vektor merdleges egymasra, akkor ezeket ortogonalis vektoroknak nevezziik.

A skalaris szorzat szamolasa koordinatakkal
Tétel: Legyen a=(a,,a,,3;) és b=(b,,b,,b;). Ekkor

ab=ab +ab, +a;b,.

Megjegyzés: ortonormalt bazisvektorok esetén <i,j> = <i, k> = <j, k> =0.

Tétel: Legyen a= (al, a,, ag) és b= (bl, b,, b3) nullvektortol kiilonbozd két vektor. Ekkor az

altaluk kozbezart szog:

cosg = _(a, b)
[a]lb]

Kovetkezmény: Ha

. (a, b) >0 akkor a két vektor hegyesszoget zar be egymassal,
J (a, b) <0 akkor a két vektor tompaszoget zar be egymassal,

J (a, b) =0 akkor a két vektor merdleges egymasra.

Tétel: Legyen adott a és b vektor, ahol b # 0. Ekkor az a vektor egyértelmiien felbonthato b
vektorral parhuzamos (ap) és b vektorra meréleges dsszetevokre (am), ahol
a,b
(@),

a =-—-;*- S a =a-—a_.
T R

7. feladat: Hatarozzuk meg a kovetkezd vektorparok szogét:
a) a=(5,-1,2) b=(31-2)
b) a=(4,-2,2) b=(36,0)
c) a=(-2,-1,2) b=(312)

Megoldas
Jeloljiik a két vektor altal kozbezart szoget ¢ -el. Ekkor a



(a.b)
el

Cos @ =

Osszefliggés alapjan fogunk szamolni.

a) Haa=(5-12) és b=(3,1,-2) , akkor
(a,b) 5-3+(-1)-1+2-(-2)

cosp = = -
[alllbl /5% + (-7 + 22 3 +2° + (-2)?

__ 10 0,480 — (~60,79".

3014
b) Ha a=(4,-2,2) és b=(3,6,0), akkor

(ab)  4.3+(-2)-6+2.0

CoS @ = =
lalllbll /42 + (-2)% + 22 /3 + 62 +.0?

=—— =0 > ¢=90.

J2at5
c) Haa=(-2,-12) és b=(3,12), akkor
(ab) _ (-2)-3+(-1)-1+2-2 _
falllbll  \J(=2)? + (-1)? + 22 32 +22 - 22

— 3~ 02673 - ~10550".

NN

CoS @ =

8. feladat: Adjuk meg z értékét ugy, hogy a és b vektorok merélegesek legyenek egymasra, ha
a=(-2,-12) ésb=(4,-12).

Megoldas

Két vektor akkor €s csak akkor merdleges egymadsra, ha skaléris szorzatuk 0. Tehat ugy kell z
értékét megvalasztani, hogy (a, b) =0 teljestiljon.

<a,b>:(—2)-4+(—1)-(—1)+2-z=0 — —7+2z=0
7=3,5.

9. feladat: Hatarozzuk meg az ABC haromszog legnagyobb szogét, ha A(L,1,0), B(-2,-1,1)
és C(2,1,-1)!

Megoldas

Mivel csak a legnagyobb szog a kérdés, jo lenne eldonteni, melyik csticsnél talalhato, kiilonben
mindegyik szdget ki kell szamolnunk, s kivalasztani a legnagyobbat. Mivel a haromszdgekben



nagyobb oldallal szemben nagyobb sz6g van, a legnagyobb szog a Iegnagyobb oldallal szemben
lesz. Az oldalak hosszdnak meghatérozéasahoz irjuk fel az AB, AC és BC vektorokat.

AB=(-3-21) — HEH=\/(—3)2+(—2)2+12 =14
AC =(1,0,-1) HACH—,/12+02+( 1)’ =2
BC=(42-2) — [BC|=y4+2"+(-2)* =V24.

Mivel BC a leghosszabb oldal, ezért az A csticsnal 1évé a szog a haromszog legnagyobb szoge.
Ez a sz6g 1ényegében az AB és AC vektorok altal bezart szog, igy:

(AB.AC) (-9)1+(2)-0+1(-1) _
fac]” e

:_—4z—0,7559 - a~139,10".

vz

COSx =

10.  feladat: Bizonyitsuk be, hogy az a=(2,-3,-6), b =(6,-2,3) és c=(3,6,-2) vektorok
kockat feszitenek ki!

Megoldas

Ez gy értendd, hogy ha a harom vektort kdzos kezd6pontbol mérjiik fel, akkor egy kocka egy
csticsbol induld harom élvektorat kapjuk.

Ennek teljesiiléséhez az sziikséges, hogy a vektorok hossza azonos legyen, s egymaésra
paronként merdlegesek legyenek, azaz barmelyik merdleges legyen barmelyikre.

Szamoljuk eldszor a vektorok hosszat:

8] = /2% + (-3)° + (~6)° =/49 =7

A masik két vektor hossza is ugyanennyi, hiszen a koordinatak csak fel vannak cserélve,
valamint az eldjelek valtoznak, de ez a négyzet miatt nem szamit.

Mar csak a paronkénti merdlegességet kell ellendrizni. A merdlegességhez az kell, hogy
barmely két vektor skalaris szorzata O legyen.

(a,b)=2-6+(-3)-(-2)+(-6)-3=0
(a,c)=2-3+(-3)-6+(-6)-(-2)=0
(b,c)=6-3+(-2)-6+3:(-2) =0.

Mivel a merblegességek is teljesiilnek, ezért ezek a vektorok valoban kockat feszitenek ki.

11.  feladat: Bontsuk fel az a=(2,1,-1) vektort a b =(-3,-11) vektorral parhuzamos ¢és
rd merdleges 0sszetevokre!



Megoldas

A feladathoz Iényegében két képletet kell ismerniink:

_f(ab)

a =——b ¢ a =a-—a,_.
ST

o _{ab) 23 +1(D+(-D1
" bl (\/(—3)2 T (—1)? 412 )2

am:a—ap:(2,1,—1)—[ﬁ,§,—§j:(—g,i,—ij.
1111 11 1111 11

(-3-11)=S(3-11=(22 8 _8
11 11 11 11

Ellenorzo kérdések

6. kérdés Szamitsa ki az a=(-2,0,1) és b =(-13,2) vektorok skalaris szorzatat!
3
4 (X)
-4
-5

7. kérdés lgaz-e, hogy az a=(-2,-3,1) ésa b =(2,3,-1) vektorok merdlegesek egymasra?
igen
nem (X)

8. kérdés Mekkora a két vektor hajlasszoge, ha a=(-1,3,-2) és b=(1,-11)?
157,79° (X)
o
22,21
67,79

9. kérdés Mivel egyenld y, haaz a=(-1,3,-2) két b=(1,y,1) vektorok meréleges egymasra?

-2
1
1 (X)
0

10. kérdés Hatarozza meg a b=(-1,-2,-2) vektor a=(-1,1,-2) vektorral parhuzamos
Osszetevdjének koordinatait!
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Vektorok vektorialis szorzata
Emlékeztet6d az 1. leckébol:

Definicié: Adott a és b vektorok vektorialis szorzatan azt a vektort értjiik, amely merdleges a-
ra és b-re, hossza ||a>< b|| :||a||||b||-Sin(p , ahol ¢ az a és b vektorok altal bezart szog, és a, b,

axb ebben a sorrendben jobbsodrasu rendszert alkotnak.

Tétel: Adott a és b nem nullvektorok esetén a vektoridlis szorzatuk akkor és csak akkor
nullvektor, ha a két vektor egymassal parhuzamos.

Tétel: Adott a és b nem nullvektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete éppen az ||a>< b||

v

T =Jaxb

pozitiv valds szam.

axb
Tétel: Adott a és b nem nullvektorok altal kifeszitett haromszog teriilete éppen az u

pozitiv valos szam.

A vektorialis szorzat szamolasa koordinatakkal

Tétel: Legyen a=(a,,a,,3;) és b=(h,b,,b;). Ekkor

R T
axb=(a,a,,a;)x(b,b,b)=|a, a, a=
b b, b

:(Zj E:jl_(zli Zjﬁ_(zli Zj}k:(azbs_aabz)i_(aibs_aabl)j+(a1b2_a2b1)k.

12. feladat: Szamitsa ki az axb értéket, ha a=(2,1,-1) és b=(-1,0,2)!

Megoldas
i j k
axb=2 1 - :[1-2—(—1)-0]i—[2-2—(—1)-(—1)]j+[2-0—1-(—1)]k:2i—3j+k.
-1 0 2

Tehat:



axb=(2,-31).

13.  feladat: Hatarozzuk meg az ABCD paralelogramma teriiletét és C cstcsanak
koordinatait, ha A(L10), B(~1,0,3) és D(L 4,1)!

Megoldas
A paralelogrammat Iényegében az AB és AD vektorok feszitik ki. Tudott Osszefliggés, hogy
ebben az esetben a paralelogramma teriilete:

T =[50
Allitsuk el6 ezeket a vektorokat, ha a csucsokba mutaté helyvektorokat rendre a, b és d
vektorokkal jeloljiik.
AB=b-a=(-2,-1,3) AD=d-a=(0,31)
Ekkor:
i
ABxAD=[-2 -1 3|=[(-1)-1-3-3]i-[(-2)-1-3-0]j+[(-2)-3-1-0]k =
0 3 1
=-10i+2j—6k

T = | AB x AD| = |-10i + 2j - 6K| = {/(-10)° + 2° + (-6)* =~/140 .

A C cstces koordinatdinak meghatarozasanal hasznaljuk ki azt, hogy a paralelogramma 4tl61
felezik egymast. Ez a kozos felez6pont a paralelogramma kozéppontja, jeldljik K-val.
K felezOpontja a BD 4tlonak ezért:

-1+1
k, = 5 k,=0
0+4
k, = > k,=2
3+1
k3 = T k3 = 2 y
azaz
K(0,2,2).
Mivel K az AC atlonak is felezOpontja, ezért:
Ozlzq 1
2=12% =3
2=2 2 o4,
Tehat a keresett C cstcs:
C(-13,4).

14. feladat: Hatarozzuk meg az ABC haromszog A csucsabol induld magassagvonalanak
hosszat, ha A(3,-3,4), B(-1,2,4) és C(-1,6,1)!



Megoldas

Készitstink abrat.

A

A megoldds sordn hasznaljuk ki, hogy a haromszog teriiletét kétféleképpen is ki tudjuk
szédmolni:

-2
2

valamint

ahol a szokésos jelolést megtartva a = HEH , m, pedig az A csucsbol indulé magassag. Mivel
a kétféleképpen felirt teriilet megegyezik, ezért:

olA8<Ac| = [sc]r

2 2 :
ahonnan:

[AB < AC

©o el
Allitsuk el6 a szamolashoz sziikséges vektorokat.

AB=(—4,50) AC=(-4,9,-3) BC=(0,4,-3)

m

i ok
ABXAC=|-4 5 0|=[5(-3)-0-9]i-[(-4)-(-3)-0-(-4)]j+[(-4)-9-5-(-4)]k =
4 9 -3
— ~15i~12j-16k
- |ABxAC| _ Jc15y + (C12y + (-16) 25 _ -
¢ Hﬁ” 0% + 4% +(=3)? 5

Vektorok vegyesszorzata
Emlékeztet6 az 1. leckébal:

A vegyesszorzat elnevezés arra utal, hogy ennek kiszdmitdsdnal mindkét vektorszorzas
miveletre sziikségiink lesz.



Definicié: Adott a, b és ¢ nem nullvektorok vegyes szorzatan az abc = <a>< b,C> valds szamot
értjiik.
Tétel: Az a, b és ¢ vektorok akkor és csak akkor egysikuak, ha abc=0. Ha a vegyesszorzat nem

nulla, akkor annak abszolut értéke az a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon Vp
térfogatat adja:

V, =|abg].

/
Ja
2\ ar/—r

X

Az a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett tetraéder V; térfogata:

_labe]
t 6 -

15.  feladat: Hatarozzuk meg az abc értékét, ha a = (2,-4,3), b=(1,-15) és c=(-2,3,1).
Egysikuak-e ezek a vektorok?

Megoldas

Tudjuk, hogy abc = (axb,c). El8szér az axb vektort szamoljuk ki.

i j ok
axb=|2 -4 3|=[(-4)-5-3-(-1)]i—[2-5-3-1]j+[2-(-) - (-4)-1]k =
1 -1 5

=-171-7)+2k.
A most kapott vektort skalarisan szorozzuk c-vel:
abc=(axb,c)=((-17,-7,2),(-2,31)) = (-17)- (-2) +(-7)-3+2-1=15.
Mivel a vegyesszorzat nem lett nulla, ezért ezek a vektorok nem egysiktak.

16.  feladat: Hatarozzuk meg az a=(4,11), b=(2,1,3) és c=(-12,-5) vektorok altal
kifeszitett paralelepipedon térfogatat!

Megoldas

Tudjuk, hogy a V, = |abC|, azaz ki kell szamolni a harom vektorok vegyesszorzatat, majd az

eredmény abszolut értékét kell venni. A szamolast most is két 1épésben fogjuk elvégezni.



i J Kk
axb={4 1 1/=2i-10j+2k
2 1 3
abc =(axb,c)=((2,-10,2),(-12,-5)) =-32.
Ebbdl a keresett térfogat:
V:|—32|:32.

17.  feladat: Egysikuak-e az alabbi pontok: A(L,-1,0), B(0,1,-1), C(2,0,-2) és D(1,1,-2)
?

Megoldas

Ha a négy pont egy sikban van, akkor az egyik pontb6l a masik harom pontba irdnyitott vektor
is egy kozos sikban van. Ez az allitas forditva is igaz. Ha kivalasztjuk az A pontot, és képezziik

az AB, AC és AD vektorokat, akkor ha ezen vektorok vegyesszorzata nulla értéket ad, akkor
a vektorok egysiktak, de ekkor a pontok is olyanok.

AB=(-12-1) AC=(1-2) AD=(0,2,-2).
Képezziik az
ABACAD - (AB x AC, AD)

vegyesszorzatot. Ezt most is két 1épésben fogjuk szamolni.

i j ok
ABxAC=|-1 2 -1/=-3i-3j-3k
1 1 -2

ABACAD = (ABxAC,AD) =((-3,-3,-3),(0,2,-2))=0.
Mivel a harom vektor vegyesszorzata nulla, ezért a harom vektor egysiku. Ez viszont csak ugy

lehetséges, ha az eredeti négy pont is egysiku.

18. feladat: Mekkora az ABCD tetraéder térfogata, ha A(1,-1,0), B(-6,0,-1), C(-2,-4,1)
és D(-2,-4,-3)?
Megoldas

Tudjuk, hogy a tetraéder térfogata vegyesszorzat segitségével szamolhato, ha rendelkeziink egy
k6z6s csucsbol induld harom élvektorral. Ennek érdekében valasszuk ki az A csucsot, és
hatarozzuk meg a tobbi csucsba mutatd élvektort.

AB=(-7,1,-1) AC=(-3-31) AD=(-3-3-3)
Képezziik el0szor az

ABAC AD - (ABx AC, AD)

vegyesszorzatot. Ezt most is két 1épésben fogjuk szamolni.



i j Kk
ABxAC=|-7 1 -1=-2i+10j+24k
-3 3 1
ABACAD =(ABxAC, AD) = ((~2,10,24),(-3,~3,-3)) = —96.
Innen a tetraéder térfogata:
‘EEE‘ |—96|
Vi = = =16
6 6

Ellenorzo kérdések

11. kérdés: Mivel egyenld bxa, ha a=(1,0,-1) és b=(0,-2,1)?

2,1,2) (X)
2,-1,2)

(-2, -1, -2)
(-2,1,-2)

12.  kérdés: Mekkora az a=(4,0,-1) ¢és b=(0,-2,1) vektorok altal kifeszitett
paralelogramma teriilete?
9
3 (X)
15
4,5

13. kérdés: Szamitsa ki az ABC haromszog teriiletét, ha A(-3,2,5), B(1,0,4) és C(2,6,3)

(X)

[ERN
\,'\’|m'\>|3 Ny
NN NS
o ©

14. kérdés: Hatarozzuk meg az a=(1,0,-1), b =(5,-3,-2) és ¢ =(3,—4,2) vektorok altal
kifeszitett paralelepipedon térfogatat!

3 (X)
3

o1 ©

15. kérdés: Egysikuak-e az alabbi pontok: A(1,-1,0), B(2,1,-1), C(-1,-11) ¢és
D(-4,1,5)?



igen
nem (X)



Osszetett feladatok

19. feladat: Adott az ABC haromszog A(1,-1,2) csticsa, valamint az AB oldal egy olyan P(1,1,2)
pontja, amelyre AP:PB=2:3. Az AC oldal felezopontja F(5,5,-2). Hatarozzuk meg a
haromszog hidnyzo cstcsait €s a sulypont koordinatait! Szamitsuk ki a haromszog teriiletét!

Megoldas

Jelolje a, b, ¢, p f és s rendre az A, B, C, P, F és S pontokba mutaté helyvektorokat a
szokasoknak megfelelden.

O
Mivel P egy 6t6dol6 pont az AB szakaszon, ezért
3a+2b 5p0—-3a 5 3
p= — b= =—p——
5 2 2 2
Behelyettesitve:
5 3_ 5 3
b 2p 2a 2(1,1,2) 2(l, 1,2)=(14,2).
Eszerint a haromszdg B csucsa:
B(1,4,2).
Mivel F felezépont az AC oldalon, ezért:

f:a—;rC — c=2f-a,

azaz.
c=2f-a=2(55-2)-(1,-1,2)=(9,11,-6) .
Tehat a C csucs koordinatai:
C(9,11,-6).

Ismert Osszefliggés, hogy

atb+c

S =
3

Tehat a haromszog sulypontjanak koordinatai:

1 1 1114 2
=§(a+b+c):5[(1,—1,2)+(1,4,2)+(9,11,—6)]:(??—gj.



A haromszog teriiletének meghatarozasdhoz adjunk meg két olyan vektort, amely kifesziti a

haromszoget. Legyenek ezek most az A pontbdl induld AB és AC vektorok. Ekkor a
haromszog teriilete:

T~ 3R c]
AB=(0,50) AC=(812,-8).
i j ok
ABXxAC=l0 5 0|=-40i+0j—40k.
8 -12 -8

A haromszog teriilete:

T |48 AC] = =40y + (-40)" ~ 2042,

20. feladat: Az ABCD paralelogramma cstucsai A(-2,1,2), B(4,3,-1) és C(1,9,-3).
Bizonyitsa be, hogy a paralelogramma négyzet!

Megoldas

Mivel a paralelogramma atloéi felezik egymast, ezért az AC és BD atlok felez6pontja
megegyezik. Ez a pont a paralelogramma k6zéppontja, jeldljik K-val.

Legyenek a, b, ¢, d, és k rendre az A, B, C, D és K pontokba mutatd helyvektorok.

Ekkor:

1 1 1.1
k=>(a+0)=[(-21,2)+(19,-3)] =(—5,5,—§J.

Tovabba:
1 1 1
k:E(b+d) - d:2k—b:2(—5,5,—EJ—(4,3,—1)=(—5,7,0),

tehat a paralelogramma D cstcsa:
D(-5,7,0).

Egy paralelogramma akkor négyzet, ha két szomszédos oldala azonos hosszuisagli és merdleges
egymasra. Tekintsiik az AB és AD oldalakat.

AB=(6,2-3) [AB|=16"+2"+(-3)° =7
AD = (3,-6,2) HEH:W:?

Tehét a paralelogramménk két szomszédos oldala 7 egységnyi. Még a merdlegességet kell
igazolni. Tudjuk, hogy ha két vektor merdleges egymasra, akkor a skalaris szorzatuk nulla.
Ellenérizziik le:

<E,ﬁ> = ((6,2,-3),(3,-6,2)) =18-12-6=0.

Ez azt jelenti, hogy két szomszédos oldal merdleges egymasra.
Mivel olyan paralelogrammank van, amelynek két szomszédos oldala egyenlé nagysagl és
egymasra meroleges, ezért ez a paralelogramma négyzet.

Megjegyzés: A D cstcs meghatarozasa nélkiil is dolgozhattunk volna. A négyzet olyan
sikidom, amelynek két egyenld hosszisagu atloja van, amelyek merdlegesen felezik egymast.
Ezt a tulajdonsagot kihasznalva is megoldhattuk volna a feladatot.



21. feladat: Egy téglatest két élvektora a=(4,3,1) és b=(-1,0,1). Hatarozzuk meg a
harmadik c élvektorat, ha tudjuk, hogy |c||=5.
Megoldas

A téglatest élei mer6legesek egymasra, ezért a keresett ¢ vektor meréleges mind az a, minda b
vektorra. Ha egy olyan vektort keresiink, amely két adott vektor mindegyikére meréleges, akkor
ahhoz a vektorialis szorzatra lesz sziikségiink. Képezziik az axb vektort.

i j ok
axb=|4 3 1|=3i-5j+3k.
10 1

Ez az 0j vektor csak akkor lehet a keresett ¢ élvektor, ha a hossza 5 egység.

[axb = /32 +(-5)? + 32 =/43.

Nekiink egy axb iranyu, de 5 hosszusagu vektorra van sziikségiink, ezért

5 5 15 25 15
o i@ P~ 5659~ T s

A feltételeknek a most meghatarozott ¢ vektor ellentettje is megfelel, igy a feladat masik

megoldasa:
, [ 15 25 15 j

22.  feladat: Mekkora az ABCD tetraéder D csucsbol induld testmagassaganak hossza, ha
A(L2,1), B(2,2,2), C(4,4,3) és D(-5,10,9)?

Megoldas

A megoldas soran a tetraéder térfogatat kétféleképpen fogjuk felirni, amelybdl a keresett
magassag majd meghatarozhato lesz.

Hatarozzuk meg eldszor a tetraéder A csticsabdl indulo élvektorait:
AB=(1,0,1) AC=(322) AD=(-56,828).
Eldszor szamoljuk ki a tetraéder térfogatat a vegysszorzat segitségével.
i j k
ABxAC=[1 0 1|=-2i+j+2k,
3 2 2

ABACAD = <EXE,E> =((-2,1,2),(-6,8,8)) =36,

ABACAD
VI = u = % = 6
6 6
A D csticsbdl indulo testmagassag meghatarozasahoz hasznaljuk fel a tetraé¢der kdzépiskolaban

tanult térfogatképletét, valamint azt, hogy a haromszog teriiletét fel tudjuk irni a vektorialis
szorzat hosszaként:

T o Lo e 1Y

t
3 3 6
A vektoridlis szorzatot mar korabban kiszamoltuk, igy:




e -3
Innen a keresett magassag:
6 3-m,
6

- my=12.

23.  feladat: Hatarozzuk meg z értékét ugy, hogy az alabbi harom vektor egy sikban
legyen: a=(2,z,z), b=(-2,3,-4), c=(2z2,-1,3).

Megoldas

Ha harom vektor egy sikban van, akkor a vegyesszorzatuk nulla. Ezt hasznaljuk ki a megoldas
soran.

abc=(axb,c)=0.

i k
axb={2 z z|=-7zi—-(-8+12)j+(6+2)k
-z 3 4

abc=(axb,c)=0 — ((-72,8-2,6+12),(22,-1,3))=0
—147° - (8—2)+3(6+2)=0

~147° +4z+10=0

z, =1 Zz=—$-

Ellenorzo kérdések

16. kérdés: Adott az ABC haromszég C(1,-3,2) csucsa, valamint az AC oldal egy olyan
P (2 ,—1 gj pontja, amelyre AP:PC=1:2. Az AB oldal felez6pontja F (1, 0, %j . Hatarozzuk
meg a haromszog sulypontjanak koordinatait!
S(1,0,1)
S(1-1,0)
S(L-11) (X)
S(L1-1)

17. kérdés: Kockat feszit-e ki a kovetkez6 harom vektor? a(-8,2,4), b(2,-4,8),
c(-4,8,-2)

igen
nem (X)

18.  kérdés: Mekkora az ABCD tetraéder D csucsbol induld testmagassaganak hossza, ha
A(-1,-1,-1), B(3,0,0), C(0,3,0) ¢s D(0,0,3)?
4

J12



2
243 (X)
6

19.  kérdés: Hatarozza meg X értékét ugy, hogy az a, b, c, vektorok altal kifeszitett
paralelepipedon térfogata 62 egység legyen, ha a(x,—6,8) , b(-x,-1,-4), c(x,-5,3)!
1

3
2 (X)
1
6



3. Vektorok, komplex szamok

1.3. Térelemek megadasa, metszéspontja, tavolsaga, szoge

Tanulasi cél: ebben a leckében megmutatjuk, hogyan hasznalhatjuk a skalaris és a vektorialis
szorzatot térbeli egyenesek ¢€s sikok egyenletének felirasara.

Térelemeknek nevezziik harom dimenzidban a pontot, egyenest €s sikot.

Egyenes megadasa térben

Sikbeli koordinatageometriaban az egyenes normalvektoranak egy, az egyenesre meréleges
vektort neveztiink. Térbeli egyenes esetében ez mar nem egyértelmii, mert egy térbeli egyenesre
végtelen sok merdleges vektor allithatd, ezért a térbeli egyenes megadasahoz mas adatra lesz
szlikséglink.

Legyen adott a térben egy P,(X, ,Y,.Z,) rogzitett pont és egy vV =(V,,V,,V;)#0 vektor. Ekkor

pontosan egy olyan egyenes létezik, amely athalad a Po ponton, és parhuzamos a v vektorral.
Ennek az egyenesnek a paraméteres vektoregyenlete:

p=p,+tv

ahol p, =(%,, ¥y, Z,) aPordgzitettt pont helyvektora, a p =(x,y,z) az egyenes egy tetszdleges
P futopontjanak a helyvektora, a t valds szdm a paraméter, a vV pedig az egyenes iranyvektora.

Ez annyit jelent, hogy t helyére kiilonb6z6 értékeket helyettesitve az egyenesen egy-egy pontot
kapunk. Ez forditva is igaz, az egyenes minden pontjanak egyértelmiien megfelel egy t érték.

A fenti 6sszefliggés egy vektoregyenlet, ami azt jelenti, hogy ha az egyenlet bal és a jobb oldala
megegyezik, akkor a két vektor minden koordinataja megegyezik. Felirva a koordinatakra
vonatkozo egyenleteket, az egyenes paraméteres egyenletrendszerét kapjuk:



X=X, +Vt
y=Yy,+Wtr teR.
Z=17,+Vt

Megjegyzés: Egy adott egyenes paraméteres egyenletrendszere végtelen sokféleképpen
felirhato!

Ha az egyenes iranyvektoraban egyik komponens sem nulla, akkor az egyenleteket t-re
rendezve:

X=X — Y=Y — -1, =(t)
Vi Vs Vs

az egyenes paraméter nélkiili egyenletéhez jutunk.

1. feladat: frja fel az A(3,—1,4) és B(2,3,—1) pontok altal meghatarozott egyenes egyenletét

mindkét alakban! Adjon egy tovabbi C pontot, amely rajta van az egyenesen! Dontse el,
hogy a D(-3,2,-1) pont rajta van-e az egyenesen?

Megoldas:

Az egyenes felirasahoz sziikségiink van egy iranyvektorra és egy adott pontra. Iranyvektor lehet
az AB vektor, az adott pont pedig legyen az A. Mivel AB =v =(-1,4,-5), ezért az egyenes
paraméteres egyenletrendszere:

x=3-1, y=-1+4t, z=4-5, teR.

Mivel az iranyvektor egyik komponense sem nulla, ezért mindegyik egyenletet t-re rendezve
megkapjuk a paraméter nélkiili alakot:

3—x= y_+1 — ﬂ .

4 5

Az egyenes egy tetszOleges pontjat kapjuk, ha t-nek adunk egy valds értéket és ezt
behelyettesitjiikk az egyenes paraméteres egyenletrendszerébe, igy meghatarozva a keresett C
pont (x,y,z) koordinatait.
Legyen példaul t=2, ekkor x=1,y=7,z=-2, tehat az egyenes egy tetszéleges C pontja:
C(1,7,-2) . Vilagos, hogy mas t érték esetén az egyenes mas-mas pontjat kapjuk.

Egy pont akkor van rajta egy egyenesen, ha koordinatai kielégitik az egyenes egyenletét. Ez a
paraméteres alaknal azt jelenti, hogy minden koordinata értékhez ugyanaz a t érték tartozik. Ha
D(-3,2,-1) rajta van az egyenesen, akkor D Kkoordinatait behelyettesitve és az
egyenletrendszert megoldva mindegyik sorbdl azonos t-t szdmolunk.

-3=3-t —> t=6; 4=-1+4t — t:%.
Mivel mar az elsd két sorbol kiilonbozd t értéket kaptunk, egyértelmt, hogy a D pont nincs rajta
az egyenesen.

Megjegyzés: Ha az egyenes felirasanal a B pontot valasztottuk volna adott pontnak, akkor a
kovetkezd alakot kapnank:

x=2-t, y=3+4t, z=-1-5t, teR.



Ugy tiinhet, hogy masik egyenest kaptunk, pedig nem. Ez ugyanaz az egyenes, csak mas az
alakja.

2. feladat: lgaz-e, hogy e:x=1-2t,y=3+t,z=-1-t, teR ¢és f:l—x:yTJr?’:ZZ;l

egyenesek parhuzamosak?
Megoldas
Két egyenes parhuzamos, ha irdnyvektoraik parhuzamosak. Az e egyenes iranyvektora konnyen
kiolvashato: v, =(-2,1,-1).
Az f egyenes paraméter nélkiili egyenletét alakitsuk vissza a paraméteres formaba, hogy az

iranyvektort ki tudjuk olvasni. Tudjuk, hogy
_y+3 2z+1

fil-x t,
2 3
innen:
l-x=t —> x=1-t
y7+3=t S y=-3+2t
22+1=t z=—£+—t
3

Kiolvasva az f egyenes iranyvektorat: v, =(-1,2, g) :

Ha két vektor parhuzamos, akkor megfelel6 koordinataik hanyadosa allandé. Mivel

-1 2 15
—FE—E—,
-2 1 -1
ezért a két egyenes nem parhuzamos.
o " o " Xx-1 2-2y
3. feladat: Irja fel az AB szakasz felezOpontjan atmend, e: & T3 - z -3 egyenessel

parhuzamos egyenes paraméter nélkiili egyenletét, ha A(2,-1,0) és B(0,-3,-2)!
Megoldas

Készitsiink abrat!



Legyen az altalunk keresett egyenes f. Az egyenes felirasahoz kell egy iranyvektora és egy
pontja. Mivel az egyenes az AB szakasz felezOpontjan megy at, ezért az lesz a rdgzitett pontunk.
Legyen F az AB szakasz felez6pontja, ekkor annak koordinatai:

2+0
fl:T —> flzl
-1+(-3
f2: 2( ) f2:_2
f320+;—2) _—

Tehat F(1,-2,~1).

Mivel e || f |, ezért az iranyvektoraik parhuzamosak, tehat akar v, = v, is lehet.

v, meghatdrozasihoz alakitsuk at az egyenes egyenletét a paraméteres alakra:

X—_lzt - Xx=1+2t

2
2-2y L, 2%
3 2

z-3=t —»> z=3+t.

Az egyenlethdl: v, =(2, —1,5, 1). Mivel v, = v, , ezért a keresett egyenes:

4. feladat: frja fel az A(0,—4,3) és B(-3,-1,0) végpontokkal rendelkez6 szakasz A-hoz
kozelebbi harmadold pontjan atmend, XY sikra merdleges egyenes paraméteres egyenletét!

Megoldas

El6szor keressiik meg az A-hoz kozelebbi harmadolé H, pontot. Mivel:

2-0+1-(-3

o 3( )

_2:(-4+1-(-)
3

_2-3+1-0
3

h=-1

hZ

h, =-3

h, h, =2

A szamolt koordinataknak megfelelden:

H,(-1-32).



Az XY sikra merdleges egyenes parhuzamos a z tengellyel, ezért a z tengely irdnyaba mutato
barmely vektor jo lesz az altalunk keresett egyenlet iranyvektoranak is. Mivel v, =(0,0,1),
ezért a keresett egyenes:

x=-1 y=-3 z=2+t, teR.

5. feladat: irja fel az ABC haromszog A csticsbol induld sulyvonalanak egyenletét, ha
A(3,1,-2), B(-3,-14) és C(L5,-6).

Megoldas

Tudjuk, hogy a stulyvonal a haromszog egyik csucsat a szemkozti oldal felezépontjaval
0sszekotd szakasz. Ha F a BC oldal felez6pontja, akkor egy olyan egyenest kell felirnunk,
amely athalad az A és F pontokon.

C
g
B
A
A felez6pont konnyen szamolhato:

-3+1
f, = 5 f=-1

-1+5
f,= 5 f,=2

f3_4+§—6) f=1

tehat F(-1,2,-1).

A sulyvonal felirasdhoz meghatarozzuk egy iranyvektorat: v= AF = (-4,1,2), adott pontnak
pedig A-t valasztva a keresett egyenlet:

x=3-4t, y=1+t, z=-2+t teR.

Sik megadasa

Adott a térben egy P,(X,,Y,.Z,) rogzitett pont és egy n=(n1,n2,n3)¢0 vektor. Ekkor

pontosan egy olyan sik 1étezik, amely athalad a Po ponton, és merdleges az n vektorra. Ekkor a
sik normalegyenlete:

(P—py:n)=0,



ahol p, = (X,, ¥y, Z,) @Popont helyvektora, a p=(x,y,z) asik egy tetszdleges P futopontjanak
a helyvektora, és n pedig a sik egy normalvektora (a sikra meréleges vektor).

A skalarszorzat koordinatakkal felirt kiszdmoldsi modjat felhasznalva megkapjuk a sik
egyenletét:

n(X—=%)+n,(y—y,)+n;(z—-2,)=0.

6. feladat: irja fel az A(2,1,—2) pontra illeszkedd és az S:x—y+z =2 sikkal parhuzamos
S, sik egyenletét! Adjon egy olyan B pontot, amely illeszkedik az S, sikra! Dontse el, hogy
a C(1,-3,2) pont rajta van-e az S, sikon?

Megoldas

A feladathoz tartoz6 ébra:

A S
LA/

Két sik parhuzamos, ha normalvektoraik megegyeznek vagy parhuzamosak. Olvassuk ki az
adott sik egy normalvektorat: ng =(1,—1,1), ez lehet az altalunk keresett S1 sik normalvektora
is. Mivel a sik tartalmazza az A pontot, az lesz a rogzitett pont. Ekkor a keresett egyenlet:

1.(x-2)-1-(y-D)+1-(z+2)=0.

Rendezve:

S;: x—-y+z=1.



Ha egy B pont rajta van a sikon, akkor a pont koordinatai kielégitik a sik egyenletét. Mivel most
ez egy tetszOleges pont lesz, ezért két koordinatajat tetszolegesen megvalasztjuk, a harmadik
koordinatat pedig helyettesitéssel szamoljuk.

Legyen B(-2,3,z). Ekkor
-2+1.3-2z2=7 — z7=-3,
tehat B(-2,3,-3).

Ha C(1,-3,2) rajta van a sikon, akkor koordinatai kielégitik a sik egyenletét. Ezt
behelyettesitéssel ellendrizhetjiik. Mivel

1-3-4=#7,
ezért C nincs rajtaaz S, sikon.
7. feladat: Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely meréleges az y tengelyre és athalad
az A(1,-2,3) ponton!
Megoldas

Készitsiink egy kész abrat!

Az y tengely merGleges a keresett sikra, ezért ng = v, teljesil. Mivel v, =(0,10), igy a
keresett sik:
S: 0(x-D+L(y+2)+0(z-3)=0 —» y=-2.

8. feladat: Irja fel az e:XT_lz% =1-12z egyenesre merdleges és az A(L, —2,3) ponton

atmeno sik egyenletét!
Megoldas
Rajzoljunk egy kész abrat!



Az el6zd feladat alapjan tudjuk, hogy ng = v,. Az egyenes iranyvektoranak meghatarozasahoz
vissza kell alakitani paraméteres alakba.

XT_lzt - Xx=1+3t,

2;2y:t — y=2-2t,

l-z=t > z=1-t.
Innen v, =(3,-2,-1). Mivel ng = v, igy a keresett sik egyenlete:
S: 3(x-1)-2(y+2)+1(z-3)=0 —» 3x-2y+z=10.
9. feladat: frja fel az AB szakasz felezOmeréleges sikjanak egyenletét, ha A(l,2,-3) és
B(-3,4,1) .
Megoldas
Rajzoljunk!

El6szor meghatarozzuk a szakasz felezépontjat: F (1; 3 , 2 er 4 , _32+1j = (—1, 3, —2) .

Mivel a felezomerdleges egyenese merdleges a sikra, ezért v, =ng.

Tudjuk, hogy v, = AB = Ns =(—4,2,4), igy a keresett sik egyenlete:



—4(x+1)+2(y-3)+4(z+1) =0,
atrendezve:

—4X+2y+47z=6 — 2X—-y+2z=3.

Ellenorzo kérdések

1. kérdés: irja fel az A(-3,4,5) pontot az origoval Osszekotd egyenes paraméteres
egyenletrendszerét!

x=-3t, y=-4t, z=-5t teR
x=3t, y=-4t, z=-6t teR (X)
x=3t, y=4, z=-5 teR
x==3t, y=-4t, z=5 teR

2. kérdés: frja fel az A(2,0,4)és B(—4,2,-2) pontok felezépontjan athalado,
e:Xx=2-t,y=3+2t,z=2+t egyenessel parhuzamos egyenes paraméter nélkiili

egyenletét!
x+2=y—_l=z—l
2
—x—2=y—_1=z+1
2
x+2:l_—y:z—1
2
x*2_ ¥yl 1
-1 2

3. kérdés: Irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely athalad az A(-3,0,1) ponton és
parhuzamos az y tengellyel!

x=3, y=t, z=1 teR
x==-3+t, y=t, z=-1 teR
x=-3, y=t, z=1 teR (X)
x=-3, y=t, z=t teR

4. Kkérdés: Irja fel az A(2,-2,1) ponton athaladd 2x+y—z=1 sikra merSleges egyenes
egyenletét!

x=2+2t, y=-2+t, z=1-t teR (X)
x=2-2t, y=-2+t, z=1-t teR



x=2-2t, y=-2-t, z=1-t teR
Xx=2+2t, y=-2+t, z=1+t teR

5. Kkérdés: Dontse el, hogy az A(1,-3,2) ésa B(—1,1,2) pontok rajta vannak-ea 2x+y—z =1
sikon?

mindkettd rajta van
csak A van rajta
csak B van rajta
egyik sincs rajta (X)

6. Irja fel az A(1,5,—2) pontra illeszkedd és az YZ sikkal parhuzamos sik egyenletét!
x=1 (X)
y=5
z2=2
x=0

x-1 1-y 2z-1

7. kérdés: irja fel az A(1,0,-1) pontra illeszkedd ¢s az e: 3

egyenesre
merdleges sik egyenletét!
2Xx+3y+2z2=0
2x—-3y+2z=0 (X)
2x—-3y-2z=0
2x+3y—-2z2=0



Térelemek kolcsonos helyzete, kozos pontjai

Két egyenes metszéspontja

Mivel kozds pontot keresiink, ezért két ismeretlenes, de harom egyenletbdl allo linearis
egyenletrendszert kell megoldanunk. Ezt gy érdemes megtenni, hogy tetszélegesen
kivalasztunk két egyenletet, azokat megoldjuk, majd leellendrizziik, hogy a kapott megoldas
kielégiti-e a harmadik egyenletet. Ha igen, akkor van megoldas, azaz a két egyenes metszi
egymast, ha nem, akkor nincs megoldas, azaz a két egyenes nem metszi egymast. Ezeket
ilyenkor kitérd egyeneseknek nevezziik.

10. feladat: Hatdrozzuk meg az e:x=2+t,y=-1-t,z=1-2t teR és az
f:x=4+t,y=1+3t,z=t teR egyenesek metszéspontjat, ha Iétezik!

Megoldas
Az egyenesek iranyvektorai: v, =(1,-1,-2) és v, =(1,3,1). Mivel a két iranyvektor nem

parhuzamos egymassal, ezért a két egyenes sem az, tehat vagy metszik egymast vagy kitérok.
Probaljunk metszéspontot keresni. Ebben az esetben célszeri a két egyenes egyenletében
szereplO paramétert mas-mas betiivel jelolni, ezért az f egyenes paraméterét a tovabbiakban

u-val jeloljiik. Ha a két egyenesnek van metszéspontja, akkor az azt jelenti, hogy van olyan t
¢s U paraméter, amelyek ugyanazt az M (X, Yy, z) pontot hatarozzak meg. Ez azt jelenti, hogy
ennek a két paraméternek ki kell elégitenie a kdvetkezd egyenletrendszert:

2+t=4+u -1-t=1+3u 1-2t=u.
A harmadik egyenletb6l megvan u, ezt beirva az els6 egyenletbe:

24+t=4+1-2t > t=1 —->u=-1
Ha van metszéspont, akkor ezeknek az értékeknek ki kell elégiteniiik az eddig altalunk fel nem
hasznalt méasodik egyenletet is. Ha ez nem teljesiil, akkor a két egyenesnek nincs metszéspontja.
Behelyettesitve a masodik egyenletbe:

-1-1=1+3-(-1)

Az egyenlOség teljesiil, tehdt van metszéspont. Ez a metszéspont meghatarozhaté a t
paraméterrel az € egyenesbdl, vagy az U paraméterrel az f egyenesbdl is.
Haa t =1 értéket behelyettesitjiik az e egyenesbe, akkor a metszéspont: M (3,-2,-1)

Egyenes és sik metszéspontja

11. feladat: Hatarozzuk meg az e: x=2+t,y=-2+t,z=3t teR egyenes és az
S :Xx—2y+5z =20 sik metszéspontjat!

Megoldas



Keressiik azt az egyenesen 1évé M (2+t, —2+t,3t) pontot, amely rajta van az S sikon is. Ha

egy pont rajta van a sikon, akkor koordinatai kielégitik a sik egyenletét. Helyettesitsiik be a
pont koordinatait a sik egyenletébe:

(2+t)—2(-2+t)+5@Bt) =20 — 14t=14 —>t=1.

Ez azt jelenti tehat, hogy az egyenes t =1 paraméterértékhez tartozo pontja rajta van az S sikon,
vagyis a metszéspont M (3,-1,3)

Két sik metszésvonala

12. feladat: Hatdrozzuk meg az S;:X+y-z=1 ¢és S,: x—-y+2z=2 sikok
metszésvonalanak egyenletét!

Megoldas
Olvassuk ki a sikok normalvektorait: ng =(11,-1) és ng =(1-12). Lathatd, hogy a ket

normalvektor nem egymas skaldrszorosa, azaz a sikok nem parhuzamosak.



Ez pedig azt jelenti, hogy egy egyenesben metszik egymast. A metszésvonal meghatarozasanak
az a legegyszer(ibb modja, ha keresiink két olyan pontot, amely a metszésvonalon rajta van. Ez
egyben azt is jelenti, hogy ez a két pont mindkét sikon is rajta van. Azaz kell két olyan (x,y,z)
harmas, amely mindkét sik egyenletét kielégiti. Ekkor a metszésvonal a két ponton dtmend
egyenes lesz, ami igy mar konnyen felirhato.

Tekintsiik a sikok egyenleteibdl all6 egyenletrendszert:
X+y—-z=1 Xx-y+2z=2
Ennek végtelen sok megoldasa van. Ezért lehetségiink van olyan pontokat keresni, amelyek

valamelyik koordinatdjat mi magunk valasztjuk meg tetszdleges értékkel. Célszerli egy
A(X,Y,0) ésegy B(0,y,z) pontot keresni.

Az A pont meghatarozéasa sordn az egyenletekbe a z helyére nullét irva, megoldjuk az igy kapott
egyenletrendszert.

Xx+y=1 x-y=2 — x=15y=-0,5 — A@L5-050).
Hasonloan keressiik meg a B pontot is:
y—-z=1 —-y+2z=2 —» z=3 y=4 —B(0,4,3
A keresett egyenes két pontjabol meghatdrozzuk az egyenes iranyvektorat:

v=AB=(-154,523)=(-396), majd a B pont segitségével felirjuk a metszésvonal
egyenletét.

X=-3t
§NS,=qy=4+9t teR.
z=3+6t

Ellenorzo kérdések



8. kérdés: Hatarozza meg az e:x=3+2t,y=1+t,z=2-t teR és
fix=-1+t,y=2+2t,z=1-2t t e R egyenesek metszéspontjat!

Megoldas
M (-3,-2,-5)
M5, 2,1)
M(-3,-2,5) (X)
M(, 6,-3)

9. kérdés: Hatdrozza meg az e: x=3-3t,y=-1+t,z=-2-2t te R egyenes és az YZ sik
metszéspontjat!

Megoldas
M (0, -2,0)
M(1,0,0)
M(0,-2,3)
M(0,0,-4) (X)

10. kérdés: Hatdrozzuk meg az e: x=2-t,y=1+t,z=1-2t teR egyenes ¢és az
S:x+y—2z-5=0 sik metszéspontjat!
Megoldas

ML 2,-1) (X)
M (0, 3, —3)

M (2,1 -1)

M (0, 5,0)

11. kérdés: Legyen S, : Xx—y+2z=6 és S,:2X—Yy—z =3 két egymast metsz6 sik. Dontsiik
el, hogy az A(-6,-14,-1) és B(-3,9,1) pontok koziil melyik van rajta a két sik
metszésvonalan?

Megoldas
mindkettd rajta van
csak A van rajta (X)
csak B van rajta
egyik sincs rajta



Térelemek tavolsaga, hajlasszoge

Két pont tavolsaga

Definicié: Két pont tavolsagan az dket 6sszekotd szakasz (vektor) hosszat értjiik.

Tétel: Legyenek A(a,,a,,a;) és B(b,,b,,b,) adott pontok. Ekkor a két pont tavolsaga:

dae :\/(b]._a1)2+(b2 _a2)2 +(b3_a3)2

Pont és egyenes tavolsaga

Definicio: Egy pont és egy, a pontra nem illeszkedd egyenes tavolsdgan a pontbdl az egyenesre
bocsajtott merdleges szakasz hosszat értjiik.

Tétel: Legyen adott egy P pont és egy Vv iranyvektort e egyenes. Ekkor ezek tavolsaga:
PPxvV
e
vl

ahol Poaz e egyenes egy tetszéleges pontja.

Pont és sik tavolsaga

Definicio: Pont és a pontra nem illeszked? sik tavolsagan a pontbol a sikra bocsajtott merdleges
szakasz hosszat értjiik.

Tétel: Legyen adott egy P pont és egy n normalvektort S sik. Ekkor ezek tavolsaga:
(RP.n)
Qg = !
[

ahol Poaz S sik egy tetsz6leges pontja.

13. feladat: Hatarozzuk meg az A(2,-1,5), B(3,2,1) és C(6,4,3) csticspontu haromszog
kertiletét!

Megoldas

A haromszog keriilete az oldalai hosszanak 0sszegével egyenld, azaz a csucspontok egymastol
mért tavolsagainak osszegevel.
Irjuk fel a vektorokat és szdmoljuk ki a hosszukat:

AB=(L3,-4) d(AB)= HEH =26
AC = (4,5,-2) d(AC):HEH:\/E
BC =(3,2,2) d(BC):Hﬁ:’H:Jﬁ



A haromszog keriilete: K =+/26 ++/45 ++/17 ~15,93

14. feladat: Hatarozza meg a P(3,2,-1) pont és az e:x=1+t,y=-1-2t,z=-2 teR
egyenes tavolsagat!

Megoldas

A tavolsdg meghatarozasdhoz sziikségiink van egy pontra az egyenesr6l. Legyen ez
R, (L —1,-2), tovabba kell az egyenes iranyvektor: v=(1,-2,0). Ha P(3, 2, -1), akkor

PP =(231).

i j ok
PPxv=[2 3 1|=2i+j-7k

1 20

A kapott vektor hossza:
Hﬁxv”: 22 412+ (-7)2 =+/64
Az iranyvektor hossza:

[V]=yE+ (2710 =5

A keresett tavolsag:

[Py o2
M B

d ~3,29.

15. feladat: Hatarozza mega P(1, —2,—1) pont és az S:2x—4y+z =2 sik tavolsagat!
Megoldas

A megoldashoz sziikségiink lesz a sik egy tetszdleges pontjara és a normalvektorra. Mivel egy
olyan tetszéleges pontot kereslink, amely rajta van a sikon, ezért a pont két koordinatajat
szabadon megvalaszthatjuk, mig a harmadik koordinatat a sik egyenletébe valo helyettesitéssel
szamoljuk. Keressiik a P, (0,0, z) sikbeli pontot. Kdnnyen szamolhatd, hogy ekkor z =2, tehat

R,(0,0,2).




Ekkor:
PP=(-123).
Olvassuk ki a sik egy normalvektorat és szamoljuk ki a vektor hosszat:

n=(2,-41 |n]=+2%+(-4)*+12 =421

Behelyettesitve a tavolsagot megado képletbe:

; _K@,n>‘_‘—2—8+3|_ 7|7
PS — -

[ Ja | Wzl Ja

Megjegyzés:

Két parhuzamos egyenes tavolsadga visszavezethetd pont és egyenes tavolsagara. Ugyanis
ilyenkor az egyik egyenes egy tetszbleges pontjanak a masik egyenestdl mért tavolsagat kell
meghataroznunk.

Két parhuzamos sik tdvolsaga visszavezethetd pont és sik tavolsdgara, ugyanis ilyenkor az
egyik sik egy tetszOleges pontjanak a masik siktol mért tavolsagat kell meghataroznunk.

Egy egyenes és egy vele parhuzamos sik tavolsdga visszavezethetd pont és sik tavolsagara,
ugyanis ilyenkor az egyenes egy tetszOleges pontjanak a siktél mért tavolsagat kell
meghataroznunk.

Térelemek hajlasszoge

Térelemek hajlasszoge minden esetben legfeljebb 90° lehet. Ezt a szoget « -val fogjuk jeldlni.

Két egyenes hajlasszoge

Definicio: Két metsz0 egyenes hajlasszoge megegyezik az egyenesek altal kozbezart kisebbik
szoggel. Ha a két egyenes nem metszi egymast, akkor parhuzamos eltolassal metszd helyzetbe
hozhatok.

Ez a hajlassz0g meghatarozhato a két egyenes iranyvektorabol. Jeloljik az e és f egyenesek
egy-egy iranyvektorat v, és Vv, -fel. Ekkor az iranyvektorok altal bezart szog skalaris szorzat
felhasznalasaval a kovetkezd 0sszefiiggésbdl szamolhato:

(Ve, Vi)
0S@ = .
A

Ha 0" < <90, akkor o = ¢ a hajlasszdg.



16. feladat: Hatdrozza meg az e:x=3-2t,y=1+t,z=4-5t teR és
fix-1= ZT_l y =5egyenesek hajlasszogét!

Megoldas

Elsé 1épésként meg kell adni mindkét egyenes egy-egy iranyvektorat és azok hosszat:
Vv, =(-2,1-5) |v.|]=+30
v, =(1,0,3) |v||=+10.

Ekkor a keresett szog:

(Vovy) 17
[velllv]l V300
Mivel ez tompaszog, ezért a keresett hajlasszog:

a=180"—p=180"-168,52" ~11,48".

Cos o = ~-0,98 — ¢=~16852 .

az

17. feladat: Hatarozzuk meg az ABCD paralelogramma atloinak hajlasszogét, ha A(2,3,-1),

B(5,4,3), C(2,-1,6) és D(-1,-3,2).
Megoldas

A két atlé egyenes irdnyvektoranak szogét hatarozzuk meg eldszor. Az egyik egyenes
iranyvektora az AC, a masiké pedig a BD vektor is lehet. Adjuk meg ezen vektorok

koordinatait:
AC=(0,-5,7) BD=(-6,-7,-1).

Szamoljuk ki a vektorok altal bezart szogét:



() . _
0= AC|[BD| o+ (-5)2 + 72 J(-6)* + (-7) +(-1)*

__ 28 03510 - ~69,45 .

Nz

Mivel ¢ <90°, ezért a keresett hajldsszog o =69,45".

Egyenes és sik hajlasszoge

Definicid: Egyenes és sik hajlasszogén az egyenes és az egyenes sikra esd merdleges
vetliletének hajlasszogét értjiik.

Ha ismerjiik a sik egy ng normalvektorat és az egyenes egy Vv, iranyvektorat, akkor a két vektor

altal bezart szog:

(V,.ng)

[velling]

CoSp =

Ha 0" <9 <90, akkor o =90  — ¢ a hajlasszog.

Ha 90" < ¢, akkor o =@ —90" hajlasszog.

Ve

e
/
/
/




18. feladat: Hatarozza meg az y tengely és az S:2x+z =2+4y sik hajlasszogét!

Megoldas
A szamoléashoz ismerniink kell az egyenes egy iranyvektorat és a sik egy normalvektorat,
valamint ezen vektorok hosszat.

V,=(0,10) |v.]=+v1=1
ng =(2,-4,1) ||n3||:\/ﬁ.

A keresett szog:

COS¢:<Ve’nS> 4 _ 087 - 150,46

[vellin[l - V21

Ez alapjan az egyenes ¢és sik hajlasszoge:

a=¢p—-90 ~150,46 —90" ~ 60,46 .

Két sik hajlasszoge

Definicio: Két sik hajlasszoge normalvektoraik hajlasszoge, ha az hegyesszog. Tompaszog
esetén 180" -bol azt kivonva kapjuk a sikok szogét.

Ha ismerjiik a két sik n, és n, normalvektorat, akkor

(n,.n,)

CoSp =

I

Ha 0° <9 <90, akkor o = ¢ a hajlasszog.

Ha 90" < ¢, akkor o =180" — ¢ a két sik hajlasszoge.



A
Ny

19. feladat: Hatarozzamegaz S,:x+y—z=1¢s S, :x—2y+z =0 sikok hajlasszogét!

Megoldas
Kiolvasva a sikok egy-egy normalvektorat és meghatarozva azok hosszat:

ng, =(LL-1) [ng]=+3
ng, =(L-21) |ns[=+6.
Majd ezekkel az adatokkal szamolva:

(ns,ns,) _ -2 0 ~11812".

B N [ I

Innen az altalunk keresett hajlasszog:
a =180 —¢p=180"-118,12" ~ 61,88 .

Ellenorzo kérdések

12. kérdés: Hatarozza meg az A(2,3,-1) pont és az e: x=3-2t,y=-2+t,z=5teR
egyenes tavolsagat!
Megoldas
7,22 (X)
5,22
9,72
6,75

13. kérdés: Hatarozza meg az origd és az S:x+y+z =0 sik tavolsagat!
Megoldas

2

2

0 (X)
1



2-x _y-1 2+z
3 4 -2

14. kérdés: Hatarozza meg az e: egyenes €s az S:x—-2y+z=5 sik

hajlasszogét!
Megoldas

70,22°
80,24° (X)
55,12°
62,22°

15. kérdés Hatarozza meg az e:x=t,y=1-t,z=1+t teR egyenes és az Yy tengely
hajlasszogét!

Megoldas

35,26°
25,26°
44,74
54,74° (X)

16. kérdés: Hatdrozza meg az S:X—3y+z =1 ¢és az yz sik hajlasszogét!
Megoldas

52,45

37,21

72,45 (X)

82,28’



Osszetett feladatok

20. feladat: irja fel az A(1,3,—2) ponton 4thaladd, az e és f egyenesekre merdleges g egyenes
egyenletét, ha

e: X=y=12 f:—x=2z, y=3.
Adja meg a g egyenes és az Xy sik metszéspontjat!
Megoldas

Az egyenes egyenletrendszerének felirasahoz sziikséglink van egy pontra és egy iranyvektorra.
Egy pontja adott a keresett egyenesnek. Nézziikk meg, hogy mit tudunk mondani a keresett

egyenes egy iranyvektorarol. Jelolje v, v, és v, az e, f és g egyenesek irdnyvektorait. Ha a
keresett g egyenes merdleges e és f egyenesekre, akkor v, L v, és v L v,is teljesiil. Tehat egy
olyan vektort keresiink, amelyik meréleges a két ismert vektorra. A v, x Vv, éppen megfelel a
feltételeknek, mivel az mer6leges a v, ésa v vektorokra is, azaz legyen v, = v, xv;.

Kiolvasva az egyenesek iranyvektorait:

v,=111) v,=(-101).

i j k
Vo=V xve=|1 1 1/=(-2]1).
-1 0 1
Eszerint a g egyenes egyenlete:
g: X2 y=3_ ...
1 -2

Meg kell hatdroznunk a most felirt egyenes és az Xy sik metszéspontjat. Ehhez irjuk fel a g
egyenes egyenletét paraméteres alakban. Ehhez a kovetkezébdl kell elindulni:
X__l = y__3 =7+2=t ,
1 -2
majd valtozonként kiilon-kiilon rendezéssel a kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:
XT_l —t > x=1+t

y—_23:t S y=3-2t

2+2=t — z7=-2+t.

Mi az egyenesnek azt az M pontjat keressiik, amelyik rajta van az Xy sikon. Az ilyen pont
koordinatai altalanosan: M (x, y,0). Mivel a harmadik koordinata O, ezt behelyettesitve az

egyenes egyenletrendszerébe:
z=-2+t 0=-2+t t=2.

A kapott t értéket visszahelyettesitve szamoljuk a pont hidnyz6 koordinatait:



X=1+t x=1+2=3
y=3-2t y=3-2.2=-1.
Tehat a keresett metszéspont:

M (3,-1,0).

21. feladat: Adottak az A(3,-1,2), B(4,1,1) és C(7,-2,5) pontok.

a) Irjuk fel az ABC haromszog S sulypontjan atmend, a haromszog sikjara merdleges
egyenes paraméteres egyenletrendszerét!

b) Irjuk fel a haromszog sikjanak egyenletét!

C) Adja meg a haromszog B csucsabol indulé magassaganak hosszat!

Megoldas

a) Mivel az AB ¢és az AC vektor is a harom pontra illeszkedd sikban van, ezért vektorialis
szorzatuk merdleges lesz a sikra. Mivel az altalunk keresett egyenes is merdleges a sikra,

ezért a keresett egyenes egy iranyvektora legyen v = ABxAC.
Végezziik el a szamolast:
AB=(12-1) AC=(4-13
R T ¢
v=ABxAC=1 2 -1=(5-7,-9).
4 -1 3
Meg kell még hataroznunk a haromszdg sulypontjanak koordinatait:
3+4+7 14
s, = S, =—
3 3
s :—1+1+(—2) s 2

’ 3 273
s _2+1+5 s _8
’ 3 ° 3
s(4-29)
3 33
A keresett egyenes:
e:x:E+5t, y:—g—Yt, z:§—9tteR.
3 3 3

b) A haromszog sikjanak felirasahoz sziikséges a sik egy normalvektora és egy ismert
pontja.



n S

A normalvektor merdleges a sikra, igy kihasznalva az el6z6 feladatrészben kapott
eredményt:
n=ABxAC = (5,—7,-9).

A sik egyenletét az n normalvektor és az A pont segitsé¢gével irjuk fel:

5(x-3)-7(y+1)-9(z-2)=0
Atrendezve:
5x-7y-9z=4.

c) A B csucsbol indulé magassaganak hossza nem mas, mint a B csticsbol az AC oldalra
bocsatott merdleges szakasz hossza. Masképpen fogalmazva, a B csucs és az AC
oldalegyenes tavolsaga. Ezt viszont a kovetkezoképpen lehet szamolni:

|8~ Ac]
el

dB,AC -

Kihasznalva az els6 részben kapott eredményeket:

ABx AC = (5,~7,-9) HE x EH — |52 +(=7)? +(-9)> = /155
AC =(4,-13) HA_C'H =& +(-1)?+3 =26

Tehat a keresett magassag hossza: 155 ~2,44.
\26

22. feladat: Tikrozziik az A(-2,1,-1) pontotaz S: x+y+z =1 egyenleti sikra!
Megoldas

Egy pontot egy sikra ugy tiikroziink, hogy eldszor a pontbdl merdlegest allitunk a sikra,
megkeressiik a merdleges egyenes és a sik M metszéspontjat, majd kihasznaljuk, hogy ez a
metszéspont felezOpontja az eredeti pont és a tiikkorkép alkotta szakasznak.



A’

Ha egy egyenes merdleges egy sikra, akkor a sik egy normalvektora lehet az egyenes egy
iranyvektora. Hivjuk ezt az egyenest e egyenesnek, ekkor
v, =n;=(111)
Felirhatjuk a sikra merdleges, az A ponton atmend e egyenes egyenletét:
e: X=-2+t, y=1+t, z=-1+t teR

Az M metszéspont meghatdrozdsahoz helyettesitsiik be az e egyenes egyenletét az S sik
egyenletébe:
2+t+1+t-1+t=1 —» -2+3t=1 - t=1
azaz
M (-1,2,0).
Kihasznalva, hogy M felezépont és a tiikorkép pontot A'(X, Y, z) moddon jeldlve, a felezOpontra

vonatkoz6 0sszefiiggés alapjan:
-2+ X

-1= x=0
2

21V s
2

0="1"2 ., ;o1
2

A keresett tiikkorkeép:

A'(0,3).

23. feladat: Adjuk meg annak az S siknak az egyenletét, amely atmegy a P(2,3,5) ponton és
illeszkedik az y tengelyre!

Megoldas

A sik megadasahoz sziikségiink van egy pontra és egy normalvektorra. A pont adott, a
normalvektort kell meghataroznunk. Ha a sik illeszkedik egy egyenesre, akkor a sik egy
normalvektora merdleges lesz az egyenesre, és igy az egyenes egy irdnyvektorara is. Tehat
olyan n normalvektort kerestink, amely meréleges az y tengely v, = j=(0,1,0) iranyvektorara.

Miasrészt, ha megadnank egy Q pontot az y tengelyen, akkor a QP vektor illeszkedik a sikra,
tehat meréleges az n normalvektorra. Adjunk meg egy pontot az y tengelyrél! A legegyszeriibb



az origd, azaz Q(0,0,0). Ekkor @:(2,3,5). Tehat keresiink egy QP és v, vektorokra
merdleges vektort. A feltételnek megfelel a vektoridlis szorzata. Ezért legyen

i j k
n=QPxv, =2 3 5/=(-5,0,2).
010
Az S sik egyenlete:
S: —-5(x-2)+0(y-3)+2(z-5)=0.
Rendezéssel a kovetkez6 egyenlethez jutunk:
—5x+2z=0.

24. feladat: Mekkora teriileti haromszoget metszenek ki a koordinatasikok az
S: 2x—y+3z =6 egyenletii sikbol?

Megoldas

Hatdrozzuk meg eldszor a kimetszett haromszog csticspontjainak koordinatait.

F 3

v

Az x tengelyre es6 A csucspontrol tudjuk, hogy a masodik és harmadik koordinataja 0, azaz
y=12z=0. A sik egyenlete alapjan, akkor X =3.

Az y tengelyen 1év6 B csucspontnal X =2z =0, behelyettesitve a sik egyenletébe: y=—6.
A z tengelyen 1év6 C csucspont koordinatai, ha x=y =0, akkor z=2.

Tehat a cstcspontok:
A(3,0,0) B(0,-6,0) C(0,0,2).

Vélasszuk ki az egyik pontot, példaul A-t. Inditsunk vektorokat A-bdl a haromszog masik
két csucsaba. A megadott két vektor kifesziti a haromszdget és teriilete pedig

=28 Ac]
Végezziik el a szamolast!

AB=(-3,-6,0) AC=(-30,2)



i kK
ABxAC=|-3 -6 0|=(-12,6,-18)
3 0 2

t:%HﬁxA—CH:%\/144+36+324 ~ 126 .

25. feladat: Adott az ABCD tetraéder, ahol A(4,7,6), B(0,1,-2), C(-1,5,3) és D(4,-5,2).
a) Hatarozzuk meg a tetraéder ABC és BCD oldallapjai altal bezart szogét!
b) Hatarozzuk meg az ABCD tetraéderben az ABC oldallap és az AD oldalegyenes altal
bezart szoget!
Megoldas

a) Két sik hajlasszoge megadhato, ha ismerjiik a sikok normalvektorainak hajlasszogét,
tehat nem kell a sikok egyenletét felirni, elég a normalvektort ismerni. Ezért allitsuk el
a feladatban szerepld sikok egy-egy normalvektorat.
Az ABC oldallap normalvektora egy olyan vektor lehet, amely meréleges az ABC sikra.
Az adatokbol ismerhetiink két olyan vektort, amely benne van az emlitett sikban, ezek

az AB és AC vektorok. A keresett normalvektor mindkét vektorra merdleges, tehat
adodik, hogy vélasszuk normalvektornak az n,,. = ABx AC.

Adatokkal:
AB=(—4,-6,-8) AC =(-5,-2,-3),
i j ok
Nwee=ABxAC=|-4 —6 -8=(2,28-22),
5 -2 -3

Nase =2 +28% +(—22)% = 2/318

Hasonl6 megfontolasok alapjan a BCD oldallap egy normaélvektora pedig legyen

Ngep = BDXBC .
Adatokkal:
BD=(4,-6,4) BC=(-14,5)
ik
Ngeo =BDxBC =|4 -6 4|=(~46,-24,10)
-1 4 5
Ngcp = \/(416)2 +(—24)? +10% = 2./698 .
Ekkor:
cos = (Nasc:Ncn) _ 2-(-46) +28-(~24) +(-22)-10 _
”nABC””nBCD” 2\/318 . 2\/698
-984 .
= ~121 48
4+/221964 ¢

Mivel 90" < ¢, ezért a két sik hajlasszoge:



a=180" - ~180" -121,48 ~58,52".

b) A hajlasszog meghatarozasahoz elegendd ismerni az ABC oldallap egy normalvektorat és
az AD oldalegyenes egy iranyvektorat. Hasznaljuk fel, hogy az el6z0 részben mar
meghataroztuk az ABC oldallap egy normalvektorat:

N e = ABx AC = (2,28,-22)
Az AD oldalegyenes egy iranyvektora lehetne az:
AD = (0,-12,-4).

Ekkor a keresett szog:

(AD,N e ) 0-2+(=12)-28+ (—4)-(~22)

o [AD]INsc] ~ O+ (-12)7 + (-4)F 22 4282 + (-2

—248

" 4410 24318

Mivel 90" < ¢, ezért a keresett hajlasszog:

~-0,5497 ¢@~123,35.

o= gp—90° ~123,35 —-90 ~33,35".
Ellenorzo kérdések

17. kérdés Irja fel az ABC haromszog sikjanak egyenletét, ha A(2,-1,5), B(-3,-4,1) és
C(6,5,-1)!

20x—-3y+2z=53
X—y+2=8
21x—-23y—-9z=20 (X)
4x-2y+22=20

18. kérdés Hatarozza meg az A(L,-5,2) pont és az e: X=4, y=-2+2t, z=3t teR
egyenes koz0s sikjanak egyenletét!

13x+9y+6z=-20
13x-9y -6z =46
13x-9y+62=70 (X)
13x+9y—-6z=-44

19. kérdés Adott egy haromszdg két csucsa és a sulypontja. rja fel a BC oldal egyenesének
egyenletét, ha A(L,2,3), B(-1,0,3) és S(2,1,3).

X=6+7t, y=1+t, z=3t teR
Xx=6+T7t, y=1+t, z=tteR
x==1+7t, y=t, z=3 teR (X)
x=-1+7t, y=t, z=3tteR

20. kérdés Adott az ABCD tetraéder, ahol A(4,7,6), B(0,1,-2), C(-15,3) és D(4,-5,2)
. Hatarozzuk meg a tetraéderben az AB oldal felezGmerdleges sikjanak és a CD oldal
egyenesének hajlasszoget!



23,39" (X)
66,61
27,65
63,35



4. Vektorok, komplex szamok

1.4. Komplex szamok
Tanulasi cél: Az eddig megismert valds szamkor bovitése

A komplex szamok fogalma, algebrai alakja

Altalanos iskolaban mar tanultunk a természetes (N), az egész (Z) és racionalis (Q) szamokrol.
A kozépiskolaban elmélyitettiik a velilk kapcsolatos ismereteinket és 0j felfedezéseket is
tettlink. Megismertiilk az irracionalis (Q*) szamokat €s igy, tobbszori szamkor bovités
eredményeként, eljutottunk a valos szamok (R) koréhez.

Eddigi tanulmanyaink soran azt is lattuk, hogy a valos szdmok halmazan nem végezhetd el
minden, a gyakorlatban felmeriild mivelet, hiszen pl. a valds egyiitthatés masodfoku algebrai
egyenlet sem oldhatd meg a valdés szamok halmazan, ha a diszkriminansa negativ. Ezért
célszerli lenne az R halmazt ugy béviteni, hogy ebben az 0j halmazban (minden eddigi miivelet
valtozatlan megtartasa mellett) tudjunk a negativ valos szamokbdl is négyzetgy6kot vonni.

Ennek érdekében bevezetiink egy elképzelt j szamot, amelyet i-vel jelolink, képzetes
egységnek neveziink és az i = J-1 értékkel definialunk.

Definicio: A z=a-+Dbi alaki szamokat, ahol a,b e R a komplex szamok algebrai alakjanak
nevezzik.

Elnevezések és jeldlések: d a komplex szam valos része Re(z), b a komplex szam képzetes
része Im(z) .
Példaul a 4—5i komplex szam valos része 4, a képzetes része pedig -5.

nn
1

A "képzetes" elnevezés az "imaginarius" szobdl ered, ezért is jeldljiik "1"-vel a komplex szadmok
nem valos, "képzetes" részét. (Az "i"-t az "imaginarius" roviditésére hasznaltak.) A "komplex"
elnevezés pedig arra utal, hogy ezek a szdmok Osszetettek, tobb (kettd) részbdl allnak.

Megjegyzés: minden valés szam olyan komplex szam, amelynek képzetes része O.
Azaz komplex szam a 4=4+0i vagya 0=0+0i is.

Definicio: Két komplex szam egyenld, ha valos részeik és képzetes részeik is egyenlok.

Miiveletek algebrai alakban (0sszeadas, kivonas, szorzas, osztas)
Definicio: Legyen z, =a +bi és z, =a, +b,i. Ekkor
z,+2,=(a +0bi)+(a,+b,i)=(a, +a,)+ (b, +b,)i,
2, —7, = (a +bi)—(a,+b,i) = (a,—a,) + (b, —b,)i,
z,-2,=(a,+bi)-(a,+b,i)=(a,a,—bb,)+ (ab, +ab)i.

Definicio: Egy z=a+bi alaka komplex szam konjugdltian a Z =a—bi komplex szamot
értjiik. (A képzetes rész eldjelét az ellenkezdjére valtoztatjuk.)



Példaul ha z, =7+2i, akkor Z, =7-2i, ha z,=-1+25i, akkor Z,=-1-25i, és ha
2, =13—7i, akkor Z, =13+ 7i.
Definicio:

Z, _ a,thi _ a+hii . a,—h,i aa,+hb, N a,b, —ab, i

z, a,+hi a,+bi a,—hi a’+b’ a; +b’

Ezt a bonyolult végeredményt nem kell megtanulni, csak azt érdemes megjegyezni, hogy az
osztas végrehajtasanak elsd 1épése a nevezd konjugaltjaval valo bovités.

Néhany miiveleti tulajdonsag:
e az Osszeadas €s a szorzas kommutativ, azaz barmely két komplex szam esetén:

2,+2,=2,+1 2,°2,=2,-2,

1 tovabba
e az Osszeadads €s a szorzas asszociativ, azaz barmely harom komplex szam esetén:
(z,+2,)+2,=2,+(2,+2,) =2, + 2, + Z, tovabba (2,2,)z, = 7,(2,2,)
e aszorzas disztributiv az 6sszeadasra nézve, azaz:
2,(2,+2,) =22, +72,2,.

Megjegyzés: A miuveletek elvégzése sordn az algebrdban megtanult szabalyokat ¢&s

azonossagokat alkalmazzuk gy, hogy kihasznaljuk az i= J-1 osszefliggésbol adodo i° =1
lehetséges helyettesitést. Itt érdemes megfigyelni azt, hogy i hatvanyai négyes periodussal
rendelkeznek, azaz

Kidolgozott feladatok
1. feladat: Legyen z, =2-5i és z, =—1+2i. Hatarozza meg az alabbi kifejezések értékét:
a) z,+12,
b.) z,-z,
C.) 7,2,
d.) 4z,-3z,
e) (2z,-3i)(1-z,)
f) Re(i-z)
9) z2-2z,
h.) Im(zz2 +2i1°)

Megoldas:



a) Célszerl el6szor zarojellel ellatva behelyettesiteni a kivant értékeket a kifejezésbe, majd a
komplex szamokkal, mint kéttagu algebrai kifejezéseket kezelve elvégezni az algebrai
atalakitasokat.
2,+2,=(2-5)+(-1+2i)=2-51-1+2i=1-3i

b) z,—-z,=(2-51)—(-1+2i)=2-5i+1-2i=3-7i

C) A zarojel felbontasanal minden tagot minden taggal megszorzunk, majd kihasznaljuk az
i? =—1 dsszefiiggést.

2,-2, =(2-5i)-(=1+2i) = —2+4i +5i —10i* =—2+9i —10-(-1) =8+9i

d) 4z,-3z,=4(2-51)-3(-1+2i) =8-20i +3—-6i =11- 26i

e) (2z-3i)(1-2,)=[2(2-5i)-3i]-[1-(-1+2i) |=
Elészor a szogletes zardjeleken beliil elvégezziik a miveleteket, majd a két zarojelet
Osszeszorozzuk, minden tagot minden taggal.
= [4—10i —3i] . [1+1— 2i] = [4—13i] . [2— 2i] =8—8i — 26i + 26i° = -18—34i

f) Ebben a feladatban elészor el kell végezni a zarojelben szereplé miiveletet, majd kiolvasni
az eredmény valds részét.

Re(i-z,)=Re[i(2-5i)|=Re| 2i-5i" | =Re[5+2i]=5
9) 77 -2z, =(2-5i)* —2(-1+2i) = 4—20i + 25i* + 2 — 4i = 19— 24i
h) Im(z}+2i"°)=Im[ (-1+2i)° + 2(i*)° | = Im[ 1-4i + 4i* +2-(-1)° | =
Im(1-4i—4-2)=Im(-5-4i)=—4.
2. feladat: Legyen z, =3+2i és z, =—-2+ 61 . Hatarozza meg az alabbi kifejezések értékét:
a) 7,+3z,
b) (2z,)°
C) 4
ZZ
[
d —
Zl
e) 1- 3
ZZ
Megoldas:
a)
71+3?2 =3+2i +3(—2+6i) =3-2i—-6-18i =-3-20i
b)

c)

(2,)° =(2(3+2i))" = 4(9+12i + 4i*) = 4(5 +12i) = 20 + 48i = 20 — 48i



3+42i _ 3+2i -2-6i —6-18i-4i-12i 6-22i _6-22i 6 22

Zl_
7, —2+6i -—2+6i —2-6i  (-2)2-(6i)>  4-36i° 40 40 40
d)
i i i 3+2 3i+2i* 2431 -2+3 -2 3.
Z 3+2i 3-2i 3+2i (3°-(2) 9-4i° 13 13 13
e)
L3 _, 8 _-246i-3_-5+6i —2-6i _
z, = —2+6i —2+6i —2+6i —2-6i

10+30i —12i —36i> 46+18i 46+18i
(—2)% — (6i)? 4-36i? 40

3. feladat: Oldja meg a kovetkez6 egyenleteket a komplex szamok korében:

a) 3—-4diz=z+5i

b) (1+i+iz+z)-(1+i;j:0

c) z°+2z+10=0

Megoldas:

a) Ebben az egyenletben az ismeretlen elsé hatvanyon szerepel, ezért ez egy elséfoku egyenlet.
Els6 1épésben az egyenletet rendezni kell. Egyik oldalra keriilnek az ismeretlent tartalmazé
tagok, mig a masik oldalra a tobbiek. Ezt kdvetden a z kiemelése utdn egy osztassal 1épiink

tovabb.
3—4iz=z+51 —» 3-5i=z+4iz — 3-51=1z(1+4i)
L 3-5i _3-5i 1-4i _ 3-12i-5i+20i° —17-17i 1
1+4i  1+4i 1-4i 1+16 17 '

b) Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla. Eszerint két egyenletet kapunk:

(1+i+iz+2)=0 vagy (1+Lj:0.
z

Oldjuk meg az els6 egyenletet:

1+i+iz+z2=0 —iz+z=-1-1i — z(A+i)=-1-i
Z_—l—i_—l—i 1—i_—1+i—i+i2_—_2__1
1+i 140 1-i 1-(i)? 2 '
Oldjuk meg a masik egyenletet is.
1+l-0 5 o1 5 2=

z z
Tehat az egyenletnek két megoldasa van: z, =—1¢és z, =—i.

c) Hasznaljuk a gyokképletet:



_ —2+44-4.1.10 -2+/-36

fiz 2 - 2
—2++/36i° -2+6i [-1+3i
2 2 |a1-3i

Ellenorzo kérdések:
1. kérdés: Mivel egyenl6 Re((—1+3i)—2(3+4i))?
a) 5
b) -5
c) -7(X)
dy 11
2. kérdés: Legyen z, =—1-5i és z, =3—i.Mivel egyenld (1—221)-(M)?
a) -161+81i (X)
b) -179-13i
¢) 179-21i
d) -179+21i
3. Kérdés: (-4-3i) —(1+i)=
a) 6-23i
b) 6+25i (X)
c) 24-i
d) -8-23i

4. kérdés: Mivel egyenld Im ( 1+ 5'_ j ?
2+2i

a) 0
b) 1 (X)

4
C J—
) 3

4
dy -=
) 3

5. kérdés: 3—3i° +2i*° =
a) 3-5i (X)
b) 3+i
c) 2i
d) -2i



3—-4i

6. kérdés: Mivel egyenld 1— ?

a) -5-3i
b) 5+3i (X)
c) 3-3i
d) -3+3i

7. kérdés: Oldjameg a 2+iz=3z—1 egyenletet a komplex szamok halmazan!
5 5.
a) —+—i
8 8
) 1-1
2 2
C) §—§i
8 8

1 1.
d) > + EI (X)
8. kérdés: Oldjamega z°—-4z+13=0 egyenletet a komplex szamok halmazan!
a) 2+3i (X)
b) 2+6i
c) 4=£3i
d) 4+6i



Komplex szamok abrazolasa, trigonometrikus alak

A valos szamokat szamegyenesen abrazoljuk. Egy egyenes a komplex szdmok abrazolasara
nem elegendd, mivel ezek a szamok valds és képzetes részbdl allnak. Eppen ezért ki kell
Iépniink az egyenesbdl a sikba. Ezt a sikot komplex szdmsiknak nevezziik. Vegylink fel egy
derékszogli koordinatarendszert és a vizszintes tengelyen a komplex szam valos, a fiiggéleges
tengelyen pedig képzetes részét jeloljiik. A valos tengelyen az egység az 1 valos szam, mig a
képzetes tengelyen az i komplex szam az egység.

Ekkor a z=a+bi alaki komplex szamot szokas az (a,b) pontba mutato helyvektorral

szemléltetni. Ekkor a komplex szdmok ¢€s a koordinata rendszer pontjai kozott kolcsondsen
egyértelmii megfeleltetést l1étesitiink.

képzetes tengely

bi S —

a valos tengely

A z=a+bi alakban megadott komplex szamot a valds és képzetes része egyértelmiien
meghatarozza. A komplex szamot abrazold vektort azonban nem kell feltétlentil ezzel a két
adattal megadni. Ugyanezt a vektort megadhatjuk gy is, ha megadjuk a vektor hosszat és a
vektor valds tengely pozitiv felével bezart hajlasszogét. Ezt a két 0j adatot polarkoordinataknak
hivjak. A vektor hosszat a komplex szam abszolat értékének is nevezziik, jele: r, amely

Pitagorasz tétel segitségével:
r=+a*+b*.

A komplex szam hajlasszoge az a szog, amellyel a valds tengely pozitiv felét az 6ramutato
jarasaval ellenkez0 iranyba el kell forgatni tigy, hogy az a komplex szamot szemléltet6 vektor

iranyaval essen egybe. Ennek megfeleléen 0° < ¢ <360 .

A ¢ hajlassz0g meghatarozasanal minden esetben fontos a vektor felrajzoldasa, mivel a
koordinata sik kiilonb6z6 negyedeiben mdas-méas modon torténik. Elsd 1épésben egy S
segédszoget szamolunk a

tgﬂ:‘g‘ ha a=0

segitségével, majd a tényleges hajlasszog meghatarozasa kovetkezik a kdvetkezé modon:

l. siknegyedben ¢ = £,
1. siknegyedben: ¢ =180"— 23,



I11. siknegyedben: ¢ =180"+ S,
IV. siknegyedben ¢ =360 — /3.

A most bevezetett polarkoordinatak segitségével lehetdségiink van a komplex szamokat mas
alakban is felirni.

Definicio: A z=a+bi nullatol kilonbozé algebrai alakban felirt komplex szam
trigonometrikus alakja:

z=r(cosp+ising),

ahol r avektor hossza, ¢ pedig a hajlasszoge.

Atvaltas algebrai alakbol trigonometrikus alakba

A trigonometrikus alakban megadott komplex szdm algebrai alakjanak meghatarozasa a
szogfiiggvények értékének behelyettesitésével és egyszeriibb alakra hozéssal torténik.

4. feladat: Irja fel a kovetkez6 komplex szamokat trigonometrikus alakban:
a) z=5

b) z=-3i

c) z=2+4i

dy z=—4+2i

e) z=-3-5i

f) z=5-4i
Megoldas

a) Eldszor abrazoljuk a komplex szamot.

Im

5 Re

A vektor specidlis elhelyezkedése miatt az &brardl leolvashatd, hogy a vektor hossza 5,
hajlasszoge 0. Igy semmiféle mellékszamolasra itt nincs sziikség.

z=5=5(coso°+isino°).

b) Most is az abraval kell kezdeni.



Az 4brardl leolvashato, hogy a vektor hossza 3, hajlasszoge pedig 270" .
z=-3i =3(c0s 270" +isin270').

C) A valos és képzetes rész is pozitiv, ezért egy elsé negyedbe esé komplex szamot fogunk
atirni trigonometrikus alakba.

Re
Szamitsuk ki a vektor hosszat:
r=+22+4% =20
Masrészt:
tgﬂzg - @=/[=6343

fgy a keresett trigonometrikus alak:
z=2+4i=+/20(c0s63,43 +isin63,43’).

d) A valos negativ, a képzetes rész pozitiv, ezért egy masodik negyedbe esé komplex szamot
fogunk atirni trigonometrikus alakba.



Im
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A sziikséges szamolasok:

r :,/(—4)2+22 =420

tg g :E — @=180"- =180 -26,57 =153,43
A keresett trigonometrikus alak:
z=—-4+2i=+/20(c0s153,43 +isin143,43").

e) A valos és képzetes rész is negativ, ezért egy harmadik negyedbe esé komplex szamot
fogunk atirni trigonometrikus alakba.

A sziikséges szamolasok:

r= 1/(—3)2 +(—5)2 =34
5

tgfi=2 — ¢=180"+/5=180 +59,04'=139,04



A keresett trigonometrikus alak:
z=-3-5i =/34(c0s139,04" +isin139,04").

f) A valos pozitiv, a képzetes rész negativ, ezért egy negyedik negyedbe esé komplex szamot
fogunk atirni trigonometrikus alakba.

A sziikséges szamolasok:

tgﬂ:g > =360"- /=360 38,66 =321,34

A keresett trigonometrikus alak:

7=5_4j =Jﬁ(c05321,34° +isin321,34°).

5. feladat: frja fel a kovetkezd komplex szamokat algebrai alakban:
a) z=3(cos60" +isin60’)
b) z=+/2(cos315 +isin315’)

B3

¢) z=-_(cos210" +isin210)
2

d) z=5(cos123 +isin123').

Megoldas

1 .3

a) z :3(0036O°+isin60°)=3(—+i—}=g

+£i

2 2 2

b) z=1/2(cos315’ +isin315°):ﬁ[§+i(¥ﬁ:1—i



c) z zg(cosﬂo" +isin 210°)=£[_—*/§+i(_—1n=—§—£i

2| 2 2 4 4
d) z=5(cos123 +isin123")=5(~0,5446+i-0,8387) =—2,723+4,1935i .

6. feladat: Legyen z :i(cos315° +isin315") . Hatdrozza meg Im(z) és Re(z) értékeket!

2
Megoldas
A trigonometrikus alakbol at kell térni az algebrai alakra, hogy vélaszolni tudjunk.
2= (cos315 1isina15) =8 (Y2 Y201 _3 s Rer)=3 Im(z)=_3.
2 2l 2 2

Ellen6rzo kérdések
9. kérdés: Mennyi az 5—4i komplex szam abszolit értéke?
a) 9
b) 3
¢) V4l (X)
d) 1
10. kérdés: Mekkoraa —2—3i hajlasszoge?
a) 236,31 (X)
b) 326,31
c) 146,31

d) 213,63
11. kérdés: ~/3—i trigonometrikus alakija:
a. 2(cos320 +isin320)

b. 2(cos300 +isin300°)
c. 2(cos330 +isin330) (X)
d. 2(cos210° +isin2107)

12. kérdés: +/2(cos135 +isin135") algebrai alakja:
a —1+i (X)
b. 1-i
c. —1-i
d. 1+i

13. kérdés: Hatdrozza meg a /3 (Cos 240" +isin 2400) komplex szam képzetes részét!
a -15 (X)



—
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Miiveletek trigonometrikus alakban

Trigonometrikus alakban adott komplex szamok esetében elvégezheté muveletek: szorzds,
osztds, hatvanyozas, gyokvonads.

Ha trigonometrikus alakban adott komplex szamokat Osszeadni illetve kivonni kell, akkor
eloszor a szamokat algebrai alakba valtjuk at, majd abban az alakban végezziik el a kivant
muveletet.

Szorzas, osztas, hatvanyozas

Tétel: Legyen z, =r(cose, +ising,) és z, =r,(cos e, +ising,). Ekkor

2,2, =11, (COS (¢, + ¢, ) +isin (¢, +9,)).

4 =L(Cos(gol—(02)+isin(¢1—(02)),
22 r-2
2} =" (cos(ng, ) +isin(ng,)) .

A miiveletek elvégzése soran tigyelni kell arra, hogy az eredmény hajlasszoge ittisa 0° és 360
tartomanyba essen. Ha a képletek alkalmazésa soran forgasszoget vagy negativ szoget kapnank,
akkor a megfelel6 korrekciot el kell végezni.

7. feladat:  Legyen  z,=2(cos135 +isin135),  z,=5(c0s210 +isin210")  és
z, =3(cos$22° +isin 3220). Adja meg a kovetkezo kifejezések értékét trigonometrikus
alakban:

Megoldas

a) 2,2,=2(cos135 +isin135 )-5(c0s 210" +isin 210" ) =10(cos345 +isin345')

b) 2,2, =3(c0s322" +isin322')-5(cos 210" +isin 210" ) =15(c0s532" +isin532") =
15(cos172” +isin172")
A megoldésnal felhasznalva, hogy 532" —360" =172".

Z; _ 3(cos322" +isin322) :§(cosl87° +isin187)
z, 2(cosl35 +isin135) 2

c)

gy 22 AC0S210 +1sin210) 5 oo 195 4isin(-112)) = > (cos 248" +isin 248")
z, 3(cos322 +isin322) 3 3

A megoldasnal felhasznalva, hogy —112° +360" = 248’ .
e) 2z’ =2%(cos405 +isin405) =8(cos45 +isin45)
f) z} =3%(cos1288" +isin1288") =81(cos 208" +isin 208")

Z, 3(c0s322" +isin322) B
2,27 2(cos135 +isin135)-5°(cos420" +isin420")

9)



3(cos322° +isin322°) ~
2(cos135 +isin135)-5%(cos60” +isin60°)

3(cos 322 °+|_5|_r13220) :i(c03127°+isin127°)
50(c0s195 +isin195) 50

8. feladat: frja fel a  kovetkezd szamot trigonometrikus alakban:
(~3+4i)-2(cos110" +isin110).

Megoldas

A szorzat els6 tényezdje algebrai alakban van adva. Ahhoz, hogy a szorzést el tudjuk végezni,
ezt at kell irnunk trigonometrikus alakba.

tgﬂ:% — B=5313 — «=12687

r=.(-3)°+4%* =5

—3+4i =5(c0s126,87 +isin126,87").

Tehat

Igy mar el lehet végezni a szorzést, az eredmény:
5(c0s126,87 +isin126,87°)-2(cos110" +isin110°) =10(cos 236,87 +isin236,87").

3i

9. feladat: Irja fel a kovetkezé szamot trigonometrikus alakban: - — .
2(c0s120" +isin120’)

Megoldas
3i 3(cos90" +isin90’)

2(c0s120" +isin120°) B 2(c0s120" +isin120°) B
3(cos90" +isin90) 3

=—(cos(=30 ) +1isin(-30)) = —(cos330 +1isin330).
2(c03120°+isin120°) 2( (=30) (=30) 2( )

10. feladat: frja fel a kdvetkez8 szdmot trigonometrikus alakban: (3 3i )4 .

Megoldas

Negyedik hatvanyra trigonometrikus alakban célszerii emelni. Ehhez az algebrai alakban adott
komplex szamot at kell valtani trigonometrikus alakba.

tgﬂ:g > =45 > q=315

r=43*+(-3)° =18
(3-3i)" = (VIB(cos315 +isin315"))' = Vi8" (cos1260" +isin1260°) =

324(cos180° +isin180").

Gyokvonas



Tétel: A z komplex szdmnak pontosan n darab n-edik gyoke van. Ha z trigonometrikus
alakja z=r(cosg+ising), akkor n-edik gydkei az

Z, :Q/F{cos—gwrk’%o +isin22K360 j
n n

komplex szamok, ahol k =0,1,...,n-1.
Megjegyzés:

A nemnegativ valos szamok halmazan a gyokvonas egyértelmii miivelet, azaz egy nemnegativ
valos szamnak mindig pontosan egy darab n-edik gyoke van. Ettél eltéréen a komplex szamok
korében a gyokvonas tobbértéki miivelet.

Ha a z komplex szam n-edik gyokeit abrazoljuk a koordinata rendszerben, akkor (n > 3 esetén)
a megfeleld gyokok egy szabalyos n-szog cstcsaiba mutatd helyvektorok.

11. feladat Legyen z = 32(c03150° +1i sin150°). Hatarozzuk meg 7 értékeit!
Megoldas

; { 150" +k -360° ..150°+k-360°j
z, =1/32] cos +isin

ahol k=0,1,2,3,4.
Azaz:

0 z,=2(cos30 +isin30")

1 z,=2(cos102" +isin102")

2 z,=2(cosl74 +isinl74’) .
3
4

Z, =2(c0os 246" +isin 246")

k
k
k
k
k z, =2(cos318" +isin318")

12. feladat Szamitsuk ki 4/-81 értékeit!
Megoldas
Az algebrai alakban adott komplex szamot at kell valtani trigonometrikus alakba.
—81=281(cos180" +isin180").
Ekkor mar alkalmazhat6 a gyokvonas képlete:

. ( 180" +k -360° ..180°+k-360°j
z, =~/81] cos +isin

,ahol k=0,1,2,3.

Azaz:
0 z,=3(cos45 +isin45)
1 z, =3(cosl35 +isinl35)
=2 7,=3(c0s225 +isin2257)
3 z,=3(cos315 +isin315)

13. feladat: Szamitsuk ki 3/—-3—3i értékeit!



Megoldas

A gyok alatt szerepld komplex szamot at kell irni trigonometrikus alakba.

tgﬂzg — B=45 > =225

= J(-3) +(-3)’ =/18.

Alkalmazva a gyokvonas képletét:

. :3\/1—8((:03225 +:-360 +isin 225 +?l><-360 j

ahol k=0,1,2.
Azaz:
k=0 z,=%18(cos75 +isin75)
k=1 2z, =2%18(cos195 +isin195’) .
k=2 z,=2%18(cos315 +isin315’)

14. feladat: Adja meg 1:'_ _ — értékeit!
2(005200 +1sin 200 )

Megoldas

c0s200° +isin 200° ) 2(coszoo +isin200° )

\/2( 1-i \/\/_(605315 +isin315) \/g(cos,115"+isin115°)

Alkalmazva a gyokvonas képletét:

Z, =,/—1| cos

2

JE( 115 +k~360+isin115 +k-3eoj

ahol k=0,1.

Azaz:

4, (cos57,5 +isin57,5")
k=1 2_1/ (c0s237,5 +isin237,5)

1
2(cos105° +i sin105°)

Ellenorzo kérdések

14. kérdés: Hatarozza meg trigonometrikus alakjat!

a) %(cos 255 +isin255°) (X)



15.

16.

17.

18.

19.

b) %(c05345°+isin345°)
c) %(00575°+isin75°)
d) %(c03165°+isin165°)

kérdés: Legyen z=-2+2i. Mekkora z* hajlasszoge?
a) 135
b) 45 (X)
c) 315
d) 225
kérdés: Legyen z, =3+4i és z, :3(ColeO° +iSinlOO°). Hatérozza meg a z,'z, értékét!
a) 60(cos312,52" +isin312,52")
b) 15(cos153,13" +isin153,13')
¢) 1875(cos153,13 +isin153,13")
d) 1875(c0s312,52 +isin312,52") (X)
kérdés: Hatarozza meg —4+5i kobgyokei koziil a legnagyobb szoglinek a hajlasszogét!
a) 282,87 (X)
b) 2313
c) 287,11
d) 3213

kérdés: Hatarozza meg a —5I negyedik gyokei koziil a legkisebb szdgiinek a hajlasszogét!
a) 90

b) 45
c) 76,5
d 67,5 (X)
kérdés: Mennyi a —8i kobgyokeinek szorzata?
a) 8i
b) -8i (X)
c) 8
d) -8



Az algebra alaptétele, egyenletek

Ebben a szakaszban polinomialis egyenleteket oldunk meg a komplex szdmok halmazan. A
megoldas soran szem el6tt tartjuk az algebra alaptételét.

Tétel: Minden
az"+a, 2" +...+az+a,=0

alaku egyenletnek, ahol a a,€C, a,#0 és neZ" pontosan n darab gydke van a

komplex szdmok koreben.n -

15. feladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kovetkez6 egyenletet:
21+3iz=4-52

Megoldas

Ez egy els6foku egyenlet, amit rendezéssel oldunk meg.

2i+3iz=4-52 — z(5+3i)=4-2i

4-2i 4-2i 5-3i 20-12i-10i+6i° 14-22i 14 22

" 5+3i 5+3i 5-3i 25 _0j> 34 34 34 °

16. feladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kovetkez6 egyenletet és abrazolja a
kapott gyokoket:

2°-1=0.
Megoldas

=1 > z=31 > z:%/l(coso°+isin0°)
( 0" +k-360" . O°+k-360°j
z, =1 cos +1sin

,ahol k=0,1,2.

k=0 2z,=1(cos0 +isin0") =1+0i
k=1 2z =1(cos120" +isin120 )——%-ﬁ-ﬁl

1 3

k=2 z,=1(cos240 +|sm240)_—5——|



ImZ

Z,

Re Z

v

Z 0

17. feladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kovetkez6 egyenletet:
2 +4z+5=0

Megoldas

Ez egy masodfoku egyenlet. Hasznaljuk a gyokképletet:

_ —4+\16-4-1.5 —4+-4
2

Z, =
1,2 2

ALY 2420 |1+
S22 1

Osszetett feladatok
18. feladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:
2* +19+4i =(4+2i)z
Megoldas
Az egyenletet nulldra rendezziik, majd hasznaljuk a gyokkeépletet:
2?2 —(4+2i)z+19+4i=0
(4+2i) +/(~4—-20)2 —4-1- (19 + 4i)
12 = =
2
44 2i++/16+16i +4i° ~76—16 4+2i+\—64
2 2




4+2i£8i [2+5i
2 2-3i

19. feladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kovetkez6 egyenletet:
2% +8/37° = 64i%%°
Megoldas

Ez egy masodfokll egyenletre visszavezethetd egyenlet, ha a z° = x helyettesitést elvégezziik.
A rendezésnél hasznaljuk ki az i*™° = (i*)"*® = (-1)*® = -1 6sszefiiggést.

2°+8J32° =64i™° — x*+83x+64=0
Hasznaljuk a gyokképletet X meghatdrozasara:

. —8\3+4/(8v/3)" —4-1.64 _ 8364 _
2

2

2
836417 838 |-43+4i
2 2 —4J3 -4

Elvégezziik a visszahelyettesitést.
Ha

X, = 2° = —4+/3 + 4i =8(cos150" +isin150")

z, = 2(cosw+ isin Mj ahol k=0,1,2.

Ha

X, = 2° =—4/3—4i =8(c0s 210" +isin 210")

,ahol 1=0,1,2.

( 210" +1-360° . . 210°+I-360°j
7, =2| COS———— +isin——

Tehat az egyenlet gyokei:

k=0 z,=2(cos50 +isin50)

k=1 z =2(cosl70 +isinl170")

k=2 z,=2(cos290 +isin290°)

=0 z,=2(cos70" +isin70")

=1 z,=2(cos190 +isin190°)

=2 z,=2(cos310 +isin310")
20. feladat: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kdvetkez6 egyenletet:

(2—3i)z* +8v2(cos 225 +isin 225°) = —40+ 40i

Megoldas

El6szor a trigonometrikus alakban adott komplex szamot at kell irni algebrai alakra, majd az
egyenletet rendezziik.



(2-3i)z* +8ﬁ[—£—i§} = —40+40i

2
(2-3i)z —8-8i=—40+40i —> (2—3i)z* =—32+48i
. -32+48i -16(2-3i)

7' = - —~ = -16=16(cos180 +isin180")
2-3i 2-3i
Az egyenlet gyokei:
[ 180" +k-360" . . 180°+k-360°}
z, = 2| cos +isin ,
ahol k=0,1,2,3.
21. feladat:
-1 103 . -
I—— |-(z—=1"7"+3iz)=0
(- e
Megoldas
Egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezéje nulla:
i—ﬂ:o vagy z—-i"®+3iz=0.
z
Az els6 egyenlet megoldésa:
LA B N
z z
i—-1 i-1 - —i*+i 1+i
I=—=——=—7—=—=1+
I - —I 1

51 =+
-1

A masodik egyenlet megold4sanal hasznaljuk ki, hogy i'® =i'%-i=(i*)*-i=—i.

i 4 1.3 3 1.

Z+i+3iz=0 —» z= - = - - = .
1+3i 1+3i 1-3i 10 10

Tehat az egyenlet megoldasai:

- 1.
z,=1+1és 2, =————1.
10 10

Ellenorzo kérdések

20. kérdés: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kdvetkezd egyenletet:
2°+27+2i=-1-2iz
Megoldas
a) z=-1 z,=-1-2i (X)
b) z=-1 z,=1+2i
c) z,=1 z,=-1-2i
d z=1 z,=1+2i



21. kérdés: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kovetkezd egyenletet:
' +iz°+12=0
Megoldas

a) Z, =\/§[coso+k$+isino+k%J k=0,1

1=0,1

[ 180" +1-360° . . 180°+I-360°j
Z, =2| COS—————— +ISIN——F«—

b) k=01

. :\/g(coslso +k-360 +isin 180 +k-360 ]

Z :2[0050 +'2'360 +isin® +'2’36° J 1=0,1

) z =x/§(cosgo +l;360 +isin 20 H;?’GO ) k=0,1

. :2(c05270 +1-360 Lisin 270" +1-360 J 1201 (X)
Q) @(MM] (=01
, Z(MM] o1

22. kérdés: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kovetkezd egyenletet:

(1—2J§i)-z3—8=24(cos60°+isin6o°)
Megoldas
a) z=2(cos(30" +k-120")+isin(30" +k-120")) k=0,12
b) z=2(cos(40" +k-120") +isin(40" +k-120")) k=0,1,2 (X)
¢) z=2(cos(60 +k-120")+isin(60" +k-120")) k=0,1,2
d) z=2(cos(45 +k-120") +isin(45 +k-120")) k=0,1,2.

23. kérdés: Oldja meg a komplex szamok halmazan a kovetkezd egyenletet:
(z*—4z+5)(z* +81i)=0.

Megoldas
2, =2+1 2,=2-i
a)

z, =3(cos(45 +k-90") +isin(45 +k-90°)) k=0,1,2,3
z,=2+1 2,=2-i

b . S .
) z, =3(cos(60" +k-90") +isin(60 +k-90°)) k=0,1,2,3



d)

2, =-2+1 2,=-2-1i

z, =3(cos(67,5 +k-90") +isin(67,5 +k-90')) k=0,1,2,3
2, =241 2,=2-1i

z, =3(cos(67,5 +k-90") +isin(67,5 +k-90')) k=0,1,2,3

(X)



1. Vektorok, komplex szamok

1.5. Modulzaro ellenorzo kérdések

1. kérdés Az A és B pontokba mutatd helyvektorok legyenek rendre a és b. Tiikr6zziik az
A pontot B-re. Legyen a tiikorkép 4, majd tiikkr6zziik 4 -re a B pontot. Az igy kapott B’
pontba mutaté helyvektort fejezziik ki az a és b vektorok segitségével!

2a+b
3
2b—-3a
3b-2a
2
3b-2a (X)

2. kérdés Tekintsiik az ABC haromszoget, ahol A(1,2.3), B(-3,4,1) és C(-1,-6,3). Irja fel a
haromszog BC oldallal parhuzamos kdzépvonaldnak egyenletét!
x=-1+t,y=3-5t,z=2+t teR (X)
x=t,y=2-5,z=3+t teR
X=-1-t,y=3+5t,z=2+t teR
Xx=-1+t,y=3+5t,z=2-t teR

3. kérdés Tekintsiik az A(-2,5,1), B(-2,-1,-4) és C(1,—4,5) pontokat. Legyen H, az

AB szakasz A-hoz kozelebbi harmadold pontja. Szamitsa ki az AHAC haromszog
teriiletét!

12,15 (X)
24,3

20,15

6,56

4. kérdés Hatarozza meg az x=-5+2t,y=3+t,z=4+2tte R egyenes ¢és az Xy sik
metszéspontjat!
(-1,5,0)
(-9,-1,0) (X)
(-11,0,-2)
(0,5,5,9)

5. kérdés Hatarozza meg mekkora szoget zar be az ABCD tetraéderben az AD oldal
egyenese az ABC oldallap sikjaval, ha A(2;-2;2), B(5;-2;—1), C(5;2;-1) és D(1;-1;2)!

45

60°

120°

30" (X)



6. kérdés Adgtt az ABCD tetraéder négy csucsa: A(4;6;2), B(0;—1;-2), C(—1;6;3) és
D(5;—4;3). Irja fel a B pontra illeszked6, ACD sikkal parhuzamos sik egyenletét!
5X +3y+25z =-53 (X)
10x+6y+50z =-101
5x -3y +25z=-53
—5Xx+3y+ 252 =-53

- . o
—1° komplex szam valds része:

7. kérdés Mennyi a
-1+5i

= X

-\ 10
2 — ;I j értekét algebrai alakban:
+ 9l

8. kérdés Adja meg (

32 (X)
32(cos90 +isin90")
32

-32

9. kérdés A z°+(4-2i)z°—4i =0 egyenlet gydkei koziil a legkisebb hajlasszdgiinek a
hajlasszoge:
30°
45 (X)
60’
90"



2. Fiiggvénytan

2. 1. Fiiggvénytani alapismeretek

Tanulasi cél: a fliggvény fogalmahoz kapcsoldodd kifejezések attekintése, az értelmezési
tartomany meghatarozasahoz alkalmazott leggyakoribb eljarasok gyakorlasa. A fiiggvényekkel
végzett miiveletek megismerése, kiemelt hangstllyal a kompozicié muveletének gyakorléasa.
Az inverz fliggvény fogalmanak megismerése, grafikonjanak képzése, egyszertibb fiiggvények
esetében az inverz fliggvény képletének eldallitasa.

Elméleti 6sszefoglalé:

A mérnoki munka sordn gyakran hallunk olyan allitdsokat, hogy egy valtoz6 fliggvénye egy
masik valtozonak. Példaul egy jarmli maximalis sebessége fligg a motor maximalis
teljesitményétdl, fligg az it meredekségétdl, a jarmi frontélis keresztmetszetétdl, vagy éppen a
jarmi fogyasztasa fligg a guminyomastol. Két valtozo kozotti dsszefliggés tobbféleképpen is
megadhato, csak néhanyat emlitve diagrammal, tablazattal, grafikonnal, formulaval.

Eszrevehetjiik, hogy a fenti példakban a véltozoink egy-egy adott tartoméanybol (halmazbol)
keriilnek ki. Példaul ha egy jarmi fogyasztasat vizsgaljuk a guminyomas fliggvényében, akkor
a guminyomast 1,5 és 3 bar kozott érdemes vizsgalni, mivel alacsonyabb és magasabb érték
tulzott kopashoz vezet és csdkken a gumi élettartama (1. dbra).

Fuel consumption vs. Tyre inflation pressure
12.3

=p==Fuel Consumption @ 2.2 bar

121
==Total Fuel Consumption

11.9
11.7

115
113
111

Fuel Consumption [L/100Km]

10.9
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Tyre Pressure [Bar]

1. dbra. A fogyasztas valtozasa a guminyomas fiiggvényében

Nézziik a fenti fliggési viszonyok matematikai altalanositasat.

Definicio: Legyen A és B két nem iires halmaz. Ha az A halmaz minden egyes eleméhez
hozzarendeljiik a B halmaz egy-egy elemét, akkor az A halmazon egy fiiggvényt értelmeztiink.
Az A halmaz a fliggvény értelmezési tartomanya, a B halmaz pedig a fiiggvény képhalmaza.



B-nek azon elemei, amelyek a hozzarendelésben részt vesznek, a fliggvény értékkészletét
alkotjak. Tehat az értékkészlet a képhalmaz része. Jelolés: az f fiiggvény értelmezési
tartomanya D, , az f fliggvény értékkészlete R, (2. abra).

A= Df B

2. dbra. Fiiggvény értelmezési tartomanya, képhalmaza, értékkészlete

Definicio: Ha a fiiggvényt f jeloli és x €A, akkor az x-hez rendelt B-beli elemet f (x) -szel
jeloljiik, amit az f fliggvény X helyhez tartozo helyettesitési értékének nevezziik.

Definicio: Az x valtozo neve fiiggetlen valtozé (vagy argumentum), az f (x) neve pedig fiiggo
valtozd, amit szokas y = f (x) -Szel is jelolni.

Definicio: Azokat a fliggvényeket, amelyek értelmezési tartomanya és értékkészlete is valos
szamokbdl all, egyvaltozés valos fiiggvényeknek nevezziik.

Definicio: A P (x, f (x)) ,X € D, pontok halmazat az f fiiggvény grafikenjanak nevezziik, ahol
X végigfutja az f értelmezési tartomanyat.

A grafikonok rengeteg kiilonbozd alakot 6lthetnek, de fontos megjegyezni, hogy nem minden
sikgorbe fliggvény grafikonja. Egy fliggvény az értelmezési tartomanyéanak tetszdleges
pontjahoz csak egyetlen y értéket rendel. Ez a tulajdonsdg konnyen ellendrizhetd, mivel a
fliggvény grafikont az X tengely barmely pontjan atmend fliggdleges egyenes legfeljebb egy
pontban metszi (3-4. abra).

3. abra. Ez a gorbe fiiggvénygrafikon 4. dbra. Ez a gérbe nem fiiggvénygrafikon



A mérndki munka soran gyakori feladat, hogy mérési eredményekbdl az adott folyamatot jol
leiro, képlettel is megadhaté fliggvényt hatarozzunk meg.

A fiiggvények abrazolasakor sokszor elegend0 egy jelleggdrbe megrajzolasa, mely
egyértelmiien mutatja a fliggvény eldjelviszonyait (az értelmezési tartomany mely részein halad
a fliggvény az X tengely alatt és felett), a zérushelyeket, a szakadasi helyek ¢és a végtelen(ek)
kornyezetében vald viselkedését.

Egy fiiggvény megaddsdhoz meg kell adni az értelmezési tartomanyt, a képhalmazt és a
hozzarendelési szabalyt, melynek segitségével minden Xe A elemhez meghatarozhaté a

hozzatartozo f (X)e B elem. Altaldban a hozzarendelési szabalyt képlettel adjuk meg.

Peldaul: f(x)=+/x+4

A gyakorlatban nem mindig adjuk meg az értelmezési tartomanyt és az értékkészletet. Ilyenkor
azon x szamok halmazat értjilk az értelmezési tartomany alatt, amelyekre a hozzarendelési
utasitas elvégezhetd, illetve azon y értékek halmazat értjiik értékkészlet alatt, amelyek egy-egy
X szdmhoz tartoznak.

Ebbdl kifolyolag, ha nem adunk meg értelmezési tartomdnyt a lineédris fliggvény,
hatvanyfliggvény, exponencidlis fiiggvény, szinusz fiiggvény, koszinusz fliggvény esetén,
akkor a legb6vebb halmaz, melyen ezek a fliggvények értelmezve vannak a valos szamok
halmaza (R).

Azonban néhany fliggvény esetében nem minden valos szamra végezhetd el a hozzarendelési

utasitas. lde tartozik a paros pozitiv egész kitevoji gyokfiiggvény, a valds tortfliggvény és a

logaritmus fiiggvény. Vegyiik sorra, hogy melyik fiiggvény esetében milyen kikotést kell tenni.
a) f(x)= x , ahol n paros pozitiv egész

Negativ szamokbol nem tudunk gyokdt vonni a valos szamok halmazan (csak komplex
szamok korében, ahogy az el6zd leckékben lattuk), igy az argumentum nagyobb
egyenld, mint 0, azaz X>0.

b) f(x)=log,x, ahol a=1, a>0

0-nal nagyobb szamoknak van csak logaritmusa, azaz a kikotés X>0.

Egy tort nevezéje nem lehet 0, mivel 0-val nem tudunk osztani, azaz a kikotés X=0.

Vizsgaljuk meg az értelmezési tartomany és az értékkészlet fogalmat szemléletesen a
fliggvények abrajahoz kapcsoldoddan. A fiiggvények abrdjarol az értelmezési tartoméanyt az X
tengelyrdl, mig az értékkészletet az y tengelyrdl olvassuk le (5. dbra).



Dy *
5. dbra. Az értelmezési tartomany és értékkészlet leolvasasa a tengelyekrdl

A fiiggvények értelmezési tartomanyanak meghatarozasakor lattuk, hogy mely fliggvények
esetében milyen kikdtést kell tenniink. Nézziik meg most ezen fliggvények abrajat, s ez alapjan
is olvassuk le az értelmezési tartomanyt az X tengelyrél (6-8. abra).

Y
Y a>1
D,
x
Dy ’
O0<a<l1
6. abra. Gydk fiiggvény értelmezési tartomanya 1. abra. Logaritmus fiiggvény értelmezési tartomanya
Y
T Df €T

8. abra. Tort fiiggvény értelmezési tartomanya



Kidolgozott feladatok:

5 fliggvény értelmezési tartomanyat.

1. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)=
X"+ X

Megoldas: A fliggvény hozzarendelési utasitasa egy tort. Tudjuk, hogy egy tort nevezdje nem
lehet nulla. Most tehat a valds szamok koziil azokat kell kizarni az értelmezési tartomanybdl,
amelyekre a nevezo nulla. Megoldjuk tehat az

x*+x=0

egyenletet. Hasznalhatjuk a masodfoki egyenlet megoldoképletét, vagy az X(X+l) =0
szorzatra bontast.

Mivel egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla, azt kapjuk, hogy egyenletiink két
megoldasa: X, =—-1és X, =0.

Ebbdl a két szambol allo halmazt kell tehat a valés szamok halmazabél kivonni. gy az f

fiiggvény D -el jeldlt értelmezési tartomanya:

D, :]R\{—l,O}:(—oo,—l)u(—l, O)U(O, oo).

2. feladat: Hatarozzuk meg az f (X) =+/X*—x—2 fliggvény értelmezési tartomanyat.

Megoldas: Négyzetgyokot a valos szdmok korében csak nemnegativ szambodl vonhatunk. Ezért
az a feltétel, hogy

X*—x-2>0.
Ennek az egyenl6lenségnek a megoldashalmaza adja az értelmezési tartomanyt.

A masodfoku egyenldtlenség megoldésat a kovetkezoképp kaphatjuk meg. El6sz6r megoldjuk
az

x> —x-2=0

egyenletet. Szorzatra bontva a masodfoku kifejezést

(x+1)(x-2)=0,

a két gyok tehat x, =—1 és X, = 2. Persze a megoldoképletet is hasznalhattuk volna.

A masodfoku kifejezés féegyiitthatoja pozitiv, igy grafikonja egy felfelé nyilo parabola, tehat a
kifejezés a két gyokeén kiviil pozitiv, €s a két gyoke kozott negativ (9. abra). Az értelmezési
tartomanyt ugy kapjuk meg, hogy a valds szamok koziil elhagyjuk azokat, ahol a masodfokt
kifejezés negativ, azaz a (—1, 2) nyilt intervallum pontjait (9. ébra).



2
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9. abra
Ezek alapjan

D, =R\(-1, 2)=(—0, ~1]L[2, ).

Figyeljlink a zargjelekre! Az el6z6 feladatban a valds szamok halmazabodl egy kételemii halmazt
vontunk ki, ezért hasznaltunk ott kapcsos zardjelet. A mostani feladatban egy nyilt intervallum
Osszes elemét kellett elhagyni a valos szdmok halmazabol.

1 .
3. feladat: Hatarozzuk meg az f (X) = ———— flggvény értelmezési tartomanyat.

I (x*—2x+1)
Megoldas: Most két dolog jelent korlatozast. Az elsd az, hogy logaritmusat csak pozitiv
szamnak vehetjiik, tehat teljesiilnie kell az
x? —2x+1>0
egyenldtlenségnek.
A masodik az, hogy a nevez6ben nem 4llhat nulla.

Az értelmezési tartoméanyt tehat ugy kapjuk meg, hogy a fenti egyenl6tlenség
megoldashalmazabol elhagyjuk a nevezd gyokhelyeit.

Megoldjuk az x*—2x+1>0 egyenldtlenséget. Mivel X*—2x+1=(X —1)2 , a masodfoku

kifejezés minden 1-t6l kiilonbozd szdm esetén pozitiv (grafikonja egy felfelé nyild parabola,
zérushelye x = 1-ben). Tehat az egyenlStlenség megoldashalmaza

H, = (—oo, 1) u(l, oo) .

A masodik feltételnek megfeleléen In (x2 —2X +l) #0. Mivel a logaritmus fiiggvény csak 1-
ben nulla, a nevezo6 akkor lesz nulla, ha

x?—2x+1=1,

azaz, ha

x> —2x=0.



Ennek a masodfoku egyenletnek a két megoldasa X, =0 és X, =2. Ezt a két szamot kell tehat
még elhagyni a H; halmazbol.

Ezek alapjan végiil is

D, = H,\{0, 2} =(~0, 0) U (0, 1) U(L 2) U (2,0).

4. feladat: Mi az értelmezési tartoménya az f (x)= J2=x+1In (x—1) fiiggvénynek?

Megoldas: Nyilvan értelmesnek kell lenni kiilon a gyokos ¢€s kiilon a logaritmusos kifejezésnek
IS.

Jelolje H, azt a halmazt, ahol a gyokos kifejezés értelmes, H, azt a részhalmazt, ahol a

logaritmusos kifejezés értelmes.

A D, ennek a két halmaznak a metszete.

Meghatarozzuk elészor H, -et. Az a feltétel, hogy
2—-x2=0.

azaz X< 2 legyen. Ez alapjan

H, =(-, 2].

H, esetén az a feltétel, hogy

x-1>0,

azaz x>1 legyen. Ebbdl

H,=(1 «).

Ennek a két halmaznak a metszetébdl kapjuk, hogy
D, = (1, 2].

Egyvaltozos fliggvények értelmezési tartomanyat gyakran valdés szamok részhalmazainak
metszeteként, vagy unidjaként kapjuk meg. Metszetet hasznalunk abban az esetben, ha egyik
¢és masik feltételnek is egyszerre kell teljesiilnie. Unidt hasznalunk olyankor, mikor az egyik
vagy a masik feltétel teljesiil.

A valds szamok részhalmazai abrazolhatok a valds szamegyenesen. Az ilyen részhalmazok
metszeteit és unidit, kiilonosen, ha azok tagjai tobb darabbdl allnak, grafikusan célszerii
meghatarozni a kdvetkezd modon. A metszet, vagy unié minden tagjat feltiintetjiik egy valos
szamegyenesen, Ugy, hogy a halmazhoz tartozé pontokat megvastagitjuk. Ezeket egymas ala
rajzoljuk, ugy, hogy a origok egy fiiggdleges vonalban legyenek. Az egységet is mindegyik
abran ugyanakkoranak valasztjuk. Az iires kor azt jelzi, hogy az a szdm nincs a halmazban, a
teli kor azt, hogy benne van.



Ezutan a metszetet tigy kapjuk, hogy legalul felvesziink még egy szamegyenest, iigyelve arra,
hogy az origdja €és az egysége a fentiek ald essen, €s azon megjeldljiik azokat a pontokat,
amelyek mindegyik szamegyenesen meg voltak jeldlve. Az unional azokat a pontokat kell a
legalso szamegyenesen megjeldlni, amelyek valamelyik fentin meg voltak jeldlve.

A feladatunk esetében ezt mutatja az alabbi abra.

(S}

| e H, (1 Hy

fx—2 .
5. feladat: Hatarozzuk meg az f (X)= 1 fliggvény értelmezési tartomanyat.
X+

Megoldas: Annak kell teljesiilni, hogy

X=2.9.

X+1

Ez akkor igaz, ha a tort értéke nulla, ami a valos szamok egy H, részhalmazan teljesiil, vagy
ha a tort értéke pozitiv, ami egy H, részhalmazon teljesiil. Most ennek a két halmaznak az
unidja adjaa D, -et.

Kezdjik H, meghatarozasaval.

Egy tort akkor nulla, ha a szamlaloja nulla, €s a nevez6 pedig értelmes. Az X—2=0 feltétel
teljesiil, ha x=2. Mivel 2 -ben a nevezd nem nulla, igy ez a tort egyetlen zérushelye, vagyis

H, ={2}.
Ratériink H, meghatarozasara.
Egy tort két esetben pozitiv. Ha mind a szdmlalé, mind a nevezé pozitiv, ez egy H, halmaz

pontjaiban teljesiil, vagy ha mind a szamlalé, mind a nevezd negativ, ez egy H, pontjaiban

teljesiil. Ezek unidja adja H,-t.
Meghatarozzuk eldszor H,-t. Annak kell teljesiilni, hogy

Xx—2>0,
azaz x> 2,
és

X+1>0,



azaz x>-1.

Ez a két egyenl6tlenség egyszerre az X > 2 szamokra teljestil, tehat
H, =(2, ).

H, esetén annak kell teljesiilni, hogy

Xx—2<0,

azaz x<2,

és Xx+1<0,

azaz x<-1.

Ez a két egyenlOtlenség egyszerre az X < —1 szamokra teljesiil, vagyis
H; = (—oo, —1) .
Ezeket felhasznalva, amint az az alabbi abrarol is leolvashato

H, = H, UH, = (-0, -1)u(2, ).

% H;
0 2
- H”,
-1 0
- - Hy = H) U H”,
=1 0 2

Végiil is
D, =H, U H, =(—0, ~1)U[2, ).

Az D, grafikus eldallitasa szerepel a kovetkezd abran.

% 2 2 H]
0 2
=1 0 2
|
!

. H, UH,

—
~/



X2 —x—2

6. feladat: Hatatozzuk meg az f (X) = In[ 5
X“+X-2

j fliggvény értelmezési tartomanyat.

Megoldas: A logaritmus argumentumara vonatkoz6 kikotés alapjan teljesiil az

x2—x-2

5 >0
X“+X—-2
egyenldtlenség.

Egy tort két esetben pozitiv. Ha mind a szdmlald, mind a nevezd pozitiv, vagy ha mind a kettd
negativ.

Bevezetjiik a kovetkezd jeloléseket.

+ _
+ _

H, -el jeldljiik azt a halmazt, ahol a szamlalo | H,-vel azt a halmazt, ahol mindkettd

¢€s a nevezo is pozitiv. negativ.

H, jeldlje azt a| H, azahalmaz, ahol | H, az a halmaz, ahol | H, az a halmaz, ahol

halmazt, ahol a | anevezd pozitiv. a szamlalo negativ. | a nevezd negativ.

szamlalo pozitiv.

Ezek metszete H, =H, " H,.. Ezek metszete H, =H, " H,

Ezek uniodja adja az értelmezési tartomanyt.

D; =H, UH,

Kezdjik H, meghatarozasaval.

Mivel a szamlalo és a nevezo képe is felfelé nyild parabola, ezek a gyokeiken kiviil pozitivak,
¢s a gyokeik kozott negativak.

Egyenldve téve a szamlalot is €s a nevezot is nullaval, és megoldva az egyenleteket, azt kapjuk,
hogy a szdmlalo gydkei -1 és 2, a nevezd gyokei pedig -2 és 1.

A lenti abrarol leolvashatjuk, hogy

H, = (—oo, —Z)U(Z, oo) .

— H

\
[
[

| o H”,

| 6 Hy = H|n H",

| )
)



Térjiink r4 H, meghatarozasara.

Mivel a szamlal6 és a nevezd képe is felfelé nyilo parabola, ezért gyokeik kozott negativak
(Lattuk, hogy a szamlalo gyokei -1 és 2, a nevezd gyokei pedig -2 €s 1). A lenti abra alapjan
meghatarozhat6 a metszet.

H, =(-1 1).

: H

- H",

o
—

: : = H_'=f]£.|1H"_l
-1 0 1

Végiil, az uniodt is grafikusan meghatarozva, az alabbi abrabol kapjuk, hogy

D, =H, U H, =(—0, —2) U (-11) U (2, ).

lr s H[

} 8 11_:

{ = ¢ Hl H>

Ellenorzo kérdések:

1. kérdés: Miaz f(x)= i, fliggvény értelmezési tartomanya?
X X

2. kérdés: Mi az értelmezési tartomanya az f (x) = fliggvénynek?

1
X2+ 2x

* Dy :(—oo, —Z]U(O, oo).



* D, =R\{0}.

*

D, =(—oo,—2)u(0, oo). (x)
* D, =R\[-2,0].

3. kérdés: Legyen f(x)= In(X(Z—X)). Ekkor D, =

*(0,2). (x)

* (=2,0).

*[0,2].

*(0,2].

4. kérdés: Az f(x)= n ; N —J3—x fiiggvény értelmezési tartoméanya

*

1,0)u(0,3]. (x)

*

*

=
w

*

(-10)
(-1,0)u(0, 3).
(-13)
(-13]

13

5. kérdés: Mi az értelmezési tartomanya az f (x)=1In (z;gj fliggvénynek?
X +

* D, =(-2,3).

* D, =(-3, 2). (x)

*

D, :(—oo, —3]u[2, oo).

* D, =R\{-3,2}.

Elméleti 6sszefoglalo:

A fiiggvényekkel kiilonféle miiveleteket végezhetiink. Ertelmezziik az f és g egyvaltozos valos
figgvények Osszegét, kiillonbségét, szorzatat, hanyadosat, melyek csak azokban a pontokban
értelmezettek, amelyekben f és g is értelmezett (azaz értelmezési tartomanyuk kozos részein).

h(x)=f(x)+g(x), ahol D, =D, N D,



h(x)= f(x)—g(x), ahol D, =D, N D,

h(x)=f(x)g(x), ahol D, =D; N D,

h(x)= f(x),ahol D,=D; nD,ésg(x)=0

g(x)

crer

tekintjiik a legfontosabb fliggvénymiiveletnek.

Definicié: Az f és g fliggvényekbdl f(g(x)) moédon konstrualt fiiggvényt oOsszetett

crer

értelmezési tartomanya g értelmezési tartomanyanak azon része, ahol g olyan értékeket vesz
fel, melyeken f értelmezve van. A g(x)-fiiggvényt belsé fiiggvénynek, az f (x) fiiggvényt

kiilso fiiggvénynek nevezzik. Az f X)) kiértékelésekor eldszor a g( x)-et szdmoljuk ki,
ggveny g

majd masodszorra alkalmazzuk f-et g(x)-re (10. abra).

10. dbra. Osszetett fiiggvény alkotdsa

Az Osszetett fliggvény masik szokésos jelolése (f og)(x). Mi az elsd jelolést fogjuk

hasznalni.

Ha kettonél tobb fiiggvény felhasznalasaval alkotunk meg egy Osszetett fliggvényt, akkor
tobbszorosen dsszetett fliggvényrél beszéliink. Példaul f, g, h fiiggvények esetén f (g (h (X)))

tobbszordsen Osszetett fiiggvény alkothato.

A fliggvényeket tetszéleges sorrendben is egymasba agyazhatjuk, azonban ezen 0sszetételek
eredménye altalaban kiilonbozo: f (g (X));t g( f (X))

Kidolgozott feladatok:

7. feladat: Tekintsiik az f (X)=x+1ésa g(x)=+/x-1 fiiggvényt.

Hatdrozzuk mega h = f + g Osszeg fiiggvényt és a k = f - g szorzat fliggvényt.

Megoldas: Az f fliggvény mindeniitt értelmezve van (D, =R), a g fliggvény az 1-nél
nagyobb vagy egyenld szamok halmazan ( D, =[1,»0)), ezért

D, =D, =D; nD, sz[:Loo):[l, ).



A h fiiggvény hozzarendelési utasitasa
h(x)=f (x)+g(x)=(x+1)++x-1,
a k fiiggvény hozzarendelési utasitasa pedig

k(x)= f(x)~g(x):(x+1).m.

8. feladat: Legyen f(x)=(x+1)2 és g(x)=x-1.
Hatarozzuk mega h=f —g ésa k= f fiiggvényeket.
g

Megoldas: Kezdjiik a kiilonbséggel. Mivel mindkét fiiggvény értelmezési tartomanya a valds
szamok halmaza, igy D, =D; "D, =RNR=R. A hozzarendelési utasitas pedig

h(x)= f (x)—g(x):(x+1)2—(x—l):x2+x+2.

A k fiiggvény értelmezési tartomanyaba a g fliggvény zérushelye nem tartozik bele, igy
D, =R\{1} =(—o0, 1) U (1, ). A hozzéarendelési utasitas pedig

-1

9. feladat: Tekintsiik az f (X) =x*+3x—2 fiiggvényt. Mivel egyenld f (%j és f (lj ?
X

Megoldas: Egy fliggvény hozzarendelési utasitdisa mondja meg, hogy az mit rendel az
argumentumahoz.

Most a hozzarendelési utasitds azt mondja, hogy az argumentum négyzetéhez hozza kell adni
az argumentum haromszorosat és abbdl levonni kett6t. Barmi is az argumentum, feltéve persze,
hogy az értelmezési tartomanyban van. Ez most a valos szamok halmaza, ezzel tehat nem lehet
gond. Ezért

X x ) X x* 3
f[—j:(—] +3(—j—2:—+—x—2.
2 2 2 4 2

Hasonloan, feltéve, hogy x =0

2
() () e ke 2a
X X X X X



10. feladat: Tekinsiik az f(x)=x—-1 ésa g(x)= JXx -1 fiiggvényeket. Hatdrozzuk meg a
g ( f (x)) ésaz f (g (x)) fliggvények hozzarendelési utasitasat.

Megoldas: A g(f (X)) kompozicioban a g fiiggvény az f (x)-re, azaz az x—1-re fejti ki
hatasat. Mivel a g fiiggvény hatdsa az, hogy gyokot von az argumentumabdl és abbol még
levon 1-et, azt kapjuk, hogy

9(f(x))=9(x-1)=vx-1-1,

Megjegyezziik, hogy igy is szamolhattunk volna:
g(f(x))=yf(x)-1=+x-1-1.

Hasonloan

f(g(x)=f(Vx-1)=(Vx-1)-1=x -2,

mivel az f ugy hat, hogy az argumentumabdl levon 1-et.

Mindez a masik felirdsi moddal:

f (g(x)): g(x)—lz(\/;—l)—lzx/;—z.

11. feladat: Legyen f(x)=e€*"¢és g(x)= X+1. frjuk fel mind a két sorrendii kompozici6
X
képletét.

Megoldas:

Dy =R
Hasonloan
1 x+1
f =f ~|=e *
(g(x)) [x+xj e
vagy



A Kkétfajta felirasi mod koziil hasznalja az olvasdé a szdmara természetesebbet. Mi a
tovabbiakban csak az egyiket adjuk meg.

12. feladat: Legyen f (x)=x*+x+2. Hatarozzuk meg f (f(x)) képletét.
Megoldas:

f(f(x)): f (x2+x+2):(x2+x+2)2+(x2+x+2)+2:x4+2x3+6x2+5x+8.

13. feladat: Tekintsiik az f (x) :X—+i ésa g(x) ::_;]1- figgvényeket. Irjuk fel g( f(x))

képletét.

Megoldas:
X+l

o(1)=o )35 =)
ﬁ+1

Noha a kompozicid altalaban bonyolultabb fiiggvény, mint a kiils6é és a belso fliiggvény, a
példank mutatja, hogy ez forditva is lehet.

14. feladat: Tudjuk, hogy f (%j = X" +3x—-1. Mivel egyenld f(x)?

Megoldas: Az a feladatunk, hogy kifejezziik x* +3x—1-6t az g fliggvényeként. Amit g -vel
csinalni kell, hogy beldle x* +3x—1 legyen, az a keresett hozzarendelési utasitas.

Mivel konnyen lathato, hogy

2
x2+3x—1=4(§j +6[§]—1,

ezért a keresett hozzarendelési utasitas:

f(x)=4x"+6x-1.

15. feladat: Ha f (x+1j =X +i2 , mivel egyenld f (x)?
X X



Megoldas: Most azt keressiik, hogy mit kell az X+1 -szel csindlni, hogy beléle x° +i2
X X
legyen.

Vegyiik észre, hogy

2
(x+1) :x2+2+i2,
X

X
ahonnan
2
X2 +—=£x+—j -2
X X
Tehat
f(x):x2 -2.

16. feladat: Bontsuk fel két fiiggvény kompoziciojara h(x)=/x* +1 fiiggvényt.
Megoldis: Az egyik lehetséges megoldas a kovetkezd:

Legyen f(x)=x*+1és g(x)=+/x.Ekkor

n(x)=0(f (x)),

hiszen

g(f(x)):g(x2+1):\/m.

De eljarhattunk volna méashogy is.

Legyen u(x)=x és v(x)=+x+1,

Ekkor

h(x)=v(u(x)),

hiszen

v(u(x))= \/u(x)+1 X2 +1.

Latjuk tehat, hogy Osszetett fiiggvényt altalaban tobbféleképpen lehet egyszeriibb fliggvények

crer

crer

a késObbiekben igen fontos lesz, s nagyon gyakran fog szerepelni.



crer

17. feladat: Bontsuk fel a h (x) =e’ —x fliggvényt két fliggvény kompozicidjara.

Megoldas: Eldszor egy jeloléssel kapcsolatos megjegyzés. Az a” alaka hatvanyoknal

felmeriil, hogy ez a(bc), vagy (ab )C roviditése-e, ez a kettd ugyanis nem ugyanaz. Példaul

2%) =22 =512, de (2°) =8’ = 64. Az a konvenci6, hogy
a" =al”),

Most mar egy lehetséges felbontés
f(x)=x%,

g(x)=e*- 3Ix.

Ekkor valéban

h(x)=g(f(x)),

hiszen
g(f (x)):g(x3):eX3 _3x —e” —x.

(Az volt itt a 1ényeg, hogy mivel az eredeti fiiggvényben Xx* és X is szerepel, kifejeztiik az X -
et x>-bel.)

18. feladat: Bontsuk fel az u (X) = \/m fiiggvényt harom fiiggvény kompoziciojara.
Megoldas: Most is tobb megoldas van, ezek koziil talan a legtermészetesebb az alabbi.
Legyen f(x)=sin’x, g(x)=2-x és h(x)=+/x.

Ekkor u(x)=h(g(f(x))),

hiszen

h(g (f (x))) -~ h(g (sinzx)) —h(2-sin’x)= J2 —sin’x.

Ellenorzo kérdések:

6. kérdés: Legyen f(x)=2x—5. Ekkor f (gj =



* x-10.

7. kérdés: Legyen f (X) =2X+5. Ekkor f (gj =

X

* —+5.

x 4.5 )
X

8. kérdés: Legyen f (x)=3x—2. Ekkor f (f (X)) =

* 9x-8. (x)
*Ox-2.
* 9x*-8.
* 9x? -4,

9. kérdés: Legyen f(x)=1—+/x és g(x)=/x+1.Ekkor g(f (X)):

*J2-Jx . ()
* fx—dx+2.
* 7K.
74,
10. kérdés: Legyen f (x)=sin(1-x) és g(x)=(1-x) . Ekkor g( f (x))=
* sin(1-x)’.

* 1-2sin(1-x)+sin*(1-x) . ()



* sin®(1-x).
* sin(2x—x).
11. kérdés: Ha g ( f (x)):m és g(x)=+/x=5, akkor f(x)=
* %2, (X)
* X=5.
* (x—5)2.

* x+5.

12. kérdés: Ha g( f (X)) =X és g(x) =1+% ,akkor f(x)=

1
1 )

*

-

1
X

Elméleti 6sszefoglalo:

Definicié: Egy f fiiggvény kolesondsen egyértelmi, ha barmely X, # X, esetén f (x )= f(X,)
(11-12. ébra).

Y

f(z1) = f(za)

11. dbra. Nem kolcsonosen egyértelmii fiiggvény 12. abra. Kélcsondsen egyertelmil fiiggvény



Példa néhany értékre kiszamitva a fenti fiiggvények:

f(x)=—(x—3)2+5 f(x)=\/E+2

x =2, f(x)=f(2)=—(2-3)° +5=6 x=2,f(x)=f(2)=v2-1+2=3

X, =4, (%)= (4)=—(4-3) +5=6 | X%, =3,f(x,)="1(3)=V3-1+2=2+2~3,41
f(0)=(2)=6=F(x)=1(4) | f(x)=(2)=3=1(x)=(3)=341

A szigoriian monoton fliggvények kolcsonodsen egyértelmi fiiggvények.

Definicio: Ha az f fiiggvény kolcsondsen egyértelmii, akkor létezik f*-el jelslt inverz
fiiggvénye, mely az f értékkészletét képezi le az f értelmezési tartomanyara, tehat

f:D; >R
f*:R, > D,

tovabba teljesiil, hogy f‘l( f (X)) =f ( fr (x)) =x barmely x € D, illetve barmely xe D, ,
esetén (13. abra).

13. dbra. Inverz fiiggveny definicioja

Tehat az inverz fiiggvény értelmezési tartomanya az eredeti fliggvény értékkészlete, és
értékkészlete az eredeti fliggvény értelmezési tartomanya.

Rp=D,.  D;=R,

) . 1
Megjegyzés: Az ™ jelolés konnyen megtéveszté lehet. Ha a egy szam, akkor a*-el az =
gjegy. J y g gy a

reciprokot szoktuk jel8lni, de az f*(x) nem -et jeldl.

1
f(x)
Ha az f fiiggvény nem kolcsondsen egyértelmtl, de az értelmezési tartomanyanak van olyan

részhalmaza, ahol e feltétel teljesiil, akkor az f fiiggvény ezen a részhalmazon értelmezett
leszlikitésének a definicio alapjan létezik inverze.



Erre példa az f(X)=X2, xeR fliggvény, amely nem invertalhatd, de példaul Xe[O,oo)
lesziikitett intervallumon mar létezik inverze (mert itt mar szigorGan monoton), mely a
f(x)=x fiiggvény lesz (14. dbra).

14. abra. X* fliggveény értelmezési tartomanyanak lesziikitése, majd invertalasa
Technikailag az inverz fiiggvény képletét az f (x)=y egyenlet x -re valo rendezésével lehet

eléallitani. Fontos még megjegyezni, hogy az inverz fliggvény inverze az eredeti fiiggvény.

Mivel az fés f ™ fiiggvényeknél az értelmezési tartomany és az értékkészlet helyet cserél, ezért

a fliggvény abrdzolasanal a koordinatatengelyek is szerepet cserélnek. Ennek kdvetkeztében az
f(x) és f7(x) gdrbék egymas tiikdrképei, az y = x egyenesre nézve.

Az elemi fliggvények kozott tobb fiiggvény— inverz fiiggvény par taldlhat6 (15-17. 4bra).

Néhany példa:



f(x) =%z € [0;00)

[ Yx) =Inzx

/1 T

16. dbra. Exponencidlis és logaritmus fiiggvény (a > 1)

T

(@) = log, ()

17. dbra. Exponencidlis és logaritmus fiiggvény (1> a > 0)

Kidolgozott feladatok:



19. feladat: Hatarozzuk meg az f (X) =2X—3 fiiggvény inverz fliggvényét.

Megoldas: El6szor az eredeti fliggvény értelmezési tartomanyat és az értékkészletét hatarozzuk
meg, amibdl az inverz fiiggvény értelmezési tartomanyara és értékkészletére kovetkeztetiink,
valamint megvizsgaljuk a fiiggvény monotonitasat, amibdl az inverz fiiggvény létezésére
kovetkeztetiink (ahogy lattuk csak szigorian monoton fiiggvényeknek van inverze).

Ebben az esetben az f értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza, szigorian monoton

noévo (grafikonja egy emelkedd egyenes), értékkészlete szintén a valds szamok halmaza. Igy
l1étezik az inverz fiiggvénye és az is a valds szamok halmazan van értelmezve. Az inverz
fliggvény képletének eldallitdsahoz megoldjuk az

y=2Xx-3
egyenletet x -re, hiszen most azt keressiik, hogy mit kell az y = f (x) = 2x—3-al csinalni, hogy
beldle visszakapjuk az X -et.
Rendezéssel azt kapjuk, hogy

x:—y+3.
2

Ebbél az inverz fiiggvény képletét ugy kapjuk, hogy az y helyére X-et irunk, mivel a
fliggvények argumentumat X -el szoktuk jelolni. Tehat az inverz fliggvény képlete:

_ X+3 X
=73

3
+—=.
2

20. feladat: Hatarozzuk meg az f (X) =x®+1 fiiggvény inverz fliggvényét.

Megoldas: Az x° fiiggvény elemi alapfiiggvény, mind az értelmezési tartomanya, mind az
értékkészlete a valos szamok halmaza, és szigorian monoton névo.

Ugyanezek igazak az x* +1 fiiggvényre is.

Létezik tehat az inverz fiiggvény, ami szintén minden valds szdmra értelmezett. El6allitjuk a
képletét. Megoldjuk X -re az

y=x+1
egyenletet. Kapjuk, hogy
x*=y-1,
x=3y-1.
Innen az inverz fiiggvény

f(x)=x-1.



21. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)= ! 5 fliggvény inverz fliggvényét.
X+
Megoldas: Elészor is D; =(—o, —2)U(-2, ), hiszen a nevezd nem lehet nulla. Az

értékkészlet meghatarozasa egy Kicsit bonyolultabb.

Egy fliggvény értékkészlete azokbdl az y szamokbol all, amelyekhez talalhato olyan D, -beli
x,hogy f(x)=y..

A mi esetlinkben ez azt jelenti, hogy y benne van az értékkészletben, ha megoldhatod X -re az
1

e

egyenlet. Persze csak olyan X johet szoba, amelyre X # 2.

Az latszik, hogy y nem lehet nulla, hiszen a tortiink szamlaldja soha nem nulla. De y barmely

nullatdl kiilonbozo szam lehet. (Egy tort értéke akkor lehet 0, ha a szdmlaloja 0. Itt a szamlalo
1, igy a tort értéke nem lehet 0. A nevezd barmilyen nullatdl kiillonboz6 értéket felvehet, igy a
tort étéke (y) is barmilyen nullatol kiillonbozo érték lehet.)

Ezért R, =(—o0, 0)U(0, ).
Az f fliggvény nem szigoriian monoton, de kdlcsondsen egyértelmtl, 1étezik tehat az inverz
fliggvény. Hatra van még a képletének eldallitdsa. Ennek érdekében megoldjuk X -re az

1

X4 2

egyenletet, feltételezve, hogy y =0, x=-2.Kapjuk, hogy

X = 1 2.

y
Ebbdl az inverz fliggvény
f(x)=12,

X

22. feladat: Hatérozzuk meg az f (x)=2""+3 fiiggvény inverz figgvényét.

Megoldas: A fiiggvényiink mindeniitt értelmezett és értékkészlete R, =(3,0), tovabba

szigoruan monoton novo. Létezik tehat az inverz fiiggvény. Az inverz képletének eldallitdsdhoz
megoldjuk az

y=2""+3



egyenletet, feltéve, hogy y > 3.
Ekkor
2t=y-3,

majd mindkét oldal kettes alapti logaritmusat véve, és felhasznalva a logaritmus egyik
azonossagat (log, (x") =nlog, x) azt kapjuk, hogy

log, (2*) =log, (y—3),
(x-1)log, (2)=log, (y-3),
x—1=log, (y-3),

x = log, (y—3)+1.

Végiil is az inverz fliggvény képlete

f7(x)=log, (x—3)+1.

23. feladat: Hatarozzuk meg az f (Xx)=—In(x+7)-3 fiiggvény inverz fiiggvényét.

Megoldas: A logaritmus argumentumara kell kikotést tenniink, x+7>0.

Ezt rendezve x>-7 kell, hogy teljesiiljon, azaz D; =(—7,0). Ez lesz az inverz fiiggvény

értekkészlete. A logaritmus fliggvény értékkészlete R, igy az inverz fliggvény értelmezési
tartomanya is ez lesz.

Megoldjuk x-re az y =—In(x+7)—3 egyenletet.
y+3=—In(x+7)
—-y—-3=In(x+7)

Mindkét oldalt e alapra emeljiik és logaritmus azonossagot (a'°gab = b) alkalmazva kapjuk,
hogy

e_y_3 _ eln(x+7)
eV =x+7
eV -7=x

Ez alapjan az inverz fiiggvény



24. feladat: Tekinsiik az f(X)=x’—-4x+4 fiiggvényt. Hatdrozzuk meg egy alkalmas
megszoritasanak az inverz fiiggvényét.

Megoldas: Az X* —4x+4=(x— 2)2 felirasbol latszik, hogy a fiiggvénynek egy zérushelye van
((X—Z)2 =0 egyenlet megoldasabol), mégpedig az X =2-ben. Mivel a féegyiitthatd pozitiv,
igy a fliggvény képe egy felfelé nyilo parabola, mely a 18. abran lathato.

u
f(x)

18. abra

Latszik, hogy a fliggvény nem szigoruan monoton az egész értelmezési tartomanyén, de ha
megszoritjuk a kettdnél nagyobb, vagy egyenld szamokra, a megszoritas mar az lesz.

Tekintsiik tehat a g(x)=x*—4x+4, D, =[2,») fiiggvényt (mely az eredeti fiiggvény

megszoritasa) (19.4bra), és ennek hatdrozzuk meg az inverzét.

g(x)

[T

19. dbra

A 19. dbra alapjan g értekkészlete R = [0, 00). Ez lesz az inverz értelmezési tartomanya.
Megoldjuk az y >0, x> 2 feltételek mellett X -re az

y = x* —4x+4 egyenletet.

(x— 2)2 =y,

x—2=,[y, (tudjuk, hogy x—2>0, ezért nem kell itt |x — 2|t imunk),

X=4y+2.



A g inverz fiiggvénye tehat

g7 (x)=x+2.

25. feladat: Tekintsiik az f (X) =—x*—2x+1 fliggvényt és alkalmas megszoritasanak
hatarozzuk meg az inverzét.

Megoldas: A fliggvény abrazolasdhoz eldszor a megolddképlet segitségével kiszamitjuk a
gyokoket: X, =—1-+/2 ~—2,41,x, =—1+~/2 ~0,41. Ezek lesznek a fiiggvény zérushelyei.

Mivel a fiiggvény féegyiitthatdja negativ, igy egy lefelé nyild parabola lesz a fiiggvényiink
grafikonja (20. abra). A parabola csucsanak X koordinataja a gyokok atlaga, mivel azonos
tavolsagra talalhato a két zéruhelytdl. A cstcs Y koordinataja pedig a fliggvény képletébe valo

helyettesitéssel kaphaté meg: f(-1)= —(—1)2 —2(-1)+1=2. (Megjegyzés: az abrazolas
egyszerliibb modjardl a Fliggvény transzformaciok cimi leckében tanulunk majd.)

Y

20. dbra

A 20. abra alapjan latszik, hogy ha megszoritjuk a fiiggvényiinket a —1-nél nagyobb, vagy
egyenld szamokra, akkor egy szigortian monoton csokkend fliggvényt kapunk.

Tekintsiik tehat a g(x)=—x*—2x+1=2—(x +1)2 , D, =[-1, «) fiiggvényt (mely az eredeti

fliggvény megszoritasa) és hatarozzuk meg az inverzét (21. abra).

Y

21. dbra

A 21. dbra alapjan vilagos, hogy R, =(—0, 2].



Megoldjuk tehat az y <2, x> -1 feltételek mellett X -re az
y=2—(x +1)2

egyenletet.

(x +1)2 =2-vy,

X+1=,2-vy,

(az abszolut értéket megint nem kell kitenni, hiszen a feltételek miatt Xx+1>0).

Ebbdl

X=,2-y-1.

Ez alapjan az inverz fiiggvény

g’l(x):\/ﬂ—l.

Ellenorzo kérdések:

13. kérdés: Az f(x)=2-3x fliggvény inverz fliggvénye

* f‘l(x):%x+§.

* fl(x):?x+§.(x)
SRCEE

* f‘l(x):—%x+%.

15. kérdés: Az f (X) = il fliggvény inverz fliggvénye
X —



f(x) =21
e
* fl(x):zLXX )

16. kérdés: Mi az f (X) =" -2 fuggvény inverz fiiggvénye?

17. kérdés: Mi az f (X) =2log, (3X) —4 fliggvény inverz fiiggvény-e?

F(0-26""

3
f(x)=22"
6y+4
f*(x)=
(%)=,

18. kérdés: Az f(x)=x>—6x+10 fiiggvény szigorflan monoton nové az alabbi intervallumon:
gg

*[3, ). (x)

*

[
[—1, 4].
* (—oo, 6).
* (_ )

o0, 3)

19. kérdés: Az f (X) =x"+4x+2, D, = [—2, oo) fiiggvény inverze az alabbi fliggvény:



X+2-2.(X)

0



2. Fiiggvénytan

2.2. Fiiggvény tulajdonsagok, az elemi fiiggvények és transzformaltjaik

Tanulasi cél: a legfontosabb fiiggvénytulajdonsagok attekintése, az elemi fliggvények ezen
tulajdonsagok alapjan valo jellemzése, az arkuszfiiggvények megismerése.

Elméleti 6sszefoglalo:

A kovetkezd részben felsoroljuk azokat a fogalmakat, amelyeket a fliggvények vizsgalata soran
a leggyakrabban hasznalunk.

Definicio: Az f valos fiiggvénynek az X, helyen globalis maximuma van, ha az értelmezési

tartomanyba es minden X esetén f (x)< f(x;) (1. 4bra).

1. abra. Globalis maximum definicioja

Definicio: Az f valos fiiggvénynek az X, helyen globalis minimuma van, ha az értelmezési

tartomanyba es minden X esetén f (x)> f(x;) (2. 4bra).

2. abra. Globalis minimum definicioja

Definicié: Az f(X,) globalis maximumot és globalis minimumot globalis szélséértéknek, az

X, helyet pedig globalis szélséértékhelynek nevezziik. Haaz f (x,) csak az x, hely valamely

kornyezetében maximalis, illetve minimalis, akkor lokalis maximumrol, illetve lokalis
minimumrol beszéliink, x, pedig lokalis maximumhely, illetve lokalis minimumhely, k6z6s

néven lokalis széls6értékhely (3. bra).



Xy, X, lokalis minimumbhely
X,, X5, X lokalis maximumhely
Xs globalis maximumhely

X, globalis minimumbhely

3. abra. Példa lokalis és globalis szélséértékekre

Definicio: Az f fiiggvény monoton né az (a, b) c Dy intervallumon, ha minden X, X, € (a, b)

és X, < X, esetén teljesiil, hogy f(x,)< f(X,) (4. dbra).

y
f(b)

flxa)

4. abra. Monoton névekvo fiiggveény definicioja

Definicié: Az f figgvény monoton csokken az (a,b)c D, intervallumon, ha minden

X, X, €(a,b) és x, <X, esetén teljesiil, hogy f (%)= f(X,) (5. 4bra).



flxy)
f(z2)

0L

b = =

5. dbra. Monoton csokkend fiiggvény definicioja

Tehat a monoton ndovekedés (és monoton csokkenés) definicidja megengedi, hogy a fliggvény
grafikonjadban legyenek olyan szakaszok, ahol azok parhuzamosak az X tengellyel (tehat
konstansok).

Definicio: Hasonloképp fogalmazhatéak meg a fliggvények szigori monotonitasara vonatkozo
definiciok is. Az f fiiggvény szigorian monoton né az (a,b) = D, intervallumon, ha minden

X, X, €(@,b) és x <X, esetén teljesiil, hogy f (X )< f(X,) (6. abra).

Definicié: Az f fiiggvény szigorian monoton csokken az (a,b)c D, intervallumon, ha

minden X, X, €(a,b) és X, <X, esetén teljesiil, hogy f (X )> f(x,) (7. abra).

Y

f(a)

6. dbra. Szigortian monoton novo fliggvény definicidja 7. dbra. Szigortian monoton csokkend fiiggvény definicidja
Definicié: Az f fliggvényt paros fliiggvénynek nevezziik, ha minden x € D, esetén —X is az

értelmezési tartoményban van és f (—x)= f (x) (8. abra).

Definicié: Az f fliggvényt paratlan fiiggvénynek nevezziik, ha minden x € D, esetén —X isaz

értelmezési tartoményban van és f (—x)=—f (x) (9. abra).



8. dbra. Paros fiiggveny

9. dbra. Paratlan fiiggvény

Megjegyzés: A paros fiiggvény gorbéje az y tengelyre, a paratlan fiiggvény gorbéje az origéra
szimmetrikus. Az x" (ahol n paros), cosx fliggvények parosak, az x" (ahol n paratlan),

sinx,—,tgx, arcsinx,arctgx fiiggvények paratlanok. A tobbi elemi fliggvény se nem paros, se
X

nem paratlan.

Definicié: Minden olyan x,

érték, amelyre az f fliggvény helyettesitési értéke 0, azaz

f(x)=0, az f figgvény zérushelye. Azaz a zérushely az f fliggvény X tengellyel vald

metszéspontja(i)t adja meg.

Elemi fiiggvények

Linedris fliggvény

y

f(x)=mx+b
b az y tengellyel valé metszéspont
m a meredekség

ha m> 0, akkor szigorian monoton n6

ha m <0, akkor szigortan monoton csokken

D, =R

R, =R

nincs globalis szélséérték

Hatvanyfiiggvény

f (x)=x", n péros pozitiv egész




D, =R

R; =R
szigortan monoton csdkken Xe (—oo, O]
tartomanyon
szigortan ~ monoton  nd X e [0, )
tartomanyon

globalis minimum helye x=0, értéke y=0

paros fiiggvény

Hatvanyfiiggvény
! f (X) = X", n paratlan pozitiv egész
D, =R
R, =R
szigortian monoton né R -en
nincs globalis szélsdértéke
paratlan fliggvény
Gyokfiiggvény

Y

f (x)=4x, n paros pozitiv egész

D, :[O,oo)

R = [O, oo)

szigorian monoton nd az értelmezési
tartomanyon

globalis minimum helye X=0, ért¢ke y=0




Tortfliggvény

1 , " .
f (x) =—, n paratlan pozitiv egész
X

D, =R\ {0}

R, =R\{0}

szigoriuan monoton csdkken a (—oo,O) és a

(0,00) tartomanyokon

nincs globalis szélsdértéke

paratlan fiiggvény

Exponencialis fiiggvény

/

a>1

R, :(0,00)

szigortian monoton né R -en

nincs globalis szélsdértéke

Fontos kiemelni az e alapii exponencialis
fiiggvényt (mas néven természetes alapu
exponencialis fliggvény), ahol e egy
irracionalis szam, melynek  értéke
2,7182818284..., jelolése: e*.

Exponencialis fliggvény

f(x)=a*, 0<a<l

D, =R

R, :(0,00)

szigortian monoton csokken R -en

nincs globdlis szélsdértéke




v

Példa: radioaktiv elemek felezési ideje
exponencialis fiiggvényt kovet

a Fold légkorében a nyomds a magassag
fiiggvényében exponencidlisan csokken

0<a<l1
\
T
Logaritmus fliggvény
; f(x)=log, x, a>1
a>1
D, =(0,)
R, =R
szigorian monoton nd az értelmezési
tartomanyon
nincs globalis szélséértéke
: Fontos kiemelni a természetes logaritmus
fliggvényt (més néven € alapu logaritmus
fiiggvény), ahol a logaritmus alapja az
exponencidlis fliggvénynél mar latott e
irracionalis szam. Jel6lése: Inx (mas
jeloléssel log, x)
Logaritmus fliggvény

Y

f(x)=log, x, 0<a<1

D, =(O,oo)

R, =R

O<a<l

szigorian monoton csokken az értelmezési
tartomanyon

nincs globalis szélsdértéke




Szinusz fiiggvény

|

/

CI

NS+

f (x)=sinx

D, =R

R = [_1’1]

szigoruan monoton no a

z %} +k27 tartomanyokon, k e Z

2

szigoruan  monoton  csokken a

z , 3771 + k27 tartomanyokon, kK € Z

| 2

periodikus 27 szerint

globalis maximum helye x = % + 2k,

értéke y =1

globalis minimum helye X = 37” + 2K,

értéke y=-1

paratlan fliggvény

Példa:  harmonikus  rezgdmozgas
kitérés-ido grafikonja szinusz fiiggvény

Koszinusz fliggvény

f (x) = cosx
D, =R
R :[_1’1]

szigortian monoton nd a
[71', 27[] + k27 tartomanyokon, k € Z

szigortian monoton csdkken a
[0, ﬂ] + k27 tartomanyokon, k € Z

periodikus 27 szerint

globalis maximum
helye x=0+2kr, értéke y =1

globalis minimum
helye x=7+2kr, értéke y=-1

paros fliggvény

Példa: harmonikus rezgdmozgas
sebesség-id6  grafikonja  koszinusz
fliggvény




Tangensfliggvény

f (x) = tox

T

D, :R\{E-f-kﬂ' |keZ}

_r z F R, =R
« szigorian monoton nd az értelmezési
tartomany peiddusain
periodikus 7 szerint

paratlan fliggvény

|
5
b |

A trigonometrikus fiiggvények periodikusak, ezért a teljes értelmezési tartomanyon nem
invertalhatéak. Azonban a szigortian monoton intervallumokon invertalhatéak. Az ilyen médon
kapott inverz fliggvényeket arkuszfiiggvényeknek (vagy ciklometrikus fliggvényeknek)
nevezzik. Nézziik a trigonometrikus fliggvények értelmezési tartomanyanak lesziikitését és
invertalasat abrak segitségével (10-12. abra). (Erdemes megfigyelni, hogy az arkuszfiiggvények
a trigonometrikus fliggvények lesziikitéséb6l az y=x tengelyre vald tikrozéssel
megkaphatéak. Emlékeztetd a Fiiggvénytani alapismeretek cimi leckében az inverz
fogalmanak bevezetésekor.)

Yy = arcsine,’
L .
? 4

P

= annre[-3.3]
’ = sinr,r e
Yy ’ 2°3

DN N fmmmn-

1 ™
yad ™ y = sinz,r € R
2

10. dbra. AYCSINX fiiggvény szdarmaztatisa a SINX fiiggvénybdl



Y arccosxr

y=cosz,r € R

i y = cosx,x € [0,

. y=tgr,r € R

A — = arctgxr

12. dbra. ArCtgX fiiggvény szarmaztatdsa a 19X fiiggvénybdl

Tekintsiik at tulajdonsagaikat.

Arkuszszinusz fiiggvény

f (x) =arcsinx

m D, =[-11]

R =| %7
2 2

(Erdemes megfigyelni az arcsinx fiiggvény
értelmezési tartomanya, értékkészlete és a
" sinx fluggvény értelmezési tartomanya ¢és
értékkészlete kozotti Osszefliggést.

_— e e e - - - ==

cimii leckében.)

I
l
1 Emlékeztetd a Fiiggvénytani alapismeretek
I
I
I

szigorian monoton nd az értelmezési
tartomanyon

\
o |

globalis minimum




helye x=-1, értéke y = —%

globalis maximum helye x=1, értéke y = %

paratlan fliggvény

Arkuszkoszinusz fiiggvény

f (x)=arccosx
y D, =[—1, 1]

R = [O,;r]
(Erdemes megfigyelni az arccosx fiiggvény
értelmezési tartomanya, értékkészlete és a
cosx fiiggvény értelmezési tartomanya €s
értékkészlete kozotti Osszefliggést.
Emlékeztetd a Fliggvénytani alapismeretek
cimi leckében.)
szigorian monoton csdkken az értelmezési
tartomanyon
globalis minimum helye x=1, értéke y =0
globalis maximum
helye x=-1, értéke y=7

Arkusztangens fiiggvény

f (x) =arctgx
D, =R

T T T
) 5 Rf =(—E,Ej

(Erdemes  megfigyelni az  arctgx
fliggvény értelmezési tartomanya,
értekkészlete és a  tgx  fliggvény
. értelmezési tartomanya és értékkészlete
2 kozotti  Osszefliggést. Emlékeztetd a
____________________________________ Fliggvénytani  alapismeretek  cimil
leckében.)

szigortan monoton nd az értelmezési
tartomanyon

nincs globalis szélsdértéke

paratlan fliggvény

Definicio: Az aszimptota egy olyan gorbe, tobbnyire egyenes, amelyet egy filiggvény
grafikonja tetszélegesen megkdzelit (hozzasimul), de soha el nem éri.



Példaul: Az f (X) =log, x fliggvénynek fiiggbdleges aszimptotaja a X=0 egyenletli egyenes
(13. abra).

=

f(x) =log,x a>1

J(x) =logsx 0<a<1

)
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

13. dbra. Logaritmus fiiggvény fiiggdleges aszimptotdja

Az f (X) =a" fliggvénynek vizszintes aszimptotdja az y =0 egyenletli egyenes (14. abra).

14. abra. Exponencidalis fiiggvény vizszintes aszimptotdja

Az f(X)zl fiiggvénynek két aszimptotdja van, a fliggéleges X=0-ban, a vizszintes
X

aszimptota y =0-ban (15. abra).



15. abra. Tort fiiggvény aszimptotdi

Az f(x)=tgx fiiggvénynek végtelen sok fliggdleges aszimptotdja van az X = %+ kz,k e Z

pontokban (16. abra).

flx) =tgx

|
~

16. dbra. Tangens fiiggveny fiiggoleges aszimptotdi

Az f(x)=arctgx fliggvénynek két vizszintes aszimptotdja van y = —% és y :% —ben (17.

abra).

fz) = arctgx

17. abra. Arkusztangens fiiggvény vizszintes aszimptotdi



Kidolgozott feladatok:

1. feladat: Hatarozzuk meg az f (X) =arcsin(2x— 5) fliggvény értelmezési tartomanyat.
Megoldas: Az arcsin(x) fiiggvény értelmezési tartomanya a [—1,1] intervallum, tehat az
argumentumra a feltétel

-1<2x-5<1.

Megoldjuk ezt a kettds egyenlOtlenséget. Az ezekre vonatkozd ekvivalens atalakitasi
lehetdségek hasonldak az egyenlOségekéhez. Szabad példdul minden "oldalhoz" hozzéadni
ugyanazt a szamot. Otot hozzaadva minden "oldalhoz" azt kapjuk, hogy

4<2X<6.

Kettdvel végigosztva
2<X<3.

Igy tehat

D, = [2, 3] .

2. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)= arccos( X j fliggvény értelmezési tartomanyat.

Megoldas: Most is az a feltétel, hogy

3x-4
2

-1< <1.

Ekvivalens atalakitasokat végezve kapjuk, hogy
—2<3x—-4<2,
2<3x<6,

gSXSZ.
3

fgy végiil

3. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)=arcsin (Llj fiiggvény értelmezési tartomanyat.



Megoldas: Két kikotést kell tenniink, egyrészt a nevezd, masrészt az arcsin miatt. Az 0sztas
miatt a nevezdben X—1+0 = x#1.

Az arcsin miatti feltétel az, hogy

2

——<1.
x-1

-1<

Mivel a nevezd nem allando eldjell, két esetet kell vizsgalni, ha pozitiv €s ha negativ. (A nullat
mar kizartuk.)

+ -
Ha x—1>0, vagyis x>1, akkor a nevezdvel | Ha x—1<0, vagyis x <1, akkor a nevezével
beszorozva az eredeti ketts egyenl6tlenség | beszorozva az eredeti kettés egyenlétlenség
azzal ekvivalens, hogy —(x—-1)<2<x-1. |azzal ekvivalens, hogy —(x—-1)>2>x-1.
(Ha negativ szdmmal szorzunk
megfordulnak az egyenlétlenségek iranyai.)

Ennek megoldashalmazat jel6lje H, . Ennek megoldashalmazat jelolje H,.

Ennek a két halmaznak az unidja adja D, -et.
D, =H, UH,

Foglalkozzunk el6szér H, meghatarozasaval.

Ekkor, az x >1 feltételen tal, annak kell teljesiilni, hogy
—X+1<2,

azaz x=-1,

és

2<x-1,

azaz x>3.

Ez a harom egyenl6tlenség egyszerre teljesiil, ha X >3, tehat
H, =[3, ).

Ezt mutatja az alabbi 4bra.



{ - 1 3
0 3

% - 11]
0 3

H, esetén, az X <1 feltételen tul, annak kell teljesiilni, hogy
—X+1>2,

azaz Xx<-1,

¢s

2>x-1,

azaz Xx<3.

Ez a harom egyenl6tlenség egyszerre teljesiil, ha x <—1, tehat
H, = (—oo, —1) .

Grafikusan mindez.

T o r<1
0 1
- { r < —1
I 0
% @ 1 3
() 3
4 { 11)
-1 0

Ezek alapjan végiil
D; =H, U H, =(-, —-1]U[3, ).

Az uni6 grafikus eldallitasat mutatja az alabbi 4bra.

% L Hl
0 3
-] H,
-1 0

> - . H, ' Hy



arcsin (3x)—4

4. feladat: Hatarozzuk meg az f (X) = fliggvény inverzét.

Megoldas: Mivel az arcsinx fliggvény szigoruan monoton fliggvény az értelmezési
tartomanyan (az arcsin(x) fliggvény értelmezési tartomanya [—1; 1] , mig az arcsin(3x) fiiggvény

értelmezési tartomanya [— % ; 1} ), igy van inverz fliggvénye. Rendezziik a kovetkezd
egyenletet x-re.
_arcsin(3x)-4
- 2
2y =arcsin(3x)—4
2y +4 =arcsin(3x)
Mindkét oldalnak vessziik a szinuszat:
sin(2y +4) =sin(arcsin(3x)).
Mivel az inverz fiiggvény inverzét vessziik a jobb oldalon, igy a jobb oldal:

sin(2y +4) =3x,

amibdl w =X

Felcserélve a valtozokat kapjuk, hogy

sin(2x+4)
=S

amibdl az inverz fiiggvény

4 sin(2x+4)
- . ,

f

5. feladat: Hatarozzuk meg az f (X) =7 —4arctg (X +l) fiiggvény inverzét.

Megoldas: Mivel az arctgx fliggvény szigorian monoton fiiggvény R -en, igy van inverz
fliggvénye. Rendezziik a kdvetkezd egyenletet X-re.

y =7—4arctg(x+1)

y—7=—4arctg(x+1)

y_—47 =arctg(x+1)



Mindkét oldalnak vessziik a tangensét:
tg (y—_7j = tg(arctg (x+1))
—4

Mivel az inverz fiiggvény inverzét vessziik a jobb oldalon, igy a jobb oldal:

y—7
tg] —— [=x+1,
g( 4 j

amibdl tg (y—j] -1=x.

Felcserélve a valtozokat kapjuk, hogy

amibdl az inverz fliggvény

Ellenorzo kérdések:

. X .
1. kérdés: Az f (x)=arcsin (Tj értelmezési tartomanya

[-1,5]. (X)
(-1.5).
[1.5].

[-5, -1].

2. kérdés: Az f(x)= arccos(li) fliggvény értelmezési tartomanya



arccos(4x)

3. kérdés: Mi az inverz fiiggvénye az f (x)=1- 5

fliggvénynek?
1 cos(2x+2)

4
f=2cos(4x)-2.

f! Z%COS(Z—ZX) -

o cos(x—1)
2

f

4. kérdés: Az inverz fiiggvénye az f (x)=arctg (1— gj +6 fiiggvénynek

f~ =5tg(x—6)-5.

g1 1906)
5

f_lztg(x—B)—l

—

ft =5—5tg(x—6)- )

Elméleti osszefoglalo:

Sokszor egy-egy fliggvény abrajat egy mar ismert elemi fliggvény gorbéjébdl eltolassal,
tiikrozéssel, nyujtassal vagy zsugoritassal, azaz transzformacioval kapjuk meg.

Tekintsiik at a leggyakrabban el6forduld fliggvény transzformdaciokat, s azok hatasat a
fliggvénygorbére.

Transzformalt TranSZf,OI’macm
fliggvény hatasa a
fiiggvénygorbére




Erték transzformacio

eltolas a-val az y

Yy

. r r l"
f (X) +a tengel}i }raflyaban a
eldjelének S
megfeleléen
X
Y Vo
—-f(x) tiikkrozés x tengelyre x
—Vz
Y
2sinx
2
' 1
cf (x) y tengely irdnyu
c>1 C-szeres nyujtas
~1
-2
y _
SN
e
cf (X) y tengely irdnyt 2 1 %
O<c<1 C-szeres zsugoritas B % W x
-1




Valtozo transzformacid

y
(r+2)° 22
eltolas a-val x tengely
f(x+a) mentén a eldjelével
ellentétes iranyban
_9 1
Yy
V= VT
f(=x) | tiikrozés y tengelyre
v
1 __ cos2r COST
X tengely iranyu \
f (CX) . gely yu /
c>1 < -szeres zsugoritas . : 5 3 x
-1
Y
1 CcOST
X tengely iranyt T
f (cx) A
O<c<1 c -szeres nyujtas ;: T ;_: }
—1 — ,l -
08 E =

Erdemes megjegyezni, hogy ha egy fiiggvény esetében tobb transzformaciot kell elvégezni,
akkor el6szor a valtozd transzformaciokat, majd az érték transzformaciokat kell elvégezni. A
valtoz6 transzformaciok az értelmezési tartomanyra, mig az érték transzformdacidk az
értékkészletre hatnak, s azt valtoztatjak meg.

Korabbi leckében lattuk, hogy a fiiggvényekkel kiilonféle miiveleteket lehet végezni. Gyakran
eléfordul, hogy két fiiggvény (f és g) Osszegét, kiillonbségét, szorzatat vagy hanyadosat kell
abrazolni, azaz

y=t(x)+a(x),  y=f(x)-a(x), y=f(9a(9,  y=-L




egyenletli gorbéket. Ilyenkor az f és g fliggvények azonos X értékhez tartozo y értékeit kell
Osszeadni, kivonni, szorozni vagy osztani. Nézziink minden miiveletre egy példat. Legyen

f(x)=sinx g(x)=x.

Altalaban néhany nevezetes pontban vett helyettesitési érték kiszamitasaval felrajzolhato a
jelleggorbe.

Nézziink néhany konkrét x-re kiszamolva a helyettesitési értékeket

ha x=0, akkor y=f (0)+g(0)=sin0+0=0
ha x=£,akkor y=f (£j+g(zj:sin£+£z1+1,57z2,57
2 2 2 2 2

ha x =7, akkor y= f (7)+g(7)=sinz+7~314

ha x:—z, akkor y = f(—zj+g[—zj:sin(—zj—zz—zw
2 2 2 2 2

ha x=-r, akkor y = f (-z)+g(-x)=sin(-z)-r~-314

Abrazoljuk az eredeti fiiggvényeket és a kiszamolt néhany helyettesitési érték alapjan az 6sszeg
fliggvényt (18. abra).

xr

N
oS

Y = stnx

18. dbra. f (X) =SINX+ X fiiggvény dbrdija

Hasonldan az el6zd feladathoz, néhany helyettesitési érték kiszdmoléasaval felrajzolhatd a
jelleggorbe. A fiiggvények kiilonbségekor az f és g fliggvények azonos X értékhez tartozo y
értékeit kell kivonni egymasbol (19. abra).



Y -
.
7
7/
s
e
U =a
4
.
s
.
7
Lo
£
,’/ 2 S
™ s
N T r
‘_2.,/—/ -
I Yy = sinx
s
4
Ve
rd
4 — an . .
S~ Y = SINT — 1
.
g

19. dbra. T (X)=SsiNX—X fiiggvény dbrija

A fluggvények szorzatakor az f és g fliggvények azonos X értékhez tartozo y értékeit kell
Osszeszorozni egymassal (20. abra).

Yy = sinx

I
~
X
|

20. dbra. T (X)=XsinX figgvény abrija

A fliggvények hanyadosa esetében az f és g fliggvények azonos X értékhez tartozo y értékeit kell
egymassal elosztani (21. abra).



sinx

fiiggvény dabraja

21. abra. f(X)=

Vizsgaljuk meg az értelmezési tartomanyokat.

f (x)=sinx D, =R

g(x)=x D, =R

Korabban lattuk, hogy a fiiggvényekkel végzett miiveletek esetén az 0j értelmezési tartomany
az eredeti fliggvények értelmezési tartomanyainak metszete.

igy D

viszonta g(x) # 0, azaz Xx#0. Ennek megfelelden D, =R\ {O} , mely a 21. abran is lathato.
g

trg =RMNR =R, s hasonléan D, ; =R, D;; =R. A két fiiggvény hanyadosa esetében

Két fliggvény szorzatara gyakorlati példa a csillapitott rezgést leiro fliggvény. A valdsadgban a
testek ritkan végeznek idében allandésult harmonikus rezgémozgast, mivel a rugo altal kifejtett
visszatéritd erdn kiviil is hat még fékezd erd (ez lehet surlddas, kozegellenallas).

A csillapitott rezgdmozgast leird egyenlet megoldasa nem til nagy csillapitas esetén ( p< a)o)
X(t)=Ae " sin(wt+g,),

ahol =%, o =\ & - B, o, sajit-korfrekvencia, A amplitadd, ¢, kezddfazis.

Itt egy exponencidlis €s egy szinusz fliggvény szorzata adja a csillapitott rezgémozgast leiro
fiiggvényt.

Surlodasos csillapitas esetén az amplitadok egy egyenesre illeszkednek, mig kozegellenallasos
csillapitaskor a maximum kitérés az idével exponencialisan csokken (22. abra).



22. abra. Surlodasos és kizegellenallasos csillapitas esetében a rezgémozgas

Kidolgozott példak:

3x+1

6. feladat: Abrazoljaaz f(x)= fiiggvényt.

Megoldas: Filiggvényabrazolaskor érdemes eldszor az értelmezési tartomanyt megvizsgalni a
tanult modon, s az dbrazolast kdvetden pedig ellendrizni, hogy az 4dbra valoban megfelel az
értelmezési tartomany miatt tett kikotéseknek. Ebben az esetben a linearis fiiggvény értelmezési
tartomanyara nem kell kikotést tenni, a fliggvény a teljes R -en értelmezve van.

Az abrazolas elbtt egy atalakitast kell elvégezni

3x+1 3 1
f(X): 5 :EX+E.

Ebbdl az alakbol mar 1athatd, hogy egy linedris egyenes lesz a fiiggvény képe. Az X egyiitthatoja

adja a meredekséget (m = g ), és a konstans tag pedig, hogy hol metszi a fiiggvény az y tengelyt

(y tengely menti eltolés pozitiv irdnyba % -el). Ezek alapjan a fiiggvényt a 23. abra mutatja.

e

, 3x+1
23. dabra. f(X)Z > fiiggvény abrdja




7. feladat: Abrézolja linearis fiiggvény transzformaciok segitségével az f (x)= % (x+3)*-5

fliggvényt.
Megoldas: A masodfoku fiiggvény értelmezési tartomanyara nem kell kikotést tenni, a
fliggvény a teljes R -en értelmezve van. A fiiggvényt a kovetkezd transzformacios sorrendben

érdemes abrazolni:

1. x?
2. (x+3)? (Az alapfiiggvényt az X tengely mentén 3-mal balra eltoljuk)

3. %(X +3)° (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén felére zsugoritjuk)
4. %(X +3)? -5 (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén negativ iranyba 5-tel eltoljuk) (24.

abra)

+

24. abra. Fiiggvény transzformdcio tobb lépésben

8. feladat: Abrazolja linearis fiiggvény transzformaciok segitségével az f (x)= —2X* +4X+6

fliggvényt.

Megoldas: A masodfoku fiiggvény értelmezési tartomanya R . Ez a masodfoku fiiggvény az
elozo fiiggvény felirdsatol abban kiilonbozik, hogy nem olvashatoak le rola kozvetleniil a
fliggvény transzforméacids 1épések (a fliggvényben tobb helyen szerepel az x valtozd). Ehhez
eldszor teljes négyzetté kell alakitanunk:

f(x)=-2x* +4x+6=-2(x’ —2x—3)=—2((x—1)2 —4):—2(x—1)2 +8
Ez alapjan a fliggvényt a kovetkezd transzformécios sorrendben érdemes abrazolni:

1. x?



(x —1)2 (Az alapfiiggvényt az X tengely mentén 1-el jobbra eltoljuk)
2(x —1)2 (Az el6z0 gorbét az y tengely mentén kétszeresére nyujtjuk)

—2(x—1)" (Az el626 gorbét az x tengelyre tiikrozziik)

o~ W

—2(x —1)2 +8 (Az €l6zd gorbét az y tengely mentén pozitiv irdanyba 8-al eltoljuk) (25-
26. abra)

2a — 1) —2(x—1)"+8

2 [ (z—1)?

25. abra. Fiiggvény transzformdacio elsé harom lépése 26. dbra. Fiiggvény transzformdcio utolso két lépése

9. feladat: Abrazolja linearis fiiggvény transzformaciok segitségével az f(x):2—i4
X+

fliggvényt, majd az abrarol olvassa le, hogy hol van a fliggvénynek aszimptotdja.

Megoldas: A tortfliggvény esetében a nevezodre kikotést kell tenniink, mégpedig a nevezd nem
lehet 0, azaz x+4 #0, amibdl x #—4. Tehat az értelmezési tartomany R \{-4}. A fiiggvényt

a kovetkezo transzformaciods sorrendben érdemes abrazolni:

1. =
X
1 . . .
2. i (Az alapfiiggvényt az X tengely mentén 4-el balra eltoljuk)
X+
3. % (Az eldz6 gorbét az y tengely mentén haromszorosara nyujtjuk)
X+
4. —% (Az eldz6 gorbét az X tengelyre tiikrozziik)
X+

5 2 —% (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén pozitiv iranyba 2-vel eltoljuk) (27-28.
X+

abra)



Az 28. 4bran jol latszik, hogy a fiiggvény valdban nincs az X = —4-ben értelmezve, fliggdleges
aszimptotaja van ott. Valamint vizszintes aszimptotat latunk az y = 2 -ben.

21. abra. Fiiggvény transzformdacio elsé harom lépése 28. abra. Fiiggvény transzformacio utolso két lépése

10. feladat: Abrazolja linearis fiiggvény transzformaciok segitségével az f(X)zng
X_
fliggvényt.

Megoldas: A tortfliggvény esetében a nevezore itt is kikotést kell tenniink, mégpedig a nevezd
nem lehet 0, azaz Xx—3 =0, amib6l X = 3. Tehat az értelmezési tartomany R \{3}.

Ez a tort fliggvény az el6zo fliggvény felirdsatol abban kiilonbozik, hogy nem olvashatoak le
rola kozvetleniil a fliiggvény transzformécids lépések (a fiiggvényben tobb helyen szerepel az X
valtozo). Ehhez el0szor a kovetkezd atalakitasokra van sziikség (a nevezdt kialakitjuk a
szamlaloban, majd egyszerlsitiink):

f(x)—x+2—(x_3)+5—x_3+ 5 . 5
~x-3  x-3  x-3 x-3 ~ x-3

Errél a felirdsbol mar egyértelmlien leolvashatéak a fliggvény transzformécids lépések,
melyeket a kdvetkezd sorrendben érdemes elvégezni:

1
X

2 ig (Az alapfiiggvényt az X tengely mentén 3-al jobbra eltoljuk)
X —

3. is (Az el6z0 gorbét az y tengely mentén 6tszordsére nyujtjuk)
X —

4. 1+i3 (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén pozitiv iranyba 1-el eltoljuk) (29-30.
X_

abra)



A 30. abran jol latszik, hogy a fiiggvény valoban nincs az X =3-ban értelmezve, fiiggdleges
aszimptotdja van ott.

Y

29. dbra. Fiiggvény transzformacio elsé harom lépése 30. abra. Fiiggvény transzformdacio utolso két lépése

11. feladat: Abréazolja linearis fiiggvény transzformaciok segitségével az f (x)= % In(—x)-4
fliggvényt.

Megoldas: A logaritmus fiiggvény argumentumara kikotést kell tenniink, mégpedig az
argumentumnak 0-nal nagyobbnak kell lennie, azaz —X >0, amib6l X < 0. Tehat az értelmezési
tartomany X € (—,0).

A logaritmus fliggvény abrazoladsakor mindig meg kell nézniink a logaritmus alapjat, mert az
alap hatarozza meg a fiiggvény monotonitasat. Itt a logaritmus alapja e, ami 1-nél nagyobb (
e~2,71), igy a logaritmus fiiggvény ebben az esetben szigoruian monoton novekvod lesz. A

fliggvényt a kovetkez0 transzformaciods sorrendben érdemes abrazolni:
1. In(x)
2. In(—x) (Az alapfiiggvényt az y tengelyre tiikkrozziik)

3. %In(—x) (Az el6z0 gorbét az y tengely mentén % -szorosara zsugoritjuk)

4, %In(—x) —4 (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén negativ iranyba 4-el eltoljuk) (31.
abra)

A 31. abran jol latszik, hogy a fiiggvény valdban csak negativ értékekre van értelmezve, s az
X =0-ban fiiggdleges aszimptotaja van.



In(—x) ~_ Inx

31. abra. Fiiggvény transzformdacio tobb lépésben

2x
12. feladat: Abrazolja linearis fiiggvény transzformaciok segitségével az f (x)= —5(%) +1

fliggvényt. Hol metszi a fliggvény az y tengelyt?

Megoldas: Az exponencidlis fliggvény értelmezési tartomanyara nem kell kik6tést tenniink,
igy a fiiggvény a teljes R -en értelmezve van.

Az exponencialis fliggvény esetében is hasonloan a logaritmus fliggvényhez mindig meg kell
vizsgalnunk az alapot, mert az alap itt is meghatarozza a fliggvény monotonitasat. Ebben az

esetben az exponencidlis kifejezés alapja %, ami 1-nél kisebb, de 0-nal nagyobb, igy az
exponencialis fliggvény szigortian monoton csokkend lesz.

A fiiggvényt a kovetkezd transzformacios sorrendben érdemes abrazolni:
1 1]
3

2X
(%j (Az alapfiiggvényt az X tengely mentén felére zsugoritjuk)

N

2x
3. 5(%) (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén Otszordsére nyujtjuk)

2x
4. —5(%) (Az el6z0 gorbét az X tengelyre tiikrozziik)

2x
5. —5(%) +1 (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén pozitiv iranyba 1-el eltoljuk) (32.

abra)

A 32. abrarol leolvashatd, hogy a fiiggvény az y=-4-ben metszi az y tengelyiinket. Ez
egyszeriien megkaphato, ha az eredeti fliggvénybe az X helyére 0-at helyettesitiink. (Masképp
IS végiggondolhatd, hogy miért. Az alapfiiggvény az y=1-ben metszi az y tengelyt. A 2.
transzformacios 1€pés ezt a metszéspontot nem valtoztatja, mig a kovetkezd lépésben az



Otszorosét kell venni, azaz felkeriil a metszéspont az y =5-be. A tiikr6zés soran y =-5-be
keril, s az utolsé 1épésben 1-ct hozzaadva y = —4 -et kapunk.)

Egy 1épéssel kevesebbet is végezhettiink volna, ha egy hatvanyazonossagot alkalmazunk az

abrazolas elott, mégpedig
[_1J2X - (_1]2 X = (_1jx
.

Ezzel az 4talakitassal a masodik transzformacios 1épés kihagyhato, s alapfiiggvényként az [%J

keriil abrazolasra, a tobbi 1épés megegyezik az el6zdvel.

32. dbra. Fiiggvény transzformdacio tobb lépésben

13. feladat: Abrézolja linearis fiiggvény transzforméciok segitségével az f (Xx)=+/3x+6+5

fliggvényt. Az abrarol olvassuk le a globalis szélsdértéket.

Megoldas: A gyokfliggvény esetében a gyok alatti kifejezésnek nemnegativnak kell lennie,
azaz 3x+6>0, amibdl x >—2. Tehat az értelmezési tartomany X € [-2, ).

Az abrazolas eldtt az argumentumon atalakitést kell végezni a kdvetkezképp
f(X)=v3x+6+5=/3(x+2) +5
Ezt kdvetden mar leolvashatoak a fliggvény transzformacios 1épések:

1. Jx

2. J3x (Az alapfiiggvényt az X tengely mentén harmadéra zsugoritjuk)



3. J3(Xx+2) (Az elbz6 gorbét az X tengely mentén 2-vel balra eltoljuk)
4. J3(x+2)+5 (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén pozitiv iranyba 5-el eltoljuk) (16.

abra)
A 33. abrén jol latszik, hogy a fliggvény valdban csak az x > -2 értékekre van értelmezve.

A 33. éabrardl leolvasva a globalis minimum helye X=-2, értéke y=5. (Egyszerlien

végiggondolhatd, hogy miért. Az alapfiiggvénynek az origoban van globalis minimuma. Az
elsé transzformacios 1épés nem valtoztat ezen, a kovetkezO viszont eltolja balra 2-vel, azaz
atkeriil az x =—-2,y = 0 -ba. Az utolso transzformacio soran a felfelé tolassal az y értéke valtozik

a minimumnak, igy lesz a minimum helye x=-2, értéke y=5.)

-2 p

33. dbra. Fiiggvény transzformdcio tobb lépésben
14. feladat: Abrazolja linearis fiiggvény transzformaciok  segitségével az
1 .. .
f(x)= Ecos(Zx +7)—1 fliggvényt.

Megoldas: A koszinusz fiiggvény értelmezési tartomanyara nem kell kikotést tenniink, igy az
értelmezési tartomany R .

Az &brazolas elott itt is az argumentumon atalakitast kell végezni a kdvetkezdképp
1 1
f (x)==cos(2x+7z)—1==cos 2(x+ 5y |-1
2 2 2
A fiiggvényt ilyen alakban mar a kdvetkezd transzformacids sorrendben érdemes abrazolni:

1. cosx

2. C0s2x (Az alapfiiggvényt az X tengely mentén felére zsugoritjuk)



3. COS(Z(X + %)] (Az eldz6 gorbét az X tengely mentén %-Vel balra eltoljuk)
4. %COS(Z(X + %D (Az el6z06 gorbét az y tengely mentén felére zsugoritjuk)

5. %COS(Z(X + %)j —1 (Az el6z6 gorbét az y tengely mentén negativ iranyba 1-el eltoljuk)

(34-35. abra)

34. dabra. Fiiggvény transzformdcio elsé harom lépése

Y

el 3
(S

35. abra. Fiiggvény transzformdacio utolso két lépése

Ellenorzo kérdések:

5. feladat: Melyik abra tartozik az f (x)=-3x*+6x—9 fiiggvényhez?






(X)

6. feladat: Hol van globalis szélséértéke az f (x)=4(x—5)* -1 fiiggvénynek?
lokalis maximum helye X =5, értéke y =1
lokalis minimum helye x =5, értéke y =-1 (X)
lokalis minimum helye x=-1, értéke y =-5

lokalis maximum helye x=-1, értéke y=5

7. feladat: Hol van aszimptotdja az f (x)=8+ 2 2 fliggvénynek?

X =4 -ben fliggbleges aszimptotdja, y =8-ban vizszintes aszimptotaja (X)
X =—4-ben fliggdleges aszimptotdja, y =8-ban vizszintes aszimptotaja
X =4 -ben fliggbleges aszimptotdja, y =—8-ban vizszintes aszimptotaja

X =—4-ben fliggbleges aszimptotaja, y =—8-ban vizszintes aszimptotdja

8. feladat: Melyik abra tartozik az f (x)= X _é
X+

fliggvényhez?



X)

Y
—
:

Yy

=5 !

Yy
............................ Lo e Sumesy
: 5 r

9. feladat: Melyik abra tartozik az f (X) =3log, (—X) +5 fliggvényhez?



X)

10. feladat: Hol metszi az f (x)=4e™ fiiggvény az y tengelyt?



y=2

y=-2
y=4(x)
y=—4

11. feladat: Melyik éabra tartozik az f (X) =sin (2X — 27[) +1 fliggvényhez?

Y

AR

12. feladat: Melyik hozzarendelési szabaly tartozik a kovetkez6 fliggvényabrahoz?



. f(x):s_@xs

1

o f(X)= 3—[ij+5 (X)

o f (X):3—2X+5
o f (X):3—2X*5

13. feladat: Melyik abra tartozik az f (X) =x* - 2" fiiggvényhez?



(X)
14. feladat: Melyik hozzarendelési utasitas tartozik a kovetkezé fliggvény abrajahoz?

Y

ro| 5
vl 5

f (x) =e™sin2x

(X)
f (x)=e™+sin2x
f (x)=e€*—sin2x

sin2x
f (="




2. Fiiggvénytan

2.3. Szamsorozatok, fiiggvények hatarértéke, folytonossaga

Tanulasi cél: megismerni a hatarérték fogalmat, begyakorolni hatarértékek kiszamolasat.

Kovetelmények

On akkor sajatitotta el megfelelden a tananyagot, ha

ismeri a kiilonb6z6 fajta hatarértékek intuitiv fogalmat,
képes fiiggvény grafikonjardl hatarértékek leolvasasara,
ismeri a szamsorozat fogalmat,

ismeri a szamsorozat hatarértékének fogalmat,

képes konvergens sorozat esetén kiiszobindex meghatdrozésara,
ismeri a monotonitas fogalmat,

képes megvizsgalni egy sorozat monotonitasat,

ismeri a sorozatok hatarértékével kapcsolatos tételeket,
képes sorozatok hatarértékének meghatarozasara

ismeri a fliggvények hatarértékével kapcsolatos tételeket,
képes fliggvények hatarértékeinek meghatdrozésara.

Kulcsfogalmak

intuitiv hatarérték (egy- és kétoldali, végtelenben vett hatarértek)
szamsorozat

szamsorozat hatarértéke

kiiszobindex

monotonitas

kdrnyezet

fiiggvény hatarértéke

hatarozatlan alak

Elméleti 6sszefoglalé

A hatarérték, hataratmenet a matematika egyik legfontosabb fogalma. Mar az 0kori
matematikaban is felbukkan (a hatarérték az, amihez egy valtoz6 mennyiség egyre jobban ¢és
jobban kozeledik), ma is hasznalatos pontos megfogalmazasa Augustin-Louis Cauchy és Karl

Weierstrass érdeme.


https://en.wikipedia.org/wiki/Augustin-Louis_Cauchy
https://en.wikipedia.org/wiki/Karl_Weierstrass
https://en.wikipedia.org/wiki/Karl_Weierstrass

Pé¢ldaul a korbe irt szabalyos sokszogek egyre kdzelebb vannak a korhoz, ha az oldalszamot
noveljiik. Ez a hatardtmenet lehetdve teszi a kor keriiletének és teriiletének meghatdrozasat.

y y
P
o) g
//
// Q
/S //
Vi
P A P
g
/ /
'/

x ! ! x b ¢ ! . s X
a X a X a X a X
(A) (B) (©) (D)
Egy gorbe P pontban huzhat6 érintdje a P és Q pontokon atmend szeldk hatarhelyzete, ha a Q

pont minden hataron til kozeledik a P ponthoz. Az itteni hatardtmenet segitségével felirhato
az érintd egyenlete.

/
4

Ya

]

Az 4bran lathato S sikidomot (amelynek a teriiletét a geometriaban tanult moédszerekkel nem

lehet kiszamolni) egyre jobban megkozelitik az alabbi abran lathato kis téglalapok unidja, igy
a teriiletét a téglalapok teriiletének 6sszege.

v A v A
4 y=x 4 y=x
1 1 A
A
0 | x 0 |
(a)n =8

(bijn=16



A két legfontosabb probléma, amely a hatarérték fogalmanak kidolgozasahoz vezetett az
érintd problémaja, €s a teriilet problémaja.

A hatarérték intuitiv fogalma

A hatarérték legegyszeriibb fajtaja az egyvaltozos fliggvény hatarértéke, ezzel foglalkozunk a
tovabbiakban.

x? -1

2(x-1)
érdekelne minket, hogy hogyan viselkedik az f(X) érték, ha x kozel van 1-hez. Ennek

érdekében kiszdmoljuk a fliggvény értékét néhany 1-hez kozeli helyen. A szamitasokat az
alabbi tablazat tartalmazza.

Tekintsiik az f(x) = fliggvényt. Ez a fiiggvény nincs értelmezve az a =1 helyen. Az

X 0.5 0.9 0.99 0.999 1.001 1.01 11 1.5

f(x) 0.75 0.95 0.995 | 0.9995 | 1.0005 | 1.005 1.05 1.25

Ezekbdl a szamokbol is lathatd, hogy ha x egyre kozelebb van egyhez, akar balrél, akar
jobbrol, f(x)is kozelebb lesz 1-hez. Ezt tigy fogalmazzuk meg, hogy f(x) hatarértéke 1, ha

x kozeledik 1-hez. Ez elvezet a hatarérték alabbi, matematikai szempontbol nem preciz

crer

Tevékenység: Egy, az el6bbihez hasonl6 tablazat segitségével allapitsuk meg, hogy mi lehet

Jx
x+2\/§

az f (X) = fliggvény hatarértéke, ha X pozitiv értékeken keresztiil kozeledik

nulldhoz.

Definicio (intuitiv): Legyen f(x) egy olyan fliggvény, amelynek az értelmezési tartomanya
tartalmaz egy olyan nyilt intervallumot, amelynek az a szam a kozepe, kivéve esetleg az a
szamot. Azt mondjuk, hogy az f(x) fliggvény hatarértéke az a helyen a L szam, ha f(x)

tetszéleges kozel keriil L-hez, ha x mar elég kozel van a -hoz. Ezt igy fogjuk jeldlni:
limf(x)=L.

Definicio: Legyen f(x) egy olyan fiiggvény, amelynek az értelmezési tartomanya értelmezve
van az olyan szamokra, amelyek kozel vannak a -hoz, de annal nagyobbak. Azt mondjuk,
hogy az f(x) fiiggvény jobb oldali hatarértéke az a helyen a L szam, ha f(x) tetszéleges
kozel keriil L-hez, ha x mar a -hoz elég kozeli, de a -nal nagyobb szam. Ezt igy fogjuk
jeldlni:

limf(x)=L.

X—a+

Definicié: Legyen f(x) egy olyan fiiggvény, amelynek az értelmezési tartomanya értelmezve

van az olyan szamokra, amelyek kozel vannak a -hoz, de annal kisebbek. Azt mondjuk, hogy
az f(x) fiiggvény bal oldali hatarértéke az a helyen a L szam, ha f(x) tetszéleges kozel

kerlil L-hez, ha x mar a -hoz elég kozeli, de a -nal kisebb szam. Ezt igy fogjuk jeldlni:

Iimﬁf(x) =L.



A két utobbi definicio szemléltetésére tekintsiik az f(x) = v/4 —x” fiiggvényt. Ennek
értelmezési tartomanya a [—2, 2]zért intervallum, €s a grafikonja az aldbbi abran lathato.

Y

[

A_ 0

Az abrarol konnyen leolvashato, hogy |i[T21 V4-x* =0, és |ir£li \V4—x* =0. Mindkét

eredmény egy gyors numerikus kisérlettel ellendrizhetd. Példdul az eld limesz esetén
f(—1.9999) = 0.1999975, a masodik limesz esetén f(1.9999) =0.1999975. Mindkét szam

kozel van nullahoz.
Az alabbi tétel a kétoldali és az egyoldali hatarértékek kozotti kapesolatrol szol.

Tétel: Legyen f(x) egy olyan fiiggvény, amelynek az értelmezési tartomanya tartalmaz egy
olyan nyilt intervallumot, amelynek az a szam a kozepe, kivéve esetleg az a szamot. Ekkor
limf(x) =L pontosan akkor teljesiil, ha limf(x)=limf(x)=L.
X—a X—a— X—a+
Felmertl a kérdés, hogy hogyan lehet a hatarértéket meghatarozni. Késobb a preciz definicid
birtokaban erre korrekt modszereink lesznek. De addig is, példdul a fenti tablazatban mutatott
numerikus kisérlettel gyakran ki lehet talalni a hatarértéket. Ha &brat tudunk rajzolni a
fliggvényrdl, az is felhasznalhato a hatarérték leolvasasara. Ha egyszeriisiteni tudjuk a
fliggvény hozzarendelési utasitasat, a hatarérték meghatarozasa is egyszerlisodik.

Kidolgozott feladatok

1. feladat: Az alabbi abra egy f fliggvény grafikonjat mutatja.



Olvassuk le az abrarol az alabbi hatarértékeket: a) IirTJf(x) , b) Iinl1 f(x), c) IirT3lf(X) , d)

limf(x), e) limf(x), ) lim f(x), g) lim (x), h) lim f(x), i) lim £(x), ) limf(x).

Megoldas: a) Ha megfigyeljiik a fliggvényiink viselkedését a 0 kortil, latjuk, hogy az f(x)
fliggvényértekek tetszélegesen kozel keriilnek 1-hez, ha x elég kozel van nulldhoz, ezért
Iing f(x)=1.

b) Akéarhogyan kozeledik az x az 1-hez, az abra alapjan az f(x) fliggvényértékek 2-hoz
kozelednek, azaz Iirrllf (X)=2, ésigy Iirp f(X) = 2is teljesiil, ami eredetileg a kérdés volt.

¢) Konnyen leolvassuk az el6zéek alapjan, hogy Iirr; f(x) =3, figyeljiik meg viszont, hogy
f(3)=1.

d)-e) Az eddigiekkel ellentétben a fliggvényiink 5 koriili viselkedésénél egyaltalan nem
mindegy, hogy az 5-h6z a bal vagy a jobb oldalrol kozelediink. Latjuk az abrarol, hogy 5-h6z
kozeli, de 5-nél kisebb x értékekre f(x) 1-hez lesz kozel, Iirp f(x) =1, de ha x kozel van 5-

hoz, de annal nagyobb, akkor f(Xx) 4-hez kozeli, azaz lim f(x) =4. Mivel a két egyoldali

X—5+

limesz kiilon-kiilon 1étezik ugyan, de nem egyenld, ezért a kétoldali Iing f(x) hatarérték nem

X—>

létezik.

)-g)-h) Az elézbéek alapjan vilagos kell, hogy legyen, hogy Iirp_f x)=2, Iin71 f(x)=4¢s
lim f(x)=1.

X—10—

1) Az 10-hez kozeli, de 10-nél nagyobb x szamok esetén az f(x) viselkedése az eddigiektdl
eltérd. De a grafikon azt akarja abrazolni, hogy f(x) minden hataron tl nd, ha x jobbroél
kozeledik 10-hez. Ezt igy jeldljiik: Iirlrol f(X)=o0.

J) llyen tipust limesz sem szerepelt az eddigi definicidkban. De nyilvan érezziik a grafikon azt
szemlélteti, hogy ahogy egyre nagyobba valik az x, az f(x) értékek minden hataron tal

kozelednek nulldhoz, amit igy fogunk jeldlni: limf(x)=0.

Elméleti 6sszefoglalo

Szamsorozatok



Az 1) és j) pontokban szerepl6 hatarértékekkel egylitt eddig 5 fajta limeszrdl volt szo6. Ki fog
hamarosan deriilni, hogy vannak tovabbiak is, 6sszesen 15 fajta. Ezek ismertetése elott
ratériink a szdmsorozatokra. A preciz definiciok ezek segitségével konnyen megadhatok.

Definicié: Szamsorozatnak hivjuk az a: N — R fliggvényeket, hagyomanyos okokbol a(n)
helyett a -et irunk és a, -et a sorozat n-edik elemének hivjuk, n-et pedig az a, sorozatelem
indexének nevezziik.

Magat a sorozatelemeket az index szerinti természetes sorrendjiikben (an ) fogja jeldlni, tehat
(a,)=(a,,8,,8,,...) . A szamsorozat elnevezés helyett roviden sorozatot is szokas mondani. A

sorozatokat leggyakrabban az a, elem kiszamolasat lehetdvé tevd képlet megadasaval

1 1
definialjuk. Példaul igy: a, =n+—. Ennek a sorozatnak az elsé néhany eleme
n

p 2 10 17 26
) 2 k) 3 ) 4 1 5 yre .
Tevékenység: Szamoljuk ki az eldbbi sorozat huszadik és harmincotodik elemét.
- 1 N s 3456
Tekintsiik az | 1+ — | sorozatot. Ennek az els6 néhany eleme | 2, 2325 ) Ha
n

abrazoljuk ezeket a szamokat egy szdmegyenesen vagy egy koordinata rendszerben az (n, a, )

koordinataju pontokat, az alabbi abrakat kapjuk. Az dbran a vizszintes egyenes nem az X
tengely, hanem az y=1 egyenes.

(Igy minden sorozatot abrazolhatunk, ez a szemléltetés gyakran hasznos.)



Az abrakrol leolvashatjuk, hogy (a, ) elemei egyre kisebbek, de mindegyik nagyobb, mint 1.

Az elemek kozelednek 1-hez. SOt, gy mondjuk, hogy az elemek minden hataron tal
kozelednek 1-hez, amin azt értjiik, hogy az a, sorozatelem és az 1 tavolsaga, ami definicid

szerint |an —]4 , tetszOlegesen kicsivé valik, ha n elég nagy. Az is igaz, hogy a sorozatelemek

egyre kozelednek pl. a 0-hoz is, s6t minden 1-nél kisebb szamhoz is, de az ilyen szamokhoz
nem kozelednek a sorozatelemek minden hataron tul, példaul a 0-tdl vett tdvolsaguk mindig

legalabb 1, az %-tél vett tdvolsaguk mindig legalabb %, ¢s igy tovabb. Tekintsiink most egy

1-nél nagyobb szamot, példaul 1.025-t. A sorozatelemek el6szor kdzelednek 1.025-héz, de a
40. elem éppen 1,025, €és ezutan a sorozatelemek elkezdenek tdvolodni, és egyre tdvolabb
keriilnek 1.025-t61.

Ebbdl az elemzésbdl lathatjuk, hogy az (1+ ij sorozat esetén az 1-nek kitiintetett szerepe
n

van: 0 az egyetlen valds szam, amelyhez a sorozatelemek minden hataron tul kdzelednek.

Ilyen tulajdonsagt szam sok mas sorozat esetén is taldlhat6, de messze nem mindegyik esetén.
Példaul az a, = (—1)n képlettel megadott sorozat elemei felvaltva -1 és 1, ezek az elemek nem

kozelednek minden hatdron til semmilyen szamhoz. Ezek motivaljdk a kdvetkezd definiciot.

Definicié: Az (a,) sorozat hatarértéke vagy limesze az A € R valds szam, ha tetszdlegesen
adott £ >0 szdmhoz van olyan N(&)eN természetes szam, hogy n > N(¢) esetén

|an—A|<£.

Azt, hogy az (an) sorozat hatarértéke A
a, >A vagy lima,=A
fogja jeldlni. llyenkor az (a, ) sorozatot konvergensnek hivjuk, az N(g)e N természetes

szamot pedig az € -hoz tartozé kiiszobindexnek.

A definici6 szemléletes tartalma a fenti gondolatmenet alapjan az, hogy ha a sorozat
hatarértéke A, akkor a sorozat elég nagy indexii elemei mindannyian barmilyen kis
tavolsagnal is kozelebb lesznek A-hoz. Ez a sorozatok korében a legfontosabb fogalom.

Tétel: Ha egy (an) sorozatnak létezik hatarértéke, akkor az egyértelmii.

Definicié: Az (a, ) sorozat egy részsorozata egy olyan (b, ) sorozat, amely ugy keletkezik,

hogy toroljiik az eredeti sorozat véges sok vagy végtelen sok elemét olyan modon, hogy
végtelen sok elem maradjon, és a megmarado elemek a (bn ) sorozat elemei.

Pé¢ldaul az [—J sorozatnak néhany részsorozata az alabbi:
n



7 , J , itt a paratlan indexli elemeket tartottuk meg, és minden masodikat toroltiink;

|-

: ] , Itt azokat az elemeket tartottuk meg, amelyek indexe négyzetszam;

1—-,—,=,—, E , ] , itt azokat az elemeket tartottuk meg, amelyek indexe primszam.

Egy sorozatnak nyilvan végtelen sok részsorozata van.
Tétel: Ha a, > A, és (b, ) részsorozata (a,)-nek, akkor b, —> A.

Ez a tétel sokszor hasznos, példaul erre alapozva ugy lehet megmutatni, hogy egy sorozat nem
konvergens, hogy keresiink két részsorozatot, amelyeknek kiilonbozik a hatarértéke.

A nem konvergens sorozatokat divergensnek is hivjuk. A divergens sorozatok nagyon
szertelentll is viselkedhetnek. Két tipusuk azonban mutat némi szabalyszeriiséget, ezek a
minden hataron tal névekedo, és a minden hataron tul csokkend sorozatok.

Definicié: Az (a, )sorozat hatarértéke a plusz végtelen, ha tetsz8legesen nagy ¢ e R pozitiv
szamhoz is van olyan N(c) € N természetes szam, hogy n > N(c) esetén

a,>c.
Ezta, — o vagy Lman = oo fogja jelolni.
Az (an )sorozat hatarértéke a minusz végtelen, ha tetszélegesen nagy abszolut értékii
negativC € R szdmhoz is van olyan N(c) € N természetes szam, hogy n > N(c) esetén

a, <c.
Ezta, — —o vagy rl,iﬂlan = —oofogja jeldlni.

Egy masik fajta némileg szabalyos viselkedést jelent, ha a sorozat elemei egy véges
intervallumba esnek. Ezzel kapcsolatos a kovetkezd definicio.

Definici6: Az (a, )sorozat feliilrél korlatos és a K e R szam a felsé korlatja, ha minden
neNesetén a, <K.

Az (a, )sorozat alulrél korlatos és a k € R szam az als6 korlatja, ha minden n e N esetén
a, =K.

Az (a, )sorozat korlatos, ha alulrol és feliilrl is korlatos.

Egy tovabbi szabalyos viselkedés, ha a sorozat elemei egyre nének vagy csokkennek.

Definicié: Az (a, )sorozat monoton névé, ha minden neNesetén a, <a,,,, monoton

n+l?

csokkend, ha minden neNesetén a, >4, ,,.

Szokas akkor is azt mondani, hogy egy sorozat monoton novo vagy csdkkend, ha a megfeleld
egyenldtlenség nem minden n-re, hanem csak egy adott K kiisz6bszamnal nagyobb vagy
egyenld n-ekre teljesiil.



A monoton sorozatok egy bizonyos értelemben szabalyosan viselkednek. A legtobb sorozat
nem monoton.

Mivel a sorozatok N — R fliggvények, az algebrai fliggvénymiiveletek rajuk is
értelmezhetdk. Példaul az 6sszeg hozzarendelési utasitdsa a hozzarendelési utasitasok
Osszege, €s igy tovabb. Kicsit pontosabban ez a harom legfontosabb miiveletre az alabbi.

Definicio: Tekintsiik az (a, )és (b, ) sorozatokat. Ekkor a két sorozat dsszege az (a, +b, )

sorozat, szorzata az (anbn ) sorozat, és ha b egyetlen n-re sem nulla, akkor hanyadosa az

a
— |sorozat.
b,

A sorozatok témakorében a legfontosabb feladat a hatarérték meghatarozasa lesz, amennyiben
1étezik. Ekozben az alabbi tételeket allandoan fel fogjuk hasznalni. E16szor egy, a konvergens
sorozatokrodl szolo tétel kovetkezik.

Tétel: Ha a, > AeR¢és b, > BeR, akkor
a,+b, >A+B,
a,b, »> AB,
A dl

ha létezik az (Z—”j sorozat, és B=0, akkor Z—” - % .

n n

Joval bonyolultabb a helyzet, ha valamelyik vagy mindkét sorozat valamelyik végtelenbe tart.
Csak a legfontosabb eseteket tartalmazzak az alabbi tételek.

Az 6sszeggel kapcsolatban:

Tétel: Tekintsiik az (a, )és (b, ) sorozatokat.

Ha a, >oés b, >BeR,akkor a, +b, - .
Ha a, > ésb, — o, akkor a,+b, > .

Ha a, > —oés b, >BeR,akkor a, +b, - —o.
Ha a, > —oésb, — -, akkor a, +b, —> —.

A szorzattal kapcsolatban:

Tétel: Tekintsiik az (an )és (bn) sorozatokat, és tegylik fel, hogy a, — o0 .
Hab, - B>0, akkor a,b, — 0.
Hab, — oo, akkor a b, — 0.



Hab, - B<0, akkor a b, - —o.
Hab, — —oo, akkor a b, — —x.

Tétel: Ha a, > és b, >a_ minden n-re, akkor b, — oo . Hasonldan, ha a, — —o és
b, <a, minden n-re, akkor b, — —o0

Végiil a hanyadossal kapcsolatban:

Tétel: Tekintsiik az (an ) sorozatot, és tegyiik fel, hogy a, =0 semmilyen n-re.

Ha a, — *oo, akkor i—>O.
a

n

. . 1
Ha a, —» 0 és a, >0, minden n-re, akkor — — o,
a

n

. . 1
Ha a, -0 és a, <0, minden n-re, akkor — — —.
a

n

Ha a, — 0, akkor ﬁ—)oo.

Ezeknek a tételeknek a kombinaldsdval, mint majd latjuk, szamos sorozat hatarértéke
kiszamolhat6. A tételek masik csoportja, ami megkdnnyiti a limeszek kiszamitasat a
nevezetes limeszekrdl szo616 tételek.

1
Tétel: a, =——> 0.
n

oo, ha a>0,
Tétel: a, =n* ->< 1, ha a=0,
0, ha a <0.

o, ha q>1,
1, hag=1,
0, ha -1<q<1],
nem létezik a hatéarertek, ha q <-1.

Tétel:a, =q" —

Legyen a, =n, b, =n?. Ekkor a, =, és b, — oo . Kénnyen lathato, hogy 2—" _1 —0,
n

n

b, . , . e . ,
ugyanakkor — =n — oo . Ez azt mutatja, hogy pusztan az az informacio, hogy mi egy tort
a

n

szamlalojanak és nevezdjének kiilon-kiilon a limesze a tort limeszét nem hatarozza meg. Ezt



ugy mondjuk, hogy a 2 tipusu tort hatarozatlan alak. Ilyen hatérozatlan alak, nem csak tort
o0

esetén, tobb fajta is van. A legfontosabbak az aldbbiak:

i;.o 9 0-4c0, o0—00, —oo—(—oo), 1°.

+oo 0

Az ilyen sorozatok limeszének meghatarozasa nehézséget jelent. A megoldas minden esetben
abban 4ll, hogy azonos 4talakitadsokkal atalakitjuk a, képletét, hogy a fenti tételek
alkalmazaséaval a limesz leolvashato legyen. Hogy ezt hogyan érdemes csinalni, az persze
sorozat tipustdl fliggden mas €s mas lehet. A kidolgozott feladatokban bemutatjuk a
legfontosabb eseteket. Arra kell torekedni, hogy egy uj feladat megoldas soran sikeriiljon
beazonositani a feladat tipusat, majd ezutan végre kell hajtani a tipushoz tartoz6 megoldasi
modszert.

Kidolgozott feladatok:

2. feladat: Irjuk fel az a, = 2" sorozat elsd néhany elemét.

Megoldas: Rendre behelyettesitve nhelyére az 1, 2, 3, 4, 5, értékeket, kapjuk, hogy
(an ) = (2,4,8,16,32,...).

3. feladat: Mi lehet az a, =(1,3,5,7,9,...) sorozat hozzéarendelési utasitésa.

Megoldas: A megadott elemek alapjan az a szabaly korvonalazodik, hogy az n-edik elem az
n-edik péaratlan szam, tehat

a,=2n-1.
Figyeljiik meg, hogy n legkisebb értéke 1, tehat a nullat nem tekintjiik természetes
szamnak.

4. feladat: Mi lehetaz a, :(0,

N |-
wlN
Mlw
[S2 NN

, ) sorozat hozzarendelési utasitasa.

Megoldas: Az els6 elemet % alakban is felirhatnank, igy még szembe6tldbb, hogy az n-edik

elem olyan tort, amelynek a nevezdje n, a szamlaloja pedig n—1, tehat
n-1

n— .

n

5. feladat: Miaz a, = sorozat hatarértéke?

2n+1

Megoldas: Az egyik tételiink szerint, ha egy sorozat valamelyik végtelenbe tart, akkor a
reciproka nullahoz tart. De 2n+1—o0, (hiszen ha n — oo, akkor 2n — o0, és ezért a nala
eggyel nagyobb 2n +1 is végtelenbe tart; ezek mindegyike felsorolt tételek egy nagyon
egyszerl alkalmazasa, mindenkinek javasoljuk, hogy azonositsa be a szoban forgo tételeket).



—0.

fgy latjuk, hogy a, =
2n+1

: , 1
De ugy is okoskodhattunk volna, hogy a sorozatunk részsorozata az — — 0 sorozatnak, egy
n

konvergens sorozat minden részsorozat, egy szintén felsorolt tétel szerint, ugyanoda
konvergal, mint az eredeti sorozat. Ezért ismét azt kapjuk, hogy a, - 0.

sorozat hatarértéke?

6. feladat: Miaz a, =

1
Jn+1

Megoldas: Tudjuk, hogy \/ﬁ — 00, hiszen ez n“szerkezetll nevezetes sorozat o >0 esete.

Igy az egyik tételiink szerint , (meg kellene az olvasonak keresni) a nala nagyobb «/n+1 is
tart végtelenbe. Igy az eldbbi feladatban is felhasznalt tétel szerint a reciproka nulldba tart,
azaz

a, = L —0.

Jn+1

7. feladat: Mi az a, =n”® —3n sorozat hatarértéke?

Megoldas: Mivel n?és 3n is plusz végtelenbe tart, ez egy oo—ootipusu hatarozatlan alak. De
az alabbi 4talakitas konnyen meghatarozhatova teszi a limeszt:

a,=n"-3n=n(n-3).
Itt mindkét tényezd végtelenbe tart, és akkor az egyik tételiink szerint a szorzatuk is,
a,=n’-3n—>o.

Latjuk, hogy a, képlete masodfokt polinom. A polinomok esetén egy masfajta atalakitas, a
legmagasabb foku n hatvany kiemelése hasznosabb, mert minden esetben miikodik.

2
an=n2—3n:nz(ﬂg—ggj:nz(l—éj.
n® n n

Ebben a szorzatban az els6 tényez6 plusz végtelenbe tart, 3. 3 1 — 3-0=0, igy a masodik
n n

tényez6 1—0=1-be tart, ami egy pozitiv szam, igy egy masik tételiink szerint a szorzatuk
plusz végtelenbe tart. Ugyanazt a végeredményt kaptuk, mint el6bb.

Azt is konnyl végiggondolni, hogy a legmagasabb fokt n hatvany kiemelése mindig
leolvashatova teszi a limeszt, mert kiemelés utan az elsd tényezé mindig plusz végtelenbe tart,
a masodik pedig a féegyiitthatohoz. fgy azt kapjuk, hogy polinom esetén a hatarérték
mindig végtelen, mégpedig plusz végtelen, ha a féegyiitthato pozitiv, ¢s minusz végtelen,
ha a féegyiitthaté negativ.

8. feladat: Miaz a, =(2n—-1)n —(1—2n)2 sorozat hatarértéke?

Megoldas: Ha megnézziik a sorozatunk képletét, lathatjuk, hogy a szorzasok elvégzése utan
egy masodfokt polinom keletkezne, amelynek a féegyiitthatdja 2n> —4n® = —2n? lenne, azaz



a, =-2n°+...
A tobbi tagot nem is kell kiszamolni, mert a limesz szempontjabol érdektelenek. Mivel a
rr . r ’ 2
féegyiitthato negativ,a = (2n —1) n— (1— Zn) — —00,

Ellenorzo kérdések:
1. kérdés: Mennyi az a, =(-1)" n+(n —8)2 sorozat kilencedik eleme?

-2

-1

1

Nulla (X)

2. kérdés: Mi lehetaz a, = (4, 7,10,13, 16...) sorozat hozzarendelési utasitasa?

a, =3n+1 (X)
a,=2n+2
a,=n’+3

a,=2n*+n-1
3. kérdés: Mennyi az a, = (2n+1)" - 2(n +1)° sorozat hatarértéke?

0
o (X)

2
4. kérdés: Mennyi az a, =(1- n)2 —(n +1)2 sorozat hatarértéke?
1

0

o0

—o0 (X)

Kidolgozott feladatok:

, 2n-1
9. feladat: Mennyi az a, = > sorozat hatarértéke?
n+

Megoldas: A sorozat képlete egy tort, amelynek szamlaloja €s nevezdje is plusz végtelenbe

foo
tart, ezért a — tipusu hatarozatlan alakkal van dolgunk. Ezekben az esetekben
100

leggyakrabban a kiemelés vezet eredményre. Polinomok hanyadosa esetén a nevezd



legmagasabb foku n hatvanyat, (csak az n hatvanyt, az egyiitthatojat mar nem), célszerti
kiemelni a szamlalobol és nevezObol is. Most tehat a szamlalobol és nevezobdl is n-et.
Kiemelés és egyszeriisités utan

1 1

n2-—-— _=

2n-1 ( nj 2 n
a - _ _

n— - - 2 '
n+2 (1+ 2 j 1.2
n n
Ezek ekvivalens atalakitasok voltak. Az utols6 tort példaul a 120. elem kiszamolasara
egyaltalan nem célszer(i, de a limesz leolvasasara nagyon is. Hiszen latjuk, hogy a szdmlal6 2-

hoz, a nevez6 1-hez tart, és igy a tort % =2 -hez, vagyis

2n-1
a, = —2.
n+2
2
10. feladat: Mennyi az a, :w sorozat hatarértéke?
-2n“+n-3

Megoldas: Most a szamlalo a plusz végtelenbe, a nevezdje minusz végtelenbe tart, tehat ismét

foo . ; o ,
a — tipust hatarozatlan alakkal van dolgunk. A modszeriink szerint kiemeliink a
o0

szamlalobol és nevezébél is n?-et, majd egyszertsitiink:
2 4 2 4
n*|3- ="+ ey
. _3n’-2n+4 ( n nzj_B i
n— 2 - - .
-2n’+n-3 nz( 1 3) .13

24+ - —
n n

Az utolso tortben a szamlalo 3-ba, a nevez0 -2-be tart, ezért
o = 3n*-2n+4 3 3

T o 2 5o
-2n"+n-3 -2 2
Egy rovid kis numerikus kisérlettel alatdmaszthatjuk az eredményiinket. Emléksziink, hogy a
limesz az a szdm, amihez nagy index esetén a sorozatelem igen kozel van. Szamoljuk ki

kalkulatorral, mondjuk a,,,, -et. Ez nem egy kellemes szamolas, de
855 = —1.499796666 .

Ez tényleg kozel van — 5 -hez. Ilyen numerikus kisérletet minden hatarérték kiszamolasa

soran végezhetiink, ez segit, hogy rossz eredményt ne fogadjunk el helyesnek.

2
11. feladat: Mennyi az a, :n;—gngl sorozat hatarértéke?

+
Megoldas: Ismét a ;;.O tipust hatarozatlan alakkal van dolgunk. Most a szamlalobol és a
100

nevezObdl is n -et kell kiemelni, majd egyszertsiteni vele:



n n+3+1 1
n’+3n+1 n n+3+ﬁ
S 3) 3

n n
Ebben a tortben a szdmlalo plusz végtelenbe, a nevezd -2-be tart, ezért a hanyadosuk minusz
végtelenbe, gondoljuk meg, nagy szadmnak a fele is nagy, ha még a minusz eldjelet is
figyelembe vessziik, akkor nagy negativ, tehat:
_n*+3n+1
" -2n-3
Az iméntihez hasonlé numerikus kisérlet azt mutatja, hogy példaul a,,,, = —-1440.249783, egy

jO nagy abszolut értékii negativ szam, 6sszhangban a kapott végeredménnyel.

2
. -nN“+n+2 L.,
12. feladat: Mennyiaz a, = ——— sorozat hatarértéke?
n"—n“+2n-2

. . fo . , ; .
Megoldas: A limesz — tipust, a modszeriink szerint a szamlalobol és a nevezébdl is n®-t

400
emelink ki:

s( 1, 1 2 1 1 2

— L=

—n®+n+2 (n n> nd N hE
an: 3 2 2 2: 1 2 2 = 1 2 2

n°>—n+2n- n3(1—+2—3) 1-=+5 -2

n n n n n n

Az utolso tortben a szdmlaloban minden tag nullahoz tart, igy az egész szamlalo is, a nevezd

1-hez tart, tehat

-n’+n+2 0
%

a =
nP-n’+2n-2 1

n

Az el6z6 harom feladatbol lesziirhetd a kovetkezo tétel:

Két polinom hanyadosanak a hatarértéke

(1) a foegyiitthatok hanyadosa, ha a szamlalo és a nevezd azonos fokszdmu,

(2) végtelen, ha a szamlalé magasabb fokszamu, mint a nevezd, mégpedig minusz végtelen,
ha a fegyiitthatok ellenkezd eldjeliiek, és plusz végtelen, ha a féegylitthatok azonos
eldjeltiek,

(3) nulla, ha a szamlal6 alacsonyabb fokszdmu, mint a nevezd.

Ellenorzo kérdések:

Y . n-— s
5. kérdés: Mennyi az a, = sorozat hatarértéke?

3n+2

1
3 X
3



N

2

s . n"-1 s

6. kérdés: Mennyi az a, = Y sorozat hatarértéke?
-2n° +

1
2
0
-2
1
~= (X
2()

2
. n(2-n
7. kérdés: Mennyi az a, = (z—g sorozat hatarértéke?
-n®+

0
—o0 (X)

-1

o _(n-2) -(n-3)
8. kérdés: Mennyi az a, = 3 sorozat hatarértéke?
n —

0

o0
—Q0

1(X)

Kidolgozott feladatok:

13. feladat: Tekintsiik aza, = 2n +11 sorozatot. Adjunk kiiszobindexet & =0.01-hez.
n —

Megoldas: Eldszor is, mivel a,azonos fokszdmu polinomok hdnyadosa, a limesze — .

Kiiszobindexet adni a megadott €-hoz annyit jelent, hogy meghatarozunk egy természetes
szamot ugy, hogy az annal nagyobb vagy egyenld indexekre teljesiil az

a, — <001
2

egyenlStlenség. (Altalaban, ha A jeloli a hatarértéket, akkor az |an —A| < ¢ egyenldtlenség.)
Beirjuk tehat a, helyére a képletét, és megoldjuk az



N+l 1 oot
2n-1 2

egyenldtlenséget. E16szor k6zos nevezdre hozunk az abszolut értéken beliil:

2 +)-@n-0)| 101
2(2n-1) |

A szamlaloban elvégezve a miiveleteket és Osszevonasokat kapjuk, hogy
3

2(2n-1)

A kapott tort szamlaloja pozitiv, és a nevezdje is az, hiszen sorozatok korében az n pozitiv

egész szam lehet. Igy a tort maga is pozitiv, egy pozitiv szam abszolut értéke 6nmaga, tehat a

3 om
2(2n-1)

egyenldtlenséghez jutunk. A kovetkezd 1€pésben atszorzunk a nevezdben lévd 2n -1
tényezovel, ami minden n-re pozitiv, vagyis nem fordul meg az egyenlétlenség iranya.

g<ODLQn—D.

<0.01.

Ezutan atosztva a szintén pozitiv 0.01-al, megint nem fordul meg az egyenlétlenség iranya.
3
2-0.01

@< 2n-1,
2

<2n-1,

150 < 2n-1.
Innen
151
=~ <n,
75.5<n.
Minden atalakitas ekvivalens atalakitas volt, tehat a kiindulé egyenldtlenség teljesiil, ha
n>75.5. Tehat a keresett kiiszobindex N(0.01) =76.

Kicsit tobbet is csinaltunk, mint amit a feladat szovege megkovetelt, hiszen a lehetd legkisebb
kiiszobindexet sikeriilt meghatdroznunk. Minden 76-nal nagyobb egyenld természetes szam is
jo kiiszobindex 0.01-hoz.

14. feladat: Tekintsiik aza, = sorozatot. Adjunk kiiszobindexet € =0.02-hoz.

2n+1

Megoldas: Ugyanugy, mint az elébb, eldszor meghatdrozzuk a hatarértéket. Ez most —g .

Ezért az
|an - A| <Eg,

A3

-3n—-2 3
+ J—
2n+1 2
egyenldtlenséget kell megoldanunk. Ismét a k6zos nevezdre hozas az elsé 1épés, amit a

szamlalo kiszamolasa kovet:

<0.02,

<0.02




2(-3n-2)+3(2n +1)| 0,02
2(2n +1) |

i
2(2n +1)
A kapott tort minden n-re negativ, igy abszolut értéke onmaga minusz egyszerese:

ﬂ <0.02,

2(2n+1)

1 <0.02

2(2n+1)

(Nem az egyenl6tlenséget szoroztuk meg minusz eggyel, hanem a bal oldali negativ tortet,
hogy kiszamoljuk az abszolut értékét.) A hatralévo Iépések mar egyszertiek:

%< 0.02-(2n +1),

<0.02.

<2n+1,
2-0.02

@<2n +1,
2

12 <n.
A keresett, egyébként most is a lehetd legjobb, kiiszobindex tehat N(0.02) =13.

Egy kis numerikus kisérlet:

a,, +§ =[-0.021739130| = 0.021739130>0.02, s6t

a,, +§ =|-0.02| =0.02, ami nem kisebb 0.02-n4l, viszont

a4 +g = |—0.018518519| =0.018518519 < 0.02 mar teljesiil, és még nagyobb indexekre az

abszolut érték még inkabb Kisebb 0.02-nal. A példakban latott modszerrel mindig a legkisebb

kiiszobindexet kapjuk meg.

n+1

15. feladat: Szamitsuk ki az a, = sorozat limeszét.

2" +1

Megoldas: Ebben a feladatban a q" nevezetes sorozat két példanya is szerepel q =3 és q =2
valasztassal. A megadott tételb6] tudjuk, hogy a limesz mindkét esetben plusz végtelen. Igy a
tort szamlaloja és nevezdje is végtelenbe tart, a limesz — tipusu. Az ilyen tipusu limeszek
10
kiszamolasakor, mint eddig is, legtobbszor a kiemelés segit. Olyan mennyiségeket
igyeksziink kiemelni a szamlalobol és a nevezdbdl kiilon-kiilon, hogy a kiemelés soran kapott
masik tényez6 nullatol kiilonbozo konstanshoz tartson, €s ez a konstans a nevezdben még
nullatol kiilonb6zzon is. E16szor picit atalakitjuk a, képletét:

L 372 332
2"+ 2"+1




Ezutan a szamlalobol kiemeliink 3" -t, a nevez6bdl 2" -t, és néhany atalakitast is elvégziink:

n+l n 3 3_3
32 3.3 -2 3 )

ay n - n - -
2" +1 2" +1 2n(1+1J
2n
2 2
_3.3-3n_(§)".3‘_3n
2" 1+i 2 1+i
2" 2"

A kapott szorzatban [gj — o0, hiszen g> 1. A tort szamlaloja 3-ba tart, hiszen 3" — oo,

.2 . . , ., 3 . P
ezért 7 — 0. Hasonl6an a nevezé 1 -hez tart, igy a tort 1- 3-hoz, ami egy pozitiv szdm, és

tudjuk az egyik tételiinkbdl, hogy egy plusz végtelenbe tartd €s egy pozitiv konstanshoz tartd
mennyiség szorzata plusz végtelenbe tart, tehat

3n+l_2
a, = -
2" +1

—> 00,

n n

W sorozat limeszét.

16. feladat: Szamitsuk ki az a, =

Megoldas: Az vilagos, hogy a nevez0 tart plusz végtelenbe. Megvizsgaljuk a szamlalot.

Mivel
2" -5"=5" 2——1 =5" (2) -1
5" 5

latjuk, hogy a szorzat elsd tényezdje plusz végtelenbe, a masodik tényezdje -1-be tart, igy a
., Foo RTITY
szorzat maga minusz végtelenbe. Tehat ismét a — tipussal van dolgunk. (Ha a szamlalobol
100
2" -t emeltiink volna ki, akkor kicsit mas uton, de ismét kijott volna, hogy a szamlalé minusz
végtelenbe tart, érdemes ezt kiprobalni.) Ezutan a, -t a modszeriinkkel, kiemeléssel,

atalakitjuk, figyelembe véve, hogy10" =2".5".

5| 2 -1
2"-5" 2"-5" 5"

a = = = =
" 10" —9Q® 92n.g" _glo (2” gloj

2" -
5
A kapott tort szamlaloja —1-be tart, a nevezdje plusz végtelenbe, igy a tort nullaba, a, — 0.

17. feladat: Szamitsuk ki az a, =+/n +2 —/n—3 sorozat hatarértékét.



Megoldas: Mindkét gyok alatti mennyiség, €s igy mindkét gyokos mennyiség is plusz
végtelenbe tart, tehat a oo —ootipusu hatarozatlan alakkal van dolgunk. Mivel ezt
négyzetgyokok kiillonbsége okozza, a gyoktelenitésnek nevezett eljaras segit a limesz
kiszdmolasaban. Ennek lényege az alabbi azonosség'

VA~ \/__«/_+«/_

Ezt alkalmazvaaz A=n+2, B=n—-3 valasztassal

~ _(n+2)-(n-3)
=n+2-n-3= n+2+\/m_

5

Jn+2+Vn-3
Ezek az atalakitasok lehetové teszik a limesz meghatarozasat, hiszen az utolso tort nevezdje
végtelenbe tart, igy a tort nulldba, a, - 0.

A szokott numerikus kisérlettel a, .., = 0.0079057 , ami aldtdmasztja az eredményltinket. Azt

is latjuk ebbdl, hogy a sorozat elég lassan tart nullahoz. P¢éldaul az eldbbi feladatban szerepld
sorozat esetén mar a,, ~—0.001, az a sorozat igen gyorsan tart nullaba.

18. feladat: Szamitsuk ki az a, =+/n> —n+2 —\/n® + 2n —1 sorozat hatarértékét.

Megoldas: Ugyanazok miatt, mint az el6bb most is a co—ootipust hatarozatlan alakkal van
dolgunk. A gydktelenités modszerét hivjuk segitségiil.

(n?=n+2)—(n*+2n-1)
JnZ—n+2+4n*+2n-1
B -3n+3
JnZ—n+2+yn2+2n-1
Az utolsé tortben a szdmlaldo minusz végtelenbe, a nevezd plusz végtelenbe tart. A

gyoktelenités nem oldott meg minden, mert hatarozatlan alakot kaptunk. Ha azonban
kiemeliink a szamlalobdl és a nevezdbol n-et, a limesz kiszamolhatova valik:

3
3+
4 - -3n+3 B n( +nj

n 2 2 -
JnZ—n+2++4n*+2n-1 \/nz(l_1+22j+\/nz(l+2_12j
n n n n

a =Jn?-n+2-n?+2n-1=

n

\/1—1+22+\/1+2—12
n n n n

Az utolso tort szamlaloja —3-ba tart, a gyok alatti mennyiségek mindketten 1-be, igy a nevezd
2-be, tehat



a, :\/nz—n+2—\/n2+2n—l—>—g.

19. feladat: Monoton-e az a, =

sorozat valamelyik értelemben?
2n+1

Megoldas: Tajékozodasul kiszamoljuk a sorozat néhany tagjat. Példaula, =0, a,, ~0.481,
8,000 = 0.499. Ezek a szamok novekednek, és ez alapjan azt tételezziik fel, hogy a sorozat

novo. Tehat azt probaljuk meg bebizonyitani, hogy a, <a,, teljesiil minden n -re, vagy

n+1

minden, valamilyen kiiszobszamnal nagyobb minden n-re. Mivel a__, -et ugy lehet kifejezni

n+1

n-el, hogy a sorozatot definialé képletbe az nhelyére n+1-et irunk, az a, <a,,,
egyenldtlenség azt jelenti, hogy

n-1 (n +1) -1 n

2n+1 2(n +1)+1 2n+3

Itt az elején és a végén allo tortben mindkét nevezd pozitiv, keresztbe szorozva veliik egyszer
sem fordul meg az egyenl6tlenség iranya, igy azt kapjuk, hogy

(n-1)(2n+3)<n(2n+1).
Elvégezve a miiveleteket, és egyszeriisitéseket ebbdl kovetkezik, hogy
2n’ -2n+3n-3<2n%+n
-3<0.
Az az egyenl6tlenség, hogy —3<0minden n-re igaz, mert n-t6l fiiggetleniil igaz. Ezért a
sorozatunk novo az elsd elemétdl kezdve.

/ 1 ,
20. feladat: Monoton-e az a, =, [1+— sorozat valamelyik értelemben?
n

Megoldas: Most példaula,, =1.049, a,,, =1.005, a,,,, #1.0005. Ezek a szamok egyre
kisebbek, ezért arra gondolunk, hogy a sorozat csokkend, azaz a, >a,,,. Ezt az

egyenl6tlenséget akarjuk igazolni. Kiirva ezt n-el

\/1+ >\/1
n+1

Mivel VA a pozitiv A szam két négyzetgyoke koziil a pozitivot jelenti, ez igy is irhato:

\/1+ >\/ +—>o
n+1

Ebbdl négyzetre emeléssel, és rendezéssel

1+321+L
n n+1

1 1

—>_—

n n+l1



adodik. Mivel a nevezdék ismét pozitivok, keresztbe szorzas utan ezt azt jelenti, hogy
n+1>n,vagyis 1>0. Ez egy ismét minden n -re igaz egyenl6tlenség. Tehat a sorozatunk az
elsé elemétdl kezdve csokkend.

Ellenorzo kérdések:

1-n

9. kérdés: Mennyi az & =0.01-hez tartoto legkisebb kiiszobindex az a, = 1—on

sorozat

esetén?

76 (X)
7

74

765

__92n+2

10. kérdés: Mennyi az a, = sorozat limesze?

4n _ 3n
4

—4(X)

o0

—00

11. kérdés: Mennyi az a, = Jn? —n —+/n? —1 sorozat hatarértéke?

3
‘u
23
1
-=(X
> X)
1
2
12. kérdés: Mennyi az a, = - sorozat hatarértéke?
. . " dn+2-n '
oo (X)
0

nem létezik
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Elméleti 6sszefoglalé

A hatarértékek pontos megfogalmazasahoz sziikségiink lesz a kétoldali és a bal, illetve jobb
oldali pontozott kornyezetek fogalmara. Ezekben a definiciokban 6 alatt mindig egy pici
pozitiv szamot kell érteni.

Definicio: Legyen 6 >0. Az a € Rvalos szam 6 sugara kornyezete az (a -d,a+ 8) nyilt
intervallum.
Ennek tehat az a szam eleme, éppen az intervallum kozepe. Egy x szam pontosan akkor eleme

a 0 sugart kornyezetnek, ha |X —a| <9.

Definicio: Legyen 6 >0. Az a € Rvalos szam d sugara pontozott kornyezete az
(a—8,a+8)\{a} =(a—3,a)u(a,a+3) nyilt halmaz.

A § sugaru pontozott kornyezete kdrnyezetet tehat ugy kapjuk, hogy a 6 sugara kérnyezetb6l
elhagyjuk az a szdmot, igy az szétbomlik két, a bal és jobb oldalan 1év6 intervallum uniojara.

Egy x szam pontosan akkor eleme a  sugart pontozott kornyezetnek, ha 0 < |X — a| <90.

Definicié: Legyen 6 >0. Az a € Rvalos szam bal oldali$ sugard pontozott kérnyezete az
(a—38,a) nyilt intervallum, jobb oldali3 sugard pontozott kérnyezete az (a,a+3) nyilt
intervallum.

Definicié: A —oopontozott kornyezetei a (—oo0,a) tipust nyilt intervallumok, a « pontozott

kdrnyezetei az (a,oo) nyilt intervallumok.

Ezutan mar megfogalmazhaté a hatarérték definicioja.

Definicié: Az f fiiggvény kétoldali hatarértéke az a <R helyen L € R, ha minden £ >0
szamhoz van olyan 3 >0 szam, hogy a-nak o sugaru pontozott kornyezete része D, -nek, és

O<|X—a| < desetén |f(X)—L| <eg. Ezt limf(x) = L fogja jelolni.



0 FA x

a— & a+ a8

A fenti abra az el6z6 definicié geometriai szemléltetése. Ez a definici6 pontosan azt fejezi ki,
hogy f(x) tetszélegesen kozel lesz L-hez, ha x mar elég kozel van a-hoz.

Definicio: Az f fiiggvény jobb oldali hatarértéke az a <R helyen L € R, haminden ¢>0
szamhoz van olyan 0 >0 szam, hogy a-nak d sugaru jobb oldali pontozott kornyezete része

D; -nek, és O<|X—a| =X—a<desetén |f(X)— L| <g. Ezt lim f(x) =L fogja jeldlni.

Definicié: Az f fiiggvény bal oldali hatarértéke az a <R helyen L € R, ha minden £ >0
szamhoz van olyan & >0 szam, hogy a-nak 6 sugart bal oldali pontozott kornyezete része

D; -nek, és 0<|x—a| :—(X—a)<86setén |f(X)—L| <g. Ezt lim f(x) =L fogja jeldlni.

A kovetkezd hat definicio a véges helyen vett végtelen hatarértékekrol szol.

Definicio: Az f fliggvény kétoldali hatarértéke az a € R helyen oo, ha tetszlegesen nagy
M >0 szamhoz van olyan & >0 szam, hogy a-nak & sugart pontozott kdrnyezete része D, -

nek, és 0<|x—a| <& esetén f(x) > M. Ezt limf(x) = oo fogja jeldlni.

Definicié: Az f fiiggvény jobb oldali hatarértéke az a € R helyen oo, ha tetszélegesen nagy
M >0 szamhoz van olyan & >0 szam, hogy a-nak & sugart pontozott jobb oldali kérnyezete

része D, -nek, és 0<|x—a|=x—a<3desetén f(x) >M . Ezt lim f(x) = oo fogja jeldlni.

Definicio: Az f fliggvény bal oldali hatarértéke az a € R helyen oo, ha tetsz6legesen nagy
M >0 szamhoz van olyan & >0 szam, hogy a-nak 6 sugaru pontozott bal oldali kdrnyezete

része D, -nek, és 0<|x—a|=—(x—a)<3d esetén f(x) > M. Ezt lim f(x) = fogja jeldlni.

Definicié: Az f fiiggvény kétoldali hatarértéke az a € R helyen —oo, ha tetszélegesen nagy
M >0 szamhoz van olyan 6 >0 szam, hogy a-nak & sugaru pontozott kornyezete része D; -

nek, és 0<|x—a| <& esetén f(x) <M. Ezt limf(x) = —oofogja jeldIni.



Definicié: Az f fiiggvény jobb oldali hatarértéke az a € R helyen —oo, ha tetszélegesen
nagy M >0 szamhoz van olyan >0 szam, hogy a-nak & sugart pontozott jobb oldali

kornyezete része D; -nek, és 0 < |X —a| =X—-a<desetén f(x) <—M. Ezt lim f(x) =—oofogja
jelolni.

Definicié: Az f fiiggvény bal oldali hatarértéke az a € R helyen —wo, ha tetsz6legesen nagy
M >0 szamhoz van olyan >0 szam, hogy a-nak d sugarti pontozott bal oldali kornyezete

része D, -nek, és 0<|x—a|=—(x—a)<desctén f(x) <M. Ezt lim f(x) = —oo fogja jeldlni.

A kovetkezd két definicid a végtelenben vett véges hatarértékrdl szol.

Definicié: Az f fliggvény oo -ben vett hatarértéke az L € R szam, ha tetszdleges € >0

szamhoz van olyan a >0 szam, hogy (a, oo) c Dy és X >aesetén |f (x)- L| <¢e. Ennek jele
limf(x)=L.

X—>00

Definicio: Az f fliggvény —oo-ben vett hatarértéke az L € R szam, ha tetszdleges € >0
szamhoz van olyan a>0 szém, hogy (—o,—a) <= D, és X < —aesetén [f(x)—L|<&. Ennek

jele limf(x)=L.
Végiil hatra van még a négy végtelenben vett végtelen hatarérték.

Definicié: Az f fliggvény oo-ben vett hatarértéke a oo, ha tetszéleges M >0 szamhoz van
olyan a>0 szam, hogy (@,00) < Dy és X >aesetén f(x) > M. Ennek jele limf(x)=oo.

Definicié: Az f fliggvény oo -ben vett hatarértéke a —co, ha tetszéleges M > 0 szdmhoz van
olyan a >0 szdm, hogy (&,5)c Dy és X >aesetén f(x) <—M. Ennek jele limf(x) =—o.
X—>00

Definicié: Az f fliggvény —oo-ben vett hatarértéke a oo, ha tetszéleges M >0 szamhoz van
olyan a >0 szam, hogy (—oo,—a) c D, és X <—aesetén f(x) >M . Ennek jele lim f(x)=oo0.
X—>—o0

Definicié: Az f fiiggvény —oo-ben vett hatarértéke a —oo, ha tetszéleges M >0 szamhoz van
olyan a >0 szam, hogy (—oo,—a) c D; és x < —aesetén f(x) <—M. Ennek jele
lim f(Xx) =—o0.

X—>—0©



Az alabbi abrarol leolvashat6 az abrazolt fliggvény esetén az imént definialt 15 fajta
hatarérték koziil hat. Melyik hat, és mennyi azok értéke?

A tovabbiakban persze az lesz a célunk, hogy minél tobb fliggvény mindenféle hatarértékét ki
tudjuk szamitani. Ehhez, mint majd latni fogjuk az elemi fiiggvények hatarértékeit, a
hatarértékekrol szolo tételeket és néhany nevezetes limeszt fogunk felhasznalni. Kezdjiik a
hatarérték tételekkel.

Egy bonyolult fiiggvény az elemi fiiggvényekbdl épiil fel a fliggvénymiiveletek segitségével.
Ezért fontos kideriteni, hogy mi a kapcsolat a fliggvénymiiveletek és a hatarérték kozott.
Ezeket a tételeket hivjuk hatarértéktételeknek.

A véges hatarértékekre, tehat amikor a hatarértékek értéke véges, érvényes az alabbi tétel.

Tétel: Tegytik fel, hogy limf(x)=L és limg(x)=M.It LMeR,ésa aza,a+,a—, o
, —oo szimbdlumok egyike. Ekkor

a) |im(f(X)ig(X)): L+tM,

b) Iim(f(x)g(x)) =LM,

c) lim(cf (x)) =cL, minden ¢ € Rkonstansra,

d)lim [L)(;j = ﬁ , feltéve, hogy M=0.

Ha az eléforduld hatarértékek kozott végtelen is van, joval bonyolultabb a helyzet.
Bevezetiink egy jelolést, amely segitségével, persze kicsit pontatlanul, ezek a tételek tomoren
Osszefoglalhatok. (A comostanaig a plusz végtelent jelentette, igy lesz ez a tovabbiakban is,
de az alabbi tételekben a hangsuly kedveéeért kiirjuk a + jelet.) A

[+o0] | —o0] = | =<0
jelsorozat azt fogja jelolni, hogy ha egy fiiggvénynek valamelyik, (véges helyen vett kétoldali
vagy egyoldali, valamelyik végtelenben vett) hatarértéke +oo, egy masik fliggvénynek
ugyanott, ugyanolyan tipusu hatarértéke —oo, akkor a szorzatuknak, szintén ugyanott,
ugyanolyan tipusu hatarértéke —oo. Az alabbi formuldkban A € R, és ha A a nevezdben all,




[+o0]-[A] =[], ha A <0,
[l -[A] =[], ha A>0,
[l -[A] =[4=], ha A <O,

|r00] + | 400] = [ +o0] ,

[o0] +[—o0] =| 0],

[+roo] [ 00| =|4<0],

[o0] —[o0] =| 0],

|+00| - [r00] = | 4o0] ,

[ o0 [ o0] = [ +e0],

[-ro0] - | 00| = [ 0],

=[] =[0],

[+o0] +[A] = [+0], ha A>0,

[£oo]+ [A] =[], ha A<O.

+ = , (a nevez0 a pozitiv szamokon keresztiil tart nullahoz),
+ = , (a nevez a negativ szamokon keresztiil tart nullahoz).

A hatarérték segitségével megfogalmazhato a fliggvények egy nagyon elényos tulajdonsaga.
Definicio: Tegylik fel, hogy az f fliggvény értelmezési tartomanya tartalmazza az a szam egy

nyilt kornyezetét. Ekkor f folytonos a -ban, ha limf(x) =f(a).

Definicio: Tegyiik fel, hogy az f fliggvény értelmezési tartomanya tartalmaz egy [a, a+ 8)

szerkezetil intervallumot valamilyen & > 0-ra. Ekkor f jobbrél folytonoes a -ban, ha
limf(x)=f(a).

Definicio: Tegyiik fel, hogy az f fliggvény értelmezési tartoménya tartalmaz egy (a -9, a]

szerkezetii intervallumot valamilyen & > 0-ra. Ekkor f balrol folytonos a -ban, ha
limf(x)=f(a).

Tétel: Ha pontosan akkor folytonos a -ban, ha balrdl is és jobbrol is folytonos a -ban.
Sokszor nagyon hasznos az alabbi tétel.

Tétel: Ha a g fliggvény folytonos L-ben, és limf(x) =L, akkorlimg(f(x)) =g(L) . Itta

helyett allhat a+ vagy a— is.

Kiilondsen hasznos, ha egy fliggvény egy intervallum minden pontjaban, a végpontokban a
megfeleld oldalrdl, folytonos, plane, ha az egész értelmezési tartomanyan folytonos.



Szinte az Osszes elemi fliggvény az egész értelmezési tartomanyan folytonos, a végpontokban
legalabb valamelyik oldalrél. Sét, a fiiggvénymiiveletek altalaban nem rontjak el a
folytonossagot, pontosabban érvényes az alabbi tétel.

Tétel: Tegyiik fel, hogy az f és a g fliggvények folytonosak a-ban. Ekkor

a) az f £g fliggvény is folytonos a-ban,
b) az fg fiiggvény is folytonos a-ban,
c) a cf fliggvény is folytonos a-ban tetszdleges € € Resetén,

d) az f fliggvény is folytonos a-ban, ha g(a) #0.
g

Tétel: Ha az f fliggvény folytonos a-ban, a g fiiggvény folytonos f(a) -ban, akkora gof
Osszetett fliggvény is folytonos a-ban.

A folytonos fiiggvények egy, szemléletesen magatol értetddo, tulajdonsagat fogalmazza meg
a kovetkezd kozépértéktétel.

Tétel: Tegytik fel, hogy az f fliggvény folytonos az [a, b] zart intervallum minden pontjéban,
a végpontokban a megfeleld oldalrol. Legyen az M szam f(a) és f(b) kozott egy tetszdleges
érték, azaz f(a) <M <f(b). Ekkor van legalabb egy C [a, b] szam, ugy, hogy f(c)=M.

Mas szdval egy folytonos fliggvény két értéke kozott minden értéket felvesz, a grafikonja
megszakitas nélkiil dsszekoti az (a,f(a)) koordinataji pontot a (b, f (b)) ponttal. A fenti tételt

szemlélteti az alabbi abra.

Y YA
- fin-——————————————
| |
M I v = fix) I
| |
: M :
fia) |-—- y = f(x) | fla)|-—- :
| | | |
| [ | [
0 a c b x 0 a c o c; b X
(a)ficy =M (b)flc))=flcy) =flesh =M

Ismertetiink két nevezetes trigonometrikus hatarértéket.

Tétel:



sin X

a) lim>X _ 1,
x—0 X

b) lim 229X g
X—0 X

A legtobb fliggvény, amivel talalkozni fogunk olyan lesz, amelynek az értelmezési
tartomanya véges vagy végtelen hosszu intervallumok diszjunkt unioja. Mivel az értelmezési
tartomany belsé pontjaban ezek a fliggvények folytonosak, csak az értelmezési tartomany
sz¢lein felvett hatarértékek az érdekesek.

A limesz kiszamolasakor most is, hasonldéan a szamsorozatokhoz, a

i;.o, 9, 0-to0, o0—0c0, —oo—(—oo), 1”
0o 0

hatarozatlan alakok jelentenek gondot. Ki fog dertilni, hogy ezek nagyrészt ugyanolyan
atalakitasokkal kezelhetOk, mint amilyeneket a szdmsorozatoknal lattunk.

Kiilon vizsgalatot igényel az 0 tipust limesz is.

Kidolgozott feladatok:

21. feladat: Tekintsiik az f(x) =

1 fiiggvényt, és szamoljuk ki az 6sszes, nem trivialis
—2X

hatarértékeét.

Megoldas: Mostantdl nem trivialis hatarérték alatt olyan hatarértéket értiink, amelyet nem
lehet kozvetleniil behelyettesitéssel kiszamolni. E18szor is megallapitjuk, hogy a fliggvényiink

értelmezési tartoméanya a D; =(—0,2)U(2,00) halmaz. Ez két végtelen hosszii intervallum

unidja. Két darabbol all, igy négy ,,széle” van, és minden pontja bels6 pont, a D, egy nyilt
halmaz. Azt is latjuk, hogy az 1 elemi fiiggvény linearis transzformaltjaval van dolgunk. fgy f
X

mindeniitt folytonos, ahol értelmezve van. Ezek miatt csak az alabbi limeszek az érdekesek:

lim f(x), Iirglf(x), Iiryf(x), limf(x).
Minden mas hatarérték a helyettesitési érték, példaul Iir(rlf (x) = 2 12 0 % :

Ha a vizsgalt fliggvényrdl j6 abrat tudunk késziteni, az a hatarértékek leolvasasat lehetové
teszi. De fiiggvények linearis transzformaltjanak abrazolasat mar ismerjiik. Ehhez érdemes

elvégezni a kovetkezo atalakitast: f(x) = —%% . Ezt felhasznalva az alabbi abra mutatja a

fiiggvénylink grafikonjat.



Errél mér konnyen leolvassuk a kérdéses limeszeket. Mindegyiket a mar bemutatott kis
numerikus probaval érdemes demonstralni. Tehat

a) lim—— =0, b) lim —w. O lim— = —w. d)lim -0,
x>0 4 —2X x—>2-4 —2X x—=2+ 4 —2X x—0 4 —2X

1 . g
22. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = — fiiggvény minden nem trivialis hatarértékeét.
€

Megoldas: Most a fliggvényiink az e* elemi fliggvény reciproka. Az e* abraja az alabbi:

4

2 R U 1 2

Errdl is latjuk, hogy e”soha nem nulla, ezért f mindeniitt értelmezett: D; =R = (—oo, oo) , ami

egyetlen darabbol allo nyilt halmaz, két széle van, a —oo és a oo. Csak az itt felvett
hatarértékek a nem trivialis limeszek, hiszen f mindeniitt folytonos.



a) lim ix = oo, hiszen e*4brajarol latjuk, hogy lim e* =0, rdadasul a nullahoz a pozitiv
X—>—00

X—>—00 e
szamokon keresztiil kozeledik e*, ha x tart —oo-be. Igy az lim ix hatarértékben az egyet
X—>-0 @

egyre kisebb pozitiv szammal osztjuk, ezért plusz végtelen ez a limesz. (A keretezett
képleteket tartalmazo tétel utolso eldtti sora.)

b) lim ix =0, hiszen e abrajarol latjuk, hogy lime* =0, ésigy a lim ix hatarérték 0. (A

X—wo @ X—>—o @

keretezett képleteket tartalmazo tétel alulrol 6tddik sora.)

1
23. feladat: Szamoljuk ki az f(X) =e* fiiggvény minden nem trivialis hatarértékét.

Megoldas: Fiiggvényiink egyediil a nullaban nincs értelmezve, az értelmezési tartomény a
D; =(—o0,0)U(0,00) két darabbol 4ll6 nyilt halmaz, aminek négy széle van. Mivel f
mindeniitt folytonos, ahol értelmezve van, csak ez a négy limesz a kérdéses.

Az f fiiggvény az lelemi fiiggvénynek, mint bels6 fiiggvénynek, és az e” szintén elemi
X

fliggvénynek, mint kiilsé fliggvénynek a kompozicidja. Ezek abrdja van az aldbbi dbran.

1

a) Kezdjiink a lim e* limesszel. Az 1 bal oldalon 1év§ abrajardl latszik, hogy ha xtart —oo-
X—>—00 X

be, akkor 1 a negativ szamokon keresztiil tart nullaba. A jobb oldali abrar6l leolvashato, hogy
X

ha az exponencialis fiiggvény argumentuma balrol kézeledik nullahoz, akkor e*egyhez tart,
1

(az mar nem fontos, hogy alulrol). Ezek miatt lim ex =1,

X—>—00



1
b) A lim e* limesz esetén a gondolatmenet a kovetkez6: ha x tart nulldba a negativ

X—0—

szamokon keresztiil, akkor — a —oo-be tart. Ha az exponencidlis fiiggvény argumentuma —oo -
X

1
be tart, akkor e* tart nullahoz, igy Iir? ex =0.
X—0-

1
L . e ) , 1
c) A lim ex limesz esetén, ha X a pozitiv szamokon keresztiil nullaba tart, akkor — a oo -be

X—0+ X
tart. Ha pedig az exponencialis fiiggvény argumentuma oo -be tart, akkor e* is tart oo -be, ezért
1
limex =0,
Xx—0+

1
ol T A X et At A . : 1 o
d) Végiil a lime* hatarérték esetén, amennyiben X -tart oo-be, akkor —a pozitiv szamokon
X—>00 X

keresztiil tart nullaba. Ha az exponencialis fliggvény argumentuma jobbrol kozeledik
1

nullahoz, akkor e*egyhez tart. Ezért limex =1.

X—0

24. feladat: Szdmoljuk ki a lim (—2x°+x* +3x +2) limeszt.

Megoldas: Ez egy hatarozatlan alakll limesz, mert a polinomunk kdzépso két tagja ellenkezd
eldjelll végtelenbe tart. Ugyaniigy, mint sorozatok esetén, a legnagyobb kitevdjii X hatvany
kiemelése a megoldas kulcsa.

lim (—2x3 +x? +3x+2) = lim (xs(—2+l+%+%n =
X—>—00 X—>—00 X X X

. . 1 3 2
= lim (x*)- lim | 2+ =+ =S+~
tim () Jim {2+ 2+ 5+ %)
A szorzat els6 tényezdjében allo limesz —oo, a masodik tényezdben 1évé -2, ezért (mivel
tudjuk, hogy[~oo|-[-2] = [+0])

lim (—2X3+X2+3X+2):oo.

Konnyen végiggondolhatjuk, hogy minden polinomnak mindkét végtelenben valamelyik
végtelen a limesze, a fenti mddszer minden esetben célhoz vezet.

— 2 —
25. feladat: Szamoljuk ki a lim——+2X=1 potarérieket.
(2% +1)" - 4x?

+
Megoldas: Az el6bbi megjegyzésbdl is vilagos, hogy a ;;.O hatarozatlan alakkal van
10

dolgunk. A megoldés kulcsa ismét ugyanaz, mint a sorozatok kdrében mar latott hasonld
feladatnal: szamlalobol és nevezdbdl is kiemeljiik a nevezd legnagyobb Kitevojii x hatvanyat.
Eldszor persze a nevezdben elvégezziik a négyzetre emelést és a kivonast.



o —xP42x-1 X +2x-1
lim 5 =lim—; - =
H°°(2x+1) —4x? o= A4X° +4X+1-4X

5 x(—x+2—1j
B —X"+2x-1 . X)

4x +1 s 1
X+ x(4+j

X
—x+2—l
=lim X
X0 4+1
X
Itt a szamlalo —oo -be tart, (+—|§| = ), anevezd 4+0=4-be, tehat
—Xx*+2x -1

lim— XS o
== (2x+1)" —4x?

felhasznalva, hogy +|4]= :

2
Ce e XT4+2x-1
26. feladat: Szamoljuk ki a lim 2+— hatarértéket.
x=1- 2X° +3X —5
Megoldas: Kiilon-kiilon a szamlalo és a nevezd is mindeniitt folytonos fiiggvényeket, a véges

1 helyen vett két- és egyoldali limeszeik is a helyettesitési értékek. Ezért a szamlalo 2-be, a

0
Ilyenkor az a dontd, hogy a nevezo hogyan tart nullaba. Ezt legegyszeriibben a nevezd

nevezd nullaba tart, az %problémés esettel van dolgunk. (% =2- lj

grafikonjanak felrajzolasaval tisztazhatjuk. Ez most konny{i, mert a nevezd két gyoke —g és

1, a grafikonja felfelé nyil6 parabola, amely d&tmegy a gyokokon. Az abraja alabb lathato.

F20

Errdl latjuk, hogy ha x tart az 1-be balrol, akkor a nevezd a negativ szdmokon keresztiil tart

nulldba. Ezek alapjan, felhasznéalva a 1]+ = tételt,

o xX24+2x-1
lim————=-
x-1- 2X° 43X =5



. : . X+ 2x-1
Konnyen meggondolhatjuk, hogy a jobb oldali limesz oo, azaz lim =

T o - =%.
x-lt 2X° +3X =5

2 J—
A kétoldali lim 22X "1
x-1 2X° +3X =5

meg is gy6zddhetiink. (Kiszamolva a tort értékét példaul X =0.999 és x =1.00001 esetén, két

hatarérték pedig nem létezik, amirdl egy kis numerikus kisérlettel

nagyon kiilonb6zo értéket kapunk.)

2 0.4 06 08 1

A fenti abra két fiiggvényt mutat, amelyeknek a nullaban nem létezik a kétoldali limesze, a
masodik, oszcillald fiiggvénynek még az egyoldali limeszei sem 1éteznek.

2
27. feladat: Szamoljuk ki a lim —=% X9 hatarérteket.

x>2 X% 42X -8
Megoldas: Kettdben a szamlalo és a nevezo helyettesitési értéke is nulla, a %hatérozatlan
alakkal van dolgunk. Ilyen esetben a masodfoku polinomok gyoktényezds felbontéasa segit. A
szamlalo gyokei —g és 2, ezért gyoktényezds felbontdsa —2X° + X +6 = —2 [X + gj (x—2).

A nevezd gydkei —4 és 2, az 6 gydktényezds felbontdsa X +2x—8=(Xx+4)(x-2). Igya
tortiinket egyszeriisiteni tudjuk X —2-vel, ami utan a limesz mar leolvashatova valik. Tehat

3
2XP+X+6 . _Z(XJFZJ(X_Z)
lim 5 =lim =
x>2 X2 42X -8  xo2 (x+4)(x—2)

4—X, ha x<2,

JIX=1+1 2<x

¢s ha igen, akkor mennyi az értéke?

28. feladat: Tekintsiik az f(x) ={ fliggvényt. Létezik-e a Iirrzl f (x) hatarérték,

Megoldas: Latjuk, hogy a 2 jobb ¢és bal oldalan mas formula definialja f -et. Ilyenkor ugy
jérhatunk el, hogy kiszamoljuk 2 -ben az egyoldali limeszeket. Ha azok 1éteznek és egyenldk,
akkor létezik a kétoldali limesz is, €és a kozos értekkel egyenld. De most az egyoldali limeszek
egyszeriiek:

a) lim (x) = lim (4-x)=2,



b) Iirg f(x)= Iirgl Vx-1+1=2.
Ezekbdl mar kovetkezik, hogy Iin;f(x) =2.

—Xx*+x+2, hax<0,
29. feladat: Tekintsiik az f(x) = 1, ha x=0, fliggvényt. Létezik-e a Iirrgf(x)
e*+cosx+1 ha 0<x

hatarérték, és ha igen, akkor mennyi az értéke?

Megoldas: Ismét az egyoldali limeszekkel kezdiink.
a) lim f(x) = lim (—x*+x+2)=2.

b) lim f(x) = lim (e +cosx+1)=3.
Kiilon-kiilon 1étezik a bal €s a jobb oldali hatarérték, de nem egyenldk, igy a kétoldali

IIm f(x) limesz nem létezik.

30. feladat: Szémoljuk kia fim ¥~ X ~2 hatiréricket.
X—> X

Megoldas: A szamlalo és a nevezd is nullahoz tart nulldban, a 3 hatarozatlan alakkal van

dolgunk. Es mivel a szamlaloban 16v6 gyokok kiilonbsége (v/4—X —\/Z) is szerepet jatszik
ebben, ismét a sorozatokhoz hasonldan, gyoktelenitjiik a szamlalot. Ezt kovetden
egyszerlsités utan a limesz megallapithato.

\/ﬂ_z ﬂ V4 _

xe x»O

()
x>0 x(m+\/2) X"OX(\/H+\/_)

1
=lim

-1 _ 1
HOX(JHJ) N e
J5x-

31. feladat: Szamoljuk ki a lim 2 hatarértéket.

=1 10— x -3

Megoldas: Ismét nulldhoz tart a szamlalo és a nevezd is, de most a a gyokok kiillonbsége a

szamlaloban és a nevezdben is hozzjarul a 0 hatarozatlan alak kialakulasahoz. Ezért

gyoOktelenitjlik a szamlalot és a nevezot is. Elvégezve €s a kindlkozd egyszertsitéseket



(VB=x—/2)(B-x +4)

|im—“5_x_2 “5 X=V4 V5-x ++/4
L 10-x -3 Ji0-x - “1(\/10 X —/9)(+10- x+\/_)
J10—x +/9
(5-x)-4 1-X
—lim \J5— X+‘/__| J5— x+J__| V10— x+3_§_§
x—1 (10 X) 9 x—1 1-x -1 J5-Xx +2 4 2.
JI0—x ++/9 VI0-x++9
in(3
32. feladat: Szamoljuk ki a Iirrgwhatérértéket.
X—> X
. e o, . . . , : . sinx
Megoldas: Eloszor is a limesz 3 tipust, €s a tort szerkezetérdl esziinkbe jut a Ilrr(} —=1
X—> X

nevezetes limesz. Atalakitjuk Gigy a tortiinket, hogy ez felhasznalhaté legyen,
sin(3x) 3 lim sin(3x)

lim
x—0 Bx 5 x>0 3x
_sin(3x) . S By ,
Haa Img T limeszben elvégezziik a 3X = Uhelyettesitést, akkor, mivel 3x —0
X—> X

=1. Ezt felhasznalva

sm(3x) _lim sinu
3X

pontosan akkor igaz, ha u — 0, azt kapjuk, hogy Iing 1
X—> u— u

. sin(3x . Si
tehat a végeredmény |Im¥ = 3 lim 34 _ §
x—0 5x Su-»0 y 5

tg(4x
33. feladat: Szamoljuk ki a lim 9( )hatérértéket.
x50 sin (3x)

Megoldas: Az vilagos, hogy a limesz %tipusﬁ. Felhasznalva, hogy tg X = sinx kapjuk, hogy
COS X

sin(4x)
jim 9(4%) _ i 008(4X) 1 sin(4x)
x>05in(3x) x>0 sin(3x) x>0 cos(4x) sin(3x)
1 sin(4x)

al cos(4x) gl sin(3x)

De itt, mivel a cosXx fiiggvény mindeniitt folytonos lim
X0 cos(4x) cos0

. sin(4x

im S (4)

x>0 sin (3x)
nevezetes limesz felhasznalhato legyen.

=1, igyeléga

hatarértéket kiszamolni. Ezt a tortet is at fogjuk alakitani, ugy, hogy a fenti



lim sin(B;() ) 'xii?(sm(‘lx)sm(l“)j )

:”m£4xsin(4x) 3x ilzm[ﬂsinmx) 3x J:

4x  sin(3x) 3x 3 4x sin(3x)

4. sin(4x) . 3x
=—Ilim lim— .
3x50  4x  x>0sin(3x)
Most mar, az el6z06 feladatban latott helyettesitést alkalmazva latjuk, hogy itt mindkét limesz
eggyel egyenlo, ezért

fim 9(4%) _ 4.
x=0 sin (3x) 3
1-VeoSX | tarértéket.

34. feladat: Szamoljuk ki a lim
x—>0 2X

Megoldas: Ebben a %tipusﬁ limeszben a szamlaléban gyokok kiilonbsége all, ezért

gyoktelenitiink, és atalakitas utan a masodiknak emlitett nevezetes trigonometrikus limesz
felhasznalhato.

i 1—+Jcosx "m(l—\/cosx)(lJr cosx)_
o ax o0 ox(Leveosx)

X—>

_lim 1-cosx _lim 1 1-cosx |
x>0 2x(1+\/cosx) x>0 2(1+ cosx) X
lim— 1t iimlS °°SX=% 0=0.

*292(1+oosx) X0 X

sin(2x)(1-cosx)

XZ

hatarértéket.

35. feladat: Szamoljuk ki a Iirrg

Megoldas: Ebben a 0 tipusu limeszben mindkét emlitett nevezetes trigonometrikus limesz

felbukkan alkalmas atalakitasok utan.
. sin(2x)(1-cosx . (sin(2x) 1—
lim ( )( )=|II‘T(1)( ( )-1 COSX]:

2

x—0 X X X
) sin(2x) 1- _osin(2x) . 1-
=lim| 2. ( )-1 cosX =2-lim ( )-Ilml COSX:Z-l-O:O.
x—0 2X X 2X x—0 X

x—0

Ellenorzo kérdések:

2

13. kérdés: Mennyia lim — " hatérérték?
x>0 2X% + X + 2

1
2



0

—Qo0

1
-5 X

2

14. kérdés: Mennyi a lim — "+ hatarérték?
X1 2X° +X -3

2
~Z (X
c (X)

2

5

1

2

1

A oo X—4 o

15. kérdés: Mennyia lim hatarérték?
X—4+ \/__2

0

6

4 (X)

-4

o Coonosinx

16. kérdés: Mennyi a IIrp hatarérték?
X—0- X

o0

0(X)

—o0

1

2

17. kérdés: Mennyi a Iirr(}M hatarérték?
X—> X

0 (X)

1

-1

nem létezik



2. Fiiggvénytan

2.4. Modulzaro ellenorzo kérdések

In(x2 + x—12)

1. kérdés: Az f(x)= c
X_

fliggvény értelmezési tartomanya

(—o0;-4)U(3;5) U (5;). (X)
(—4;3).

(—o0;—4]U[3;5) U (5;0).

R\((—4;3)u{5}).

2. kérdés: Miaz f(x)= In(ln(3—x)) fliggvény értelmezési tartomanya?

3. Kkérdés: Tekintsiik az f (x)= x—(2x)2 fiiggvényt. Ekkor az f ( f (X)) fliggvény képlete

f(f (x)):x+8x2—32x3+64x4.
f(f(x))=x-8x"+32x° —64x". (X)
f(f(x))=x—8x2 —32x° —64x*.
f(f(x)) X +8x% +32x° + 64x*
4. kérdés: Ha g(f(x))=F_1 és f(x)=2x, akkor g(x)=
4
2x2 -1
4
(x+1)(x+1)
4

(X)

(x 1)(x+1)



(2x-1)(x+1)

5. kérdés: Melyikaz f (x)= is fiiggvény inverz fliggvénye?
X+

fl(x):%+3
f’l(x)=§—
fl(x)=§+3

i 4

f (X)=;—3 (X)

6. kérdés: Az f(x)=1- 4arccos[5ij fliggvény értelmezési tartomanya

7. kérdés: Az f(x)=4arcsin (%) -8 fiiggvény inverze

f(x)=2sin %)+8.

f(x)=2sin XT_8J

f~(x)=2sin %x+2). (X)

X+8

f‘l(x):—ZSin(Tj.

8. kérdés: Melyik hozzarendelési utasités tartozik a kovetkezd fliggvényabrahoz?



9. Kkérdés: Melyik abra tartozik az f (X) = 2x* —12x+10 fiiggvényhez?

v

-8

(X)



10. kérdés: Hol van aszimptotaja az f (x)= 3+x fliggvénynek?
X+

X =—8-ban fliggbleges aszimptotaja, y =1-ben vizszintes aszimptotaja (X)
X =8-ban fliggbleges aszimptotdja, y =—1-ben vizszintes aszimptotaja
X =—8-ban fliggdleges aszimptotaja, y =3-ban vizszintes aszimptotaja
X =8-ban fliggdleges aszimptotaja, y =—3-ban vizszintes aszimptotaja

11. kérdés: Legyen a, = 2_nl . Mi a sorozat legjobb alsé és legjobb felsd korlatja?
n+

k=0,és K=2
k=1,és K=2 (X)
k=1,és K=3
k=1,és K=o

12. kérdés: Legyen a, = % . Mennyi a sorozat esetén az € =0.01-hez tartozé legkisebb
n+

kiiszobindex?



38 (X)
37
75

74

13. kérdés: Mennyi az a, = J2n? —2n+2 —/2n? +3n—1 sorozat limesze?

52

4

42
5

(X)

2
. . -4
14. kérdés: Mivel egyenld a IImXZ—X+3 hatarérték?
x=3 2X° —5X -3

(20N

~N |~

hatarérték?

15. kérdés: Mivel egyenl6 a lim
x>4 X —4

Wl

Mlow



1
5 X
2
3

16. kérdés: Egy f(x) fliggvény grafikonja az alabbi abran lathato. Olvassuk le az abrarol a
Iingf(x) ésa Iir(r)] f(x) hatarértékeket.

74 .
f f —x
-2 2 4

Iirrzlf(x):6és Iirpﬁf(x):oo (X)
Iin;f(x):2és Iiryf(x):oo
Iin;f(x):6és Iir(r)]f(x):2
Iirrzlf(x):2és Iirpf(x):2
17. kérdés: Mivel egyenl6 a lim — hatarérték?

x-0+ 5in(5x)

0.8125
0.8 (X)
0.7875

0.8001

18. kérdés: Mivel egyenld a lim (\/1— X —+/1-2x ) hatarérték?

o0
nem létezik a limesz

oo (X)



3x? -4
3 2

2n?43
hatarérték?
X" -2

19. kérdés: Mivel egyenld a Iim(

1 x

g/e_zt




3. Differencialszamitas

3.1. A differencialhatosag fogalma, geometriai jelentése, derivalasi
szabalyok

Tanulasi cél: megismerni a differencialhatosag fogalmat, begyakorolni az érint6 felirast és a
linearizalt hasznalatat. Megismerkedni a derivalasi szabalyokkal és begyakorolni
hasznalatukat a derivalt fiiggvény meghatarozasara.

Kovetelmények

On akkor sajatitotta el megfelelden a tananyagot, ha
e ismeri a differencia és differencialhdnyados fogalmat,
ismeri a derivalhatdsag fogalmat,
ismeri a derivalt fiiggvény fogalmat,
ismeri az elemi fliggvények derivaltjait
fel tudja irni adott pontbeli érint6 egyenletét,
fel tudja irni adott meredekségii érintd egyenletét,
fel tudja irni adott ponton atmend érintd egyenletét,
képes az érintd felhasznalasaval kozelitd értékek kiszamoléasara.

Kulcsfogalmak

differencia és differencidlhanyados
derivalhatosag

derivalt fliggvény

érinto, linearizalt

Elméleti osszefoglalo

Azt szoktdk mondani, hogy semmi sem allandoé csak a valtozas. Valoban, a minket koriilvevo
vilagban minden folyamatosan atalakul, minden sok minden massal kapcsolatban van, azoktol
fiigg. Ezeknek a viszonyoknak a felderitése a természettudomanyok f6 feladata. A kiilonféle
fliggések egyik matematikai modellje a fiiggvény fogalma. A valtozasok sok jellemzdje

koziil az egyik nagyon fontos a valtozas ,,sebessége”. A gyorsan valtozo folyamatok veszélyt
hordozhatnak magukban azaltal, hogy nem adnak id6t a reagalasra. A valtozasok gyorsasagat
a matematika a derivalt fogalmaval ragadja meg.

Az analizis fejléddése, amint az gyakran maskor is el6fordult, szorosan k6tddott problémak
megoldasahoz. A mi esetiinkben az egyik ilyen probléma az érinté meghatarozasa volt.



¥y = fix)

P(x, f(x))

0

X

A fenti abran egy f(x) fliggvény grafikonjat és annak a P(x,f(x)) pontban megrajzolt
,erint6jét” latjuk. Erezziik, hogy az f(x) fiiggvény megadasa és a P pont lerogzitése
meghatarozza az abran pirossal jelolt egyenest. Ennek az egyenesnek is y=mx+b az
egyenlete, csak az a kérdés, hogy az mmeredekség és a b konstans hogyan fligg az f(x)
figgvénytol és a P(x,f(x)) ponttdl.

Vi

0

X

Ez az 4bra azt mutatja, hogy az érint6 a szeldk hatarhelyzetének tekintheté: a P és Q

pontokon atmend szeld egyre ,.kdzelebb” van az érintéhodz, ahogy a Q pont egyre kozelebb
keriil P-hez. Ezek motivaljak a kovetkezd definiciokat.

Legyen a,X € D; az f fliggvény értelmezési tartomanyanak két kiilonbozd elem, és tekintsiik
az f figgvény grafikonjan a P(a,f(a))és a Q(x,f(x)) pontokat.




Definicio: Az a € D, és X € D, helyekhez tartozo kiilonbségi hanyados vagy differencia
hanyados a

Af - f(x)-f(a)

AX  x-a
tort.

Tevékenység: Irjuk fel az f (x)=x" fiiggvény a=1 és x helyekhez tartozé kiilsnbségi
hanyadosat.

Definicio: Ha az a € D, helyen létezik és véges az a és x helyekhez tartozo kiilonbségi
hanyadosnak a

lim f(x)-f(a)

x> X-—a
hatarértéke, akkor az f fliggvény differencialhat6 az a € D, helyen. Ekkor a fenti hatarérték
értékét '(a) jeloli, és ezt az a € D, helyhez tartoz6 differencidlhanyadosnak hivjuk, igy
tehat

f'(@) =lim fe)-T(a) :
x>a  X-—a

Ha létezik f'(a), akkor a fenti hatarérték létezése miatt, és azért, mert f(a) is 1étezik, az a
hely csak bels6 pontja lehet a D; -nek.

Definicio: Azt az f' fiiggvényt, amelyik az f fliggvény értelmezési tartomanyanak azokban
az a pontjaiban van értelmezve, ahol az f fliggvény differencidlhatd, és minden ilyen helyen
az értéke az a -beli f'(a) differencialhanyados, az f fiiggvény derivalt fiiggvényének hivjuk.

A derivalt fliggvény értelmezési tartomany tehat részhalmaza az eredeti fliggvény értelmezési
tartomanyanak.

A differencialhdnyados segitségével az érintd problémaja mar megoldhato.

Definicio: Ha f differencialhato az a € D; helyen, akkor az f grafikonjahoz a P(a,f(a))
pontban htizhato6 érinté meredeksége f'(a), és az érintd egyenes egyenlete
y=f'(a)-(x—a)+f(a)=f'(a)-x+f(a)—a-f'(a).
m T
Ebbdl lathato, hogy f'(a) =0 esetén az érintd vizszintes, f'(a) > 0 esetén az érintd emelkedd
egyenes, vagyis az a hely kozelében a fliggvény novekszik, és f'(a) < 0 esetén pedig az érintd
stillyed6 egyenes, vagyis az a hely kozelében a fiiggvény csokken.

Tevékenység: Keressiink olyan elemi fliggvényt, amelynek minden érintdje stillyedd.

Az érint0 egyenes tekinthetd egy linearis g(x) =f'(a)(x —a) +f(a) fliggvény grafikonjanak.
Ezt a g fiiggvényt hivjuk az f fiiggvény a-beli linearizaltjanak. Elég egy pillantést vetni egy
fiiggvényt és annak egy érintdjét mutatd abrara, hogy vilagos legyen: a linearizalt jol kozeliti
az érintési pontban a fliggvényt. S6t, barmilyen bonyolult is az f fiiggvény, egy nagyon
egyszerl linearis fliggvény szolgaltatja ezt a jo kozelitést. Ez lehetdséget ad fliggvényértékek
kozelitd meghatarozasara.



Tétel: Ha az f fliggvény differencialhato a-ban, akkor folytonos is a-ban.

S6t, ennél tobb is igaz. Az a pontbeli differencialhatosag azt jelenti, hogy a fliggvény
grafikonja sima az a pont kdrnyékén, nincs szakaddasa és nincs téréspontja. Ha kozelrdl
nézziik a grafikont, akkor az egyenesnek tlinik. Az alabbi abrasor ezt szemlélteti egy a
pontban differencia}}hat('), ¢és egy az a pontban nem diﬁ{erenciélhaté fliggvény esetén:

Y Y

\ @ ) x ‘\@/ z
== |

Vi

Az analizisben a {6 célunk, hogy egy fliggvényrdl a hozzarendelési utasitas ismeretében minél
tobb informacidt megismerjiink. Ki fog deriilni, hogy ebben a {6 segédeszkoz a derivalt
figgvény. Az f' derivalt fliggvény vizsgalataval az eredeti f fliggvény szdmos, minket
érdekld tulajdonsaga felderithetd. (Példaul a ndvekedés vagy fogyas, maximalis vagy
minimalis értékek, a grafikon gorbiilésének jellege, stb.)

w
L

-

w L

Tehat mindenek eldtt arra van sziikség, hogy minél tobb fliggvény derivalt fliggvényét
egyszeriien és gyorsan el6 tudjuk allitani.

Az analizisben olyan fliggvényekkel foglalkozunk, amelyek az elemi fliggvényekbdl épiilnek
fel a kiilonboz6 miiveletek segitségével. Ebbdl is lathato, hogy a késébbiekben az elemi
fiiggvények derivaltjainak alapvetd jelentdségiik lesz. A kovetkezd tablazatban megadjuk az
elemi fliggvények derivaltjait.



f(x) f'(x)
f(x)=c, ahol ce R konstans f'(x)=0
D, =R D, =R
f(x)=x", n pozitiv egész f'(x)=nx""
D, =R D, =R
f(x) =x", n pozitiv egész f'(x)=-—nx""
D, =R\ {0} D, =R\{0}
fx)=1, D, =R\(0} f(x)=——~, D, =R\{0)
X X
f(x)=x,n paros pozitiv egész f'(x) = 1
Df _ [0,00) n- n Xn—l
Dy, =(0,0)
f(x)=Ux,n paratlan pozitiv egész £/(x) = 1
D; =R n-4x"*
Dy, = (—0,0) U (0,0)
f(x)=x*, aeR f'(x) =ax**
D; =(0,0) D; =(0,)
f(X) = '\/; .I:I(X) — 1
D, =[0,0) 24x
D, =(0,)
f(x)=e*, D;=R f'(x)=e*, D, =R
f(x)=Inx f’(x):l
D; =(O,oo) X
D, =(0,)
f(x)=a",a>0 f'(x)=a"-Ina
D; =(0,) D; =(0,)
f(X)=|0gaX, a>0 fI(X): 1
D; =(0,) X-Ina
D; = (O,oo)

f(x)=sinx, D;=R

f'(x)=cosx, D, =

f(x)=cosx, D;=R

R
f(x)=-sinx, D, =R

f(x)=tg x
D, :R\{g+kn|keZ}

1
cos? x

f/(x) =

Df,:R\{g+kn|keZ}

f(x)=ctg x
D; :R\{kn|keZ}

1
sin? x
D;. =R\{kﬂ:|keZ}

f(x) = —




f(x) =arcsin x

1
f'(x) =
Dy :[_1’1] 1-X
D, :(—1,1)
f(x) = arccos x F) - 1
D; :[_1’1] 1—x?
Dy :(_1'1)
f(x)=arctg x F1(x) = 1
Df =R 1+X2
D, =R
f(x) =arcctg x F1(x) = — 1
Df =R :I.-i-X2
D, =R
f(x)=sh x:==—% f(é)=cﬂgx
o=
D, =R
f(x)=ch x=8 "t f(x)=sh x
2 D, =R
D; =R
sh x , 1
fx)=thx: ch x )= e
Df :R Dfr —R
ch x , 1
= =— f'(x)=-
f(x) =cth x: T x (x) o
D; :R\{O} Df,=R\{O}
f(x) =arsh x=|n(x+\/x2+1) £(x) = 21
X +1
D, =R =R
f(x)=arch x=|n(x+\/x2—1) £/(x) = i
x° =1
o :[1’00) Dy :(1100)
1, (1+X 1
= =_-In| — f'(x) =
f(x) =arth x ZIn(l—xj (X) =
D, =(-11) D, =(-11)
1, (x+1 1
f(x)=arcth x==In| — f'(x) =
(x) = arcth x 5 n(x_J (x) =
Dy :(—oo,—l)u(l,oo) D =(—oo,—1)u(l,oo)




Kidolgozott feladatok:

1. feladat: Irjuk fel az f(x) = x* fiiggvénynek az a=1 és az x e R helyekhez tartozo
kiilonbségi hanyadosat.

Megoldas: Mivel az f fiiggvény értelmezési tartomanya R, l1étezik a fenti kiilonbségi
hanyados, és:
f(x)-f(@) x°-1 (x+1)(x-1)
X—a x-1 x-1
A kiilonbségi hanyadosnak altalaban kiszamoljuk a hatarértékét, igy azt célszertii a
legegyszeriibb forméban felirni.

X+1.

2. feladat: Szamoljuk ki az f(x) = Jx fiiggvény a =4 helyhez tartozo
differencidlhanyadosat.

Megoldas: Tudjuk, hogy D; =[0,0), aminek a 4 belsd pontja, és

i f00-F@ _ Vx4 (Vx-2)

=i
X—a X—a x>4 X —4 X—>

4(&+2)(&—2)
=lim ! :1
H‘(\/ﬁz) 4’

igy tehat f'(4) = % :

3. feladat: Hol veszi fel a nulla értéket az f(x) =x—x* fiiggvény derivaltja.

Megoldas: Eldszor elkészitjiik a derivalt fliggvényt. Legyen a € D, tetszdleges valds szam.
Mivel D, =R ez egyben belso pontja is D; -nek. Ekkor

/@) = lim ) =T @ _ i, 77 (a2
X—a

X—a X—a X—a
Xx—a)—(x?-a? _a)— _
L (xea)-( -2 (x-a)-(x+a)(x-a) _

X—a X—a X—a X—a

=lim(1-(x+a))=1-2a.

X—a
Mivel ez tetszdleges a szamra igaz, azt kaptuk, hogy f'(x) =1—2x, és a derivalt fliggvény is
az egész valods szdmok halmazéan van értelmezve.

f'(x)=0,ha x= %, tehat a derivalt fliggvény egyediil az %helyen veszi fel a nulla értéket.

4. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = !

=— fiiggvény derivalt fliggvényét.
X



Megoldas: A fliggvényiink értelmezési tartomanya D; =(—o0,0)(0,0), aminek minden
pontja belsd pont. Legyen a e D; tetszéleges, ekkor

11 a-x
f’(a)zlimM:Iimx a _lim—&X_ =
X—a X_a X—a X_a X—a X_a

Ebbél az kovetkezik, hogy f'(x) = —iz ,¢s Dy = (—oo,O)u(O,oo), ugyan az, minta D; .
X

5. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = JX derivalt fliggvényét.

Megoldas: Most a D; =[0,0), aminek a 0 nem belsd pontja, itt tehat f biztosan nem
derivalhat6. Ha azonban 0 a € D; , azaz a pozitiv szam, akkor
|imM=|imM=|im Vx-va =
M M G R (Vo a)
B 11
oifx+4a 24a
Tehit f'(x)=——— és D, =(0,).

2x

Az el6z6 két feladatban szerepld fiiggvények elemi fiiggvények. Az elemi fiiggvények
derivaltjait tartalmaz6 tablazatban 1évd derivaltak koziil néhényat hasonloan lehetne levezetni.
A tobbséghez azonban tovabbi nevezetes hatarértekek tételek és egyéb tételek is sziikségesek
lennének.

f'(a)=

6. feladat: Irjuk fel az f(x) = x*fiiggvény grafikonjanak érint6jét az a =3 helyen.

Megoldas: Hatarozzuk meg a fliggvény értékét az a =3 helyen: f(a) =f(3) =9 . Az érintési
pont koordinatai tehat (3, 9) )
Meghatarozzuk f'(a) = f'(3) értékét: az a =3 belsé pontja a D, = R -nek, és

f'(a) =lim

A differencialhanyados értéke az a =3 helyen, azaz a keresett érinté meredeksége:
m=Ff'(3)=2-3=6
Helyettesitsiink ezutan az érintét megado y =f'(a)(x —a) +f(a) képletbe.
y=6(x-3)+9
A miiveletek elvégzése utan kapjuk, hogy az érintd egyenlete: y =6x—-9.

=lim =lim =lim(x+a)=2a.

Xx—>a X —a X—a X—a X—a

f(x)-f(a) x? —a’ (x+a)(x—a)
X—a

7. feladat: Irjuk fel az f(x) = x* —2x —2 fiiggvény a =2 -beli érintdjének egyenletét.



Megoldas: Helyettesitsiik a fiiggvénybe a megadott a =2 értéket:
f(a)=f(2)=2°-2-2-2=-2. Az érintd tehat a (2, —2) pontban érinti a fliggvény
grafikonjat.

A meredekség meghatarozasahoz sziikségiink van a derivalt fiiggvényre. (Valojaban most is
elég lenne f'(2) értéke, de azt kiszamolni nem sokkal egyszeriibb, mint meghatarozni a
derivalt fiiggvényt, és venni annak 2-ben a helyettesitési értékét.) Az a =2 belsd pontja a
D; = R-nek, és

_ x?-2x-2—(a*-2a-2
f(a) = lim ") =T@) iy ( )
X—a X—a X—a X—a
x*—a*)-(2x-2a —a)-2(x-
i ) (2x028) L (xra)(x-a)-2(x ) _tim((x+a)-2)=2a-2.
X—a X—a X—a X—a X—a

A derivalt fliggvény tehat f'(x) =2x-2.
Helyettesitsiink ebbe a =2 -t, igy megkapjuk a meredekséget:
m=f(2)=2.2-2=2
Részeredményeinket irjuk be az érintd y =f'(a)(x —a) +f(a) képletébe:
y=2(x-2)+(-2).
Végezziik el a miiveleteket, és igy megkapjuk az érint6 egyenletének alabbi alakjat:
y=2X-6.

8. feladat: Irjuk fel az f(x) = Jx fliggvény m =2 meredekségl érintdjének egyenletét.

Megoldas: Most az érint6t nem azzal hatarozzuk meg, hogy melyik pontban érinti a
grafikont, hanem azzal, hogy mennyi a meredeksége. Mivel az érint6 felirdsahoz sziikség van
az érintési pont két koordinatajara, eldszor ezeket kell meghatarozni.

Tudjuk, hogy a derivalt fliggvény f'(x) = % . Azt az a > 0szamot keressiik, amelyre a
X

meredekség, azaz f'(a) éppen 2. Ehhez megoldjuk az
1,
a

2\

egyenletet a -ra: a fenti képletb8l /a = % , amibdl a = % Tehat valojaban az a = %-beli

N 1 1 . ... (11
érintérdl van sz6. Mivel f (Ej =7 az érintési pont két koordinataja (— : —] . Az érintd

y =f'(a)(x —a) + f (a) képletébe helyettesitve
1 1
=2/ X—— |[+—,
Y ( 16} 4

1
=2X+—.
y 8

rendezve

9. feladat: Irjuk fel az f(x) = 1 fliggvénynek az y =4x -9 egyenesre merdleges érintdjének
X

egyenletét.



Megoldas: Ismét az a helyzet, hogy nem ismerjiik az érintési pont elsé koordinatajat. Azt
meg kell hataroznunk. Az érinté meredekségérdl van informacionk, hiszen, ha a keresett

érinté merdleges a megadott m™ =4 meredekségl egyenesre, akkor a meredeksége m = 7
Ehhez arra kell emlékezni, hogy a sikon két egyenes akkor meréleges egymasra, ha a

meredekségeik szorzata -1. Igy tehat azt az a # 0 szamot keressiik, amelyre f'(a) = —%.

Tudjuk, hogy f'(x) = —iz , igy az alabbi egyenletet kell megoldanunk:
X
1 1

2
a 4
amibdl a’ =4, azaz a =+2, két megoldast kaptunk, tehat két ilyen érinté is van.

Ha az érintési pont els6 koordinataja a =2, akkor az érintési pont masodik koordinataja

1 :
f(2) = 5 ¢s ennek az elsd érintének az egyenlete

1 1
= —— —2 -
y 4(x )+2

X
=—+1.
Y 4

Ha az érintési pont els6 koordinataja a =—2, akkor az érintési pont masodik koordinataja

f(-2) = 1 , s ennek a masodik érintének az egyenlete:
2
1

y:—z(x—02»+(—%j

=-Z_1.
=73
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A fenti abréan a fliggvénylinket és a két érintdjét lathatjuk.

10. feladat: irjuk fel az f(x) = x* fiiggvénynek azt az érint6jét, amelyik dtmegy a Q(-1,-3)
ponton.

Megoldas: Ismét az érintési pont meghatarozasaval kell kezdeniink. Tudjuk, hogy az érintd
egyenlete

y=Ff'@)x-a)+f(a)
szerkezetl, ha figyelembe vessziik f képletét is, akkor, mivel f'(x) = 2x,,
y=2a(x—a)+a’.
Azt aza szamot, vagy azokat az a szamokat keressiik, amelyekre ez az egyenes atmegy a Q
ponton. Elvégezve az X =—1, y = -3 helyettesitést és rendezve

—-3=2a(-1-a)+a’
—3=-2a-a’

a’+2a-3=0.
Megoldva a kapott masodfoku egyenlete a-ra két értéket kapunk: a =1 vagy a =-3.

Az a=1-beli érintd egyenlete az y = 2a(x —a) +a’ képletbdl
y=2(x-1)+1
y=2x-1.
Ugyanigy az a =—3-beli érintd egyenlete
y=-6(X—-(-3))+9=-6(x+3)+9
y =-6x-9.
A fiiggvénylinket és a két érintdjét mutatja az alabbi abra.
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11. feladat: Az f (X) =3¥x fiiggvény alkalmas linearizaltjat felhasznalva szamoljuk ki
kozelitben 3/8.12 értékét.

Megoldas: A linearizalt az érintési pont kdzelében kozelit jol. A 8 kozel van 8.12-hoz, ezért
az f(x) =3/x fiiggvény a=8-beli linearizaltjat fogjuk hasznalni 38.12 kozelité értékének
kiszamolasara.

Sziikségiink van az érintési pont masodik koordinatajara is: f(a) =f(8) = /8 =2, az érintési

azt kapjuk, hogy a

: rY
pont tehat (8,2). Mivel f'(x) =(3/x :{x?’j
(6:2) (%) 3 J_
t 1 . Igy az a =8-beli linearizalt
s3fg 127
X 4
X)=—(X-8)+2=—+—
903) 12( ) 12 3
Ennek a fiiggvénynek a 8.12 helyen vett értékével kozelithetd 3/8.12 . Azt kapjuk, hogy:
812 =~¢g (8 12) 81122 ;1 =2.01.

Ha ezek utdn szamologéppel is kiszamoljuk ¥/8.12 -t, akkor a 2.009950413 értéket kapjuk.
Lathato, hogy a linearizalt felhasznalasaval kapott kozelitésiink meglehetdsen pontos.

meredekség f'(a) =1'(8) =

12. feladat: Alkalmas linearizaltat felhasznalva szamoljuk ki kdzelitéensin (33°) értékét.



Megoldas: Az analizisben a trigonometrikus fliggvények argumentumat radianban kell

megadni. Ezért el6szor a 33" -ot atszdmoljuk radianra az X, = 180 X0k képletet hasznalva. De

mivel a 33" radianban megadott értékéhez kozeli a érték is kell, hogy fel tudjuk irni az ottani
linearizaltat, az atirast a kovetkezOképp csinaljuk:

33°=30°+3°——(30+3) n U576,
180 6 60 60

(a radian mértékegységet nem irjuk ki). Innen mar latjuk, hogy, mivel 6_710 Kicsi, az

f(x) =sinx fliggvény a = g -beli linearizaltjat hasznalhatjuk a kozelitéshez. Mivel

f (Ej =sin (Ej = 1 ¢és f'(x) =cosx, a meredekség f’ Tlocos| E|= ﬁ . Ezutan mar
6 6) 2 6 6 2

felirhatjuk a linearizalt képletét:

TN T

Q(X)=§(x—gj 1_\/_ L1 V3:m

Ezutan a keresett kozelitd érték:
sin[ 117 < o 1 _BiUn 1 B
6 6 2 6 2 12
Ha szamoldgéppel szamoljuk sin (33°) -ot, akkor a 0.544639035 értéket kapjuk. Lathato,

hogy a kozelitésiink most is elég pontos.

=0.5453449841.

13. feladat: Hol metszi az f(x) = x* —8x +19 fiiggvény a =5-beli érintéje az x tengelyt?

Megoldas: Eloszor felirjuk az érintd egyenletét. Mivel f(a) =f(5) =4, az érintési pont az
(5, 4) koordinataju pont. Sziikségilink van f'(5) értékére. Mivel f nem elemi fiiggvény még
nem ismerjiik a derivaltjat. Késobb a derivalt fliiggvény egy adott helyen vett értékét mindig
ugy fogjuk kiszamolni, hogy meghatirozzuk a derivalt fiiggvényt, és vessziik annak a szoban

forgd helyettesitési értékét. Ehhez azonban a derivalasi szabalyok ismeretére van sziikség, ami
a kovetkez6 fejezet témaja. Ezért most a definicidt hasznalva szamoljuk ki f'(5) értékét:

xa5 X -5
. X?-8x+19-4 .. x*-8x+15
=1lim =lim =
X—5 X—5 X—5 X —5
X—=3)(x-5
:Iimwzlim(x—3):2,
x—5 X—-5 x—5

igy az érint6 meredeksége m=f'(a)=f'(5)=2.
Ezek felhasznalaséval az érint6 egyenlete:
y=Ff'(@)(x-a)+f(a)=
=2(x—5)+4=2x-6.
Az y =2x-6 egyenes ott metszi az x tengelyt, ahol az y=0. A 2x—6 =0 egyenletbdl
X =3 . Tehat az f(x) =x*—8x+19 fiiggvény a =5-beli érintje az (3,0) koordinataju

pontban metszi az x tengelyt. Az alabbi dbréan a fliggvénylinket és az érintdjét lathatjuk.



14. feladat: Hol metszi az f(x) =+/x+3 fliggvény a =-2-beli érintéje az x és az y tengelyt?

Megoldas: Ugy, mint az el6z6 feladatban, az érinté egyenletének felirasaval kezdiink. Mivel
f(-2) =1, az érintési pont (—2,1). Ezen kiviil az érintd felirasahoz f'(-2) értékére van

szlikségiink, amit most is a definici6 alapjan hatarozunk meg. (f Osszetett fliggvény,
derivalasaval a kovetkezd fejezetben foglalkozunk.)

F1(-2) = lim T =TC2)
Xx>-2 X — (_2)

x>2  X+2 X2 (x+2)(\/m+l)

_ lim (x+2) i1 :%.

(e 2) (VB 3e1) (Vs )

Az érinté meredeksége tehat m=f'(a) =f'(-2) = % Ezeket felhasznalva az érint6 egyenlete

y=Ff(@)(x-a)+f(a)=

:%(x—(—Z))+1:§+ 2.




Az y =0 egyenletbdl, azaz az §+ 2 =0 egyenletbdl x =—4, vagyis az érintd az x tengelyt a
(—4, 0) koordinataji pontban metszi. Az y tengellyel valdé metszéspontot megkapjuk, ha az
érintd y = g + 2 képletében az x helyére nullat irunk, igy y =2 adddik, tehat az érintd az y

tengelyt a (0, 2) koordinataji pontban metszi. A fliggvénylinket és az érint6jét mutatja az
alabbi abra.

Ellenorzo kérdések:

1. kérdés: Miaz f(x)= 3 fliggvény X, = 2-beli érintdjének egyenlete?
X

3
=——X+3
y 2
3
=—X+3
y 4
3
=——X+3 (X
y4()
g 3,3
4 4

2. kérdés: Miaz f(x)=e"+x fiiggvény X, = 0-beli érint8jének egyenlete?

y=2x+1(X)
y=X+2
y=2x-1

y=ex+1



. 1 e
3. kérdés: Miaz f(x)=— fliiggvény m=—2 meredekségii érintdjénck egyenlete?
X

y=—X+2
y=—X+2
y=-2x+3 (X)
y=-2x+4

4. kérdés: Hatirozzuk meg az f (x)= =3 fliggvény X, = 4-beli linearizaltjat, és ezt

N

felhasznalva adjuk meg L kozelito értékét.

5

A linearizalt y = —% X+ % , s ebbdl = ~0.46875 .

N3

A linearizalty = —% X+ f—g , s ebbol = ~ 0.4375.

J5

A linearizalt y = _t X+ 25 , S ebbdl L ~ 0.46875 .
16 32

N3

A linearizalt y = —% X +% , S ebbdl L ~0.4375. (X)

5

5. kérdés: Hatarozzuk meg az f (x)=Inx fiiggvény x, =e-beli linearizaltjat, és ezt

felhasznalva adjuk meg In3 kozelitd értékét 4 tizedesre kerekitve.

A linearizalt y = = + 1 . s ebbsl In3~1.0518.
2e 2
A linearizalt y = >, s ebbél In3~1.1036. (X)
e
. ., 2X "
A linearizdlty = — -1, s ebbdl In3~1.2073.
e

A linearizalt y = 41 +% , s ebbdl In3~1.0259.
e

Elméleti 6sszefoglalo

Amikor meghatarozzuk egy fiiggvény derivalt fliggvényét gy is gondolhatunk erre a
folyamatra, mint egy uj fiiggvénymiiveletre, amelyik az eredeti f(x) fliggvénybdl elkésziti az
f'(x) derivalt fiiggvényt. Es sokszor hasznos igy, fiiggvénymiiveletként gondolni a derivalasra.
Persze ekkor rogton adodik a kérdés, hogy ennek az 0j fiiggvénymiiveletnek mi a kapcsolata a
korabban megismert fliggvénymiiveletekkel. Ezeket a kapcsolatokat megfogalmazo tételeket
hivjuk derivalasi szabalyoknak. Ebben a leckében megismerkediink a derivalasi szabalyokkal,
¢€s begyakoroljuk a derivalt fiiggvény ezeken alapuld meghatarozasat. Ez sokkal gyorsabb ¢és
egyszerlibb, mint a definici6 alkalmazasa, és nagyon fontos lesz a kés6bbiek soran.



Tétel: Legyen c tetsz6leges konstans, az f fliggvény pedig differencialhato az x helyen, ekkor
a c-f fuggvény is differencialhatd az x helyen, és
(c-f(x)) =c-f'(x).

Ugy szoktunk hivatkozni erre a tételre, hogy a konstans szorzé derivalaskor kiemelhetd.

Tétel: Legyen az f és a g fliggvény differencialhat6 az x helyen, ekkor aaz f +g fliggvény is
differencialhat6 az x helyen, és

(FOO+900) =F()+g'(x).
Ennek a tételnek a tomor megfogalmazasa az, hogy 6sszeg tagonként derivalhatd. A tétel nem
csak két fiiggvény, hanem tetszdleges szamu, véges sok fliggvény Osszegének derivalasakor is
érvényben marad: ha az f, f,, ...f  fliggvények mindegyike differencialhaté az x helyen,

akkoraz f, +f, +...+f fiiggvény is differencialhaté az x helyen, és

(f,(x)+f,(x) +...+fn(x))’ =f,(X)+f, (X) +...+f, "(X).
Ezekbdl a tételekbodl konnyen kovetkezik, hogy f és a g fliggvény differencialhato az x helyen,
ekkor a az f —g fiiggvény is differencialhat6 az x helyen, és

(f¥)-9(x)) =F'(x)-g'(x).
Sét, a legaltalanosabban ezek a tételek igy fogalmazhatok meg egy tételben: haaz f,, f,, ... f,
fiiggvények mindegyike differencialhato az x helyen, c,, c,, ...c, pedig tetszéleges

n

konstansok, akkor c,-f, +c, -f, +...+c, - fiiggvény is differencialhaté az x helyen, és

(c,-f.(x)+c,-F,(X)+...+c, -, (x))' =c,-f/(X)+c,-f,/ (X)+...+¢c, - (X).
Ezek a tételek egyiitt azt jelentik, hogy a derivalas linearis miivelet.

Tétel: Legyen az f és a g fiiggvény differencialhato az x helyen, ekkor az f-g fliggvény is
differencialhat6 az x helyen, és

(FO)-90x) =F'(x)-9(x) +f(x)-9'(x) .

Ez a tétel is altalanosithatd, példaul harom tényezd esetén igy néz ki:

(F(¥)-9(x)-h(x)) =F"(x)-g(x)-h(x) +T(x)-g'(x) -h(x) +(x) - g(x)-h'(x).
Figyeljiik meg, hogy mivel az 6sszeadas és a szorzas kommutativ miivelet, az eddigi képletek
nem valtoznak, ha azokban a fliggvényeket tetszéleges sorrendben irjuk.

Az osztds nem kommutativ miivelet, ezért a tortfliggvény derivalasara vonatkozo képlet nem is
szimmetrikus a szamlaloban és a nevezdben.

Tétel: Legyen az f és a g fliggvény differencialhaté az X helyen, és g(x) = 0, Ekkor a az f
g

fliggvény is differencialhato az x helyen, és
[f(X)j _F(0-900-f(0)-9'(x)
9(x) (9(x))’

A legfontosabb derivalési szabaly az Gsszetett fliggvény derivalasi szabalya, ezt hasznaljuk a
leggyakrabban.




Tétel: Legyen az f figgvény differencialhato az x helyen, a g fiiggvény differencialhato az
f(x) helyen. Ekkor a gof fliggvény is differencialhaté az x helyen, és

(9(f () =g'(F (x))-F'(x).
Természetesen ez is altalanosithatd tobbtényezds kompozicidkra. Hirom tényezd esetén a tétel
a kovetkez6: ha az f fliggvény differencialhato az x helyen, a g figgvény differencialhat6 az
f(x) helyen, a h fiiggvény pedig differencialhato a g(f (x)) helyen, akkor a hogof fiiggvény is
differencialhat6 az x helyen, és

(h(a(F (<)) =h"(@(F (x)))-'(F (x))-F'(x).

Ezt, és az eldzo tételt is, lancszabalynak hivjak.

A fiiggvény inverzének a képzése is tekinthetd fiiggvénymiiveletnek, igy persze van az inverz
fliggvény derivalasara vonatkoz6 tétel is. A gyakorlatban azonban ezt ritkdn alkalmazzuk,
helyette elkészitjiik az inverz fiiggvényt, és alkalmazzuk a kordbbi derivalasi szabalyokat.

Egy f fuggvény f'derivaltja maga is egy fiiggvény. Amennyiben ez derivalhato, akkor
tekinthetjiikk ennek a derivaltjat, amit f” fog jeldlni, és ezt f masodik derivaltjanak hivjuk.
Ennek derivaltja f harmadik derivaltja, és igy tovabb. Ezeknek a magasabb rendii derivaltaknak
fontos szerepe van a felsobb matematikaban.

Kidolgozott feladatok

A kovetkez6 feladatokban csak a derivalt fliggvény képletének az el6allitasaval foglalkozunk,
¢s nem vizsgaljuk annak értelmezési tartomanyat. Fel fogjuk hasznélni az elemi fiiggvények
korabban mar megismert derivaltjait.

15. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) =5x" fliggvény derivalt fiiggvényét.

Megoldas: Az f fliggvény egy konstans és egy hatvanyfliggvény szorzata, ezért a konstans
szorzd a derivalas miivelete €l¢ kiemelhetd:

f'(x)=(5x" )’ = 5(x4)' = 5(4x3) = 20x°.

16. feladat: Hatarozzuk meg az f(Xx) = x> + In x fliggvény derivalt fiiggvényét.
Megoldas: Az f fliggvény kéttagn 6sszeg, amit tagonként derivalhatunk, igy:
’ ' ’ 1

f'(x)=(x*+Inx) =(x*) +(Inx) =2x+~.
() =X +Inx) =(x*) +(Inx) =2+

17. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) =sinx —cosx fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: f'(x) =(sin x)' —(cosx)' =cosX —(—sinx)=cosx +sinx .

18. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = x® —3v/x +2e* + 3 fiiggvény derivalt fiiggvényét.
X

Megoldas: Felhasznaljuk, hogy a derivalas linearis, a gyokot és a tortet pedig felirjuk
hatvanyként, igy minden derivalt konnyen felismerhetd elemi fliggvény derivaltja lesz:
1Y ,

f'(x) :(x3 —3X + 2¢* +§j’ = (xs)’ —3(X2j +2(ex)’ +3(x ) =

X



= 3x? —3[%X;J+2ex +3(—x‘2) -

S-Sl e 3

2 Jx x?

Derivalaskor gyakori, hogy a torteket és a gyokoket hatvanyokként kezeljiik.

19. feladat: Hatarozzuk meg az f(t) = (2t —1)2 fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Végezziik el a négyzetre emelést. Ekkor kapjuk, hogy f(t) = 4t> —41+1. Ezt
felhasznalva

£1() = (42— 4t +1) =4(t2)-4(t) +(1) =8t—4.

Késobb ezt a fliggvény a szorzatfliggvény és az dsszetett fliggvény derivalasi szabalyat
felhasznalva is derivalni fogjuk.

20. feladat: Hatarozzuk meg az f(x)=2"—-In2- (‘/X_3 fliggvény derivalt fliggvényét.
Megoldas: Persze majd tagonként fogunk derivalni, de el6szor a negyedik gyokot
hatvanyként irjuk fel. Azutan vegyiik figyelembe, hogy In2 konstans, igy a derivaltja 0, és

1
nem —.
2

f'(x)=(2X—ln2—dx_3)'=(2x)’_(|nz)’_(x3] _

1
=2 In2—§x7,
4

felhasznalva az a* és az x“ elemi fiiggvények derivaltjait.



Ellenorzo kérdések:

6. kérdés: Mi az f(x) =3x" fiiggvény derivalt fiiggvénye?
3x°.

12x*.

12x3 (X).

34x°.

7. kérdés: Miaz f(t) = % — ctgt fliggvény derivalt fliggvénye?

Int— _12 .
sin“t

1 1
—= X).

t* sin’t )
A1

t* sin’t

1

4 4 H X+1 2 . e e e 7
8. kérdés: Miaz f(x)=e —T fliggvény derivalt fliggvénye?
X

e><+l_ 1

il

ee® _i
I
ee” +i3 (X).

9. kérdés: Mi az f(x) =x°—-2-3* —4x*! fiiggvény derivalt fiiggvénye?

3x*—2x-3'-8.2x"".

3x?-2-3**In3-8.2x"".

3x*—-2-3"In3-8.2x"".

3x*—2-3In3-8.2x"* (X).

10. kérdés: Mi az f(x) = 2Jx + 31 — X7 fliggvény derivalt fiiggvénye?

I

[EEN
N

“(X).

w
w

x
x

4

+
=

w
x
N

+

+

~
x
w

-

+

B S R = [
=
|oo ><(,,|l\> ><w||\>

w
x
o
x



Kidolgozott feladatok:

21. feladat: Hatarozzuk meg az f(t) = (2t —1)2 fliggvény derivalt fliggvényét.
Megoldas: A fiiggvényiink igy is irhato: f(t) =(2t —l)(2t —1) . Igy, a szorzatfiiggvény
derivalasi szabalya alapjan
f/(t) = (2t -1) (2t -1)+(2t-1)(2t-1) =2(2t-1)+(2t-1)2 =
_gt—4,

22. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = (x* + X)(1—2x?) fiiggvény derivalt fliggvényét.
Megoldas: Mivel a fiiggvénylink szorzatfiiggvény, alkalmazhatjuk a szorzatfliggvény
derivalasi szabalyat:
f'(X) = (x> +x)'(1-2x>) + (X* +x)(1-2x%) =
= (2X+1)(1-2x?) + (X* + X)(-4x) =
=1+2x—6x%—8%°,
De eljarhatunk agy is, hogy el6szor elvégezziik a fiiggvényiinket definiald képletben a szorzast:
f(x) =x+x* —2x®—2x"*. Ezutan derivalas szempontjabol mar egyszeriibb a helyzet.

f'(x) = (x+x*=2x>-2x*)' = (x)' +(x2)' —2(x3)' —2(x4), =

=1+2x —6x* —8x°.
Természetesen ugyanaz a végeredmény, mint az el6bb. Latjuk, gyakran el6fordul, hogy egy
derivalas tobb uton is elvégezheto.

A tovabbiakban az 6sszegek derivaltjat, ha a tagok mar elemi fliggvények, a derivalasok
kijelolése nélkiil, kozvetleniil felirjuk.

23. feladat: Hatarozzuk meg az f(X) = (3x ~Jx ) (e" +1) fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Most nem célszerli elvégezni a beszorzast, mert a keletkezett szorzatok nem
egyszerlsithetOk, és igy kétszer is alkalmazni kéne a szorzatfliggvény derivalasi szabalyat.

P00 = (3x-Vx) (€ 1)+ (3x V) (¢ +1) =

l X X
[3 2\/;j(e +1)+(3x «/;)e .
Felmeriil, hogy az utols6 képletben el kell-e végezni a beszorzdsokat. Amikor csak az a
feladat, hogy hatarozzuk meg egy fiiggvény derivalt fliggvényét, a derivalasok elvégzése utan
nem fogjuk a lehetséges 6sszevonasokat elvégezni. Ez igy gyorsabb és egyszeriibb. Késobb,
amikor a derivalt fliggvénnyel tovabbi szdmitasokat fogunk végezni, mas lesz a helyzet.

24. feladat: Hatarozzuk meg az
f(x) = (tgx +sin30-x)(¥/x —2*) fiiggvény derivalt fliggvényét.
Megoldas: El6szor is a Sin30 egy konkrét szam, konstans, és a 30 radianban értend6; az

analizisben a trigonometrikus fiiggvények argumentuma mindig radian van megadva. igy

sin30 ~-0.9880316241, és nem 0.5, amennyi a 30° szinusza. Tehat sin30 derivaltja nulla,
tovabba



f'(x) :(tgx+sin30—x)'(5&—2*)+(tgx+sin30—x)(§/§—2x)' =

1 x . 1 x
:(Coszx—lj(%/;—z )+(tgx+sm30—x)(3.g/x_2—2 |n2j.

25. feladat: Hatarozzuk meg az f(x) = x*-shx-lgx fiiggvény derivalt fiiggvényét.
Megoldas: A fiiggvénylink harom tényezds szorzat, de mar ismerjiik egy ilyen fiiggvény
derivaltjara vonatkozo képletet, az alapjan

f'(x) = (X2 -shx-lgx)’:(xz)’ shx-Igx +x? - (shx) -Igx +x?-shx - (Igx) =
1

x-In10°
26. feladat: Hatarozzuk meg az f(Xx) = (XeX +1) (X - arctgx) fliggvény derivalt fliggvényét.

= 2% -shx-lgx +x*-chx-lg x + x*-shx -

Megoldas: Ebben a feladatban elkeriilhetetlen a szorzatfiiggvény derivalasi szabalyanak
tobbszori alkalmazésa. Figyeljiikk meg, ahogyan el6szor csak kijeldljiik a sziikséges
derivalasokat.

f'(x) = (xe* +1)' (x+arctgx) + (xe* +1)(x + arctgx) =
= (xe” )' (x+arctgx) + (xe* +1)(x + arctgx) =
- ((x)' e +x(e" )’j(x +arctgx ) +(xe* +1)(x + arctgx) .
Ezutén mér kénnyen elvégezhetjiik a kijelolt derivalasokat, és azt kapjuk, hogy

f/(x) = (" +xe* ) (x +arctgx) +( xe* +1)(1+ 1+1x2j .

Ellenorzo kérdések:

11. kérdés: Mi az f(x)=x(sinx+1) fiiggvény derivalt fliggvénye?
SIN X +XCOSX.

COSX+1+XCOoSX.

SIiN X + X + X COS X
sin X +1+ xcos X (X).

12. kérdés: Mi az f(x) = (X2 — 2x)(1—3x2) fiiggvény derivalt fiiggvénye?
~12x° +18x* —2x - 2.

~12x° +18x* +2x—2 (X).

~12x° +18X* +2x + 2.

~18x% +12x* +2x - 2.

13. kérdés: Mi az f(x) =(Inx—x)(x—Inx) fiiggvény derivalt fiiggvénye?

2 AMX o 2nx (X).
X

2—In—x—2x+2lnx.
X



2Inx

2————-2x+Inx.
X

2—2|ﬂ—x+2Inx.
X

14. kérdés: Mi az f(x) = (\/; + 2)(X2 —1) fliggvény derivalt fliggvénye?

3
SVX —L+4x (X).
2 2Jx
5% 1
——=+4X.
2 JIx
5V’ ——1 +2X
2 2J0x
5y X3 1
+——=—4x
2 2Jx

15. kérdés: Mi az f(x) = (2x +1)x*(1—x?) fiiggvény derivalt fiiggvénye?
Ax® +10x* +6x° —14x°.

4x°® +10x* —6x° +14x°.

4x° +10x* —6x° —14x° (X).

4x® —10x* —6x°> —14x°.

16. kérdés: Mi az f(x) =(3x-1)(xInx+2) fliiggvény derivalt fliggvénye?
6XxInX —INnX+5+2X

6xInx—Inx+5+3x (X).

6xInX—InXx-5+3x.

6InXx—xInx+5+3x.

Kidolgozott feladatok:

27. feladat: Hatarozzuk meg az f(X) = 2x
3x+1

fiiggvény derivalt fiiggvényét.
Megoldas: A tortfliiggvény derivalasi szabalyat kell alkalmazni:

2x ) (2x) (3x+1)—(2x)(3x +1)
3x +1) B (3x +1)2
2(3x+1)-(2x)3 2

(3x+1)°  (3x+1)

Figyeljiik meg, hogy a szdmlaloban elvégeztiik az 6sszevonasokat, de a nevezdben a
négyzetre emelést nem, ezt maskor sem fogjuk elvégezni, csak ha egytagl a nevezd, igy
jobban kezelhet6 a kapott formula.

/

f/(x) :[




28. feladat: Hatarozzuk meg az f(X) = fliggvény derivalt fliggvényét.

3
\/; +1
Megoldas: A konstans szamlaloju torteket, mint hamarosan latni fogjuk, gyakran célszertibb
Osszetett fliggvényként derivalni. De persze lehet tortként is, mint most is.

oo =( 3 j XC) (VX +1)-3(vx +1) )

Yx+1 (\/;+1)2
1
0-(x/x+1)-3——
BN S T
(Vx+1) 2vx(Vx+1)
Altaldban is
[ i j:—gw_
gx))  g°(x)
29. feladat: Szamoljuk ki /(1) értéket, ha F(x) = —— + X+,
X+1 X

Megoldas: Eloszor meghatarozzuk f derivalt fiiggvényét, majd vessziik annak a helyettesitési
értekét az 1 helyen. Hogy ne kelljen kétszer alkalmazni a tort derivaldsi szabalyt kozos

X +(x+1)° 2x%+2x+1

nevezore hozzuk a fliggvényiink: f(x) = XD =————— . Most mar a derivalt
X+DX X"+ X
f oy + 9% +1) (2x2+2x+1)’(x3+x2)—(2x2+2x+1)(x3+x2)’
'(x)= = =
*) X+ x* (x3+x2)2

(4x+2 (x +x2

(Zx +2X +1)(3x2 +2x)
X3 +X )

4x +2x3 4+ 4x% 4 2x% —(6x* +6X° +3x% +4x° +4X2 +2x)

X + )
—2x* —4x3 —5x? —2x _ —2X x®—4x?—5x -2
x“(x+1)2 x3(x+1)2 '

)-
(
(
(x*+

Ebbdl pedig f'(2) = 13

2X+1

30. feladat: Szamoljuk ki g'(2) értékét haf(2) =-1, f'(2) =2, és g(x) = 0
X

Megoldas: A g derivaltjaval kezdiink:
[ 241 O (2x+1) F) - (2x+1)F'(x)  2f(x) —(2x +1)F'(x)
Lfeo ) f2(x) ) f*(x)
Ebbdl pedig, X helyére 2 -t irva, a keresett g'(2) helyettesitési értékre kapjuk, hogy




(< 252
0=

-12.
. f(x)+1 . AN £e 21 , ,
31. feladat: Legyen h(x) = Tl Szamoljuk ki h'(1) értékét, ha f(1) =1, f'(})=2 és
gxX)—
9W)=-2, g()=-1.

Megoldas: Mivel h'(x) :(f(X)+lJ _ f'(X)-(g(x)—l)—(f(x)+1)-g’(x)

, azt kapjuk, hogy

g(x)-1 (9(x)-1)°
w224
(-3) o

Ellenorzo kérdések:

17. kérdés: Mi az f(x) = X—_i fiiggvény derivalt fliggvénye?
X+

(X)

1-x

18. kérdés: Mi az f(x) = fliggvény derivalt fliggvénye?

——— (X)



19. kérdés: Mennyi '(0) értéke, ha f(x) = ?

e + X

0
1(X)
1

2

f(x)

20. kérdés: Mennyig'(1) értéke ha f(1) =1, f'(1) =2, ¢és g(X) = ———.
f(X)+X

| AP,
NI

Slw

21. kérdés: Legyen h(x) = (( )) . Szamoljuk ki h'(1) értékét, ha f(1) =1, f'(1) =2 és

g =2,9g@®)=2.

5 X

O~ oo

4
9
5
9

Kidolgozott feladatok:
32. feladat: Hatarozzuk meg az h(t) =(2t —1)2 fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Vegyiik észre, hogy h(t) 6sszetett fliggvény: h(t) = g(f(t)), ha f(t)=2t-1 és
g(t) =t*. Ezzel a valasztassal f'(t) =2, g'(t) = 2t. Ezért az sszetett fiiggvény derivalasi
szabaly alapjan
h'(t) =(g(f (1)) =g'(F(1)-F'(t) =
=2-f(t)-2=2-(2t-1)-2=8t-4.



33. feladat: Hatarozzuk meg az h(x) = V1—x* fiiggvény derivalt fiiggvényét.

Megoldas: h(x) most is dsszetett fiiggvény, hiszen h(x) =g(f(x)), ha f(x) =1-x?

g(x) =~/x . Tudjuk, hogy f'(x) =-2x ¢és g'(x) :ZL. fgy tehat

N

h'(x) =(9(F (x)) =g'(F(x))-F'(x) =
1

z—-(—2x): —2X X
2\(x) N1-x2  J1-x*

34. feladat: Hatarozzuk meg az h(x) =sin (x2 — X) fiiggvény derivalt fiiggvényét.

Megoldas: h(x) ismét h(x) = g(f (X)) szerkezetii 6sszetett fiiggvény az f(X) = x> —X,

g(x) =sin x valasztassal. Mivel f'(x) =2x -1 ésg'(x) = cosx , azt kapjuk, hogy

h'(x) = (9(F(x))) =g'(F(x))-F'(x) =
= cos(f (x))-(2x—1) = cos(x* —x)-(zx -1).

35. feladat: Hatarozzuk meg az h(x) =1In (X ++/x ) fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Most h(x) =g(f(x)), ha f(x) =X +~/X és g(x) =Inx. De mint tudjuk

f'(x) =1+ N , tovabba g'(x) = 1 Ezeket felhasznalva
X

2x
h'(x) = (9(f () =g'(F(x))-F'(x) =
_ 1L -£1+ L j— 1 -(1+Lj
f(x) U 2dx) x+x U 2dx)
36. feladat: Hatarozzuk meg az h(x) = ;2 fiiggvény derivalt fliggvényét.

1

Megoldas: Ahogy emlitettiik, a konstans szamlaloju torteket célszeriibb osszetett
fiiggvénykeént derivalni. Ennek érdekében atirjuk a fliggvényiinket

h(x) = . (x*” —E)

S
X

alakba. Innen leolvashatd, hogy h(x) = g(f (X)) szerkezetii dsszetett fliggvény az

f(x)=x° —E, g(x) = x ? vélasztassal. Ekkor f'(x) = 3x? +% ,és g'(X)=-2-x° =— 2
X X

Ezek alapjan

, €S

X3



h'(x) =g'(f(x))-f'(x) =

2 ( ) 2]
70| X+ —
(F(9) X

G,

X
37. feladat: Legyen h(x) =(x® —2x)12. Milyen x-re lesz h'(x)=07?

Megoldas: Az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat addig célszerii gyakorolni, hogy a
kompozicio6 tényezdinek felirdsara mar ne is legyen sziikség. Most példaul a kdvetkezdt
kapjuk:

h'(x) = ((x2 —2x)12 )’ :12(x2 —2x)11 -(x2 —2x)’ =
=12(x? -2x) -(2x-2).
Most még kicsit atalakitjuk h'(x) képletét, hogy a gydkeit konnyen leolvashassuk.
h(x)=12(x? ~2x) - (2x~2) =
12(x(x—2)) -2 (x~1) =
= 24x* (x-2)" (x-1).

Mivel egy szorzat akkor nulla, ha valamelyik tényezdje az, azt kapjuk, hogy h'(x) =0, ha
x =0, vagy x=2, vagy x=1. Mivel a h fiiggvény mindeniitt értelmezve van, mind a harom

szam megoldas. (A nulla és a kettd tizenegyszeres gyok, az egy egyszeres.)
38. feladat: Legyen h(x) =In*(x* —1). Milyen x-re lesz h'(x) =0?

Megoldas: Kezdjiik a derivalt fiiggvénnyel. Mivel
h'(x) = 2In(x? ~1)- (In(x? ~1)) =

1 In(x*-1)
v 71 2X = 4X 1
Tudjuk, hogy In1=0, igy ennek a szorzatnak harom gyoke van: a —J2,anullaésa /2. De
azt is tudjuk, hogy a derivalt fiiggvény értelmezési tartomanya, a definicio alapjan, az eredeti
fliggvény értelmezési tartomanyanak részhalmaza. Akkor is, ha a derivalt képletének
lehetséges legbdvebb értelmezési tartomanya ennél bévebb.
Mivel a h fliggvény nincs értelmezve a nullaban, ezért a feladat kérdésére az a valasz, hogy

h'(x)=0,ha x==2.

=2In(x*-1). 1-(x2—1)' =2In(x*-1).

39. feladat: Hatarozzuk meg az S(x) = ,/In (1— 2X3) fiiggvény derivalt fliggvényét.



Megoldas: Ez a fliggvény egy haromszorosan Osszetett fiiggvény: s(x) = h(g(f(x))), ha
h(x) =%, g(x) =Inx, és f(x) =1-x°. Ezeknek a derivéltja rendre:
h'(x) = % g'(x) = % f'(x) =-3x°.
A lancszabaly alapjan s'(x) = h'(g(f(x)))-g'(f(x)) -f'(x) . Vegylik azt is figyelembe, hogy,
leolvasva az s képletérsl, g(f(x)) =In (1— x3) . Ezek alapjan:
s'(x) =h"(g(f(x)))-9'(F(x))-F'(x) =

1 1
- T (X)) =
2Ja o) 100

) 2\/In(11—x3) .1—1x3 (=3¢)

Figyeljiik meg, hogy az utols6 képletben zarojelbe tettiik a —3x” tényez6t. Ha ezt nem tettiik
volna, és a pontot sem irtuk volna ki, amit amugy nem is kdtelezo, a képlet hibas lenne.

40. feladat: Hatarozzuk meg az s(X) =sin (\/ e* — X) fliggvény derivalt fliggvényét.

Megoldas: Most is egy haromszorosan dsszetett fliggvénnyel van dolgunk, persze jra a

lancszabalyt fogjuk alkalmazni. Mivel (sin x)’ =COS X, (\/; ) = L, és végiil

2%

G —x), =e* -1, kapjuk, hogy

SI(X):COS(m).(#J,(EX ).

2\e* —x
41. feladat: Legyen f(x) =—-2x° + x* —6x —3. Hatarozzuk meg f"(x) -¢t.
Megoldas: El6szor meghatarozzuk az f'(x) derivalt figgvényt.

f'(x) = (—2x3 + X% —6X —3)' =

=—6X°+2X—6.
Ezt felhasznalva

f(x) = (f'(x)) =
= (-6x? +2x-6) =
=-12x+2.

42. feladat: Legyen f(x) = x* cos(2x) . Hatdrozzuk meg f"(x) -et.

Megoldas: Most, a szorzat derivalasi szabalyat alkalmazva,



f'(x) =(x* cos(2x))' =

= (x2 )’ cos(2x) + x* (cos(2x))' =
= 2x c0s(2x) + X* (—sin(2x)-2) =

= 2X €0s(2X) — 2x? sin(2x).
Ez alapjan, még kétszer alkalmazva a szorzat derivalési szabalyat, és elvégezve a lehetséges
Osszevonasokat

f”(x) = (2x cos(2x) - 2x? sin(2x))’ =

= (2x) cos(2x) +2x (cos(2x)) [(sz )' sin(2x) + 2x? (sin(2x))i =

= 2¢0s(2x) + 2x (—sin(2x) - 2) — [4x sin(2x) + 2x* cos(2x) - 2] =
= 2008(2x) — 4xsin(2x) — 4xsin(2x) — 4x* cos(2x) =
= (2 4x*)cos(2x) —8xsin(2x).

Ellenorzo kérdések:

22. kérdés: Mi az h(x) = (1-3x)’ figgvény derivélt fiiggvénye?
-9(1-3x)" (X)

-9(1-3x)’

9(1-3x)’

—9(1-3x)

23. kérdés: Mi az h(x) =+/x* - 2x fiiggvény derivalt fiiggvénye?

2x -1

X2 =2x

2X -2

X2 =2x

X-1

24/%x% = 2%

Xx-1

X
VX% =2x )



24. kérdés: Mi az h(x) =cos(1-sinx) fliggvény derivalt fiiggvénye?

(1-cosx)sin(x—sinx)
(1-cosx)sin(x+sinx)
—(1—-cosx)sin(x—sinx) (X)

(1+cosx)sin(x—sinx)

25. kérdés: Miaz h(x)=In (l - X] fiiggvény derivalt fiiggvénye?
X

26. kérdés: Mi az h(x) = X_l > fliggvény derivalt fliggvénye?
Xe" =X

—e* —xe* +2x

2
(xeX —x2)

¥ —xe* +2x

(xeX —x2)2

(X)



—e* —xe* —2x

2
(xeX —xz)

—xe* +2x
(xeX - x2)2

27. kérdés: Legyen h(x) =(2x° +3x2)3. Milyen x-re lesz h'(x) =07

1,0 3
2

3
-—,-1,0(X
L L0(X)

0, 1,§
2

301
2

28. kérdés: Legyen h(x) = . Milyen x-re lesz h’'(x)=07?

x?+1
1,1(X)

-1,0

0,1

-1,0,1

29. kérdés: Mi az s(x) = cos’ (Xz) fliggvény derivalt fiiggvénye?
—~4cos(x?)sin® (x)-x

—4cos’ (x)sin(x?)-x

—~4c0s(x* )sin(x*)-x (X)

—2c0s(x* )sin(x*)-x



30. kérdés: Mi az s(x) = el fliggvény derivalt fliggvénye?

Xe
24/x% -1
31. kérdés: Legyen f(x)=xe ™. Mi f masodik derivaltja?

—X

x> +4x—2)e

2

X" —4x+2)e™ (X)

X2 +4x+2)e”

( )
( )
(x2 —4x — 2)e
( Je
32. kérdés: Legyen f(x) =(x* +1)-4/x* . Mi f masodik derivaltja?
1 ) -2
E(77x -3)-x “ (X)
16(77x* -3)-x *

%(77x2 +3)-x ¢

5

%(77x2 —3)-xZ



3. Differencialszamitas

3.2. Taylor polinomok és a L’Hospital-szabaly

Tanulasi cél: Megismerni a Taylor- és Maclaurin polinom fogalmat, és ezek alkalmazasat
kozelitd értékek kiszamolasara, valamint egy jabb, hatékony hatarértékszamitasi modszer, a
L’Hospital-szabaly megismerése, ¢s alkalmazasanak elsajatitasa egyszeriibb esetekben.

Elméleti 6sszefoglalo:

Sokszor taldlkozunk a gyakorlatban olyan bonyolult fiiggvényekkel, melyekkel a szamolas
nehézkes. Ilyenkor érdemes a bonyolult fliggvényt egyszertibbel kozeliteni, amely valamilyen
értelemben jol kozeliti az eredetit. Célszertinek tlinik a hatvanyfiiggvényekkel vald kozelités,
mivel azokkal konnyli dolgozni.

Egy filiggvény linearis kozelitésére egy adott pont kornyezetében mar lattunk példat egy
fliggvény adott pontjaba huizott érinté egyenese kapcsan.

A linearis kozelitésnél (érintd egyenesnél) jobb kozelitést nyerhetiink egy adott pont
kornyezetében magasabbfoku polinomokkal. Erre mutat példat a kovetkezd abra, melyen a

cos x fuggvényt kozelitettiik els6-, harmad-, 6todfokt polinommal a % kornyezetében.

T3f(x)

g NS N

1. dbra: A cosx fiiggvény kozelitése els6-, harmad-, 6todfokt polinommal a %

kornyezetében

Definicié: Ha az f fiiggvény derivaltja folytonos az a € D, helyen, akkor azt mondjuk, hogy f
az a helyen folytonosan differencialhato.

Definicié: Legyen az f olyan fliggvény, mely értelmezett az acR rogzitett hely egy
kornyezetében, s ott N -szer folytonosan differencialhato. Ekkor a



T,E(x)=f (a)+% f’(a).(x—a)+% £7(a)-(x-a) +. . .ﬁ £0)(a)-(x-a)’
polinomotaz f fiiggvény a helyen vett n-edfoka Taylor-polinomjanak nevezziik.
(A nulladik derivalt magét a fiiggvényt jelenti, azaz f* (a)="f(a),eés 0'=1.)
Eszrevehetjiik, hogy az elséfokt Taylor-polinom pontosan az f fiiggvény a helyen vett érintd

egyenesének egyenletét adja: T, f(x)=f (a)+% f'(a)-(x—a)=f(a)+f'(a)(x—-a). (Az

érintd egyenes egyenletét lasd Matematika 1. targy Differencialszamitas bevezetése cimii
leckében.)

A Taylor-polinom kozeliti az eredeti fliggvényt. Minél kozelebb van X az a-hoz, és minél
magasabb a polinom rendje, a kozelités altalaban annal jobb.

Ha a=0, azaz a fiiggvényt a=0 kdrnyezetében kozelitjiik, akkor Maclaurin-polinomrol
beszéliink.

M f(x)_f(0)+ f(O)( 0)+ zif"(O).(x—o)2+~-~+%f<">(0)-(x—o)”=

= f(0)+— f'(0)-x+— o1 f”(O) X2 - + f(”)(O) X"
Kidolgozott feladatok:
1. feladat: rjuk fel az f(x)=e?* fiiggvény méasodfok Maclaurin-polinomjat!

Megoldas: A megoldasban induljunk el a Maclaurin-polinom definicidjabol, miszerint egy
fliggvény N -edfokt Maclaurin-polinomjanak nevezziik, a 0 helyen vett n-edfoki Taylor-
polinomot, mely az aldbbi mddon irhato fel.

M f(x)—f(0)+—f 0)- x+2 £7(0)- X2 +- R f(”)(O) X"

Mivel feladatunkban masodfokl polinomot kell fehrnunk, igy N=2,sigy apolinomban csupan
harom tag fog szerepelni.

M f(x)_f(0)+—f (ORSS f”(O) X2

Természetesen a konkrét Maclaurin-polinom felirasahoz meg kell hatdroznunk a képletben
szerepld f(0), f'(0) és f"(0) értékeket.

Elséként helyettesitsiik a fliggvénybe a 0 -t.
f(0)=e?"=¢e"=1

Ezutéan allitsuk el a fliggvény derivaltjat, és hatarozzuk meg a derivalt helyettesitési értékét is
a 0 helyen.

f/(x)=e? - (-2) = -2 >



A derivalas soran ne feledkezziink el arrdl, hogy Osszetett fliggvényt derivalunk, igy a kiilsé
fliggvény derivalasa utan szoroznunk kell még a belsé fliggvény derivaltjaval is.

Hajtsuk végre a 0 behelyettesitését.
f'(0)=—2e2"=-2e"=-2

Allitsuk el6 a masodik derivaltat.
f"(x) =202 - (-2) =4e >

Helyettesitsiik ebbe is a 0 -t.
f"(0)=4e° =4e’ =4

Utolso 1épésként helyettesitsilk be a meghatarozott f(0), f'(0) és f"(0) értékeket a

masodfokti Maclaurin-polinom képletébe. A behelyettesités utdn hatarozzuk meg a
faktorialisok értékét, és egy-egy tagban szorozva a konstansokat, hozzuk egyszeriibb alakra a
polinomot.

1

— 1 2 _ 1 1 2
sz(X)—1+ﬂ'(—2)'X+—!'4‘X —1+i-(—2)-x+5.4.x —

=1-2x+2x>

Az alabbi abra jol szemlélteti, hogy milyen médon kozeliti az eredeti fiiggvényt a szamolt
masodfokt Maclaurin polinom.

2. dbra: Az f(x)=e?* fiiggvény masodfoka Maclaurin-polinommal valé kozelitése

2. feladat: frjuk fel az f(X)=3/x+1 fiiggvény méasodfoka Maclaurin-polinomjat!



Megoldas: Itt is elindulhatunk a mésodfoku Maclaurin-polinom definici6jabol.

M, (x) = f(0)+% f'(O)-x+% £7(0)- x?

Most is eld kell allitanunk az f (0), f'(0) és f"(0) értekeket.

Helyettesitsiik be elséként a fliggvénybe a 0 -t.

f(0)=30+1=1

Ezutan allitsuk el6 a fliggvény derivaltjat. A derivalas elott célszerli atalakitani a fliggvényt. A
gyok helyett irjunk tortkitevés hatvanyt.

f(x)=3x+1=(x +1)%

Ebbdl az alakbol mér egyszerii a derivalas.
1 2
f'(x) = §(X +1) ¢

Helyettesitsiik be a derivaltba a 0 -t.

1 21
f'(0)==(0+1) 3 ==
(0) 3( ) 3

Allitsuk el6 a masodik derivaltat is.

5

F(x) = %[—éj(xu)’s ()

Hatarozzuk meg a masodik derivalt 0 helyen vett helyettesitési értékét.

2 )
f"(0)=-2(0+1) 3 =-2=
(0) 9( ) 5

Végiil a meghatarozott f(0), f'(0) és f"(0) értékeket helyettesitsik be a masodfoka

Maclaurin-polinom képletébe. A behelyettesités utan hozzuk egyszeriibb alakra a polinomban
az egyltthatokat.

sz(x):1+l.1.x+l.(_g].xz :1+1.l.x+1.£_gj.xz =
13 2! 9 13 2 9
_1+ixlye

3 9

A masodfokt Maclaurin polinommal val6 kozelitést szemlélteti a kovetkezd abra.



3. dbra: Az f(x)=3x+1 fiiggvény masodfokii Maclaurin-polinommal val6 kozelitése

1
3. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)= 3 fliggvény harmadfoku Maclaurin-polinomjat!

Megoldas: Induljunk ki a Maclaurin-polinom definici6jabol.
1 ' 1 " 1 m
M, f(x)= f(0)+ﬂf (0)~x+§f (0)-x2+af (0)-x°

Allitsuk el6 a sziikséges derivaltakat, és hatarozzuk meg a fliggvény, valamint a derivaltak
értékét a nulla helyen. A derivalasok egyszeriibbek ha a fiiggvényt atalakitjuk, mert akkor tort
helyett 6sszetett fliggvénylink lesz.

1 =) a1
f(x):3_2X=(3—2x) = f(0)=3 =3
£(x)=(-1)-(3-2%) *+(-2)=2+(3-2x) " = f'(o):2.3—2:§
£7(x)=(-4)-(3-2%)°-(-2) =8-(3-2x) " - f”(o):8.33:2_87
f"(x)= (—24)-(3—2x)_4 (-2)= 48.(3_2)()‘4 N £7(0)=48-3" = g

A kapott értékeket helyettesitsiik be a polinomba.
|\/|3f(X)=£+£.gx+i.ixz+l.4_8xs=£+gx+ixz+ixs
3 119 2127 3! 81 3 9 27 81

A kozelitést a kovetkezO abra szemlélteti.
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Msf(x)

4. abra: Az f (X) =

fiiggvény harmadfokt Maclaurin-polinommal val6 kozelitése
X

4. feladat: Irjuk fel az f(x)=sin2x fiiggvény a:% helyen vett masodfoku Taylor-

polinomjat!

Megoldas: A definiciobol indulunk el, mely szerint az f (x) fliggvény a helyen vett n -edfoka
Taylor-polinomja a kdvetkezo:

Tf(x)—f(a)+—f(a) (x— a)+ f”(a) (x—a)*+- + f("’(a) (x—a)".

Mivel masodfokt polinom a kérdés, igy n=2.
T,f(x)= f(a)+—f '(a)-(x— a)+ f”(a) (x—a)’

Annyiban valtozik tehat csak a dolgunk az el6zéekhez képest, hogy nem a 0 helyen kell
. vy J . . I3 e I3 I3 r 72-
meghataroznunk a fliggvény, valamint elsé és masodik derivaltjanak értékét, hanem az a = —

helyen.

Helyettesitsiink eldszor a fiiggvénybe.

f (zj:sin(z'zj:sinzzl
4 4 2

Allitsuk eld a fiiggvény derivaltjat. Figyeljiink oda, mert Osszetett fiiggvényrél van szé, ne
felejtsiink el szorozni a belsé fliggvény derivaltjaval.

f’(x) =cos2x-2=2cos2x



Helyettesitsiink most a derivaltba is.

f’[zjz Zcos(ij:ZcosZ:O
4 4 2

Ezutan derivaljunk még egyszer.

f"(x) =2(—sin2x) -2 = —4sin 2x

A masodik derivéltba is helyettesitsiik be az a = 2 értéket.

fr Z |=-asin| 2.2 |=-4sin T =—4
4 4 2

Az eléz6ekben meghatarozott f(a), f'(a) és f"(a) értékeket irjuk be a Taylor-polinom
képletébe, s egyben helyettesitsiink a helyére is.

1 7) 1 z Y
T2f(x)=l+ﬂ-0-(x—z)+a.(_4).(X_Zj

Végiil hozzuk egyszerlibb alakra a polinom egyiitthatoit.

R e e

A szemléltetést a kovetkezo abra segiti.

sin(2x)

5. dbra: Az f(x)=sin2x fliggvény masodfoku Taylor-polinommal val6 kozelitése az a = %

kornyezetében



. 1
5. feladat: Irjuk fel az f(x) =In3x fiiggvény a = 3 helyen vett masodfoku Taylor-
polinomjat!

crer

T,f(x)= f(a)+% f’(a)-(x—a)—i-% f"(@)-(x—a)?

Hatarozzuk meg a polinomban szerepld, egyeldre ismeretlen f(a), f'(a) és f"(a)
értékeket.

1
Helyettesitsiik elsoként a fliggvénybe az a = §-Ot'

(3ol

Derivéljuk a fiiggvényt.

3
Allitsuk el a masodik derivaltat.

" 1
f (X) = —?

1
Helyettesitsiik a masodik derivéltba is az a = 3 -ot.
1
1 2
)

Majd a Taylor-polinom képletében helyettesitsiink a, f(a), f'(a) és f”(a) helyére.

1 1) 1 1Y
RTRRIESI A R Y

f(x)=———=-9




Végiil irjuk egyszeriibb alakban a polinom egyiitthatoit.

1) 9f 1Y
Tzf(X):B(X—gj—E(X—gj

Jelen esetben a Taylor polinommal valo6 kozelitést a kovetkezd abra szemlélteti.

In(3z)

1 0 2 3 1 5
T
T Taf (z)

r

1
6. abra: Az f(x)=In3x fliggvény masodfokl Taylor-polinommal valé kozelitése az a = 3
kornyezetében

6. feladat: frjuk fel az f(x)=x°-5x>+x+20 fiiggvény a=3 hely koriili harmadfokt
Taylor-polinomjat!

Megoldas: Induljunk ki a Taylor-polinom definiciojabol, eszerint

1 ! 1 n 2 1 n 3
T,f(x)=f (a)+ﬁ f (a)-(x—a)+5 f"(a)-(x—a) 3 f"(a)-(x—a)
Ebben a sorban kell most a helyére 3 -at helyettesitentink.

l 4 1 " 2 1 " 3
T,f(x)=f (3)+ﬂ f (3)-(X—3)+§ f"(3)-(x-3) +a f"(3)-(x—3)

Ehhez el6szor az f(3), f'(3), f"(3), f"(3) értékeket kell meghataroznunk és
behelyettesiteniink.

f (x)=x>-5x*+x+20 = f(3)=3-5-3"+3+20=5
£/(x)=3x* —10x +1 = f/(3)=3-32~10-3+1=—2
£7(x)=6x—10 = £7(3)=6-3-10=8
f"(x)=6 = f"(3)=6

Tehat



T,f (x):5+%(—2)(x—3)+%8(x—3)2 +%6(x—3)3 =5-2(x-3)+4(x~3) +(x~3

Ha elvégeznénk a hatvanyozasokat és Osszevonnank az azonos fokszamu tagokat,
természetesen visszakapnank az eredeti polinomot, ezzel tudnank ellendrizni a megoldast.

7. feladat: Melyik az a harmadfoki polinom, melyre a kovetkez6k igazak:
p(0)=3, p'(0)=-1, p'(0)=-6, p"(0)=127

Megoldas: Mivel a fiiggvény ¢€s derivaltjainak értéke a nulla helyen adott és a polinom
harmadfoku, ezért a harmadfokti Maclaurin-polinom felirasabol indulunk ki.

1 . 1 ., 1 .
p(x)= p(0)+5 p (0)-x+5 p"(0)-x? t5iP (0)-x°.
Nincs mas dolgunk, mint a fiiggvény és a derivalt megadott értékeit behelyettesiteni.
_ 1 1 2 1 3 2 3
p(x)= 3+ﬂ(—1)x+5(—6)x +512x =3-x-3x"+2x
Ha a tagokat a szokott sorrendben irjuk, akkor p(x)=2x>—-3x*—x+3.

8. feladat: Hogyan hatarozhatjuk meg kozelité értékét, ha csak négy alapmiiveletes

1
%

szamologépiink van?

. 1 : . .
Megoldas: Mivel v =e %", ezért a feladatot ugy is megfogalmazhatjuk, hogy adjuk meg
(]
kozelitoleg az f (x)=e* fiiggvény X, =-0.1 helyen vett helyettesitési ért¢két. Mivel a —0.1
"kozel van" a nulldhoz, ezért az f(x) fiiggvény egy tetszdleges fokszaml Maclaurin-
polinomjanak segitségével hatdrozhatjuk meg a kozelitd értéket. Vegyilik ezen fliggvény
masodfoku Maclaurin-polinomjat, melybe majd X helyére a megadott X, értéket kell

behelyettesitentink.

f(x)=¢" = f(0)=e’=1

f'(x)=¢" = f'(0)=¢"=1

f"(x)=e" = f"(0)=e"=1
Ebbdl

.11,
sz(x)—1+ﬁx+ax

et x1+ 2 (<0.1)+ = (~0.1)° =1-0.1+0.005 = 0.905
2!

1
Minél minél magasabbfoku polinomot vesziink figyelembe, a kozelitd érték annal pontosabb
lesz.
Ha példaul a harmadfokt Maclaurin-polinomba helyettesitiink, akkor

et 14 5 (=0.1)+ = (~0.1)} + = (~0.1)* =1—0.1+0.005— 0.00016 = 0.9049
1! 2! 3!

Ha a negyedfoku polinomba, akkor
-01 1 1 2 1 3 1 4

e z1+5(—01)+§(—01) +§(—01) +E(—01) =

=1-0.1+0.005-0.00016 + 0.00000416 = 0.9048375 .

Ha nem csak négy alapmiiveletes szamoldgépiink van, akkor egy 1épésben kaphatunk kozelitd

értéket, s igy € ~0.904837418. Amint lathato a negyedfokii polinombél kapott érték mar 6



tizedesjegyre pontos. Ha ennél is pontosabb értékre van sziikség, tovabbi tagokat figyelembe
véve tetszOleges pontossag érheto el.

9. feladat: Adjunk kozelitést c0S0.1-re , ha csak négy alapmiiveletes szamologépiink van.
Megoldas: A feladatot ugy is megfogalmazhatjuk, hogy adjuk meg kozelit6leg az f (x)=cos x
fliggvény X, = 0.1 helyen vett helyettesitési értékét. Mivel a 0.1 "kozel van" a nulldhoz, ezért
az f(x) fiiggvény egy tetszOleges fokszamii Maclaurin-polinomjanak segitségével
hatarozhatjuk meg a kozelito értéket.

f (x)=cosx = f(0)=cos0=1
f'(x)=—sinx = f'(0)=-sin0=0
f"(x)=-cosx = f"(0)=—cos0=-1
Ebbol
sz(x)=1+9x+_—1x2 _1-1ye

1! 2! 2

cos 0.1z1—%(0.1)2 =0.99500

Ha nem csak négy alapmiiveletes szamologépiink van, akkor egy 1épésben kaphatunk kozelitd
értéket, s igy €050.1~0.995004. Amint lathaté a masodfoku polinombdl kapott érték mar 5
tizedesjegyre pontos.

Ellenorzo kérdések:

1. kérdés: Melyik az f (x)=

T fiiggvény harmadfoku Maclaurin-polinomja?
12t 8y (X)

5 25 125 625

1 2 4 , 8

———X+—X" ——=X

5 25 125 625

1 2 4 , 16 ,

S+ —X+—X"+—X

5 25 125 625

1 2 4 , 16 ,

+—xP——x
5 25 125 625
2. kérdés: Melyik az f (x) =sin’x—C0s*X negyedfoku Maclaurin-polinomja?

1-2x° +lx4
3

14260 -2y (X)
3

3. kérdés: Az aldbbiak koziil melyik az f (X)=cos’x negyedfokii Maclaurin-polinomja?



1—x2+lx4

1—2x2+1x4
1—x2+zx4
3

1- 2% + 2 (X)
3

4. kérdés: Az alabbi fiiggvények koziil melyik az f (x)=2x°-11x* +17x -2 fiiggvény a=2
hely kortili harmadfoka Taylor-polinomja?
f(x):4—(x—2)+3(x—2)2+2(x—2)3
f(x)=4-3(x-2)+(x=2)" +2(x-2)" (X)
f(x)=2-3(x-2)+4(x-2)" +2(x-2)’
f(x)=2-4(x=2)+3(x-2)" +2(x~-2)’

5. kérdés: Melyik az a harmadfoku p(

p(0)=5 ~ p(0)=-3,  p'(0)=4, p"(0)=182
x)=5x°-3x* +4x+18

(

(%)
p(x)=5x°—3x*+2x+3

(%)

(

X) polinom, melyre a kovetkezok igazak:

6. kérdés: Ha ~Je kozelits értekét az f (x)=e* fiiggvény harmadfokti Maclaurin-
polinomjabol szamoljuk, akkor mit kapunk?

1.64436

1.64583 (X)

1.64653

1.64816

7. kérdés: Ha sin0.1 értékét az f(x) =sin X harmadfokt Maclaurin-polinom;jabol szamoljuk,
akkor mit kapunk?

0.10016

0.09983 (X)

0.0017453283

—0.10016

Elméleti osszefoglalo:

Korabban foglalkoztunk mar hatarértékszamitéasi feladatokkal. Gyakran taldlkozhatunk olyan
hatarértékszamitasi problémakkal, melyek nem oldhatdéak meg a kordbban tanult modszerekkel,

. A 0 0L : : .
igy példaul a 0 vagy — tipust hatarértékek, valamint az ezekre visszavezethetéek. Ezen
[00]

tipusok meghatarozasara ad hatékonyt modszert a L’Hospital-szabaly.



Tegyiik fel, hogy a

f(x)

e g(x)

cnay @ o, .
hatarérték — vagy 0 tipusu,
o0

és C egy kornyezetében, esetleg C-t6l eltekintve, f is és g is differencialhato, tovabba
g(x)=0 és g'(x)=0.

AX)
Ha a Ilmﬂ hatarérték létezik és véges, akkor az is teljesiil, hogy

x>¢ ' (X

f(x) .. f'(x
—( ) = Ilm—( ) .
A c jelolhet egy véges értéket, valamint mindkét végtelent is.

A tétel rovid és pontatlan megfogalmazasa: a tort limesze a derivaltak hanyadosénak a
limeszével egyenld.

Fontos, hogy csak hatarozatlan alakt hatarértékek kiszamoldsara probaljuk a tételt alkalmazni,
kiilonben hibas eredményt ad.

El6fordulhat olyan eset, amikor a szabaly egyszeri alkalmazasa nem elegendd, mert a deivaltak
hanyadosa Gjra hatdrozatlan alakot ad. Ekkor (ha a feltételek teljesiilnek) Gjra alkalmazhatjuk a
L’Hospital-szabalyt. Ilyenkor az ujabb derivalés elott célszerti a lehetséges egyszertsitéseket
elvégezni.

A feladatmegoldasok soran eldszor mindig megvizsgaljuk, hogy milyen tipust hatarértékrol

van sz0. A % vagy 2 tipusu hatarozatlan esetekben kozvetleniil alkalmazhat6 a L’Hospital-
o0

szabaly. Ezen tdlmenden foglalkozunk ,,0-c0” tipust hatarértékekkel, melyekre bizonyos
atalakitasok utan a szabaly alkalmazhato.

Haaz f(x)-g(x) szorzat, (a szobanforgé helyen) ,,0-o0 ” tipusi, akkor az

formulak valamelyikét felhasznalva, a kérdéses hatarérték atalakithat6 —, vagy 0 tipusuva,
o0

aztan alkalmazhat6 a L.’Hospital-szabaly.
Gyakran a kétféle atirdsi lehetdség koziil csak az egyik hasznéalhatd. Azzal érdemes elészor
probalkozni, amelyik a derivalas szempontjabol egyszeriibbnek tiinik.

Kidolgozott feladatok



. . X r o r
10. feladat: Szamitsuk ki a IImI£ hatarértéket.
X—0 n X

Megoldas: Most egy 2 tipusu hatarértékkel van dolgunk, igy a L’Hospital-szabalyt
0 0]

kozvetleniil tudjuk alkalmazni. Ennek érdekében kiilon derivaljuk a szédmlalot és kiilon
derivaljuk a nevezdt, s ennek a hanyadosnak vessziik az eredeti helyen vett hatarértékét. Ez
most

lim—=~ (\/_) =lim =~ 2\/_
== (In x) e 1

X

Ebben a formdjaban ez egy % tipusu hatarérték, latszoélag nem jutottunk elére. De az utdbbi

hatarérték atalakithatd (megsziintetjiik az emeletes tortet), és ezutdn kdnnyen kiszdmolhat6 a
hatérérték'

lim&==~ 2*/— —|Im——|lm£—oo.

X—>00 1 X—>00 2\/_ X—ow 2
X

A derivéltak hanyadosanak plusz végtelen a limesze, igy tételiink értelmében ennyi az eredeti
limesz is, azaz

N

lim——=o0.
x— |n X

2X
11. feladat: Szamitsuk ki a |Ime— hatarértéket.

X—>0 X
Megoldas: Egy 2 tipusu hatarértéket kell kiszamolni. Tekintjiik a derivaltak hanyadosanak a
0
hatarértékét.

lim——+= (GZX)' =lim— 27 Iimi.
X—>00 (XZ) x>0 2X x>0 X

Ez is egy 2 tipusu hatarérték. Kiszamolasdhoz a L’ Hospital-szabalyt jra alkalmazzuk.
o0

A derivaltak hanyadosanak hatarértéke most

2x X
Ilm(e )_Ilm262 —|im(ZeZX):oo
X—>00 (X) x—>o ] X—>00

A tétellink értelmében ekkor
2%

im —=ow

X—>0 X

is teljesiil, majd még egyszer alkalmazva a tételt
2%

X—>0 X



is fenndll. Tehat ebben az esetben kétszer alkalmaztuk egymas utan a L’Hospital-szabalyt.

3
hatarértéket.

12. feladat: Szamitsuk ki a lim ——
x> X2 e

Megoldas: A limesz 2 tipust. Tekintjiik a derivaltak hanyadosanak limeszét:
o0

N
: (X ) 3%
lim - =lim .
x—>w(X2+ex) x>0 X + @

VU ,
Ez még mindig — tipust. Nézziik tehat a
o0

lim () gim &
x»oo(zx_i_ex) X—>0 2+eX

VU . . .
hatarértéket, de ez még mindig — tipusu. Végil, még egyszer képezve a derivaltak
0

hanyadosanak hatérértékét, kapjuk, hogy

(6—X)'.=Iim£:0,

X

lim
xaw(z_{_ex) X—>®© @
ezért sorban minden limesz nullaval egyenld, igy az eredeti is, azaz

X

lim ——

x>0 X% 48
Tehat ebben az esetben haromszor alkalmaztuk egymaés utan a L’Hospital-szabalyt.

=0.

X

hatarértéket.

. €
13. feladat: Szamoljuk ki a lim—
x>0 51N X

Megoldas: A 0-t behelyettesitve kapjuk, hogy a hatarérték % tipusu. Tehat tekintjiik a

derivaltak hanyadosanak limeszét, ami

Iim(ex_l) lim-® -1
x—0 (sin X)I x—0 COS X )

Ennyi tehat az eredeti limesz is:

X

. Xe o
14. feladat: Szamitsuk ki a Img 5o hatarértéket.
X—

Megoldas A 0 -t behelyettesitve kapjuk, hogy a hatarérték % tipust. Vessziik a derivaltak

hanyadosanak limeszét:
. (Xex) . e"+xe* 1+0 1
lim -=lim T =——.

x—0 (1_ eZX ) x>0 —2g -2 2




Tehat az eredeti hatarértékre is fennall, hogy
xe* 1

0] 2

HJ
. . . SIN“X
15. feladat: Szamoljuk ki a lim———— hatarértéket.
x>0 1 —Cc0S3X

Megoldas: A 0-t behelyettesitve kapjuk, hogy a hatarérték g tipusu. Most a derivaltak

hanyadosanak limesze:
2sin x'CoS X
im————
x>0 3sin3x

ami a 0 -t valo behelyettesitést kovetéen tjra % tipust. Ebbol kapjuk a derivaltak hanyadosat

képezve a

lim 2cos’x—2sin’x _ 2-0 2

x>0 9c0S3X 9 9

eredményt, s igy ennyi az eredeti limesz is,
sin’x 2

im———=—.
x>0]1—-cos3x 9
Akar esziinkbe juthatott volna az elsé derivalas utan egy trigonometrikus azonossag (€c0os0=1
) is, mely alapjan
2sin xcosx .. sin2x

lim ————=1lim — .
x-0  35iN3X x-0 35in3X

Ez persze igy is egy 0 tipust limesz, de ha most vessziik a derivaltak hanyadosanak limeszét,

azt kapjuk, hogy
2c0s2x 2

im ,
x>0 9c0os3x 9
¢s ismét hivatkozhatunk arra, hogy a tételiink alapjan az eredeti hatarérték is ennyi. Ezen az
uton a derivalas némileg egyszeriibb volt.

Az ilyenféle atalakitasok gyakran jelentds egyszertisodést tudnak eredményezni.

tg

16. feladat: Szamoljuk ki a lim 9% hatarértéket.

x>0 51N X — X

Megoldas: A 0-t behelyettesitve kapjuk, hogy a hatarérték % tipusu. A derivaltak

hanyadosanak limesze igy:
1 1

2 1- 2
lim—Cos™x _ __ €os”0
x>0 cosx—1  cosO-1

1-—

Ez tovabbra is 0 tipusu, de atalakithat6 a kovetkezd modon:

1 cos’x—1
i 2 . 2 ) cos’x—1
lim—COS X _ |im COSX_ _ jim
0 cOSX—1  *x0 cosx—1 x>0 cos’x(cosx—1)

1—




iim (cosx+1)(cosx—1) _ i COSX+1_1+41

x>0 cos’x(cosx—1) x>0 cos’x 1
A tétel alapjan az eredeti limesz is ennyi:
. X—1tgx
lim— g =2.
x>0 §inX — X
Ha a fenti atalakitasi lehetdséget nem vessziik észre, akkor ismét a L’Hospital-szabaly
alkalmazaséaval probalkozhatnank, ekkor azt kapnank, hogy:

(1_ 1 J 2sinx

; _ eSInX
lims SO X/ _fjm COS'X _jjm 2 _p
0 (cosx—1) *0 —sinx  x>0COS’X

Most tehat igy is célhoz értiink. Néha azonban az egyszerlsitések elvégzése nélkiill nem
szamithato ki a limesz.

?

In[1+ e)
17. feladat: Iim—3x
sin[)

X

In 1+E

R X In(l+0)
Megoldas: lim =—
x>0 sin(sj sin(0)

X

_0
0

Tehat Gjra egy % tipust limesszel van dolgunk. Most a derivaltak hanyadosanak limesze:

1[})
2
145\ X
lim—X

L)

Ez tovébbra is 0 tipusu. Vegylik észre azonban, hogy a problémat okozé —iz tényezdvel
X

egyszertsithetiink. Ekkor kapjuk, hogy

1 e 1
Sl e
lim X =lim

o cos(i}(—;) s cos(ij(B) 3

Persze az eredeti limesz is ezzel egyenld:

o]

. e
lim————=5=—.

X—>00 R (3) 3
Sin| —
X




Ha most a derivaltak hanyadosaban nem egyszerlsitenénk a —— tényezOvel, hanem ismet
X

tekintenénk a derivaltak hanyadosanak limeszét, akkor az tovabbra is 0 tipusu maradna, és ez

torténne akarhdnyszor vennénk, az egyébként egyre bonyolultabb derivaltak hdnyadosanak
limeszét. Ezért, ha lehet, akkor mindig egyszertsitsiink!

18. feladat: Szamitsuk ki a lim (xe-“) hatarértéket.

X—>00
Megoldas: Ez a hatarérték egy 0-oo tipust szorzat. A negativ kitevdjii hatvdny miatt kinalkozik
a

X
2x

Iim(xe‘zx):lim

X—00 X—>00 e

tort alaku atiras.

T CD M /4 N4 r o . r

Igy egy — tipust tort hatarértékének a kiszdmitasara vezettiik vissza a feladatot, melyre mar
0

alkalmazhat6é a L’Hospital szabaly. Véve a derivaltak hanyadosanak hatarértékét, arra jutunk,

hogy
lim
X—00 2e2x

Tehat az eredeti limesz is ennyi:
lim (xe®)=0.

X—>0

=0.

19. feladat: Szamitsuk ki a lim (tgx-Inx) hatarértéket.

x—0"
Megoldas: A feladat egyoldali hatarértékszamitassal kapcsolatos ismeretekre épiil (lasd
Matematika 1. targy 8.Hatarérték cimi lecke).
Az egyoldali hatarértékeket megvizsgalva kapjuk, hogy a szorzatunk limesze 0-oo tipusu.

Mivel v ctgx elemi alapfiiggvény, a
(0)
lim (tgx-Inx) = fim "2 = fjm 1™
x—0" x—0" i x—0" Ctgx
tgx
atirast valasztjuk.

fgy egy % tipusu hatarérték kiszamitdsa a feladatunk, melyre alkalmazhaté a L’Hospital

szabaly. Tekintsiik a derivaltak hdnyadosanak hatarértékeét:

el .

. . SIn“X
lim—X = hn1(— J.
x—0" 1 x—0" X

sin®x

Ez egy % tipusu hatarérték. Alkalmazhatjuk ismét a L’Hospital-szabalyt, és egy 1épésben

célhoz jutunk, de talan még egyszeriibb, ha felhasznaljuk a nevezetes lim SINX_y
x—>0" X

hatarértéket. Ekkor



x—0"

X x=>0" X x—0"
Ezzel egyenld az eredeti limesz is:

lim (tgx-Inx)=0.

x—0*

Ellenorzo kérdések:

, ., . Inx
8. kérdés: Ilm—2=

X—00 X
1.
o0 .
0.(X)
1
>
X3
9. kérdés IImeT—
0.X)
6 .
o0 .
3
>
. e' -1
10. kérdés: lim——=
X—00 X
0. (X)
0.
1
>
1.
11. kérdés: lim =~ _
x—0 X
0.
1
>
-1.
1
—. (X
5 X)
. l-e™
12. kérdés: lim—; =
x>0 X +3X
0.
2
—. (X
3 (X)
2
3

15.

- 2 -
lim (—S'” Xj: lim 22X lim (~sin x) =1-0=0.



. o .. In(5x-4)
13. kérdés: lim——— =
-1 In(3-2x)

5
> (X)

5

%

1.

~1.

14. kérdés: Iim(xze*X) _

. (X)

. (7
15. kérdés: 1|m(x -Sin (;D =



3. Differencialszamitas

3.3. Monotonitas és szélsoérték vizsgalata

Tanulasi cél: Olyan eljaras megismerése, melynek segitségével a fliiggvények ndvekedés,
csOkkenés és szElsdérték szempontjabol vizsgalhatok, valamint az eljaras alkalmazasa
szoveges feladatokban minimum vagy maximum keresésére.

Motivaciés példa: Egy telep iiresjarasi fesziiltsége U, , belsé ellenallasa R, . Mekkora R,
kiilsd ellenallast kell a telepre kapcsolni, hogy a kiilsd ellenallés teljesitménye P, maximalis

legyen? Mekkora ez a maximalis teljesitmény?

A gyakorlati életben nagyon sok ehhez hasonl6 problémaval talalkozunk, amiben valamilyen
fizikai, kémia, kozgazdasagi mennyiségnek maximumat vagy minimumat, azaz sz¢&ls6értékét
keressiik, egy masik mennyiség fliggvényében. Jelen esetben a B, teljesitmény fligg a kiilsd
ellenallastol, azaz R, -t0l. A két mennyiség kozotti kapesolat egy fliggvénnyel irhato le. Ha

sikeriil megallapitanunk, hogy ez a fiiggvény mikor n6, és mikor csokken, akkor azt is meg
tudjuk mondani, hogy hol veszi fel a legnagyobb értékét, tehat a maximumat. Az ehhez
hasonl6 problémak megoldasédhoz fontos szamunkra, hogy a fiiggvényeket névekedés és
csokkenés, azaz monotonitas szempontjabdl tudjuk jellemezni. Az alabbiakban olyan
modszerrel ismerkediink meg, aminek segitségével el tudjuk donteni, hogy egy fiiggvény
mely intervallumokon nd, €s mely intervallumokon csdkken, valamint hol és milyen tipust
szélséértéke van.

Elméleti 6sszefoglalé: Mivel a derivalt értéke minden pontban megadja a grafikon
érintdjének meredekségét, ezért a derivalt eldjelébdl kovetkeztethetiink arra, hogy hol nd és
hol csokken a fliggvény, valamint hol van széls6értéke. Szemléletesen ugyanis arra
gondolhatunk, hogy ha egy pontban a derivalt pozitiv, akkor ott az érinté meredeksége
pozitiv, tehat az érinté ugymond felfelé halad, s mivel 6 jol kozeliti a fiiggvényt, igy a
fliggvény is novekedni fog. Erre latunk példat az alabbi dbran.
3.51
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Hasonloan okoskodhatunk akkor, ha egy pontban a derivalt negativ. Ekkor az érint6 nyilvan

lefelé halad, s ekkor a fiiggvény csokkenni fog. Erre mutat példat az alabbi abra.
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Ha pedig egy fiiggvénynek valahol szélséértéke, azaz maximuma vagy minimuma van, akkor
ott az érintének vizszintesnek kell lennie, tehat meredeksége 0, s igy a derivalt értéke itt O kell
legyen. Erre lathatunk két példat is az alabbi abran.

17
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Hangstlyozzuk, hogy ez csak szemléletes okoskodas. A pontos megfogalmazas majd a most
kovetkezd definiciokban és tételekben szerepel majd. Els6ként definialjuk pontosan a lokalis
novekedés és csokkenés, valamint a szélsdértékek fogalmat.

Definicio: Az f fliggvény az x, €D, helyen lokalisan névekvd, ha létezik az X,-nak olyan
kornyezete, amelybe esé minden X, < X, <X, esetén teljesiil, hogy (X )< f(x))< f(x,).
Az f fliggvény az X, €D; helyen lokalisan csokkend, ha létezik az X,-nak olyan kornyezete,
amelybe esé minden X, < X, <X, esetén teljesiil, hogy f(x)> f(x))> f(X,).

Definicio: Az f fiiggvénynek az x, helyen helyi, masképpen lokalis maximuma van, ha
megadhat6 X,-nak olyan kdrnyezete, amelybe es6 minden X esetén f (X) <f (XO).

Az f fiiggvénynek az x, helyen helyi, masképpen lokalis minimuma van, ha megadhat6 X, -

nak olyan kornyezete, amelybe esé minden x esetén f (x)> f(x,).

Ezek utan kimondhato az alabbi tétel, melyre a szemléletes okoskodassal utaltunk.

Tétel: Haaz f fiiggvény az X, helyen differencialhat6 és f'(x,)> 0, akkor a fiiggvény az

X, helyen lokalisan novekvd.



Haaz f fliggvény az X, helyen differencialhat6 és f' ( XO) <0, akkor a fliggvény az X,

helyen lokalisan csokkend.

A tétel megforditasa azonban sajnos nem igaz. Gondoljunk ugyanis az f (X) =x° fiiggvényre,
amely az x, =0 helyen nyilvan lokalisan névekvd, azonban derivaltja ott nem pozitiv, hanem
0-val egyenl6. Az alabbi abran lathat6 az f (X) =x° fiiggvény grafikonja, amiré] teljesen
egyértelmt, hogy a fiiggvény n6 az x, =0 helyen.

11
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fgy nem egészen megforditasként, kovetkezd tétel mondhato ki.

Tétel: Haaz f fiiggvény az X, helyen differencidlhat6 és ott lokalisan ndvekedd, akkor

f'(%)=0.
Haaz f fiiggvény az X, helyen differencialhato és ott lokalisan csdkkend, akkor f'(x,)<O0.

A feladatok megoldésa soran a lokalis novekedés és csokkenés helyett, az intervallumon
novekedés és csokkenés fogalmat hasznaljuk.

Definicié: Az f fiiggvény az (@,b) intervallumon ndvekvé, ha minden xe(a,b) esetén
lokalisan novekvo.
Az f fiiggvény az (@,b) intervallumon csdkkend, ha minden xe(a,b) esetén lokélisan

csokkeno.

Ezek utan feladatokban leginkabb a tétel alabbi megfogalmazasra hivatkozunk.

Tétel: Ha f az (a,b) intervallumon differencialhatd és minden Xe(a,b) esetén f'(X) >0,
akkor f az (a,b) intervallumon ndvekvé.
Ha f az (a, b) intervallumon differencialhato és minden Xe(a,b) esetén f'(X) <0, akkor

f az (a,b) intervallumon csdkkend.

A lokalis szélsoértékekre is tobb tétel mondhatd ki. Az elsO a szélsoérték 1étezésének
sziikséges feltétele.



Tétel: Ha f differencialhato az X, hely valamely kérnyeztében, és f -nek x,-ban lokalis

szélsbértéke van, akkor f'(x,)=0.

Gondoljunk bele, a tétel nem azt mondja ki, hogy ahol a derivalt 0, ott széls6érték van. Ez a
tétel megforditasa lenne, és ez nem igaz. Példaként megint az f (X) =x° fiiggvényt

emlithetjiik, amelynek derivaltja az x, =0 helyen 0-val egyenld, de ott nincs sz¢lsdértéke a

fiiggvénynek, mert ott lokalisan ndvekvd. Tehat csak annyit mondhatunk, ahol a derivalt 0, ott
konnyen elképzelhetd, hogy van sz€élséérték. Ezért van sziikséglink egy masik tételre is, ami
mar elégséges feltétel a szElséérték 1étezésére.

Tétel: Haaz f fiiggvény differencidlhato az X, helyen és f'(x,)=0, valamint f' eljele
megvaltozik az X,-ban, akkor f -nek az x, helyen lokalis szélséértéke van.

A fenti tételek birtokaban a kdvetkez6 modon vizsgalhatjuk majd a folytonosan
differencialhat6 fiiggvényeket ndvekedés, csokkenés s szélsdérték szempontjabol.

1. Megvizsgaljuk, mi a legb6vebb halmaz, amelyen a fiiggvény értelmezheto.

2. Derivéljuk a fliggvényt.

3. Megoldjuk az f'(x)=0 egyenletet. Ezzel megkapjuk azokat a helyeket, ahol szélséérték

lehet.

4. Az értelmezési tartomanyt a szakadasi helyekkel és a derivalt zérushelyeivel részekre
bontjuk, s a részeken vizsgaljuk a derivalt eldjelét. Ezt példaul ugy hajtjuk végre, hogy
mindegyik részbdl valasztunk egy szamot, melyet a derivaltba helyettesitiink.

5. Az értelmezési tartomany egyes részein a derivalt eldjelébdl kovetkeztetiink a ndvekedésre,
csokkenésre.

Az utolsé két pontban leirtakat célszerii egy tablazatban sszefoglalni, mert akkor témorebben
irhatjuk a dolgokat.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat: Vizsgaljuk meg ndvekedés és csokkenés, azaz monotonitas, valamint szélséérték
szempontjabol az f (x)= 3x* —8x° fiiggvényt.

Megoldas: A fiiggvény minden valods szamra értelmezhetd, azaz D, =R .
f'(x)=12x° - 24x?

f'(x)=0 < 12x*-24x* =0

Emeljiink ki amit csak lehet, igy alakitsunk szorzatta.

12x*(x—2)=0

Szorzat akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0. Két eset lesz, vagy x* =0, amibél Xx=0
kovetkezik, vagy X—2=0, amibdl x =2 kovetkezik. A derivalt zérushelyei tehat most a 0 és
az2.

Készitslink ezutan egy tablazatot. Az els6 sorban az értelmezési tartomény részeit tiintessiik
fel. A derivalt zérushelyei bontjak részekre a valds szamok halmazat. A zérushelyeknek is
készitsiink kiilon oszlopot, mert ezeket a helyeket kell vizsgalnunk, hogy van-e benniik
sz¢élséérték. A masodik sorban majd azt jelezziik, hogy az adott részen milyen eldjelii a
derivalt. A harmadik sorban pedig majd azt, hogy azon a részen hogyan viselkedik a



fliggvény. Most egyelére azonban csak az els sort toltsiik ki. fgy az indulo tablazatunk az
alabbi.

X (—,0) 0
()

f(x)

(2.0)

Most vegyiink egy szamot a (—o0,0) intervallumbol, és helyettesitsiik be a derivaltba. Ilyen
szam pl. a —1.

f'(-1)=12(-1)’ —24(-1)" =36
Negativ szamot kaptunk, tehat a derivalt negativ értékeket vesz fel a (—o,0) intervallumon.
Most vegyiink egy szamot a (O, 2) intervallumbdl, €s helyettesitsiik be a derivaltba. Ilyen
szam pl. az 1.

f/(1)=12-1°-24.1 =12
Negativ szamot kaptunk, tehat a derivalt negativ értékeket vesz fel a (0,2) intervallumon.

Végiil vegyiink egy szamot a (2, oo) intervallumbdl, és helyettesitsiik be a derivaltba. Ilyen
szam pl. a 3.

f'(1)=12-3°-24-3° =108

Pozitiv szamot kaptunk, tehat a derivalt pozitiv értékeket vesz fel a (2, oo) intervallumon.

Toltsiik ki ezutan a tablazat masodik sorat, beirva a derivalt eldjelét. A zérushelyeken
természetesen azt irjuk be, hogy a derivalt ott 0.

X (—,0) 0
neg. (-) 0

(0,2) 2
neg. (-) 0

(2,0)

poz. (+)

Ezutan toltstik ki a harmadik sort is. Ahol a masodik sorban negativ a derivalt, ott a fliggvény
csokken, ahol pedig pozitiv a derivalt ott a fliggvény né. Amelyik zérushelynél nem valt
elgjelet a derivalt, ott nincs szélséérték, de ahol megvaltozik a derivalt eldjele ott van. Ha
negativbol pozitivba valt a derivalt, akkor lokalis minimum van, hiszen a fiiggvény a
szélséérték elott csokken, azutan pedig nd. Mig ha pozitivbdl negativba megy 4t a derivalt,
akkor lokalis maximum van, mert a fiiggvény a sz€lséérték eldtt nd, utdna pedig csokken.

X (—,0) 0 (0,2) 2 (2,00)
f'(x) neg. (-) 0 neg. (-) 0 poz. (+)
f(x) csokk. N\ S;}Ign CS\ csokk. \y mlﬁliﬂtsm né ./




A fiiggvény tehat csokken a (—oo, 2) intervallumon, n6 a (2, oo) intervallumon, és lokalis

minimuma van az x=2 helyen.

Az x=0 helyen nincs sz¢ls6érték, mert ott nem valt eldjelet a derivalt, s mert a fiiggvény
elotte és utana is csokken. Ebbol kovetkezik, hogy az X =0 helyen is lokalisan csokkend a
fliggvény.

A téblazat alapjan barmilyen novekedéssel, csokkenéssel és szeélsdértékkel kapcsolatos
kérdésre valaszt tudunk adni.

A sz¢€lsOérték nagysagat is megkaphatjuk, ha helyét behelyettesitjiik az eredeti fliggvénybe.
Jelen esetben tehat 2 -t helyettesitiink az f -be.

f(2)=3-2°-8.2°=-16

A fiiggvény minimumanak értéke tehat —16.
Az alabbi abran a fiiggvény grafikonja lathato.

2. feladat: Vizsgaljuk meg novekedés és csokkenés, azaz monotonitas, valamint szélséérték

szempontjabol az f (x)= 1 + iz fliggvényt.
X X

Megoldas: A tortek miatt kiktést kell tenniink, X#0. D, = R\{0}.

(L LY 2 )y ooyt L2
f(x)—(x+xzj—(x o) () (2 2
, 1 2

f (X):0 = —F—FZO

Célszerii —1-gyel szorozni, és kozos nevezdre hozni. Igy az alabbit kapjuk:
x+2_0

x® '
Egy tort akkor 0, ha szamlaldja 0. fgy az x+2 =0 egyenletet kapjuk, amib6l X =—2.
A derivaltnak tehat most csak egy zérushelye van. A tablazat készitésekor azonban ne
feledkezziink meg arrél, hogy 0-ban nem értelmezett a fiiggvény. fgy a 0-t is vegyiik be a
tablazatba ugyantigy, mint a derivalt zérushelyét. Igy az indul6 tablazat a kovetkezo.

X (—o0,—2) ) (-2,0) 0 (0,0)
f'(x) X
f(x) X




A 0 oszlopéaban az X-ekkel azt jeloltiik, hogy ott a fiiggvény nincs értelmezve.
Vegyiink egy szamot a (—o0,—2)-bol, mondjuk a —3-at, s helyettesitsiik a derivaltba.
1 2 1

f'(-3)=- _— =
Mivel negativ értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindeniitt negativ lesz a derivalt, s igy
itt csokken a fiiggvény.

Vegyiink egy szamot a (—2, O) -bol, mondjuk a —1-et, s helyettesitsiik a derivaltba.
1 2

() =-—o2
()" (1)
Mivel pozitiv értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindeniitt pozitiv lesz a derivalt, s igy
itt no a fuiggvény.
Végiil vegyiink egy szamot a (0,0) -bol, mondjuk a 1-et, s helyettesitsiik a derivaltba.

1 2
f'(l) :—1—2—1—3:—3
Mivel negativ értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindeniitt negativ lesz a derivalt, s igy
itt csokken a fiiggvény.
Mivel -2 el6tt negativ a derivalt, utina azonban pozitiv, igy az X =—2 helyen a fiiggvénynek
lokalis minimuma van.
Toltsiik ki ezutan egybdl a tablazat masodik és harmadik sorat is.

X (—o0,—2) -2 (-2,0) 0 (0,0)
f'(x) neg. (-) 0 poz. (+) X neg. (-)
f (X) csokk. \y m}ﬁli{r?]iljm né / X csokk. \y

A fliggvény tehat csokken a (—oo, - 2) és (O, oo) intervallumokon, né a (—2,0) intervallumon,

és lokalis minimuma van az X =—2 helyen.

A minimum értéke f (-2)= 1 +i __1

(-2) (-2 4
Bar az x=0 helyen megvaltozik a derivalt el6jele, ez mégsem sz€lséérték, hiszen itt a
fiiggvény nincs értelmezve.
Az alabbi abran a fliggvény grafikonja lathato.




3. feladat: Hol novekvé az f fliggvény, ha derivaltja f'(x)=(x+ 2)(X—5)2 ?Az f

ugyanott értelmezhetd ahol f'.

Megoldas: Els6 1épésként meg kell vizsgalnunk, mi a legbdvebb halmaz, amelyen f'

értelmezhetd. Mivel nem kell semmilyen kikotést tenniink D,, = R, s ugyanitt értelmezhetd
f is.

Mivel most ismerjiik a fliggvény derivaltjat, igy az f' ( X) =0 egyenlet megoldasaval

folytatjuk.

(x+2)(x—5)2 =0

Mivel szorzat csak ugy lehet 0, ha valamelyik tényezdje 0, igy az egyenlet két egyszeriibb

egyenletre bonthatd. Vagy x+2 =0, amibdl X =-2, vagy (X — 5)2 =0, amibdl x=5.

Készitsiik most tablazatot, aminek elsd sordban feltiintetjiik az értelmezési tartomany részeit.
Most a derivalt két zérushelye a —2 és az 5 bontja részekre a valos szamok halmazat.

« (=2 2 [ (25 ] 5 | (62

Vegylink egy szamot a (—oo, - 2) -bol, mondjuk a —3-at, s helyettesitsiik a derivaltba.

f'(-3)=(-3+2)(-3-5)" =64

Mivel negativ értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindeniitt negativ lesz a derivalt, s igy
itt csokken a fiiggvény.

Vegyiink egy szamot a (—2, 5) -bol, mondjuk a 0 -t, s helyettesitsiik a derivaltba. (Egy pozitiv
¢€s egy negativ szam kozott mindig a 0-t célszerli valasztani, mert azt a legegyszeriibb
helyettesiteni.)

f'(0)=(0+2)(0-5)° =50

Mivel pozitiv értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindentitt pozitiv lesz a derivalt, s igy
itt nd a fliggvény.

Végiil vegyiink egy szamot az (5,%0)-bol, mondjuk a 10-et, s helyettesitsiik a derivaltba.
f'(10)=(10+2)(10-5)" =300

Mivel pozitiv értéket kaptunk, ezen az intervallumon mindentitt pozitiv lesz a derivalt, s igy
itt nd a fliggvény.

Mivel -2 el6tt negativ a derivalt, utdna azonban pozitiv, igy az X =—2 helyen a fliggvénynek
lokalis minimuma van.

Az X =5 helyen nem valtozik a derivalt eldjele, és a fiiggvény 5 elbtt és utan is nd, igy ezen a
helyen nincs szélséérték. A fliiggvény az X =5 helyen is lokélisan nd.

X (—o0,-2) 2 (-2,5) 5 (5,)
f'(x) neg. (-) 0 poz. (+) 0 poz. (+)




f(x)

csokk. \y

lokais
minimum

n6é

nincs
SZE. /

né

A kész tablazat alapjan mar csak valaszolnunk kell a kérdésre. Lathato, hogy a fliggvény a
(—2,0) intervallumon nd.

4. feladat: Hol csokkend az f fiiggvény, ha derivaltja f'(x)= 3;2 ? Az f ugyanott
X+

értelmezhetd ahol f'.

Megoldas: A feladat nagyon hasonlit az el6z6hoz, igy ugyantgy jarhatunk el. Els6 1épésként
hatarozzuk meg, mely halmazon értelmezhetd a fiiggvény derivaltja. A nevezd nem lehet

zérus, igy D; =R\ {—4} :
Ezutan oldjuk meg az f'(x)=0egyenletet.

37X _0 = 3-x=0 = x=3

X+4

Nézziik ezutan, milyen részekre kell bontanunk az értelmezési tartomanyt. Az el6zéekben
szerepelt, hogy a derivalt zérushelyei bontjak részekre az értelmezési tartomanyt, mert
altalaban ezeken a helyeken véltozik meg a derivalt eldjele. De nem csak zérushelyen

valtozhat egy fliggvény eldjele, hanem olyan helyen is, ahol nincs értelmezve. Gondoljunk pl.

az — fiiggvényre, amely nincs értelmezve az X =0helyen. A negativ X értékekre negativ ez a
X

fiiggvény, a pozitiv X -ekre pedig pozitiv. Nincs tehat zérushely a 0 -ban, hisz a fliggvény itt
nem is értelmezett, de a fiiggvény eldjele mégis valtozik. Amikor készitjiik a tdblazatot, akkor
tehat nem csak a derivalt zérushelyével kell részekre bontani az értelmezési tartomanyt,
hanem az értelmezési tartomanyban levo szakadasi hellyel is. Készitsiik el most a tablazatot,
egyeldre az elsd sorat kitoltve. A szakadasi helyen azonban a masodik és a harmadik sorban
jelolhetjiik, hogy ott a derivalt nem értelmezett, igy a fliggvényrdl sem tudunk semmit
mondani.

[ 4 [ (43 [ 3 | ()
f'(x) X
f(x) X

Ezutan vizsgéljuk meg az értelmezési tartomany részein a derivalt eldjelét, és ebbol
hatarozzuk meg, n6 vagy csdkken ott a fliggvény.
Vegylink egy —4 -nél kisebb szdmot. Legyen pl. —5, s helyettesitsiik ezt a derivaltba.

3-(-5)

f ( 5) -5+4 ]
Negativ értéket kaptunk, tehat X < —4 esetén negativ a derivalt, ebbdl kovetkezden itt csokken
a fiiggvény.
Vegyiink egy —4 és 3 kozé es6 szamot. Legyen pl. 0, s ezt is helyettesitsiik a derivaltba.
((0)-370_3
0+4 4

Pozitiv értéket kaptunk, tehat ha —4 < x <3, akkor pozitiv a derivalt, s igy itt n6 a fiiggvény.



Végiil vegyiink egy 3-nal nagyobb szamot is. Legyen pl. 4, és helyettesitsiik ezt a derivaltba.

£(4)= 3-4_ 1

4+4 8

Negativ értéket kaptunk, igy ha 3 < x akkor negativ a derivalt, tehat ekkor csokken fiiggvény.
Mivel a derivalt értéke az X = 3 helyen eldjelet valt, igy ezen a helyen van lokalis szélséértéke
a fliggvénynek. Mert a derivalt pozitivbol negativba megy at, igy ezen a helyen lokalis
maximum van.
Ezutan kitolthetjiik a tablazat masodik és harmadik sorat is.

X (—o0,—4) 4 (-4,3) 3 (3,)
f'(x) neg. (-) X poz. (+) 0 neg. (-)
f(x) csokk. N\ X né ml;i(i?rl]ijm csokk. "\

A kitoltott tablazat alapjan valaszolhatunk a feladat kérdésére. A fiiggvény csokken a
(—o0,—4) és (3,) intervallumokon.

5. feladat: Hol és milyen jellegii szélséértéke van az f fliggvénynek, ha derivaltja
f(x)=(x— 2)2 Inx? Az f ugyanott értelmezhetd ahol f'.

Megoldas: Az el6z6 feladatok megoldasabol lathattuk, hogy egy fiiggvény széls6értékeinek
meghatarozasahoz is azokra a lépésekre van sziikség, mint a névekedés €s a csokkenés
vizsgalatahoz. Igy jarjunk el hasonléan, mint az el6z6ekben. Elséként vizsgaljuk meg, mely
halmazon értelmezhetd a fiiggvény derivaltja. Most a In x miatt ki kell kotniink, hogy X csak

pozitiv értékeket vehet fel, igy D; =R =(0,).

Ezutén oldjuk meg az f'(x)=0 egyenletet.

(x— 2)2 Inx=0

Arra hivatkozunk, hogy szorzat csak akkor lehet zérus, ha valamelyik tényezdje 0 . Igy az
egyenletet egyszeriibb egyenletekre bontjuk.

(x—2)2 =0vagy Inx=0

Az els6 egyenlet megoldadsa nyilvan x=2.

A masodik egyenlet mindkét oldalat tekintsiik ugy mint kitevdt, s az € szamot emeljiik fel
ezen kitevOkre. Igy a bal oldalon olyan kompozicidt kapunk, amiben egy fiiggvény és inverze
szerepel, igy ott egyszertien X all.

INx=0 < e™ =¢’ & x=1

A derivalt zérushelyei tehataz 1 ésa 2.

Ezutan elkeszithetjiik a tablazatot, egyel6re csak az elso sort kitoltve. Figyeljiink oda, hogy az
értelmezési tartomany most csak a pozitiv valos szamok halmaza. Igy az elsd részben nem a
(—o0,1) intervallum 4ll, hanem ott a (0,1) intervallumnak kell szerepelni.

X (0.2) 1 (1,2) 2 (2,)




Ezutan vizsgaljuk a derivalt eldjelét az egyes részeken, s ebbdl kdvetkeztessiink a
novekedésre vagy a csokkenésre.

A (0,1) intervallumban talalhat6 pl. az 0.5. Helyettesitsiik ezt a derivaltba.

f'(0.5)=(05-2)"IN0.5~ -1.56
A derivalt értéke itt negativ, tehat ezen az intervallumon csokken a fiiggvény.
Az (1, 2) intervallumban talalhat6 pl. az 1.5, amit behelyettesitiink a derivaltba.

f'(15)=(15-2)"In1.5~0.101
A derivalt értéke ezen a helyen pozitiv, ebbdl kovetkezéen ezen az intervallumon nd a
fiiggvény.
Végiil a (2,oo) intervallumban van pl. az 3, amit a derivaltba helyettesitiink.
f'(3)=(3-2)"In3~1.10
A derivalt pozitiv ezen a helyen, igy itt is n6 a fiiggvény.
Az x =1 helyen a derivalt eldjele megvaltozik, igy itt a fliggvénynek lokalis szélsdérteke van.
Mivel a derivalt negativbol pozitivba megy at ezen a helyen, igy itt lokalis minimuma van a
fliggvénynek.
Az Xx=2 helyen a derivalt nem valt eldjelet, igy ezen a helyen nincs szélséértéke a
fliggvénynek. Mivel elbtte és utdna is novekvd a fliggvény, igy ezen a helyen is lokalisan
novekvo a fiiggvény.
Toltsiik ki ezutan a tabldzat masodik és harmadik sorat is.

X (0,) 1 (1,2) 2 (2,)
f'(x) neg. (-) 0 poz. (+) 0 poz. (+)
f(x) csokk. \y mli(;ﬁﬂijsm né / Sanlzn CS/. né /

A fiiggvénynek tehat csak az X =1 helyen van lokalis szélséértéke, ahol lokalis minimuma
van.

Ellenorzo kérdések:

1. kérdés: Hol novekvé az f(x)=3x"+12x° fiiggvény?

—oo,—3) intervallumon.
—0,0) intervallumon.
—3,0) intervallumon. (X)

0,00) intervallumon.
2. kérdés: Hol csokkend az f (x)=x+= fiiggvény?
X

A (—o0,-1) és (1,0) intervallumokon.

A (—0,-1) és (0,1) intervallumokon.



A (-1,0) és (1) intervallumokon.
A (-1,0) és (0,1) intervallumokon. (X)

3. kérdés: Hol novekvd az f fiiggvény, ha derivaltja f'(x)=(x —1)3 (x+8)? Az f

ugyanott értelmezhetd ahol f'.

(—o0,—8) és (1) intervallumokon. (X)
(—o0,1) intervallumon.

(—8,0) intervallumon.
(-8

-8,1) intervallumon.

X-5

4. kérdés: Hol csokkend az f fliggvény, ha derivaltja f ’(x) = ( )
X+2

? Az f ugyanott

2

értelmezhetd ahol f'.

—0,-2) és (2,5) intervallumokon. (X)
—0,5) intervallumon.
,5) és (5,0) intervallumokon.

- ,oo) intervallumon.

5. kérdés: Hol és milyen jellegi szélséértéke van az f fliggvénynek, ha derivaltja

f(x)=(x— 7)3 Inx? Az f ugyanott értelmezhetd ahol f'.

Az x=1 és x=7 helyeken lokalis minimuma van.

Az x=1 helyen lokalis minimuma, az X =7 helyen lokélis maximuma van.

Az x=1 és x=7 helyeken lokélis maximuma van.

Az x=1 helyen lokalis maximuma, az X =7 helyen lokalis minimuma van. (X)

Elméleti dsszefoglalé: Az eddigickben megismertiik azt a modszert, mellyel fliggvényeket
monotonitas €s sz€élséérték szempontjabdl vizsgalni tudunk. Most foglalkozzunk azzal,
hogyan tudjuk alkalmazni ezt a mddszert a lecke elején véazolt problémakhoz hasonld
esetekben, melyeket szoveges szélsdérték feladatoknak nevezhetiink. Az ilyen feladatokban
elsd 1épésként fel kell irnunk, egy altalunk valasztott fiiggetlen valtozoé fiiggvényében azt a
mennyiséget, aminek a szélsoértékét keressiik. Ezutan meg kell hatarozni a feladat
feltételeibdl, hogy a fliggetlen valtozo milyen értékeket vehet fel. Az igy kapott, szoveg
szerinti értelmezési tartomanyon kell aztan megkeresniink a fliggvény szélsdértekeit a
korabban megismert mddon. A modszerrel az alabbi kidolgozott feladatokon keresztiil
ismerkediink meg. Megoldjuk majd a lecke elején vazolt problémat is, de el6bb egyszeriibb
feladatokkal foglalkozunk.

Kidolgozott feladatok:



6. feladat: Mekkoranak kell valasztani egy 20 cm keriilet(i téglalap oldalait, hogy teriilete
maximalis legyen? Mekkora ez a maximalis teriilet?

Megoldas: Jeloljiik a téglalap egyik oldalat X -szel, a masikat pedig y -nal.

Ekkor a téglalap tertilete: T = xy .

fgy felirva a teriiletet, két Vélt[OZ(') mennyiség szerepel. Azonban a két valtozo kozott kapcsolat
van, hiszen a keriilet 20 cm. Irjuk fel a kertiletet az oldalakkal.

K=20=2x+2y

Ebbdl az osszefiiggésbol az egyik valtozo, pl. y kifejezheto.

y=10—-x

Ha pedig ezutan behelyettesitiink y helyére a tertiletet leird dsszefliggésben, akkor mar
egyvaltozos fiiggvényt kapunk. Ekkor mar jelolhetjiik azt is, hogy a teriilet az X valtozo
fliggvénye.

T(X) = x(10—x) =10x — X*

Ezzel olyan fliggvényt kaptunk, ami a teriilet valtozasat irja le az egyik oldal fiiggvényében.
Hatarozzuk meg ezutan, hogy milyen hatarok kozott vehet fel értékeket a valtozo.
Nyilvéanvalo, hogy az x>0 feltételnek teljesiilni kell, hiszen egy téglalap oldala csak pozitiv
lehet. Az x -nek azonban 10-n¢l kisebbnek is kell lennie, hiszen a téglalap masik oldala
10—x, és ennek is pozitivnak kell lenni. Igy a valtozora a 0 < x <10 feltételt kapjuk. Ezen a
halmazon kell keresniink a fenti T(x) fiiggvény maximumat. Ehhez éllitsuk el6 a fiiggvény
derivaltjat.

T'(x) =10—2x

Megoldjuk a T'(x) =0 egyenletet.

10-2x=0 < x=5

A derivaltnak a zérushelye a (0,10) intervallumba esik, igy szoba johet, mint lehetséges
maximum hely. Annak eldontésére, hogy az X =5 helyen valoban maximuma van-e a
teriiletnek, célszerl elkésziteni a szokasos tablazatot.

Az elsé sor kitoltésekor vegyiik figyelembe a 0 < X <10 feltételt.

A derivalt elgjelének vizsgalatat immar nem részletezziik, mert nyilvanvalo, hogy melyik
intervallumon pozitiv ill. negativ a derivalt.

X (0,5) 5 (5.10)
®W | - | o | -
T(x) Ve lok. max. N\

Az x=5 helyen tehat lokalis maximuma van a fiiggvénynek. S6t eza 0 < x <10 feltétel
mellett nem csak lokélis maximum, hanem ezen a halmazon ez globalis maximum is, hiszen
X <5 esetén végig nd a fliggvény, X >5 esetén pedig végig csokken.

A teriilet tehat akkor lesz maximalis, ha az egyik oldal 5 cm hosszisagu. Persze ekkor a
masik oldal hossza is 5 cm, azaz a téglalap ekkor négyzet.

A maximalis teriiletet kell még meghataroznunk. Helyettesitsiik be a maximum helyét a
fliggvénybe.

Tox =1(5)=510-5)=25

A teriilet maximumanak értéke tehat 25 cm?.



Megjegyzés: Az ilyen feladatokban nem egyértelmii, hogy mit lesz majd a legjobb fiiggetlen
valtozonak tekinteni. Jelen feladatban elég egyértelmii volt, hogy a téglalap egyik oldalat
célszerli valasztani, de eljarhattunk volna mas modon is. Mivel a két oldal 6sszege 10, igy az
egyik oldal ugyanannyival rovidebb 5-nél, mint amennyivel a masik hosszabb 5-nél.
Vilaszthattuk volna valtozonak ezt a mennyiséget is, amivel az oldalak az 5-t6l eltérnek.
Természetesen ekkor masik fliggvény irja le teriiletet, €s mas a szoveg szerinti értelmezési
tartomany is. Ennek megmutatasa végett megoldjuk most a feladatot masik modon is.

Jelolje a téglalap két oldalat a és b . Tegyiik fel, hogy a a nem rovidebb oldal, b pedig a
nem hosszabb oldal, azaz a>b.

Jelolje X az oldalak hosszanak 5-t6l valo eltérését.

Ekkor a=5+x, b=5-x.

A téglalap teriilet: T =ab, amibe behelyettesitve a fentieket, egy fiiggvényt kapunk, aminek
valtozdja X lesz.

T(x)=(5+x)(5-x)=25-x*

Ne feledkezziink el annak vizsgalatarol, hogy a szoveg milyen értékeket enged meg a
valtozora. Jelen esetben 0< X, hiszen egy eltérés nem lehet negativ, Xx<5, merta b

oldalnak, azaz 5—x -nek is pozitivnak kell lenni. Ez egyiittesen 0<x <5, vagy X € [O, 5)

formaban irhatd. Amint lathatd, most olyan intervallumon keressiik a maximumot, aminek
egyik vége zart, masik vége nyitott.

Vegyiik a teriiletfiiggvény derivaltjat.

T'(x)=-2x

Itt kell felhivnunk azonban a figyelmet arra, hogy a derivalt csak a T fiiggvény értelmezési
tartomanyanak belsd pontjaiban értelmezhetd, igy a derivalt esetén mar 0 < X <5, azaz

Xe (0, 5) .

Ha megoldjuk a T'(x) =0 egyenletet, ami —2x =0, akkor abbol x=0 kdvetkezik.
Ez azonban nem eleme T' értelmezési tartomanyanak. Ennek ellenére olyan érzésiink
tamadhat, hogy ha van szélséérték, akkor az most csak az X =0 esetén lehet. Ennek

igazolasara készitsiink tablazatot. Az X =0 értéket kezeljiik kiilon, és itt a derivalt soraban azt
tiintetjiik fel, hogy az nem értelmezett.

X 0 (0,5)

, nem
T értelmezett | 0 (-)
T(x) | maximum N

A tablazatbol leolvashatd, hogy a fliggvény végig csokken, s ebbdl kdvetkezden a maximumat
az értelmezési tartomany alsé hataran, azaz X =0 esetén veszi fel. Megkaptuk tehat most is,
hogy akkor van szélséérték, ha a téglalap négyzet.

Megjegyezziik, hogy ha a masodik megoldasunk soran nem éltiink volna az a>b feltevéssel,
akkor X negativ értékeket is felvehetett volna. Ekkor egyrészt a —5 < X feltételnek kellett
volna teljesiilni amiatt, hogy az a oldalnak, azaz x+5-nek pozitivnak kell lenni. Méasrészt az
x <5 feltételnek kell fennallni, mert a b oldalnak, azaz 5— x -nek pozitivnak kell lenni. A

kettobol egyiittesen kapjuk, hogy —5<x <5, azaz x € (-5,5) . Ekkor ugyanugy az

értelmezési tartomany belsd pontjaban kapjuk a sz€lséértéket, mint az elsé megoldadsunkban.
A fentiekbdl jol lathato, hogy a fliggetlen valtozé megvalasztasa nagyban befolyasolja a



feladat megoldasanak tovabbi részét. Arra is felhivjuk a figyelmet, hogy a szélsdértéket
nagyon sok esetben a derivalt alkalmazasa nélkiil is meghatarozhatjuk. Ha példaul a méasodik

megoldéasunkban kapott teriiletet leir6 fiiggvényt T (x)=25-x" vizsgaljuk, akkor
egyértelmilen X =0 esetén van maximuma a fiiggvénynek. Ennek oka, hogy egy konstansbol
vonunk x?-et, aminek legkisebb értéke a 0, az X =0 esetben. igy amikor x* a legkisebb,

akkor lesz 25— x* a legnagyobb. Sok esetben viszont nem tallunk ilyen elemi megoldast, S
igy ilyenkor nem tudjuk elkeriilni a derivalt alkalmazasat.

7. feladat: Egy téglalap alaka lemezbdl, melynek oldalai 30 cm és 40 cm hosszuak,
mindegyik sarkanal négyzet alaku darabokat vagunk ki az abran lathat6 médon. A megmaradt
lemez fiileit felhajtjuk, és az éleket Gsszehegesztve feliil nyitott téglatest alakt dobozt kapunk.
Mekkoranak valasszuk a kivagott négyzetek oldalat, ha azt szeretnénk, hogy a doboz térfogata
maximalis legyen?

Megoldas: Jeloljiik a kivagott kis négyzetek oldalat X -szel, és tekintsiik az alabbi 4brat.

X X

X X
30-2x

y 40-2x |
X X

Ezen lathatjuk, hogy dobozunk alapja egy 30—2X, és 40—2x oldalu téglalap, magassaga
pedig x. Téglatest térfogata a harom oldal szorzatabol kaphato, igy felirhatjuk a doboz
térfogatat az X valtozo fliggvényében.

V (x) =(30—-2x)(40—2x)x =1200x —140x* + 4x>

Hatarozzuk meg, hogy milyen intervallumon beliill mozoghat X értéke. Egyrészt nyilvan
0< X, masrészt X <15, mert a doboz alapjanak rovidebb oldala, azaz 30—2X pozitiv kell
legyen. A fiiggvényiink szoveg szerinti értelmezési tartomanya tehat 0 < X <15, azaz

Xe (0,15) . A széls6értéket csak ezen a halmazon keressiik.
Derivaljuk a fiiggvényt.

V'(x)=1200-280x +12x*

Oldjuk meg a V'(x) =0 egyenletet.

1200-280x+12x* =0 <> 3x*—70x+300=0



Ez egy masodfoku egyenlet, melynek gyokei az aldbbiak.

35++/325 35+5v13
: X, = - ~17.68
_ 70++/70°—4-3.300 _ 70++/1300 _ 3 3
g 2-3 6 L _35-4325_35-5/13

2 3 3

35-5.13
3

A két megoldas koziil csak X, = esik a (0,15) intervallumba ezt kell vizsgalni.

Készitsiik el a szokasos tablazatot.

) (0’35—5\/1_3J 35513 [35—5\/1_3’15]

3 3 3
V'(X) + 0 -
V(x) / lok. max. N

AV ’(X) soraban az eldjeleket példaul a kovetkezé modon kaphattuk meg. Valasztunk egy

35-5.13
3

szamot a (0, ] intervallumbol, mondjuk az 1-et, mert azzal kdnnyt lesz szamolni.

Ezt behelyettesitjiik V'(x)-be.
V'(l) =1200-280-1+12-1° =932>0

35—2\/1_3’1%

Hasonléan valasztunk egy szamot a [ intervallumbol. Legyen ez mondjuk a

10, mert ezzel is konnyii lesz szamolni.
V'(lO) =1200-280-10+12-10° =-2800 < 0

35-5.13
3

Ezutan mar kijelenthetjiik, hogy az x = helyen lokalis maximuma van a V (X)

fiiggvénynek. A (0,15) intervallumon ez nem csak lokalis, hanem globélis maximum is,

35-5.13 35-5.13
3 3

hiszen x = elott végig no a fiiggvény, X = utan pedig végig csokken.

8. feladat: Két pozitiv szam szorzata 100. Melyik ez a két szam, ha 6sszegiik minimalis?
Mekkora a minimalis dsszeg?

Megoldas: Legyen a két szam X és y. Tudjuk, hogy xy =100. Fejezziik ki ebbdl y -t.
100
X
frjuk a két szam Osszegét ezutan X fiiggvényeként.
100
f(x)=x+—

Ennek a fliggvénynek kell keresniink a minimumat a (O, oo) intervallumon.



Derivéljuk a fiiggvényt.

f'(x) :(x+@j = (x+100x’1), =1+100(-1)x? :1_@
X X

Oldjuk meg az f'(x)=0 egyenletet.

100

1-—=0 & x*=100 & x=110
X

Minimum szempontjabol nyilvan csak az X =10 esettel kell foglalkoznunk, hiszen most
x>0.
Készitsiik el a mar jol ismert tablazatot.

X (0,10) 10 (10,00)
f’(X) - 0 +
f(x) N\ lok. min. /

Az f '(X) soraban az eldjeleket példaul x=1 és x =100 derivaltba torténd helyettesitésével
kaphatjuk.

f’(1)=1—110—20=—99<0
#(100)=1- 22 _0.99>0
100

Amint lathato, a fiiggvénynek az x =10 helyen lokalis minimuma van, ami pozitiv X -ekre
egyben globalis minimum is.
Hatarozzuk meg ezutan a masik szamot, tehat y -t is.
100 100
x 10
Az Osszeg tehat akkor lesz minimalis, ha mindkét szam 10. Ekkor az 6sszegiik 20, ez a
minimalis 0sszeg.

=10

9. feladat: Adott egy 3 és 4 egység befogdju derékszogii haromszog. Tekintsiik azokat a
haromszdgbe irhato téglalapokat, amelyeknek egyik csucsa a haromszog derékszoge, az ezzel
szemkdzti csucs pedig az atfogora esik. A legnagyobb teriiletli ilyen téglalapnak mekkorak az
oldalai?

Megoldas: Készitsiink egy abrat a haromszogrol és a belé irt téglalaprol.



=

A . n

A téglalap X -szel és y -nal jelolt oldala kozott most hasonlosag alapjan lehet 6sszefliggést
talalni. A PT,B és CAB derékszogli haromszogek hasonloak, ezért

y 3

4-x 4
Rendezziik ezt y -ra.
3 3

=—(4-x)=3-—=X
y 4 ( ) 4
Ezt felhasznalva felirhatjuk a téglalap teriiletét az x fliggvényében.
T(x)= X(B—ﬁx) _3x—3y
4 4

Az X valtozo most nyilvan a (0, 4) intervallumba esik, igy ezen a halmazon keressiik a
fliggvény maximumat.
Derivaljuk a fliggvényt.

3
T'(x)=3-=x
(x)=3->
Megoldjuk a T’(x) =0 egyenletet.
3—§X:O & X=2
2

A szokasos tablazat segitségével megvizsgaljuk, hogy ezen a helyen valéban van-e
maximuma a fliggvénynek.

X (0,2) 2 (2,4)
T'(X) + 0 -
T(x) / lok. max. N

A masodik sorban T’ elgjelét példaul X =1 és x =3 helyettesitésével vizsgalhattuk.

T(Q=3—§1:§>0
272

T'(3)=3-2.3=-2<0
2 2



Amint lathato, az X =2 helyen lokalis maximuma van a fiiggvénynek, ami egyben globalis

maximum is.

Mar csak a téglalap masik oldalat kell kiszdmolnunk.

Y=3—§x=3—§-2=§
4 4 2

A maximalis teriiletli téglalap oldalai tehat 2 ¢és g hosszusaguak.

10. feladat: Egy ember 3km-re van egy csonakban az egyenes toparttol. Egy parton

elhelyezkedd, tole Skm tavolsagban 1évo helyre akar a lehetd legrovidebb id6 alatt eljutni.

Evezni ¥+ = 3km/h, gyalogolni V2 = 6

alatt eljuthat a céljaba?

km/h sebességgel tud. Mennyi az a legrovidebb idd, ami

Megoldas: Készitslink egy abrat!

Az ember helyét a csonakkal a tavon A jeldli, az egyenes topart a T és B pontok altal
meghatarozott egyenes, melynek B pontjaba szeretne emberiink eljutni. Egy lehetdség a

B pontba jutasra, hogy emberiink az AB szakasz mentén egyenes odaevez B -be. De
valoszinlileg nem ez lesz idében a legrovidebb. Mivel a parton gyorsabban halad mint a vizen,
varhatoan jobban jar, ha a partnak valamilyen kozelebbi P pontjaig evez, majd onnan gyalog
folytatja az utat. A partra érkezés helye, azaz a P pont a legrovidebb 1d6 esetén
nyilvanvaléana T és B pontok kozé esik.

Valasszuk fiiggetlen valtozonak a P pont T -t6l valo tavolsagat, és jeloljik ezt X -szel.
Probaljuk meg ezzel kifejezni az A pontbdl B pontba jutds idejét.

Els6ként hatarozzuk meg a TB szakasz hosszat. Ez a Pitagorasz-tétel alapjan nyilvan 4 km.
(A 3,4, 5 alegismertebb pitagoraszi szamhéarmas.)

Bontsuk az utat két szakaszra, els6 az evezés, a masodik a gyaloglas.

Az els6 szakasz hosszat ismét a Pitagorasz-tételbdl kapjuk, amit az ATP derékszogii
haromszogben az AP atfogora irunk fel. AP hosszat jeldlje s, .

s, — X2 +3% =Jx2+9
Az ennek megtételéhez sziikséges idot, amit jeldljiink t, -gyel, megkapjuk, ha ezt osztjuk az
evezes sebességével.
s X249
L= v 3
Ezzel 6raban mérve kapjuk meg AP szakaszon végigevezes idejét.




Most nézziik az it masodik szakaszat. Az itt megtett tavolsag a PB szakasz hossza, amit
jeléljon s, , nyilvan 4—x km. Az ennek megtételéhez sziikséges idot jeldlje t, . Az ut

gyalogos részének megtételéhez sziikséges 1d0 is az ut és sebesség hanyadosként kaphato, de
nyilvan most a gyaloglas sebességével kell osztanunk.

s, 4-X
t2 = == —

v, 6
A két id6t 0sszeadva felirhatjuk a teljes it megtételéhez sziikséges idét az X valtozo
fliggvényében.

2
X“+9 4-X
t(x)=t +t, = +
()=t +1, = 0 A

Ennek a fliggvénynek keressiik a minimumat a 0 < x <4 halmazon.
Allitsuk el6 a fliggvény derivaltjat.

2 ’ 1 '
t,(x){ x3+9+4;x] 2(%( 2+9)z+g_%xj _

1
=l.1(x2+9)_5.2)(_1:1$_l
32 6 3.x2+9 6

Megoldjuk t'(x)=0 egyenletet.

1 X L OQLZEQZXZ\IXZ+9:>

3 x*+9 6 19 2
432 =x249 & x*=3 < x=+3

A —/3 hamis gyok, igy csak a V3 -mal kell foglalkoznunk.
Elkészitjiik a szokdsos tadblazatot.

C T0R) | & | (B

t'(x) - 0 +
t(x) N lok. min. /
A masodik sorban az eldjeleket példaul x=1 és X =2 helyettesitésével kapjuk.
v=1-—L1 1. 0o06<0
3J1’+9 6
v(2)=2—2_ 1. 001850
4°+9 6

A fiiggvénynek tehat lokdlis minimuma van az X = 3 helyen, ami egyben globalis minimum
isa (0,4) intervallumon.
Még a legrovidebb iddt kell kiszamolnunk.

o =t(v/3) = “(ﬁ) - +4_6“/§ ~1.53

3
Tehat emberiinknek az A pontbol B pontba eljutas legalabb 1.53 6raig tart.

Vazlatosan megoldjuk a feladatot egy masik tuton is.



Valasszuk most fliggetlen valtozonak az ATP derékszogli haromszdg A cstcsnal 1évo
sz0Ogét, €s jeloljik ezt o -val.

A
s
S
3 a:'-.. e 3]
AN
L e
\ .
Y | — = \\‘\
i P | IS

A TP szakasz hossza, ami az evezéssel megtett ut, ekkor s, =

. Az ennek megtételéhez
cosa

3

g S, _cosa 1
sziikséges id6 t, ==L = = :
v, 3 cosa

A PB szakasz hossza, ami a gyalogolva megtett ut, ekkor s, =4—-3tgo . (Az X tavolsag az
ATP derékszogii haromszogbdl kifejezhetd, s x =3tga .)

: s, 4-3tga 2 1
A gyaloglasra forditott id6 t, =% =———==—-=tga .
gyalog 2 v, 6 3 2 g
Az it megtételéhez szilikséges teljes 1d6 az alabbi.
2 1
t(a)=1 +1, = +———=tga
(0)=t+t, cosa 3 2°

Az o radianban mért sz6g nyilvan 0 és a TAB<x = arctgg ~ 0.93 koz¢é esik. Ezen értékek

kozott keressiik a t(o) fliggvény minimumat.

Derivéljuk a fiiggvényt.
t'(a):( 1 +2—1tga] :O'COSOL—l(—ZSInOt)_l 1 __
coso. 3 2 (cosa) 2 (cosa)
. 1
sina. 1 1 S'na_E

(cosa)’ 2(cosa)” (cosa)’
Ebbdl kovetkezik, hogy t'(a) =0 akkor teljesiil, ha sino = %, amibdl o = g kovetkezik.

A megoldas befejezéshez el kell késziteni a tablazatot, amelybdl megallapithato, hogy ezen a
helyen valoban minimuma van a fiiggvénynek, majd kiszamolhat6 a legrovidebb id6 is.
Ezeket a 1épéseket mar nem hajtjuk végre, hanem az olvasora bizzuk. Természetesen igy is
ugyanarra az eredményre jutunk.

Ellenorzo kérdések:



6. kérdés: Egy to egyenes partjan szeretnénk elkeriteni egy téglalap alaku telket. Ehhez 200
m drotfonat all rendelkezésiinkre. A legnagyobb teriiletli téglalapot szeretnénk elkeriteni ugy,
hogy a to feldli oldalon nem lesz kerités.

TO

Ha a téglalap topartra merdleges oldalat valasztjuk valtozonak, és X -szel jeloljik, akkor az
alabbi fiiggvénnyel irhato le a tertilet:

7. kérdés: Az eloz0 kérdésben a maximalis tertilet(i telek oldalai az alabbiak:

A partra mer6leges oldal 40 m, a parttal parhuzamos oldal 120m.
A partra meréleges oldal 50m, a parttal parhuzamos oldal 100m. (X)
A partra mer6leges oldal 55m, a parttal parhuzamos oldal 90m.

A partra merdleges oldal % m, a parttal parhuzamos oldal ﬂgo m

8. kérdés: Két pozitiv szam 6sszege 1. A szorzatuk maximumat keressiik. Ekkor a kovetkezo
fiiggvényt kell vizsgalnunk:

f(x)=(x-1)x

f(X)=x=x* (X)

9. kérdés: Az el6z0 kérdésben a két szam szorzatanak maximuma az alabbi:

1%

Nk Wl

ol



10. kérdés: A [0,1] intervallumot egy belsd pontjaval két részre bontjuk, és mindegyik rész

folé négyzetet emeliink. A négyzetek teriiletosszegének minimumat szeretnénk meghatarozni.
Melyik fiiggvényt kell vizsgalnunk, ha fliggetlen valtozonak az egyik szakasz hosszat
valasztjuk?

11. kérdés: Egy egységnyi befogoju, egyenldszaru derékszogii haromszog atfogdjara
téglalapot irunk tigy, hogy két cstcsa az atfogora, a masik két csucsa pedig egy-egy befogora
esik.

Keressiik a legnagyobb teriiletii ilyen téglalapot. Ha a téglalap atfogéra meréleges oldalat
valasztjuk fliggetlen valtozonak, és jeloljiik X -szel, akkor melyik fliggvényt kell vizsgalnunk?

12. kérdés: Az el6z6 kérdésben a téglalap maximalis teriilete:

[N

—~ (X)

Wl N

TSNS

Tovabbi kidolgozott feladatok:



X2

11. feladat: Vizsgaljuk meg monotonitas és sz€lséérték szempontjabol az f(X) = W
X+

fliggvényt!

Megoldas: Amikor egy fiiggvényt valamilyen szempontbol vizsgalunk, akkor elséként mindig
az értelmezési tartomanyt kell meghataroznunk. Jelen esetben ki kell kotniink, hogy a nevezd
nem lehet 0, s ebbdl az kovetkezik, hogy x = —1. A fliggvény értelmezési tartomanya tehat:
D, =R\{-1} .
A monotonitas vizsgalata azt jelenti, hogy meghatarozzuk, hol nd, hol csokken a fiiggvény.
Ehhez el kell allitanunk a fliggvény derivaltjat. Alkalmazzuk a tortekre vonatkozo derivalasi
szabalyt.
2 2
£(x) = 2X-(X+1)" —x°-2(x+1)

((x+D?)

Ez ilyen formaban nagyon csunyan néz ki, ezért probaljunk alakitani rajta. Emeljiink ki a
szamlaloban, amit csak lehet, a nevezdt pedig irjuk egyetlen hatvanyként.
2X(X+D[(x+1) —x]

f'(x)=
) (x+1)*
Ezutan egyszerisitsiink, és a szogletes zarojelen beliil vonjunk 6ssze.
f'(x) = LS
(x+1)

A derivalt minél egyszeriibb alakra hozasa azért fontos, mert ezutdn meg kell oldanunk az
f’'(x) =0 egyenletet, valamint vizsgalnunk kell majd a derivalt eléjelét. Ha a derivalt
bonyolult alakban van felirva, akkor mind az egyenlet megoldéasa, mind az eldjel vizsgalata
nehézségekbe iitkozik. Altalaban elmondhatjuk, hogy ha lehetéség van kiemelésre, akkor
ezzel a lehetdséggel ¢élni kell, s tortek esetében egyszerlsitsiink, ha erre lehetdség van.
Most oldjuk meg az f'(x) =0 egyenletet, hogy megkapjuk, hol lehet szélséértéke a
fiiggvénynek.
2x

(x+1)°

Tort csak ugy lehet egyenld 0 -val, ha szamlaloja 0, igy egyszeriibb egyenletet kapunk.
2x=0 < x=0

Ezutan a szokasos modon tablazatot készithetiink. Elsoként csak az elso sort toltsiik ki,
melyben feltlintetjiik az értelmezési tartomany részeit, melyeken beliil mar nem valtozik a
derivalt el¢jele. Az értelmezési tartomanyt a derivalt zérushelye és az értelmezési
tartomanyban levé szakadas bontja részekre. A szakadasi hely oszlopaban X-ekkel
jelolhetjiik, hogy ott a fliggvény nem értelmezett.

X (—o0,-1) 1 (-1,0) 0 (0,0)
f'(x) X
f(x) X

Most vizsgéljuk meg a derivalt eldjelét az egyes részeken. A derivalt tort, igy kiilon
vizsgalhatjuk a szamlalo és a nevezd eldjelét, amibdl kdvetkeztethetiink a tort eldjelére.

Ha x <—1, akkor a szaml4ld, azaz 2X negativ, és a nevezd, azaz (X+1)° is negativ, igy a
derivalt ekkor pozitiv. Ebben az esetben tehat nd a fiiggvény.



Ha —1<x <0, akkor 2x negativ, de (x+1)° pozitiv, igy negativ lesz a derivalt. A fiiggvény
tehat ekkor csokken.

Ha 0<x , akkor 2x is pozitiv, és (x+1)° is pozitiv, azaz pozitiv lesz a derivalt. Ebbol
kovetkezden itt no a fliggvény.

Az x=0 helyen a derivalt eldjele megvaltozik, igy itt szélséértéke van a fiiggvénynek. Mivel
a derivalt negativbol pozitivba megy at ezen a helyen, igy itt lokalis minimuma van a
fiiggvénynek.

Készitsiik el a teljes tablazatot.

X (—0,-1) 1 (-1,0) 0 (0,0)
f'(x) + X - 0 +
f(x) / X N lok. min. Va

A tablazattal igy megadtuk, hogy hol nd, és hol csokken a fiiggvény, valamint hol, milyen
jellegi széls6értéke van. Mar csak egyetlen feladatunk van, megadni a szélséérték nagysagat.
Helyettesitsiik be a fliggvénybe azt a helyet, ahol sz¢élséértéke van.
2
0y
(0+12)?
A lokalis minimum értéke tehat 0 .
A fiiggvény grafikonja az alabbi abran lathato.

f(0) =

—= kI W = Mmoo

12. feladat: Vizsgaljuk meg monotonités és szélséérték szempontjabol az f (x) = x°e ™

fliggvényt!

Megoldas: Hatarozzuk meg a legbdvebb halmazt, amin értelmezhet a fiiggvény. Nem kell
kikotést tenniink, igy D, =R .

Derivaljuk a fiiggvényt. Alkalmazzuk a szorzatra vonatkozo6 derivalasi szabalyt, és ne
feledkezziink el arrdl, hogy szorzat méasodik tényezdje Osszetett fiiggvény.

f'(x) =2xe ™ +x’e - (-2)
Emeljiik ki amit lehet.

f'(x) =2xe** (1-x)

Oldjuk meg az f'(x)=0 egyenletet.
2xe™ (1-x)=0



Egy harom tényez6s szorzat egyenld 0 -val, ami csak ugy lehetséges, ha valamelyik tényezo
0. Igy harom egyszeriibb egyenletet kapunk.

x=0,vagy e =0, vagy (1-x)=0.

Az elsO egyenlettel semmit sem kell tenni, a harmadiknak pedig X =1 megoldasa.

A masodik egyenletnek nincs megoldédsa, mert exponencialis fliggvény csak pozitiv értékeket
vesz fel, azaz e >0 minden X esetén, igy e #0.

A derivalt zérushelyeinek ismertében készitsiik el a tablazatot, egyeldre csak az elsd sort
kitoltve.

X (—,0) 0 (0,1) 1 (L,oo)

Vizsgaljuk meg a derivalt eldjelét az egyes intervallumokon.

(—0,0): f'(-1)=2(-1)e™ P (1-(-1))=—4e* <0

(0,1) . £'(0.5)=2-0.5e72°° (1—0.5) =05e">0

(Loo): f'(2)=2-2e"?(1-2)=—4e™ <0

Megjegyezziik, hogy a derivalt eldjelét a szorzat egyes tényezdinek eldjelébdl is konnyen
vizsgalhatjuk. Példaul a (—o0,0) intervallumon x nyilvan negativ, az e ** mindig pozitiv, az

1-x szintén pozitiv. Mivel a harom tényez6bdl csak egy negativ, igy negativ lesz a szorzat is.
Hasonldan jarhatunk el a mésik két intervallumon is.
Most toltsiik az egész tablazatot.

X (—,0) 0 (0,1) 1 (Loo)
f'(x) - 0 + 0 -
f(x) N lok. min. / lok. max. N

A tablazatbol lathato, hogy a fiiggvény a (—0,0) és (1) intervallumokon csdkken, a (0,1)

intervallumon pedig n6. Az X=0 helyen lokalis minimuma, az X =1 helyen pedig lokalis
maximuma van.
Hatarozzuk meg a minimum ¢és maximum értékét is.

A lokalis minimum értéke: f(0) =0°¢2°=0.
A lokalis maximum értéke: f(1)=1¢*' =e? ~0.135.
Az alabbi abran a fliggvény grafikonja lathato.
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13. feladat: Vizsgaljuk meg monotonités és szé&lséérték szempontjabol az f (x) = x*In (XZ)
fliggvényt!

Megoldas: Hatdrozzuk meg a legbdvebb halmazt, amin értelmezhet6 a fiiggvény. A
logaritmus miatt kell kik6tést tenniink. Mivel csak pozitiv szamoknak 1étezik logaritmusa, igy

kikotjiik, hogy x* >0. Ez minden 0 -tol kiilonbdzd szam esetén teljesiil, igy D, = R\{0}.
Eléallitjuk a fliggvény derivaltjat. Szorzatot derivalunk, melynek masodik tényezdje dsszetett
fliggvény.
f'(x) = 2x|n(x2)+ X2 %Zx = 2x|n(x2)+2x
Emeljiik ki amit lehet.
f'(x) = 2x(|n (x2)+1)
Oldjuk meg az f'(x) =0 egyenletet.
2x(|n (x2)+1) =0
Vizsgaljuk kiilon a szorzat tényezdit, hogy mikor egyenlék 0 -val.
Elso tényez6: x=0. Ez nem eleme a fliggvény értelmezési tartomanyanak.
Misodik tényezd: In (x2 ) +1=0. Ez atrendezve In (xz) =1 lesz.
A —l-etirjuk fel In(e™) formaban, igy az In(x*)=In(e™) egyenletet kapjuk.
A logaritmus fliggvény szigori monotonitasa miatt elhagyhatjuk az egyenlet két oldalarol a

logaritmust. fgy kapjuk x* =e™ = 1
o

Ennek megoldéasai: X =+ % .
e

Most készitsiik el a szokasos tdblazatunkat. Ez most egy kicsit hosszabb lesz mint az
eddigiek, hiszen a derivaltnak két zérushelye is van, és a fliggvény értelmezési tartomanyaban
is van szakadas. Egyeldre csak az elsd sort toltsiik ki, és a szakadast jeldljiik.

] ] [ [

f'(x) X




f(x) X

Hatarozzuk meg f' eldjelét az egyes intervallumokon.

_oo,—ij 1) =2:(-1)(In((-1)" ) +1) =—2(0+1) = —2<0

oLt
o) ()b

1w
\/€1

Most toltsiik ki a teljes tablazatot.

j; /@) =21(In(1*)+1)=2(0+1)=2>0

NS
f'(x) - 0 + X - 0 +
F(x) E o 4 X E o /

1 1.
A tablazatbol l1athato, hogy a fiiggvény csokken a (—oo,——j és (0,—} intervallumokon,
&) T

né a (—i,OJ és [i,ooj intervallumokon. Két lokalis minimuma van az x = J_ri
&)\ % %

helyeken.
Hatarozzuk meg a lokalis minimumok értékét is.

({2l oo

(B et b o

A két minimum értéke megegyezik.
Az alabbi abran a fliggvény grafikonja lathatd. Az origdban az iires karika jelzi a fliggvény
szakadasat.
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14. feladat: Egy 10 cm sugart, 20 cm magassagu egyenes korkupba hengert irunk gy, hogy
forgastengelye megegyezik a kap forgastengelyével, alapkore a kup alapkorére esik, fedokore
pedig ¢érinti a kup palastjat. Mekkora legyen a henger sugara és magassaga, hogy térfogata
maximalis legyen? Mekkora a maximalis térfogat?

Megoldas: Jel6ljiikk a henger sugarat r -rel, magassagat pedig h -val. Ekkor a henger
térfogata, aminek szélsoértéke kell, hogy legyen, az alabbi mddon irhat6 fel:

V, = zr’h

henger
Ebben két valtozo van, hiszen ha valtozik a henger sugara, akkor a magassag is valtozik.
Amint azt korabbi feladatban tettiik, itt is 0sszefliggést keresiink a két valtozo kozott. Ehhez
sziikségiink lesz egy abrara. Képzeletben vagjuk el a kipot és a hengert egy a kozos
forgastengelyre illeszkedd sikkal, és a sikmetszetrdl készitsiink abrat. Ezen metszeten a kip
nyilvan egyenld szart haromszognek latszik majd, a henger pedig egy olyan téglalapnak,
amely ezen haromszdgbe van irva Ggy, hogy két csucsa az alapra, masik két csucsa pedig egy-
egy szarra esik.

r:f
E
20
P
D flj-.?"
A £ i ]

Az abrardl nyilvanvalo, hogy a KBC derékszogii haromszog hasonldé a DBE derékszogi
haromszoghdz, igy a két haromszogben megegyezik a befogok aranya. Irjuk ezt fel.
h 20
10-r 10
Fejezziik ki ebb6l h-taz r-rel.




h=20-2r

Helyettesitsiik be ezt a henger térfogataba, s igy olyan fiiggvényt kapunk, amiben mar csak r
lesz a valtozo.

V(r)=zr?(20-2r) = 20zr* - 2xr®

Ennek a fliggvénynek kell keresniink a maximumat. A valtozéra nyilvana 0<r <10
feltételnek kell teljesiilni. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy szigoru egyenldtlenségek vannak,
mert egyenldség esetén a henger elfajulna. Az r =0 esetben egy szakassza, a kup
magassagava valna a henger, az r =10 esetben pedig egy korlappa, a kup alapkorévé valna.
Ezutan a szokott médon hatarozzuk meg a szélséértéket. Allitsuk el a térfogatfiiggvény
derivaltjat.

V'(r) =407zr —67xr?

Oldjuk meg a V'(r) =0 egyenletet. Ehhez célszerii a derivaltat szorzatta alakitani.
V'(r)=2zr(20—-3r)=0

fgy nyilvanvalé, hogy az egyenletnek két megoldasa van, az egyik r =0, a masik pedig

r= ? .Az r =0 nem felel meg a 0<r <10 feltételnek, igy csak a masik zérushellyel kell
foglalkoznunk. Készitsiik el a megszokott tablazatot, melyet toltsiink most ki egybdl teljesen.
A derivalt eldjelét példaul a kovetkezé modon kaphatjuk meg a két intervallumon.

(0,%): V'(1) =407 -1—-67-1> =347 >0

(2—;,10j: V'(8)=407-8—67-8 =—647<0

X O,E @ [E,loj
3 3 3
V'(X + 0 -
V(x) lok. max. N

Lathato, hogy az r = 2—30 helyen lokalis maximuma van a fiiggvénynek, amia 0<r <10

feltétel mellett globalis maximum is.

A henger térfogat tehat akkor maximalis, ha r = 2—?? .

Ekkor a henger magassaga a kovetkezd:

h=20-2.20_20
3 3

Végiil a maximalis térfogat:

ED
3

20 8000

3

~930.84.

Utolso feladatként pedig, amint azt korabban igértiik, visszatériink a lecke elején vazolt
probléma megoldasahoz.



15. feladat: Egy telep liresjarasi fesziiltsége U, , belso ellenallasa R, . Mekkora R, kiilsé
ellenallast kell a telepre kapcsolni, hogy a kiils6 ellenallas teljesitménye P, maximalis
legyen? Mekkora ez a maximalis teljesitmény?

Megoldas: Amint az a kozépiskolai fizika anyagbdl ismert, az R, kiilsd ellenallas
teljesitménye a rajta atfoly6 dram erdsségének négyzete szorozva az ellenéllassal, azaz
P=I%R,.
Az aram erdsségét az Ohm-torvénybdl kapjuk.
| = Y

R, +R,
Ezutén a kiils6 ellendllas teljesitménye:

2
P:[ S JRk:UOZ —Rk 2
R, +R, (Rk+Rb)

Mivel U, és R, konstansok, ebben csak az R, kiilsé ellenallas a valtozo, azaz a fenti

Osszefliggés pontosan a teljesitményt irja le az R, fiiggvényében. Ezt jel6lésben is
hangstlyozzuk.
R
P(R)=U,——
(R) " (R +R,)
Az R, kiils ellenallas nyilvan a (0,0) intervallumba esik, igy itt keressiik ennek a

fliggvénynek a maximumat.

Mivel a feladatban most nem szerepelnek konkrét szamadatok, kicsit jobban kell figyelniink
arra, hogy melyik betli jelenti a valtozot az Osszefiiggésben, €s melyek konstansok. Ha valakit
zavar ilyen formaban a jeldlés, akkor valtoztassa meg, €s kozelitse a szokdsos matematika

jelolésekhez. A R, helyett hasznaljon x-et, P(R,) helyett f (x)-et, az U, és R, konstansok
2

(x+b)
¢lni ezzel, hanem szeretnénk az eredeti jeloléssel végigvinni a megoldast.
Derivaljuk mosta P ( Rk) fiiggvényt az R, valtozo szerint. A konstans szorzot emeljiik ki a

helyett pedig a-t és b -t. Igy a kévetkezt kapja: f (x)= . Mi most nem kivanunk

2

derivalas soran, s alkalmazzuk a tortekre vonatkoz6 derivalasi szabalyt.

!

P'(Rk):[UOZ i 2J'—U02[ i 2]:
(Re+Ry) (Re+Ry)

_UZR (R +R, ) k(R+R))'_
_u, -

(Re+R, f)
,1-(R+R,)" =R, -2(R +R,)

(R +R,)"
Emeljiink ki a szamldloban (R, + R, )-t, és egyszer(sitsiink.
, (R+R)((Re+R,)-2R,) 2 R-R,

(R +R,)’ " (R +R,)

0

P'(R)=U,



Ezutan hatarozzuk meg, hogy a P’ ( R ) derivalt mikor 0.
U2 Rb — Rk
0
(R +R,)’
A megszokott tablazatunk segitségével ellenérizziik le, hogy ezen a helyen a P ( R, )

=0 R-R =0 < R =R,

fiiggvénynek valoban maximuma van. Toltsiik ki egybdl a teljes tablazatot. A masodik sorban
az eldjeleket példaul az alabbiakbdl kaphatjuk.

R 1 1
R -t R ~R )
(O,R,): P’ R =U02#:U02 2 " —U/? 2 * _4Y, >0
2 R ’ 3_ Y 2155 2TR/
(bmj [Rj 'R, ;
2 b 2 b 8
R —2R “R “R 1 U2
R,»): P'(2R )=U _2—2 b__—y 2 b __—y2Z—b = =2 <0
(Rovc2): P/(2R,) °(2Rb+R@f 0(3R03 ® 27R® 27 R}?
R, (OR,) R, (R,, )
'(Rk) + 0 _
P(R) / lok. max. N

Amint lathat6, amikor a kiils6 ellenallas megegyezik a belso ellenallassal akkor valoban
maximuma lesz a kiilsd ellendllés teljesitményének.
A maximalis teljesitmény a kovetkezo:

2
P.=P(R)=U;— o _—yzo Yo
(R, +R,) 4R? 4R,
Ellenorzé kérdések:
X*+4
13. kérdés: Hol nd az f (x)= fliggvény?

A (—o,—2) és (0,2) intervallumokon.

A (-2,0) és (2,o) intervallumokon.

A (-2,0) és (0,2) intervallumokon.

A (—0,—2) és (2,0) intervallumokon. (X)

14. kérdés: Hol van sz¢élsoértéke az f (X) = X26X 2 figgvénynek?
+

Az x=-2 ésaz Xx=2 helyeken.

Az x=—/2 ésaz x=0 helyeken.

Az x=0 ésaz Xx=+/2 helyeken.

Az x=—2 ésaz x=+/2 helyeken. (X)



15. kérdés: Hol és milyen szélsdértéke van az f (x)=xe* fiiggvénynek?

Az x:—% helyen minimuma van. (X)

1 .
Az x = - helyen maximuma van.

Az x=2 helyen minimuma van.
Az x=2 helyen maximuma van.

16. kérdés: Hol csokken az f (x)=xIn (XZ) fliggvény?

A (—oo,—l] és (looj intervallumokon.
e e
1 . 1) .
[——,OJ és (0,—} intervallumokon. (X)
e e

(—o0,—e) ¢és (e,) intervallumokon.
(—e,0) ¢s (0,e) intervallumokon.

17. kérdés: Tekintsiik a koordinatarendszerben azt a téglalapot, melynek csucsai:
A(0;0), B(a;0), C(a;b), D(0;b). A C csticson athaladd egyenessel derékszogii

haromszoget vagunk le az elsd siknegyed sarkanal. ( AEF héaromszog)

F

D

A E E

Azt szeretnénk, hogy a hdromszog teriilete minimalis legyen. Ha az AE oldal hosszat
valasztjuk fiiggetlen valtozonak, €és X -szel jeloljiik, akkor az alabbi fliggvényt kell
vizsgalnunk sz€lséérték szempontjabol:

2

f(x):%xxb
fx)- 2000
f(x)=g X



18. kérdés: Az el6z0 kérdésben a minimalis teriiletli haromsz6g AE oldalanak hossza:
J2a

2a (X)

J2 (a+h)

2(a+b)



3. Differencialszamitas

3.4. Fiiggvény konvexitasanak vizsgalata, teljes fiiggvényvizsgalat

Tanulasi cél: A masodrendli derivalt és a konvexitas kozotti kapcsolat megismerése, a fliggvények
konvexitas és inflexios pont szempontjabol vald jellemzése. A teljes fiiggvényvizsgalat 1épéseinek
megismerése és gyakorlasa

Elméleti o6sszefoglalo:

A Matematika 1. tantargy A derivalt alkalmazasai cimii leckéjében lattuk, hogy az elsérendli derivalt
eléjele meghatarozza a fiiggvény monotonitasat. A masodrendii derivalt el6jelébdl is kovetkeztetéseket
vonhatunk le a fliggvény gorbéjének alakjarol, ebben az esetben a fiiggvény konvexitasara vonatkozoan.

Els6ként definialjuk a konvexitas fogalmat szemléletes modon.

Definicio: Egy intervallumon értelmezett valos fliggvény konvex, ha a fiiggvénygorbe két pontjat
0sszekotd hur a fliggvénygorbe f616tt halad. Egy intervallumon értelmezett valos fliggvény konkav, ha
a fliggvénygorbe két pontjat 6sszekotd hur a fiiggvénygdrbe alatt halad.

A
f(x)

I
[
|
|
I
|
|
I
I
|
I
I
1
I
1
1

konkav

Y

Tétel: Legyen az f filiggvény az [a,b] zart intervallumon folytonos €s az (a,b) nyilt intervallumon
differencialhato. Az f fiiggvény az [a,b] -n akkor és csak akkor konvex, ha f'(x) az (a,b)-n
szigorian monoton nd, illetve az f fiiggvény az [a,b] -n akkor és csak akkor konkav, ha f'(x) az

(a, b) -n szigortian monoton csdkkend.



Tétel: Legyen az f fiiggvény kétszer differencialhato (a, b)-n. Az f fiiggvény akkor és csak akkor
konvex az [a,b] -n, ha f"(x)>0 (a,b)—n, illetve az f fiiggvény akkor és csak akkor konkav az
[a,b]-n,ha f"(x) <0 (a,b)-n.

Definici6: Legyen f folytonos (a,b)-n és ce(a,b). Ha f konvex (a,c)-n és konkav (c,b)-n,
vagy konkav (a,C)-n ¢és konvex (C,b) -n, akkor C inflexios pontja f -nek.

Tétel: Legyen f a C hely kornyezetében kétszer differencialhato. Ha a C pontban f -nek inflexios
pontja van, akkor f"(c)=0.

Fontos megjegyezni, hogy a tétel megforditisa nem igaz. Abbdl, hogy az f"(c)=0, még nem
kovetkezik, hogy C inflexios pont.

Tétel: Ha f Kkétszer differencialhatd C-ben és f"(c)=0, tovabba (a,c)-n f">0 és (C,b)-n
f”<0, vagy (a,c)-n f"<0 és (c,b)-n f">0,azaz f" c-ben el8jelet valt, akkor C inflexiés
pontja f -nek.

A fenti tételek birtokaban a kdvetkezé modon vizsgalhatjuk a fliggvényeket konvexitas és inflexios pont
szempontjabol.

1. Megvizsgaljuk, hogy mi a legb6vebb halmaz, amelyen a fiiggvény értelmezhetd.

2. Kétszer derivaljuk a fiiggvényt (amennyiben lehetséges).
3. Megoldjuk az " (X) =0 egyenletet. Ezzel megkapjuk azokat a helyeket, ahol inflexids pont lehet.

4. Az értelmezési tartomanyt a szakadasi helyekkel €s a masodrendi derivalt zérushelyeivel részekre
bontjuk, s az adott részeken megvizsgaljuk a derivalt eléjelét. Ezt példaul ugy hajtjuk végre, hogy
mindegyik részbol valasztunk egy szamot, melyet a derivaltba behelyettesitiink.

5. Az értelmezési tartomany egyes részein a madasodrendli derivalt eldjelébdl kovetkeztetiink a
konvexitasra.

Az utolso két pontban leirtakat célszerii egy tablazatban 6sszefoglalni, mert akkor tomorebben irhatjuk
le az adatokat.

Ez a fenti moédszer ismerds lehet, mivel hasonlé6 médon végeztiik a fiiggvények monotonitasara és
szélsoértékére vonatkozo vizsgalatot (lasd Matematika 1. A derivalt alkalmazasai cimii leckében).

Kidolgozott feladatok:

1. feladat: Az f(x) fliggvény értelmezési tartomanya D, =R . Hol konvex az f(x) fiiggvény,
ha masodik derivaltja f"(X) = (Xx—1)(x+6)>?

Megoldas: Amikor egy fiiggvényt olyan szempontbol vizsgalunk, hogy hol konvex, illetve hol konkav,
akkor ugyantigy jarhatunk el, mint a ndvekedés és csokkenés vizsgalatanal (14sd Matematika 1. targyban
A derivalt alkalmazasai cimi leckében). Ilyenkor azonban a masodik derivalt eldjelével kell
foglalkoznunk. Ahol ugyanis pozitiv egy fiiggvény masodik derivaltja, ott konvex a fliggvény, ahol
pedig negativ a masodik derivalt, ott konkav a fliggvény. Természetesen ilyenkor azzal kell kezdeniink,
hogy megallapitjuk, hol értelmezhetd a masodik derivalt, és ezen a halmazon vizsgaljuk az eldjelét.

Jelen esetben minden valos szamra értelmezheté a masodik derivalt, azaz D, =R .



Ezutan hatarozzuk meg a masodik derivalt zérushelyeit, azaz oldjuk meg az f"(x) =0 egyenletet.
(x-1)(x+6)°=0

Egy szorzat akkor egyenld 0 -val, ha valamelyik tényezdje O, igy ez a szorzat két egyenletre bonthato.
X—1=0 vagy (x+6)*=0

Ezen egyenletek megoldasai: X =1 és X =—6.

Most hasonlo tablazatot célszert készitenlink, mint amikor novekedés és csokkenés, azaz monotonitas
szempontjabol vizsgaltunk egy fiiggvényt. Annyi csak a valtozas, hogy a masodik sorban nem az elso,
hanem a masodik derivalt el6jelét tiintetjiik majd fel. Természetesen az értelmezési tartomanyt most a

masodik derivalt zérushelyei bontjak részekre, hiszen ezeken a helyeken valtozhat meg a masodik
derivalt eldjele. Ha egyenldre csak az els6 sort toltjiik ki, akkor tablazatunk az alébbi lesz.

X (—oo, —6) -6
f"(x)
f(x)

(-61) 1

(L)

Ezutan vizsgaljuk meg a masodik derivalt eldjelét az értelmezési tartomany egyes részein. Ezt
végrehajthatjuk ugy, ahogyan a korabbiakban vizsgaltunk -eldjelet, azaz mindegyik részbdl
kivalasztottunk egy szamot, €s azt behelyettesitettiik. Mivel azonban a masodik derivalt egy szorzat, igy
megtehetjiik azt is, hogy kiilon vizsgaljuk az egyes tényezok eldjelét, és ebbdl kdvetkeztetiink a szorzat
eléjelére.

Ha pl. X <—6, akkor nyilvan X—1< 0, azaz a derivalt els6 tényezdje negativ. Persze ekkor X+6 <0
is teljesiil, amib8l (X+6)> <0 is kovetkezik, tehat a masodik tényezé is negativ. Két negativ szam

szorzata pedig pozitiv, azaz X < —6 esetén pozitiv a masodik derivalt, s ebbdl kovetkezden itt konvex a
fliggvény.

Hasonloan, ha —6<x <1, akkor Xx—1<0, és X+6>0<> (x+6)>>0, azaz a szorzat egyik

tényezoje negativ, masik tényezdje pedig pozitiv, tehat ekkor negativ a masodik derivalt. Ez azt jelenti,
hogy ezen az intervallumon konkav a fiiggvény.

Végiil ha 1< X, akkor X—1>0, és X+6>0< (x+6)° >0, tehat mindkét tényezé pozitiv, s igy a
masodik derivalt is pozitiv. Ennek kovetkeztében ezen az intervallumon konvex a fiiggvény.

Mivel mindkét zérushelyén (X = —6, X =1) megvaltozik a masodik derivalt el6jele, igy mindkét helyen
inflexiés pontja van a fiiggvénynek.

Ezek alapjan mar kitolthetjiik a tablazat masodik és harmadik sorat is.

X (—oo, —6) -6 (—6,1) 1 (1, oo)
() " 0 - 0 "
f(x) konvex (L) inflexios pont | konkav (M) | inflexios pont | konvex (V)




Legvégiil adjunk valaszt a feladat kérdésére. Amint a tablazatbol lathatd, a fiiggvény konvex,

ha x<—6 vagy ha 1<Xx. Ugyanezt Ggy is irhatjuk, hogy a fliggvény a (—o0,—6) U (1,)

halmazon konvex.

2. feladat: Az f(x) fliggvény értelmezési tartomanya D, = R\{—B, 4}. Hol konkav az f (x)
5X

fiiggvény, ha masodik derivaltja f"(X)= ————?
ggvény ja £7(x) x13(x_4)

Megoldas: Az el6z6 feladat megoldasdban ismertetettek szerint jarunk el. Vizsgaljuk meg, hogy mely
halmazon értelmezhetd a fliiggvény masodik derivéltja. Mivel a nevezdben nem allhat 0, igy
(Xx+3)(x—4) =0, melybdl X+3#0 és X—4 0. Ezekbdl kovetkezik, hogy X #—-3 és X#4.

A masodik derivalt értelmezési tartomanya tehat: D, = R\ {-3,4}.
Ezutan oldjuk meg az f"(x) =0 egyenletet.
5
R RO
Tort csak Gigy lehet zérus, ha a szamlaldja zérus, igy egyszeriibb egyenletet kapunk.
5 =0

Ennek az egyenletnek azonban nincs megoldasa, hiszen 5 értéke pozitiv minden valds X esetén. A
masodik derivaltnak tehat nincs zérushelye, azaz nem lesz inflexids pontja a fiiggvénynek.

Mivel egy fiiggvény eldjele ott is valtozhat, ahol a fiiggvény nincs értelmezve, igy bar nincs a masodik
derivaltnak zérushelye, de az értelmezési tartomanyt a szakadasi helyek mégis részekre bontjak. Ha
elkezdjiik kitolteni a szokasos tablazatot, akkor most a kdvetkez6t kapjuk.

X (—oo,—3) -3 (—3,4) 4 (4,00)
f"(x) X X
f(x) X X

A szakadasi helyeken egybdl jelolhettiik, hogy mivel ott nem létezik a masodik derivalt, igy a
fliggvényrol semmit sem mondhatunk.

Vizsgaljuk meg ezutan az egyes részeken a masodik derivalt elgjelét. Most olyan tortiink van, melynek
szamlaloja minden X esetén pozitiv, igy csak a nevezot kell vizsgalnunk, ami egy szorzat. Itt
megtehetjiik, hogy kiilon vizsgaljuk a tényezok eldjelét.

Ha X <-3, akkor X+3<0 és Xx—4 <0, tehat a nevezd pozitiv, igy a masodik derivalt is pozitiv.
Ebbol kovetkezoen a fliggvény konvex.

Ha —3<X<4,akkor X+3>0 és X—4 <0, tehat a nevezd negativ, igy a masodik derivalt is negativ.
Ebbdl kovetkezden a fiiggvény konkav.

Ha pedig 4 < X, akkor X+3>0 és X—4 >0, tehat a nevezd pozitiv, igy a masodik derivalt is pozitiv.
Ebbdl kovetkezden a fliggvény konvex.



Immaron kitolthetjiik a teljes tablazatot.

X (—o0,-3) -3 (-3,4) 4 (4,)
f"(x) + X - X +
f(x) U X A X U

A téblazatbol kiolvashato, hogy a fiiggvény a (—3,4) intervallumon konkav.

3.feladat: Az f(x) fiiggvény értelmezési tartomanya D; =IR . Hol van inflexids pontja az f (X)
fiiggvénynek, ha masodik derivaltja f"(x) = (x—7)°-(e*-1)?

Megoldas: Most is a masodik derivalt értelmezési tartoméanyéanak vizsgalatdval kezdjiik. Jelen esetben
ez az Osszes valos szam, azaz D, =R.

Oldjuk meg az f"(x) =0 egyenletet. Egy fiiggvénynek ugyanis ott lehet inflexids pontja, ahol a
masodik derivaltja 0 .

(x=7)%-(e*-1)=0

Mivel a derivalt szorzat, ezt egyszerlibb egyenletekre bontjuk.
(x—=7)°=0vagy " -1=0

Az els6 egyenlet megoldasa nyilvan X =7 . A masodik egyenletet rendezziik at.
e-1=0 = e'=1

Vegylik mindkét oldal logaritmusat.

In(e*) =Inl

Mivel a bal oldalon egy fiiggvény és az inverze all egy 6sszetételben, igy ott valojaban egyszeriien X
szerepel.

x=1In1=0
A masodik egyenlet megoldasa igy X=0.
Két zérushelye van tehat a masodik derivaltnak, az X=0 ésaz X=7.

Ezek utan a tablazat els6 sora kit6ltheto.

X (—0,0) 0 (0,7) 7 (7,0)
f"(x)
f(x)




Vizsgaljuk meg ezutan a masodik derivalt el6jelét. Mivel a derivalt olyan szorzat, aminek els6 tényezdje
nem vesz fel negativ értéket, hiszen paros kitevdjli hatvany, igy csak a masodik tényezo eldjelével kell
foglalkoznunk.

Ha X<0, akkor €* <1, ezért €*—1<0. Ekkor tehat negativ a masodik derivalt, s itt konkav a
fiiggvény.

Ha O<Xx<7, akkor e*>1, ezért € —1>0. igy itt pozitiv a masodik derivalt, tehat konvex a
fiiggvény.

Ha 7 <X, akkor e* >1, ezért € —1>0. Igy itt is pozitiv a masodik derivalt, tehat itt is konvex a
fiiggvény.

Amint lathatd, a masodik derivalt zérushelyei koziil az X =0 helyen el§jelet valt a masodik derivalt,
igy itt inflexios pontja van a fliggvénynek. Viszont az X =7 helyen a masodik derivalt nem valt el6jelet,
igy itt nincs inflexids pont.

Toltsiik ki a teljes tablazatot.

X (—,0) 0 (0,7) 7 (7,0)
() . 0 " 0 "
f(x) M inflexids pont U mncsplél:]ltemés U

A fiiggvénynek tehat az X =0 helyen van inflexios pontja.

4. feladat: Adja meg a fiiggvény értelmezési tartomanyat! Vizsgilja meg konvexitas
szempontjabol a fiiggvényt! Szdmolja ki az inflexiés ponthoz (pontokhoz) tartozo
fiiggvényértéket!

f(x)=x*+xInx

Megoldas: Els6ként most is a fliggvény értelmezési tartomanyat kell megvizsgalnunk. A
logaritmus argumentumaban kizarolag pozitiv valds szamok szerepelhetnek, tehat a kikotés

x>0, azaz D; =(0,).
Eldszor az elsé derivalt fiiggvényt hatarozzuk meg. Az 6sszeg masodik tagja egy szorzat (itt a
szorzatra vonatkozé derivalasi szabalyt alkalmazzuk).
f'(x) =3x*+1-In x+x-1:3x2 +Inx+1
X

A masodik derivalt eloallitasa:

f"(x) = 6x +1
X
Oldjuk meg az f"(x) =0 egyenletet.

6x+1=0



Mivel az értelmezési tartomanybdl tudjuk, hogy x csak pozitiv szdm lehet, ezért az egyenlet a
kovetkezo alakra hozhato:

6x°+1=0

Ennek az egyenletnek a valds szamok halmazan nincs megoldéasa, ami azt jelenti, hogy az f (x)

fliggvénynek nincs inflexios pontja. A (0,00) intervallumon 6x*+1> 0, tehat a fiiggvény ezen
az intervallumon konvex.

5. feladat: Vizsgaljuk meg konvexitds és inflexids pont szempontjabél az f(X) =In(4x*+2)
fiiggvényt.

Megoldas: Eloszor az értelmezési tartomanyt kell meghataroznunk. Tudjuk, hogy a logaritmus
argumentumaban kizarolag pozitiv valds szamok szerepelhetnek, tehat a kikotés 4x° +2>0. Ez az
egyenldtlenség barmely valds szdmra fenndll, azaz a fliggvény minden valos szamra értelmezhetd,
D, =R.

Ezt kdvetéen meghatarozzuk a masodrendii derivaltat, melyhez elészor az elsérendii derivaltat kell
kiszamolnunk. Az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat felhasznalva kapjuk, hogy

1 8x
f'(x) = BX=—
) 4x%*+2 4x%*+2

Erre a derivalasi hanyadosszabalyt alkalmazva kapjuk, hogy

8(4x° +2)—(8x-8x) 32x* +16-64x> -32x* +16
(4x% +2)? (4x% +2)? (4x* +2)*

Ezt kdvetden megkeressilk a masodrendii derivalt zérushelyeit, azaz megoldjuk a f"(X)zO

f7(x) =

egyenletet.
—-32x* +16 _
(4x* +2)?
Egy tort értéke akkor 0, ha a szamlaloja O . Ez alapjan
-32x* +16=0
32x* =16

2

1
Xt==
2

X = —% és X, = % . Ezek lehetnek a fiiggvény inflexids pontjai. Hogy valoban azok-e, ahhoz
ellendrizniink kell, hogy a masodrendii derivalt eldjelet valt-e ezekben a pontokban. Ehhez az
értelmezési tartomanyt €s a lehetséges inflexios pontokat tiintetjiik fel a tablazat els6 soraban. Ez alapjan
a kovetkez0 tablazatot kell kitdlteniink.
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A tablazat mésodik sordban a masodrendii derivalt eldjeleit vizsgaljuk meg az adott tartomanyokon, s

1
ebbdl hatarozzuk meg a konvexitast a kovetkezd sorban. Vegyiink egy —E—nél kisebb szadmot.
Legyen pl. —1, s helyettesitsiik ezt a masodrendii derivaltba.
"(—l) B -32-(-1)° +16 B _32
(4-(-1)° +2)? 36
Negativ értéket kaptunk, tehat X < ——= esetén negativ a masodrendi derivalt, ebbdl kdvetkezden itt

N

konkav a fiiggvény.

1 :
Ezt kdvetden vegyiink egy _E és ﬁ kozé es6 szamot. Legyen pl. 0, s ezt is helyettesitsiik be a

masodrendi derivaltba.

. -32.0+16 16
O= 0wy ="

. 1 1 . . .
Pozitiv értéket kaptunk, tehat ha _ﬁ <X< ﬁ , akkor pozitiv a masodrendi derivalt, s igy itt konvex

a fliggvény.

1
Végiil vegylink egy E -nél nagyobb szamot is. Legyen pl. 1, és helyettesitsiik ezt a masodrendi

derivaltba.

32416 16

®= (4+2?2 36

1 :
Negativ értéket kaptunk, igy ha ﬁ < X akkor negativ a masodrendii derivalt, tehat ekkor konkav a

fiiggvény.
: , At e 1, 1 . 1
Mivel a masodrendii derivalt értéke az X = ——= és X = —= helyen elgjelet valt (X = ——=-nél
\2 \2 N2

1
negativbol pozitivba, X = ﬁ -nél pozitivbol negativba), igy ezeken a helyeken inflexios pontja van a

fiiggvénynek.



Mindezeket az 6sszefliggéseket tartalmazza az alabbi tablazat, mellyel valaszoltunk a feladatra.

B % |&)
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f"(x) - 0 + 0 -
i inflexids inflexids ,
f (X) konkdv M konvex v konkav M
pont pont

1
6. feladat: Vizsgaljuk meg konvexitas szempontjabol az f (X) =e* fiiggvényt. Adjuk meg az inflexids
pont(ok) koordinatait is!

Megoldas: Elsoként most is a fiiggvény értelmezési tartomanyat kell vizsgalnunk. Mivel nevezd nem
lehet zérus, igy ki kell kotniink, hogy a kitevében X#0, azaz D, = R\{0}.

Ezutan allitsuk el a fiiggvény masodik derivaltjat, mert a konvexitas vizsgalatdhoz erre lesz
sziikségiink. Az elsd derivalt el6allitasakor egy Osszetett fliggvényt derivalunk. A kiilsé fiiggvény az e”

1
, a belso fliggvény pedig az — .
X

=e (L) Zer (x1) —er(x
f'(x)=¢e [XJ_e (x*) =ex(—x7?)

A masodik derivalas soran a szorzatra vonatkozo6 derivalasi szabalyt hasznaljuk.

f"(x) = [eij ~(—X‘2 ) + e% '(—x‘z ) =

1 1 1
—e* (=X ?)(—x7)+er (267 ) =ex - x 20 X
Amint az kordbban mar szerepelt, ilyenkor célszerii kiemelni, amit csak lehet. Figyeljiink oda, hogy a
hatvanyokbol azt emeljiik ki, ahol kisebb a kitevd, s ez most az X *. Ha pedig az X -bol kiemeliink
x~* -t, akkor ott X fog maradni.

1
f'(x)=ex-x"*-(1+2x)
A negativ kitev3s hatvany helyett tortet is irhatunk. Igy a masodik derivalt a kovetkezd alakot Glti:

1
Fr(x) = ex 12X
X

Miutén a masodik derivaltat sikeriilt egyszer(ibb alakra hozni, oldjuk meg az f"(x) =0 egyenletet.



1+2x_

X4

1
ex. 0

Tudjuk, hogy egy szorzat akkor zérus, ha valamelyik tényezdje zérus. Az elsd tényezd nem lehet egyenld
0 -val, hiszen az exponencialis fliggvény csak pozitiv értékeket vesz fel. Ennek kdvetkeztében elég csak
a masodik tényezdben lev tortet vizsgalnunk.

1+2x

X4

0

De a tort csak Ggy lehet 0, ha a szamlaloja 0 , igy az egyenlet még tovabb egyszerlisodik.
1+2x=0
Ennek megoldasa pedig X =-0.5.

Ezutan elkészithetjiik a tablazatot, kitoltve az els6 sort. Az értelmezési tartomanyt egyrészt a masodik
derivalt zérushelye, masrészt az értelmezési tartomanyban levé szakadasi hely osztja részekre.

X (—0,-0.5) -0.5 (-0.5,0) 0 (0,)
() X
f(x) X

Vizsgaljuk meg ezutan a masodik derivalt el6jelét a kiillonbozo részeken. Ehhez a kiemelést kdvetden
1

kapott szorzatta alakitott format célszer(i hasznalni. Az e, valamintaz X csak pozitiv értékeket vehet
fel, igy elég csak az 142X eljelét vizsgalnunk.

Ha X <—0.5, akkor 1+2x <0, igy a derivalt negativ, s ebbdl kovetkezden itt konkav a fliggvény.

Ha —0.5<x<0, akkor 1+2x >0, s ezért itt konvex a fliggvény.

Ha pedig 0 < X, akkor 1+2x > 0 ismét, igy itt is konvex a fliggvény.

Az X=-0.5 helyen eldjelet valt a masodik derivalt, igy ezen a helyen inflexiés pontja van a
fliggvénynek.

Toltsiik ki a teljes tablazatot.

X (—0,-0.5) -0.5 (-0.5,0) 0 (0,0)
f"(x) - 0 + X +
f(x) e inflexios pont v X U

Ezutan mar csak az inflexids pont masodik koordinatajat kell meghataroznunk. Ehhez helyettesitsiik be
a fiiggvénybe az X =—0.5 értéket, ahol az inflexios pont van.

1

f(-0.5)=e05 =g



Az inflexiés pont koordinatai tehat: (—0.5,e7%)

Ellenorzo kérdések:

1. kérdés: Az f(x) fiiggvény értelmezési tartomanya D, =R . Mely intervallumo(ko)n konkav
az f(x) figgvény, ha f"(x)=(x—2)"(x+1)?
oo,—l) X)
1,2)
)
(—1,2) és (2,00)

2. kérdés: Az f(x) fliggvény értelmezési tartomanya D, =R\{8,—5}. Mely intervallumo(ko)n

2e”

konvex az f(x) fiiggvény,ha f"(X)=———7?
() figgvény (x—8)(x+5)2

(-
(-
(2

(-5.8)
(~01-5) & (-5.8)
(8,%2) (X)
(—oo, —5) és (8, oo)
3. kérdés: Hany inflexios pontja van az f (x) figgvénynek, ha f"(x) = (In X —1)(X +3)5 ?

0
1 (X)
2
3

4. kérdés: A kovetkez6 intervallumo(ko)n konkav az f (X) fiiggvény, ha f"(x)=1-Ig (X2 + 6)
(—oo, —2).
(-2.2).
(2, oo) .
(—oo,—2) és (2,00). (X)
5. kérdés: Az f(x)=In(1+3x%) fiiggvény inflexios pontjanak (pontjainak) koordinatai:

(%,In 2].
(—J§,In10).
(_g, In ZJ és [@ In ZJ. X)



(—v/3.In10) ¢ (+/3,In10).
6. kérdés: Hany inflexids pontja van az f (x)=x"—30x°+2 fiiggvénynek?
0

1
2
3 (X)
7. kérdés: Az f(x)=e*(x—1) fiiggvény inflexiés pontjanak fiiggvényértéke
e’ -1
2
€ X
2e
8. kérdés: Hany inflexios pontja van az f (x)=4x’+xInx fliggvénynek?
0 (X)
1
2
3

9. kérdés: Hany inflexiés pontja van az f (x)= g x* +x—xInx fiiggvénynek?

0

1
2 (X)
3

Elméleti osszefoglalo:

Fiiggvénydiszkusszion annak vizsgalatat értjiikk, hogy egy filiggvény az értelmezési
tartomanyanak mely pontjaiban, vagy mely részhalmazain rendelkezik a fliggvényekre
jellemzo tulajdonsagok valamelyikével.

A jellemz6 tulajdonsagokat két csoportba oszthatjuk.

Az els6 csoportba az ugynevezett globalis tulajdonsagok tartoznak. Ide soroljuk azokat,
amelyekkel egy fliggvény az értelmezési tartomanyanak egy egész részintervalluman
rendelkezik vagy nem rendelkezik, pl. novekedés vagy konvexitas.

A masik csoportba a lokalis tulajdonsagok tartoznak. Ezek azok, amelyek az értelmezési
tartomany egy pontjaban Iépnek fel, pl. lokalis széls6érték, zérushely, stb.

A fiiggvények diszkusszidjat a kovetkezd 1épésekben végezziik:
1) Ertelmezési tartomany meghatarozésa.
2) Alaki tulajdonsagok (tengelymetszetek, parités).

3) Limeszek az értelmezési tartomany szélein.



4) Monotonitas vizsgalata, lokalis szélséérték(ek) meghatarozasa.
5) Konvexitas vizsgalata, inflexids pont(ok) meghatarozasa.
6) Grafikon rajzolésa.

7) Ertékkészlet meghatarozasa.

Kidolgozott feladatok

7. feladat: Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot az f (x)=x°—3x* fiiggvényen.
Megoldas:

1) Ertelmezési tartomany.

Egyszer(i most a helyzetiink, mert lathatd, hogy a fliggvény mindeniitt értelmezve van, ezért
D, =R.

2) Alaki tulajdonsagok.

Ezen értjik egyrészt annak meghatarozasat, hogy a fiiggvény grafikonja hol metszi az X
tengelyt. Ezeket a pontokat az f (x)=0 egyenlet megoldasai adjak. Megoldjuk tehat az

x*-3x*=0
egyenletet. Az x* kiemelésével

x*(x=3)=0,
ami akkor teljesiil, ha X, =0 vagy ha X, =3. Ebben a két pontban metszi tehat a grafikon az
X tengelyt.

Masrészt ide tartozik annak megallapitasa, hogy a grafikon hol metszi az y tengelyt. Ilyen
persze csak akkor van, ha a nulla eleme az értelmezési tartomanynak, ebben az esetben f (O)

adja a keresett pontot. A mi esetiinkben
f (0):03 -3.0°=0,
a grafikon tehat &tmegy az origon.

Tovéabba ebben a Iépésben vizsgaljuk meg, hogy a fliggvény paros-e vagy paratlan-e. Mindkettd
az f(—x) Osszetett fiiggvény képletének eldallitasaval kezdddik.

f(-x)= (—x)3 —3(—x)2 =—x*-3x°.

A figgvény akkor paros, ha f (—x)= f (x) (tehat szimmetrikus az y tengelyre), ez most nem

teljestil, mivel



—x*—3x% # x*-3x%.

A fiiggvény akkor paratlan, ha f (—x)=—f (x) (tehat szimmetrikus az origora), most ez sem
teljestil, mivel

—Xx*—3x* # —(x3 —3x2) :

Fliggvényiink tehat se nem paros, se nem paratlan.

3) Limeszek az értelmezési tartomany szélein.

Egy fliggvény értelmezési tartomanya altalaban diszjunkt (véges vagy végtelen) intervallumok
unidja. Ezeknek az intervallumoknak a végpontjaiban kell az intervallum feldli egyoldali
hatarértékeket kiszdmitani.

Mivel a feladatunkban az értelmezési tartomany a valos szamok halmaza, ezért két limeszt kell
kiszamolnunk:

Xlirpw(xs -3x%) = lim x° (1-%} =0,

Iim(x3—3x2): lim XS(l—Ej:oo.

X—>0 X—00 X

4) Monotonitas vizsgalata, lokalis sz¢éls6érték(ek) meghatarozasa.
Tudjuk, hogy lokalis szélséérték ott lehet, ahol f'(x)=0. Elkészitjiik tehat a derivalt
fliggvényt:
f'(x)=3x*-6x,
és megoldjuk az f'(x)=0 egyenletet.
3x*—6x=0,
3x(x—-2)=0,
aminek a két gyoke x, =0, illetve x, =2.

A derivalt gyokei koziil az értelmezési tartomanyba is beletartozok a lehetséges szélsdértékek.
Mivel most a teljes valds szdmok halmaza az értelmezési tartomany, mindkét gyokot meg kell
vizsgalnunk.

Tudjuk, hogy a jeldltek koziil azok valdban szélséérték helyek, ahol a derivalt fliggvény eldjelet
valt.

A jeloltek az értelmezési tartomanyt (tovabbi) darabokra bontjak, és ezeken a darabokon a
derivalt fliggvény allando eldjelli, ezeket az eldjeleket kell eldszor meghatarozni. Ezeket egy-



egy, a darabokba es6 szdmnak a derivalt fliggvénybe vald behelyettesitésével kaphatjuk meg.
Az egész eljarast célszerl egy tablazatba foglalni.

A téblazat elsé sora a szélséérték jelolteket és az értelmezési tartomany altaluk 1étrehozott
darabjait tartalmazza (a valds szamok természetes rendezésében).

A masodik sorban az f’(x) egyes darabokbeli eldjele szerepel, (és az, hogy a derivalt a

jeloltekben nulla).

Az értelmezési tartomanyunk egy darabbdl all, és két jeldltiink van, ezek tehat harom darabra
bontjak az értelmezési tartomanyt.

A (—©,0) darabbol vesszik mondjuk a -1-et, s ekkor azt kapjuk, hogy
f'(-1)= 3(—1)2 —6(—1)=9>0, ezért az egész darabon pozitiv az elsé derivalt el8jele.

A (0,2) darabbdl vegyiik példaul az 1-et, ekkor f'(1)= 3(1)* -6(1) =—3<0 , ezért az egész

darabon negativ az eldjel.
Végiil a (2,00) darabbdl vélasszuk a harmat, ekkor f'(3)= 3(3)2 —6(3)=9>0, ezért az egész
darabon pozitiv az elsd derivalt eldjele.

Az alabbi tablazat elsé két soraban latjuk ezeket feltiintetve.

" (=.0) 0 (02) ) (2.)
f'(x) + 0 - 0 +
f(x) Va lok. max. N lok. min. e

Latjuk azt is, hogy mindkét jeloltiink esetén megvan a sziikséges eldjelvaltas, tehat mindkettd
valdban szélsoérték hely.

Mivel nulldban a derivalt pozitivbol valt negativba, itt lokalis maximum van. A kettdben a
derivalt el¢jele negativbol valt pozitivba, itt tehat lokalis minimum van.

Ki kell még szamolni a maximum €s a minimum értékeét:

f(0)=0, illetve f(2)=2°-322=-4.

Tudjuk, hogy ahol az elsé derivalt pozitiv, ott n6v0 a fiiggvény, ahol negativ, ott csokkend.

Az el6z6 tablazat harmadik sora ezeket az informacidkat tartalmazza, felfelé mutatd nyillal
jeldlve a novekedést, illetve lefelé mutatoval a csokkenést. A novekedési viszonyokbol is
leolvashato, hogy egy adott sz€élséérték hely maximum hely, vagy minimum hely.

5) Konvexitas vizsgalata, inflexids pont(ok) meghatarozasa.



Tudjuk, hogy inflexios pont ott lehet, ahol f”(x)=0. Elkészitjiik tehat a masodik derivaltat:
f"(x)=6x—6.
Megoldva az
f"(x)=0,azaz abx—6=0
egyenletet megoldasként X, =1 adodik. Mivel ez a gydk benne van az értelmezési
tartomanyban, ez az inflexios pont jelolt.

Tudjuk, hogy a jeldltek koziil az(ok) valdban inflexids pont(ok), ahol a masodik derivalt eléjelet
valt. Ezt a sz&lséértékeknél hasznalt eljarashoz hasonloan lehet megvizsgélni. Az eredményeket
most is egy tablazatba foglaljuk.

Az elsO sor most az inflexios pont jelolteket, és az értelmezési tartomany altaluk 1étrehozott
darabjait tartalmazza.

A masodik sor a masodik derivalt eldjelét tartalmazza a keletkezett darabokon, és azt, hogy a
jeloltiinkben az értéke nulla. Egy jeloltiink van, ami az értelmezési tartomanyt két részre bontja.

Az els6 darabbol vegyiik a nullat, itt f"(0) =6(0)—6=-6 <0, ezért az egész darabon negativ
a masodik derivalt.

A masodik darabbdl vegyiik a kettét, ekkor f"(2)=6(2)-6=6>0, tehat az egész darabon

pozitiv a masodik derivalt.

Az alabbi tablazatban lathatjuk ezeket.

X (—o0,1) 1 (1,00)

f(x) konkav inf. pont konvex

Megvan tehat a sziikséges eldjelvaltas, az 1 inflexios pont. Ki kell még szdmitanunk az inflexios
pont masodik koordinatajat:

f(1)=0-3(1) =-2.

Tudjuk, hogy ahol a méasodik derivalt pozitiv, ott konvex a fliggvény, ahol negativ, ott konkav.
A masodik tablazat harmadik sora ezeket az informaciodkat tartalmazza.

6) Grafikon.



Az eddig megszerzett informacidkat felhasznalva felvazolhato a fiiggvény grafikonja.

Felvéve egy koordinata-rendszert eldszor a nevezetes pontokat jeldljik meg,
(tengelymetszetek, szélsoértékek, inflexios pontok.)

Ezutan vegyiik figyelembe a hatarértékeket és a monotonitasi viszonyokat.
Végiil, a konvexitasi informaciokat is figyelembe véve, rajzoljuk meg a grafikont.

Ezt latjuk az alabbi abran.

7) Ertékkészlet.

A (helyes) grafikonrol leolvashat6 az értékkészlet.
Most azt kapjuk, hogy

R, =R.

X
8. feladat: Végezziink teljes fliggvényvizsgalatot az f (x)= 71 fliggvényen.
_+_

Megoldas:

1) Ertelmezési tartomany.



A nevezé X’ +1, soha nem lehet nulla. Azt latjuk, hogy minden valds szamra teljesiil ez az
egyenlet, igy

D, =R.
2) Alaki tulajdonsagok.

Az f(x)=0 egyenlet megoldasa X, =0, ami az X tengellyel vett metszetet adja, azonban
f (0) =0 miatt, itt metszi a grafikon a fiiggdleges tengelyt is.

A fliggvény paritasat vizsgalva latjuk, hogy

(0= T

tehat a fliggvény paratlan.

3) Limeszek az értelmezési tartomany szélein.

Ismét csak a végtelenekben kell kiszdmolni a hatarértékeket. A szamlalobdl is és a nevezdbol
is kiemelve x*-et kapjuk, hogy

1
lim —— = lim X1 =0.
X—>—00 X—>—00
X+ 1+
X

Teljesen hasonldan

1
lim—— =i *=0
X—00 X—»00
X+ 1+
X

4) Monotonitas vizsgalata, lokalis szélséérték(ek) meghatarozasa.

» (-2 gy
Fiix)= (e+1) (1)

A derivalt nulla, ha a tort szamlaléja nulla, ez nyilvan X, = —1 és X, =1 esetén teljesiil. Mindkét

gyoOk az értelmezési tartomanyban van, meg kell ezért ket vizsgalni.

Elkészitjiik a tablazatot.

X (—oo, —1) 1 (—1, 1) 1 (1, oo)




f (x) AW lok. min. S lok. max. Ny

Az elsé darabbol a —2 -t helyettesitve f'(-2) = —% <0.

A masodik darabbol O -t helyettesitve f'(0)=1>0.

Végiil a harmadik darabbdl 2 -t helyettesitve f'(2) = —215 <0 .

fgy kaptuk a mésodik sor eldjeleit. Latjuk, hogy mindkét jeldlt esetén megvan az el6jelvaltas,
ezért mindkettd szélsdértek hely, mégpedig a —1 lokalis minimum hely, az 1 lokalis maximum
hely.

1 1
A minimum értéke f(-1)=- > a maximum értéke (a paratlansag miatt is) f (1)= >

A fenti tdblazat harmadik sordban megjeloltiik a monotonitasi szakaszokat. Latjuk, hogy a
sz€lsdértekek kozott a fliggvény novo, kiilonben csokkend.

5) Konvexitas vizsgalata, inflexids pont(ok) meghatarozasa.

()= —2x(x2 +1)2 —(l— x2)2(x2 +1)2x _ —2x(x2 +1)—4x(1— x2) _ 2% — B _ 2x(x2 —3)

(x2+1)4 (x2+1)3 (x2+1)3 (x2+1)3

Az f"(x)=0 egyenletnek most harom megoldasa van: x =—/3, x =0, x=+3.

Mindhérom az értelmezési tartomanyban van, ezért meg kell dket vizsgalni. Most az aldbbi
tablazatot készithetjiik el.

X (—0.—3) i (-+/3.0) 0 (0.43) B (VB

£7(x) i 0 + 0 i 0 +

f(X) konkav inf.pont | konvex inf.pont | konkav | inf.pont| konvex

Az eldjeleket, példaul, a kovetkezd szdmok behelyettesitésével kaphatjuk:

4
az els6 tartomanybol valasszuk a —2 -t, ekkor f"(-2) = “De <0,



a mésodik tartoméanybol a —1-et, ekkor f"(-1)= g = % >0,

a harmadikbdl az 1 -et, ekkor f"(1) = —% <0,

4
a negyedikbél 2 -t, ekkor f"(2)= 25 0

Latjuk, hogy mindharom jeldlt esetén megvan az eldjelvaltas, mind a hdrom valoban inflexios

pont. Az inflexids pontok masodik koordinatai: f (—\/é) = —? , f(0)=0¢s f (\/5) = g :

A masodik tablazat harmadik soraban szerepelnek ezek az informaciok. Latjuk, hogy most az
inflexids pontok valasztjak el a konkav és konvex szakaszokat.

6) Grafikon.

A grafikont most is a nevezetes pontok berajzolasaval kezdjiik. A hatarértékek azt mondjak,
hogy a fliggvény a végtelenek felé hozzasimul az X tengelyhez, vagyis y=0 vizszintes

aszimptota. Figyelembe véve a monotonitasi és konvexitasi viszonyokat is, az alabbi abrat
kaphatjuk:

25

0.5

-05

Ugyeljiink a paratlansag érzékeltetésére, azaz arra, hogy a grafikon az origora szimmetrikus.



7) Ertékkészlet.

Az é4bra alapjan vilagos, hogy a fliggvény a lokalis minimuma és a lokalis maximuma kozotti
értékeket veszi fel, beleértve azokat is, tehat

SRR
2 2

9. feladat: Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot az f (X)=

x? -1

X3

fliggvényen.

Megoldas:

1) Ertelmezési tartomény.

Mivel a nevezdben nulla nem lehet, igy
D; =R\ {0} =(—0,0)u(0, ).

2) Alaki tulajdonséagok.

Az f(x)=0 egyenletnek most két gyoke van: X, =-1 és X, =1. Mivel a nulla nem eleme az

értelmezési tartomanynak, a grafikon nem metszi a fliggdleges tengelyt.

A paritést vizsgalva:

a fiiggvény tehat paratlan.
3) Limeszek az értelmezési tartomany szélein.

Az értelmezési tartomany két darabbol all, ezeknek négy széle van, négy limeszt kell tehat
kiszamolnunk. (Val6jaban a paratlansag miatt csak kettdt.)

Ezek:
3(1 1)
2 Y U3
- X X 1 1

lim =i =1 ——-—|=0,
X—>—0 X3 X—>—00 3 X—)oo(x ij
i X2 —
lim — =00,
x—0" X

hiszen a szamlalo —1-hez tart, a nevezo pedig nulldhoz, de mindig negativ.

X -1
lim ——=—0,
x—0" X

a paratlansag miatt persze az el6z6 limesz minusz egyszerese, ¢s végiil



lim =0,

X—>0 X

most is igaz, hogy ez a minusz végtelenben vett hatarérték minusz egyszerese.

4) Monotonitas vizsgalata, lokalis széls6érték(ek) meghatarozasa.

_2X(XF) (¥ -3¢ 2t 3 43¢ _ x*43% _ x2-3

f'(X) NG NG - NG - N

Az f'(x)=0 egyenlet megoldasai: x =—/3, X, = J3.

Mindkeét jelolt az értelmezési tartomanyba esik, meg kell dket vizsgalnunk. Az eredményeket
az alabbi tablazat tartalmazza.

Figyeljlink arra, hogy most a D, eleve két darabbol all. Ezeket vagja ketté a két jelolt, mivel

kiilonb6z6 darabokba esnek. A tablazat fejlécében ezért négy darabot kell szerepeltetni.

<[ B | 5 [(B)] o || B | (B)

f'(x) - 0 + X + 0 -

f(x) N lok.min. J X /| lok.max. N

Az f'(x) elbjeleit rendre a kovetkezd helyettesitésekkel kaptuk:

1
f'(-2)=——<0
(-2) TR
f'(-1)=2>0,
f'(1)=2>0,

1
f'(2)=——<0.
(2)=-15<

Mindkét jeloltben eldjelet valt a derivalt, ezért mindkettd szélséérték hely, mégpedig —\/§

lokalis minimum hely, \/§ lokalis maximum hely. A lokalis minimum értéke

2
f (—\/g ) = > ~ —0.38, a lokalis maximum, a paratlansag miatt, ennek minusz egyszerese,

WJ@zosa

A tablazatunk harmadik sorabol lathatjuk, hogy mik a monotonitasi viszonyok.



5) Konvexitas vizsgalata, inflexids pont(ok) meghatarozasa.

_ZX(XA)—(XZ —3)4X3 _ 24 412x°  2x° 412 2(X2 —6)

x8 X8 x8 x°

f(x)=

f”(x)=0 akkor és csak akkor, ha x, =—/6, X, =+6. Mindkét jelslt az értelmezési

tartomanyba esik. A tablazatunk most az alébbi:

x | (o) | _ | (60)| o (0.6) | 6 (v6,%0)

f"(x) - 0 + X - 0 +

f(x) konkav inf.pont | konvex X konkav | inf.pont | konvex

Az eldjeleket, alkalmas szamok behelyettesitésével ellendrizze le most az olvaso.
Az eldjelek megkaphatok a kovetkezd okoskodéssal is.

Egy tort elgjelét kell kiszdmolnunk. Ez akkor pozitiv, ha a szdmlalé és a nevezd egyforma
elojeld, akkor negativ, ha kiillonb6z6 eléjeliek.

A szamlaloban egy masodfoku kifejezés all, amelynek képe egy felfelé nyilo parabola, ez tehat
a gyokein kiviil pozitiv, a gyokei kozott pedig negativ. A nevezdben allé hatvany, a paratlan
kitevd miatt, negativ X -ekre negativ, pozitivakra pozitiv.

Ezek alapjan is megkaphatjuk a fenti eldjeleket.

Mindkét jelolt inflexidos pont tehat. Az inflexidos pontok masodik koordinatai:

f(—\/g):—%z—OBA f(Jé):o.34.

A nulla eldtti és utdni darabon is mas eldjelli a masodik derivalt, de a nulla persze nem inflexios

pont, hiszen ott értelmezve sincs a fliggvény. J61 mutatja ez azonban azt, hogy a —\/g és \/g
kozotti részt nem lehet egy darabként szerepeltetni a fejlécben.

A tablazat harmadik sordban szerepelnek az erre vonatkozo6 informaciok.

6) Grafikon.
Az eddigek figyelembevételével az aldbbi abrat rajzolhatjuk fel:



0.5

-0:5

7) Az abrarol latszik, hogy
R, =R.

Ellen6rz6 kérdések:

10. kérdés: Hany lokalis széls6értéke van az f (x)=x>—x*+x fiiggvénynek?
0.(X)

1.

2.

3.

11. kérdés: Hany inflexios pontja van az f (x)=x"—x*+x fliggvénynek?

0.

1. (X)

2.

3.

12. kérdés: Van-e olyan harmadfokd polinom, amelynek nincs inflexios pontja?
Van.

Nincs. (X)



4
13. kérdés: Az f (x)=x+— fiiggvény lokalis minimumanak értéke
X

4. (X)

2.

4.

—00,

14. kérdés: Az f(x)= x26 i 5 fliggvény lokélis szélséértékhelyei

-2,2.
0,72,

—2,0.

/2,42 (%)

15. kérdés: Az f (x)=x"—2x* -3 fiiggvény

paros. (X)
paratlan.

se nem paros, se nem paratlan.
16. kérdés: Az f (x)=xe™ fiiggvény
paros.

paratlan. (X)

se nem paros, se nem paratlan.
Osszetettebb feladatok

Kidolgozott feladatok:

10. feladat: Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatot az f (X) =In (X2 +l) fiiggvényen.

Megoldas:

1) Ertelmezési tartomany.



A logaritmus argumentumara kell kikotést tenniink. Mivel x*+1>0 minden X -re, ezért
D, =R.

2) Alaki tulajdonsagok.

Megoldjuk elészor az

In(x*+1)=0

egyenletet. Mivel a logaritmus egyediil 1 -ben nulla, az kell, hogy

2
X“+1=1
legyen, ami x =0 esetén teljesiil. Persze ekkor f (0)=0 is fennall, a grafikon tehat athalad az

origon.

A paritést vizsgalva:

f(—x):In((—x)2+1):ln(x2+1)= f(x)
most tehat paros fiiggvénnyel van dolgunk.

3) Limeszek az értelmezési tartomany szélein.

lim In(x2 +1):oo,

X—>—00

Iimln(x2+1):oo.

X—>00
A pérossag miatt ezek nem is lehetnek eltérdk.

4) Lokalis szélszdértékek.

1 2X
f'(x)= 2X = .
() x?+1 x> +1
2X : .
71 =0 akkor és csak akkor, ha X, =0, egy szélséérték jeloltink van tehat. A szokasos
X"+

tablazat elkészitésével megvizsgaljuk, hogy valdban sz¢élsdérték-e.

X ) 0 (0,%0)
f'(x) - 0 +
f(x) N lok. min. /

Latjuk, hogy a jeloltiink valoban sz¢lséérték hely, mégpedig lokalis minimum hely, a minimum
értéke: f(0)=0.

5) Monotonitasi szakaszok.



A harmadik sorbdl latszik, hogy a minimum hely eldtt csokken, utdna n6 a fliggvény.

6) Inflexios pontok.

()= 2(x* +1)—-2x2x _2-2¢

(x2+1)2 (x2+1)2 '

f'(x)=0 akkor és csak akkor, ha X, = -1 vagy X, =1.

Az alabbi tablazatban mindkét jeloltet megvizsgaljuk.

X (—oo, -1) -1 (-11) 1 (L)
f'(x) - 0 + 0 —
f(x) konkav inf. pont konvex inf. pont konkav

Mindkét jelolt valoban inflexiés pont. Az inflexiés pontok masodik koordinatai:
f(-1)=f (1)=In2~0.69.
7) Konvex, konkav szakaszok.

Latjuk a harmadik sorbdl, hogy a fiiggvény az inflexios pontok kézott konvex, azokon kiviil
konkav.

8) Grafikon.
Figyelembe véve az eddig megszerzett informaciokat, most az alabbi grafikont kapjuk.

Most is tigyeljiink arra, hogy a parossag, azaz a grafikon Yy tengelyre valod szimmetrikussaga,
latszodjon.



9) Ertékkészlet.

Latjuk, hogy R, =[0, «).

11. feladat: Végezziink teljes fiiggvényviszgalatot az f (x) =xe " fluggvényen.
Megoldas:
1) Ertelmezési tartomany.
Mivel nem kell kikotést tenniink, igy D, =R .
2) Alaki tulajdonsagok.
A tengelymetszeteket vizsgalva:
f (x)=0 akkor és csak akkor, ha X, =0, a grafikon atmegy az origon.
A paritast vizsgalva:
f(~x)=(-x)e = —xe*.

Eznemaz f (x), ¢s nem is annak minusz egyszerese, tehat a fliggvény se nem paros, se nem

paratlan.

3) Limeszek az értelmezési tartomany szélein.

lim (xe™)=—o0,

X—>—00

hiszen a szorzat elsd tényezdje minusz végtelenbe, a masodik tényezdje plusz végtelenbe tart.



. . X 0 .
A lim (Xe"x) hatarérték 0-co tipusu, de atirhatd lim — alakban tortté, és ez a — tipust limesz

X—>00 X—>00 e o0

a L Hospital-szabaly segitségével konnyen kiszamolhato. A derivaltak hanyadosanak limesze

lim—=0,
X~>ooe

ezért
lim(xe™)=0
X~)oo( )

4) Lokalis szélsoértékek.
A deirvalasnal a szorzat szabalyt alkalmazva:

f'(x)=e"—xe™ =(1-x)e™.

f’(x) =0 pontosan akkor, ha a szorzat valamelyik tényezéje 0. Mivel e >0, ezért ez csak
X =1 esetén lehetséges.

A szokésos tablazatban megvizsgaljuk a jeloltet.

x (=) . ()
f'(X) + 0 _
f(x) / lok. max. N

1
Az 1-ben tehat sz&lséérték van, mégpedig lokalis maximum, aminek értéke f (1) = o 0.37.
5) Monotonitasi viszonyok.
A harmadik sor alapjan a fliggvény 1 -ig nd, utana csokken.

6) Inflexids pontok.
f'(x)=—e " +(1-x)(-e™) =(x-2)e™.

f'(x)=0 pontosan akkor, ha a szorzat valamelyik tényezdje 0. 0. Mivel e™ >0, ezért ez
csak x =2 esetén lehetséges.

Megvizsgaljuk a jeloltiinket. A tablazat most




f(x) konkav inf. pont konvex

A masodik derivalt eldjele az x—2 tényez6 eldjelével azonos. Ez 2 eltt negativ, utana
pozitiv.
A 2 -ben tehat inflexios pont van. f (2)=2e™ ~0.27 az inflexios pont masodik koordinatéja.

7) Konvex, konkav szakaszok.

A masodik sor alapjan az inflexios pont el6tt konkav a fiiggvény, utana konvex.
8) Grafikon.

Figyelembe véve az eddigieket a fliggvény abréja:

Y

9) Ertékkészlet.

Az abra alapjan a fiiggvény a lokalis maximumat, és az annal kisebb értékeket veszi fel, (a
lokalis maximum most globalis maximum is).

R, = (—oo, 1}
€

e
12. feladat: Végezziink teljes fiiggvényvizsgalatotaz f (x)= = fliggvényen.




Megoldas:

1) Ertelmezési tartomany.

A nevezdbeli X miatt

D; =R\ {0} =(—0,0)u(0, ).
2) Alaki tulajdonsagok.

A fliggvény sehol sem nulla, hiszen a szamlalé minden X -re pozitiv, a grafikon nem metszi a
vizszintes tengelyt.

Mivel 0¢ D, , a grafikon nem metszi a fliggdleges tengelyt sem.

amibdl latszik, hogy a fiiggvény se nem paros, se nem paratlan.
3) Limeszek az értelmezési tartomany szélein.

Négy hatarértéket kell kiszamolnunk.

: , L0
Alkalmazva a L’Hospital-szabalyt az eredeti — tipust limeszre:
o0

et e
lim —=Ilim—=0.

X—>-0 X x——o ]

X

lim—=-o
x—=>0" X

hiszen a szamlalo6 1 -hez, a nevezd pedig nullahoz tart, de mindig negativ.

eX
lim—=ow
x—0" X

mivel most a nevezd a pozitiv szdmokon keresztiil tart nulldhoz.

Végiil, ismét felhasznalva a L’Hospital-szabalyt,

X X

. e . e
lim—=lim—=w,

X—w0 ¥ x—o ]

4) Lokalis szélsoértékek.

, xe* —e*  (x-1)¢
f (X): 2 :( 2)

X X

f’(x)=0 pontosan akkor, ha a tort szamlaloja 0. Mivel a szamlalé szorzat, igy valamelyik

tényezdjének kell 0 -nak lennie, amibdl x =1.



Figyeljiink most arra, hogy a jelolt a D, jobb oldali felébe esik, azt vagja ketté, ezért a fejléc

az alabbi harom intervallumot tartalmazza.

X (—oo,O) 0 (0,1) 1 (1,00)
f'(x) _ X - 0 +
f(x) N X Ny lok. min. e

Az 1-ben tehat lokalis minimum van, amelynek értéke: f (1) =e.

5) Monotonitasi viszonyok.

Figyeljiik meg, hogy - Gsszhangban a nulla koriili limeszekkel - a nulla bal és jobb oldali
kornyezetében is csokkend a fliggvény.

6) Inflexiés pontok

f'(x) = ((X_l)ex)' X’ _A(X_l)ex (X2 ) _ (ex +(X—l)ex)x>i2 —2x(x-1)e" _

Ujra egy tortet kell vizsgalnunk, hogy az hol 0, mely akkor lehetséges, ha a tort szamlaldja O
. Mivel a szamlélo szorzat, igy valamelyik tényezdjének kell 0 -nak lennie. Azt latjuk, hogy az

X? —2X+2=(x-1)°+1>0 és e* >0, amibél f'(x)# 0, tehat nincs inflexids pont.

7) Konvex, konkav szakaszok.

Nincs ugyan inflexios pont, de a masodik tdblazatot most is el kell késziteni, mert a konvex és
konkav szakaszok abbdl olvashatok ki.

X (—oo, O) 0 (O, oo)
f'(x) - X +
f(x) konkay X konvex

Az eldjelekkel kapcsolatban jegyezziik meg, hogy most f"(x) eléjele (mivel a szamlaloja
mindig pozitiv) a nevezdje eldjelével egyezik meg, az pedig negativ X-ekre negativ,

pozitivakra pozitiv.

8) Grafikon.



Ezek utan elkészithetjiik a fliggvény abrajat, ami az alabbi:

9) Az abra alapjan

R; :(—oo, O)u(e, oo).

Ellenorzo kérdések:

17. kérdés: Az f (x)=x>—12x+1 fliggvény csokken az alabbi intervallum(ok)on

—0, —2) és (2,00).
18. kérdés: Hany inflexios pontja van az f (X) =xe™* fiiggvénynek?

0.
1.



2.

3. (X)

19. kérdés
0.

1.

2.(X)

3.

20. kérdés

0.

L.

2.(X)

3.

21. kérdés
0.(X)

L.

2.

3.

22. kérdés
Igaz. (X)

Nem igaz.

: Hany inflexios pontja van az f (x)=x* —2x° +1 fiiggvénynek?

: Hany lokalis széls6értékhelye van az f (x)=x’¢" fiiggvénynek?

: Hany inflexios pontja van az f (x)=x" fliggvénynek?

: Az f(x)=x"-10x* fliggvény konkav a (-2, 2) intervallumon.



3. Differencialszamitas

3.5. Modulzaré ellenorzo kérdések

1. kérdés: Miaz f(x)= % fuggvény X, =—1-beli érintéjének egyenlete?
X

y =—6x-8 (X)
y=-2x+1
y =8x-10
1
=—=—x+10
y 2

2. kérdés: Miaz f(x)=x"+3x+1 fiiggvény m=-5 meredekségii érintéjének egyenlete?

y=5Xx+4

y =-5x+13

y =-5x-15 (X)
y=-5x+4

3. kérdés: Miaz f(x)=(2x+sinx)(x* +3) fiiggvény derivélt fiiggvénye?
(2—cosx (x2+3)+2x(2x+3|nx)
(2—-cosx)2x.
(
(

)

)
2+C0SX)-2X

)

2+C0S X (x +3)+2x(2x+3|nx) (X).

4. kérdés: Miaz f(x)= M fliggvény derivalt fiiggvénye?
COS X

X 1 X H
(Ze +\/;jcosx—(2e +\/§)sm X

cos? x

1 ]
2e* +——— |cos X +( 2e* +/x )sin x
( 2\/XJ ( )

cos? x

-(X)



2e* +i
2/x

sin x

2e* +i

I

sin X

5. kérdés: Miaz f(x)=+/x*-3x fiiggvény derivalt fiiggvénye?

1

232 -3

3x2-3

232 —x

3x?-3

— (X
2+/x% - 3x X

3x2

Dé-3x

6. kérdés: Miaz f(x)=xe* fiiggvény masodrendii derivalt fiiggvénye?
(x+1)e*.

(x+2)e*. (X)

X

e

2xe

7. kérdés: Az f (X) =+/5-x fiiggvény a=1 hely koriili els6fokt Taylor-polinomja

X 9
=—24+Z (X
y=-2%3 (X)
yo_X_9
4 4
y=--+3
y=_*.7
4



8. kérdés: Az alabbi fiiggvények koziil melyik az f (x)=x>-10x" +32x—37 fiiggvény
a=4 helyen vett harmadfokt Taylor-polinomja?

5+2(x—4)+(x—4)’
—5+2(x—4)+(x—4)3

5+2(x—4)2+(x—4)3

—5+2(x—4)2 +(x—4)3 (X)

9. kérdés: Melyik az f (x)= 5 1 fiiggvény harmadfoku Maclaurin-polinomja?
+ X

11 1, 1.,
SHISX+ X+ X
2 4" 8" 16

1Ll 1yp (X)
2 4 8 16

11 1, 1.

In(\&)

10. kérdés: lim——=

Hlsm(x—l)
1
—. (X
.09
1.
0.



1-cos?3x

11. kérdés: lim >
x—0 X

1

9"

1

3

3.

9.(X)

12. kérdés: lim x-arcctgx =

X—00

13. kérdés: Legyen f(x)=4x*-12x*+6. Milyen x-re lesz f'(x)=07?

0;2(X)

14. kérdés: Legyen C(t)=— 3

Milyen t -re lesz C'(t)=07?

-6t
0;+2
25 V2 (X)
-2:2
—2;1
15. kérdés: Hol csokkend az f fiiggvény, ha derivaltja f'(x)= (: +87)3 ? Az f ugyanott

értelmezhetd, ahol f'.



-0, =7[ ¢és ]-7.9[ intervallumokon.
]-o0,—7[ intervallumon.
A |-7.8 és 8,00[ intervallumokon.

]

A |-7,9[ intervallumon. (X)

X3 —

16. kérdés: Hol nd az f (x)= J fliggvény?

A |-0,—2[ és ]0,00] intervallumokon.

A ]-2,0[ és ]2,oq[ intervallumokon.

]
I-

A ]-2,0[ és ]0,00[ intervallumokon. (X)
]

A ]-0,0[ és ]2,o0 intervallumokon.

17. kérdés: Hol és milyen szélséértéke van az f (X) - fliggvénynek?
X

Az x=-1 helyen minimuma van.

Az x=-1 helyen maximuma van. (X)

Az x=1 helyen minimuma van.

Az x=1 helyen maximuma van.

18. kérdés: Tekintsiik azokat a téglalapokat, melyeknek két csticsa az X -tengelyen, masik két
csucsa pedig az X -tengely foltt az f (x)=9—x’ fiiggvény grafikonjén van.

2D - 1 4 2




Miaz A cstcs els6 koordinataja, ha a téglalap teriilete maximalis?

1
NG
V3 (X)

X2

19. kérdés: Az f(x)= 5
1-x

fliggvény

paros. (X)
paratlan.

se nem paros, se nem paratlan.

20. kérdés: Hol konvex az f (x)=In’x fiiggvény?

(01)
(0.e) (X)
(1)
(e.0)

21. kérdés: A kovetkez6 intervallumo(ko)n konkav az f(x) = 2X 3 fiiggvény
X"+

22. kérdés: Az f (x)=x>—3x"+3x fiiggvénynek az x =1 helyen

minimuma van.

maximuma van.



inflexios pontja van. (X)

nincs sem szélsdértéke, sem inflexids pontja.



4. Integralszamitas

4.1. Hatarozatlan és hatarozott integral

Tanulasi cél: Megismerni a hatarozatlan és hatarozott integral fogalmat. Elsajatitani az
alapintegralokat, és az egyszer(ibb integralasi tételeket, valamint a Newton-Leibniz-formulat.
Ezen ismereteket alkalmazni teriiletszamitasi és forgastestek térfogatara vonatkozo
feladatokban.

Motivaciés példa: Egy haz h, magassagban 1év6 ablakan kinyulva elhajitunk egy testet
fiigg6legesen felfelé v, kezdeti sebességgel. Adjuk meg a test sebességét és talajtol valo

tavolsagat az id6 fiiggvényében. A 1égellenallast hanyagoljuk el, tekintsiik tigy, hogy csak a
gravitacios erd hat a testre.

A megoldas soran Newton II. torvényébdl indulhatunk ki, mely szerint F =ma. Mivel a
testre most csak a gravitacios erd hat, igy F =mg . Ezt felhasznalva mg = ma, amibdl kapjuk,
hogy a =g, azaz a gyorsulas allando, és értéke minden pillanatban a gravitacios gyorsulassal
egyenlé. Igy 1ényegében egy fiiggvényiink van, ami a gyorsulast irja le az id6 fiiggvényében.
Fizikai tanulmanyainkbol tudjuk, hogy a gyorsulas-ido fiiggvény a sebesség ido fiiggvény
derivaltja. Ha tehat a gyorsulas ismeretében szeretnénk leirni a sebességet, akkor olyan
figgvényt kell keresniink, aminek az ismert gyorsulds-id6 fliggvény a derivaltja. Ha sikeriil
ilyen fiiggvényt talalnunk, akkor tovabbléphetiink, mert azt is tudjuk fizikabol, hogy a
sebesség-id6 fliiggvény az elmozdulas-id6 fiiggvénynek a derivaltja. A sebesség-ido fliggvény
ismeretében tehat olyan fliggvényt kell keresniink, aminek a sebesség id6 fliggvény a
derivaltja. Amint lathato, kétszer is olyan problémaval talaljuk magunkat szembe, melyben
ismeriink egy fliggvényt, és olyan fliggvényt kell keresniink, aminek ez az ismert fliggvény a
derivaltja. Az alabbiakban ezzel a problémaval foglalkozunk majd.

Elméleti 6sszefoglalo:

Definicio: A F (X) figgvényta f (X) fliggvény primitiv fliggvényének nevezziik, ha

F'(x)=f(x).

Egy f(x) fiiggvénynek nem csak egy primitiv fiiggvénye van. Tekintsiik példaul a
f (X) =Ccosx fliggvényt. Ennek nyilvan primitiv fiiggvénye a F (X) =sinx fiiggvény, hiszen

(sin x)' =cos X. De primitiv fliggvény lesz a F(x)=sinx+1 fiiggvény is, mert

(sin x+1)' =(sin x)' +1'=cosx+0=cosX.
S6t, ha ezt igy meggondoltuk, akkor azt mondhatjuk, f (x)-nek végteleniil sok primitiv

fliggvénye van, mert barmilyen konstanst hozzaadhatunk sin x -hez, mindenképpen olyan
fiiggvényt kapunk, aminek derivaltja cosx, hiszen a konstans derivaltja 0 lesz. Ezek alapjan
az alabbi tételt fogalmazhatjuk meg.



Tétel: Haaz f (X) fiiggvénynek primitiv fliggvénye a F (X) fiiggvény, akkor barmely
F (X) +C fliggvény is primitiv fliggvénye, ahol ce R .

Felvetddik azonban a kérdés, hogy ilyen médon megkaphatunk-e minden olyan fliggvényt,
ami primitiv fiiggvénye f (X) -nek? A valasz erre igen, ezt is megfogalmazhatjuk egy
tételben.

Tétel: Ha F,(x) és F,(x) is primitiv fiiggvénye f (x)-nek, akkor F, (x)—F,(x) konstans
fliggvény.

Amint lathatjuk, egy f (X) fiiggvény primitiv fliggvényei egy halmazt alkotnak, s ezen

halmaz barmely két eleme csak egy konstansban tér el egymastol. Elég tehat egy elemet
ismerniink ebbdl a halmazbol, mert akkor az 6sszes elemet megkaphatjuk ezen elembdl
kiilonb6z6 konstansok hozzaadasaval. Mivel a primitiv fiiggvények halmazat ilyen
egyszerlien megkaphatjuk, ezért egy fogalmat definidlunk.

Definicié: Az f (X) fliggvény primitiv fliggvényeinek halmazat az f (X) fliggvény

hatarozatlan integraljanak nevezziik, és J. f (x)dx-szel jeloljiik.

Ha F(x) egy primitiv fiiggvénye f (x)-nek, akkor I f (x)dx=F(x)+c, ahol ¢ tetsz6leges
konstans.
Amint a fentiekbdl lathatd, a hatarozatlan integralas vagy masképp a primitiv fliggvény

keresés a derivalds megforditdsdnak tekinthetd. Ezért a tovabbiakban ugy haladhatunk, hogy
tekintjiik az alapderivaltakat, és azokat megforditva az tigynevezett alapintegralokat kapjuk.

P¢ldaul azt az alapderivaltat, hogy (sin X)' =COS X az J. cos xdx =sin X +c formaban forditjuk

meg, ¢és irjuk alapintegralként. Néhany esetben a megforditdson egy kicsit alakitunk. Példaul
haa (cos x)’ =—sin x alapderivaltbol indulunk ki, akkor az egyszer(i megforditas

I—sin Xdx =cosx+c lenne, de ezt inkdbb Isin xdx =—cosx+c forméban irjuk, hiszen

nyilvan (—cos X)' =sinx is igaz. Hasonl6an a (ctg X)' = ———— alapderivaltbol az
SIn® X

I S x dx = —ctg x + ¢ alapintegralt kapjuk.

Vannak olyan elemi alapfiiggvényeink, melyeknek derivaltja csak eldjelben kiilonbozik. Ilyen

. ' 1 ! 1
példaul az (arcsinx) = és az (arccosx) =-— Ilyenkor nem sziikséges

V1-x2 N/

mindkettét megforditanunk, hanem elég csak az egyiket. Az J L

1—x?

dx =arcsin x+c

alapintegral mellé nem sziikséges még az _[ - dx =arccos x + ¢ is. Ugyanigy elegendd

1-x°



az (arctgx) = 1+1x2 és (arcctgx) =—

-f1+x2

dx =arctg x+c alapintegralt irni.

alapderivaltak megforditasabol az

Az igy kapott alapintegralokat egy tablazatban foglaljuk 6ssze. Ez 1ényegében az
alapderivaltak tablazatdnak megforditasa, olyan aprobb valtoztatasokkal, amikrdl fentebb

irtunk.

Az alapintegralok tablazata:

a+l

kdx=kx+c, keR oy = 2 _
I € Ix dx OL+1+c, aeR\{ 1}
X X X ax
J'e dx=e*+c J'a dx = +C
Ina

Isin Xdx =—-cosXx+cC

Icosxdx:sin X+C

jsinzx dx =—ctgx+c

Icoszxdx:tgx+c

1 ]
I dx =arcsin x+c
1-x°

1
dx =arctgx+c
j1+x2 g

J‘ldx:ln|x|+c
X

Ishxdx:chx+c

Ich xdx=shx+c

I 12 dx =—-cthx+c
sh<x

j 12 dx=thx+c
ch®x

J' ! dx=arshx+c

X2 +1

J'—dx:arch X+c¢, Xx>1

Jxi-1

1
2_

1 ; arthx+c, ha |x|<1
Il—xz ~ |arcthx+c, ha|x>1

Néhany alapintegrallal kapcsolatban szeretnénk megjegyzést tenni. Az egyik a hatvanyok

a+l

integralasra vonatkozd J.X“dx =
o+

1 +c, aeR\ {—1} alapintegral. Itt arra hivjuk fel

nyomatékosan a figyelmet, hogy a —1-edik hatvany kivétel. Bar a hatvanyokat altalaban gy
integraljuk, hogy a kitevot eggyel megnoveljiik, és osztunk az 0 kitevovel, a —1-edik hatvany

. .og : a1 . , . e
esetén nem ez torténik. Mivel X' = = a természetes alapu logaritmus, azaz Inx derivéltja,

X




ezért az _[ 1 dx = In x + ¢ alapintegralt kapjuk. Ez csak pozitiv X -ekre igaz, hiszen a
X
logaritmus csak ekkor értelmezhetd. Belathatd azonban, hogy negativ X -ek esetén
J‘l dx =In(—x)+c igaz, s ezt egyiittesen jldx =In|x|+c formaban foglalhatjuk dssze. Ez
X X

igy mar pozitiv és negativ X -ekre is igaz.
arthx+c, ha |x| <1
~ |arcthx+c, ha|x|>

, azért ilyen bonyolult, mert az

azonban mashol értelmezhetd, ezért szerepel az integralas eredményében X értékétdl fiiggden
vagy az egyik, vagy a masik fiiggvény. Szerencsére ez a bonyolult alapintegral ki is keriilhetd.
A késObbiekben megismeriink majd egy olyan modszert, aminek segitségével masképp tudjuk
integralni ezt a fliggvényt.

Az alapintegralok megismerése utan jo lenne, ha ahhoz hasonlé szabalyokat is
megfogalmazhatnank, mint amilyenek a derivalasnal szerepeltek, mert akkor az
alapintegralokbol miiveletekkel képezett fiiggvényeket is tudnank integralni. Nézziik milyen
szabalyok igazak a primitiv fliiggvényekre.

Tétel: Haaz f (x) fliiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye, akkor a k- f (X), keR
fliggvénynek is 1étezik primitiv fiiggvénye, és Ik f dX K- I

Bizonyitas: Legyen F(x) egy primitiv fiiggvénye f (x)-nek, azaz F'(x)= f (x), vagy
maskeppj x)dx = F (x)+c. Ekkor nyilvan k-F'(x)=k- f (x), ami azt jelenti, hogy
k-F'(x )egyprlmitivﬁiggvénye k- f(x)-nek, azazjk f(x)dx=k-F(x +c:k-jf x) dx

A tétel masképp tigy fogalmazhatd, hogy integralas sordn konstans szorzo kiemelhet6 az
integralbol.

Tétel: Haaz f (X) és g (X) fliggvényeknek létezik primitiv fliggvénye, akkor az
f ( )+ g ( ) fiiggvénynek is létezik primitiv fiiggvénye, és

jf x)dx = j dx+jg
Bizonyitas: Legyen F(x) az f(x) és G(x) a g(x) egy-egy primitiv fliggvénye, tehat
F'(x)=f(x) és G'(x)=g(x), vagy If(x) =F(x)+c és jg x)dx =G (x)+c. Ekkor

nyilvan (F(x)+G(x))' =F'(x)+G'(x)=f (x)+9(x), azaz F(x)+G(x) primitiv
fiiggvénye f(x)+g(x )-nek tehat

_[f(x)+g(x)dx F(x)+G(x)+c= I dx+Ig



Ezt a tételt fogalmazhatjuk meg ugy is, hogy fiiggvények Osszegét tagonként integralhatjuk.
A fenti két tételbdl nyilvan az is kovetkezik, hogy fliiggvények kiilonbsége esetén

J.f(x)—g(x)dx:.[ f (x)dx—jg(x)dx.

A derivalasnal ezutan az kovetkezett, hogy a fliiggvények szorzatara, hanyadosara és az
Osszetett fliggvényekre is sikeriilt derivalasi szabalyt taldlnunk. Ezek a derivalasi szabalyok
barmilyen szorzat, tort vagy Osszetett fliggvény esetén alkalmazhatoak voltak. Sajnos az
integralasnal ilyen szabalyok nincsenek. Nem lehet kimondani olyan 6sszefliggést, amelynek
segitségével barmilyen fiiggvények szorzata, vagy hanyadosa, vagy kompozicidja integralhato
lenne. A kés6bbiekben megismeriink majd szabalyokat, melyek segitségével fiiggvények
szorzatat integralhatjuk, de ezek a szabalyok nem alkalmazhatok barmilyen fiiggvények
szorzata esetében, csak bizonyos specialis esetekben. Megismeriink majd olyan szabalyt is,
amit fliggvények hanyadosanak integralasara hasznalhatunk, de csak bizonyos specialis
tortekre alkalmazhato. Specialis Osszetett fliggvényekre is lesz majd integralasi szabaly, de azt
sem lehet altalanosan alkalmazni minden Ssszetett fliggvényre. Eppen ezért az integralas tobb
talalékonysagot igényel majd, mint amire a derivalasnal sziikség volt.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat: Hatarozzuk meg az f (X) =3x* —2sin x+8e* fiiggvény hatarozatlan integraljat,

azaz I3X4 —2sin x +8e* dx -et!

Megoldas: Mivel fiiggvények Osszegét illetve kiilonbségét kell integralnunk, ezért tagonként
végezhetjiik el az integralast. Igy harom integralt kapunk.

ISx“ —2sin x+8e* dx =J’3x4 dx—stin xdx+J.8eX dx
Az egyes integralokbol a konstans szorzokat kiemelhetjiik.
J.3x4 dx—J'Zsin xdx+J'8eX dx :3J'x4 dx—ZIsin xdx+8_|'eX dx

Mar csak alapintegralok szerepelnek, melyeket egyszeriien behelyettesitiink. Az elsd részben

o+l

egy hatvanyfiiggvényt kell integralnunk, igy itt az IX“‘dX X L¢ ae R\ {-1}

o+l
alapintegralra hivatkozva eggyel megndveljiik a kitevot, s osztunk az 0j kitevovel. A masodik

részben az _[ sin xdx = —cos x+c¢, a harmadikban pedig az I e*dx =e* +c alapintegralra
hivatkozunk.

5
3‘|.x4 dx—ZIsin xdx+8]eX dx=3%—2(—cosx)+8ex+c=gx5+2cosx+8ex+c

Nem irjuk ki mindegyik rész integralasanal kiilon-kiilon a ¢ integracios konstanst, mert C
barmilyen valds értéket felvehet. Ha tobbszor szerepelne, akkor a konstansok dsszege is egy
konstans lenne, ami barmilyen valos értéket felvehetne. Ezért elég mindig csak egyetlen
konstanst irnunk a primitiv fliggvény utan.

2. feladat: j?(‘& dx

Megoldas: Els6 1épésként a konstans szorzot emeljiik ki az integralbol.

j?(‘/?dx:?[(‘/;dx



Az alapintegralok kozott a kiillonboz6 gyokok a hatvanyokban szerepelnek. A derivalasnal is
az tortént, hogy a gyokoket tortkitevos hatvanyként irtuk, és hatvanyként felirt alakot
derivaltuk. Most ugyanigy jarunk el az integralas soran is.

7'[(‘/;dx:7jx‘l‘ dx

. o X
Ezutan mar hivatkozhatunk az JX dx =

a+l

1 +c, aeR\ {—1} alapintegralra.

o+
1 n S 5
2 4 4 2
7J.x4dx=7i( +c:7XT+c:§x4+c:§<‘/x_5+c.
Z+1 4 S >

Az eredményt irhatjuk tortkitevOs hatvanyként, vagy gyokos forméban is.
3. feladat: Iﬁdx
X5

Megoldas: Kezdjiik most is a konstans szorzé kiemelésével.

6 1
J.? dX = 6J. F dX
Az integraland6 fliggvényben, amit integrandusnak is szoktak hivni, most egy hatvany
reciprokat latjuk. Ezt felirhatjuk negativ kitevOs hatvany forméjaban, s igy ismét csak egy
hatvanyt kell majd integralnunk. Ugyanigy jarhattunk el az ilyen fiiggvények derivalasakor is.

1
6 —dx=6[x"dx
Jre =6
A hatvany integralasakor most is ndveljlik eggyel a kitevot, és osztunk az uj kitevovel.

—5+1 —4
6IX_5dX:6X +C:6X—+C:£X_4+C:_§i+c

-5+1 —4 —4 2 x*
Az eredményt most irhatjuk negativ kitevds hatvany, vagy tort formajaban is.

4. feladat: I\S/x-\/;dx

Megoldas: Az integralast ebbdl az alakbol nyilvan nem tudjuk végrehajtani, ezért eloszor
atalakitjuk az integraland6 fliggvényt. A gyokoket irjuk at tortkitevés hatvannyd, amint azt
egy koréabbi feladatban tettiik.

Imdx=_|‘(x-x;fdx

Végezziik el a zarojelen beliil a szorzast. Azonos alap hatvanyok szorzasa esetén egyetlen
hatvanyt kapunk, melyben a kitevok 6sszeadodnak.

oo

Most egy hatvanyt tovabb hatvanyozunk. Ha ezt egyetlen hatvanyként irjuk, akkor a kitevok
szorzodnak.

3 % 31 3
I[xzj dx =Ix53dx :J'xﬁdx




Az integrandust sikeriilt egyetlen hatvannya alakitunk, igy végre tudjuk hajtani az integralast.
3 13

3 E+l o E
jxmdx: X o= o=k o= Do
3., 1B " 13 13

10 10

Az eredmény most is tobb alakban irhat6. Hagyhatjuk tortkitevds hatvanyként, de irhatjuk
gyOkds formaban is.

A feladatbol lathato, hogy az integrandus megadott alakjabol nem lehet elvégezni az
integralast. De az atalakitasok utan mar olyan formaban kapjuk meg a fliggvényt, ami
egyetlen alapintegral. Az integralasi feladatokban nagyon sokszor nem az okozza a fejtorést,
hogy magét az integralasi 1épést hogyan hajtsuk végre, hanem hogyan készitsiik eld az
integralast, azaz milyen mddon alakitsuk at az integrandust az integralas eldtt. Az atalakitasok
soran nagyon gyakran olyan azonossagokra hivatkozunk, amelyek a kozépiskolabdl ismertek.
Kiilonosen szeretnénk kiemelni a hatvanyozas azonossagait, mert a hatvanyok gyakran
fordulnak eld, s atalakitasukra tobb azonossagot is ismeriink.

5. feladat: I«/;(Sx - 53/?) dx

Megoldas: Az integrandusunk most egy szorzat. Amint az korabban szerepelt, ilyen esetben
nincs altalanosan alkalmazhato integralasi szabaly. At kellene ezért alakitanunk ugy a
fliggvényt, hogy mar ne szerepeljen szorzds. Amint a kordbbiakban, irjuk 4t most is a
gyokoket tortkitevos hatvannyd, majd végezziik el a szorzast, azaz bontsuk fel a zarojelet.

I&(Bx—Sﬁ&)dxﬂ‘x; (SX—SX;JdX=I8X;X—5X;X; dx

Az integrandus mindkét tagjaban azonos alapu hatvanyok szorzata all, melyeket egyetlen
hatvanyként is irhatunk. A kitevok ekkor dsszeadodnak.

1 11 14 1,1 3 5
I8x2x—5x2x3 dx=J.8x2 —5x2 3dx=J.8x2 —5x8 dx

Sikertiilt elérniink, hogy mar nincs fliggvények szorzasa, hanem csak kiilonbsége. Ekkor
tagonként integralhatunk. Az egyes tagokbol a konstans szorzokat kiemelhet;jiik.

J.8x2 —5x§ dx:j8xg dx—ij2 dx=8jx2 dx—SJ'xZ dx

A két hatvanyt immar kiilon-kiilon integraljuk.
5 ll

16 > 30 % 16 30
8 xzdx 5 x6dx 8——5 +c="—x2—x8 +c=—~X* = =8%x" +¢c
J. J. 5 11 5 11 5 11

2 6

Mivel tortkitevds hatvanyokat integraltunk, az eredmény most is irhato hatvanyként és gyokos
alakban is.

4x — 9\/;+6

6. feladat: j dx

Megoldas: Az integralando fiiggvény most egy tort. Sajnos a tortekre sincsen minden esetben
hasznalhat6 integralasi szabaly. A fliggvényt ezért ismét atalakitjuk az integralas el6tt. Els6
1épésben a gyokot irjuk hatvanyként.



dx

X2

Mivel a tort szamléalojaban 6sszeg illetve kiillonbség all, a tortet tobb tortre bonthatjuk ugy,

hogy az egyes tagokat kiilon- kl'il('in osztjuk a nevezovel.
1

J‘4X—9X2+6dX_J-_d _J'9X2 dX+I%dX

1
_ _0Ovy2
I4X 9\2/§+6dX=J-4x 9X2 + 6

X2

A konstans szorzékat ezutan kiemelhetjiik az egyes integralokbdl.
1

6 X X? 1
j—d —j dx+_[?dx:4J'Fdx—9j'7dx+6.[?dx
Az elso két tagban azonos alapu hatvanyok hanyadosa all, amiket egyetlen hatvannya

alakithatunk. Ekkor a kitevok kiilonbségét kell venniink. A harmadik tagban egy hatvany

reciproka szerepel, amit negativ kitevds hatvanyként irhatunk.
1

4jx—)idx—9j);—jdx+GIX—12dx=4jx12 dx—9J'x;_2 dx+6jx’2 dx =

3
:4J‘x’1 dx—QIx 2 dx+6J‘x’2 dx
Mar csak egy-egy hatvanyt kell integralnunk. Vigyazzunk azonban, mert az elsé tagban éppen
x~' all, aminek integralasa kiilonbozik a tobbi hatvany integralasatol. Eppen ezért, ez ne is

irjuk hatvanyként, hanem inkabb 1 alakban.
X

4Jédx—9_|.x2 dx+6J'x‘2 dx

Most hajtsuk végre az integralasokat.

3
4.|édx—9jx2dx+6_fx‘2dx:4ln|x|—9 X +6——+C=

1
2 -1 1

:4In|x|—9x—2+6x—1+c:4In|x|+18x_2—6x1+c:4ln|x|+£—§+c

1 Jx o x
2
Mint altalaban az ilyen feladatoknal, az eredmény most is tobb alakban adhat6 meg.

Most pedig térjlink vissza ahhoz a motivécios példahoz, amivel a lecke indult, és adjunk
valaszt az abban feltett kérdésekre.

7. feladat: Egy haz h, magassagban 1év6 ablakan kinyulva elhajitunk egy testet fiiggélegesen
felfelé v, kezdeti sebességgel. Adjuk meg a test sebességét €s talajtol valo tdvolsagat az 1dd

figgvényében. A 1égellenallast hanyagoljuk el, tekintsiik ugy, hogy csak a gravitacids erd hat
a testre.

Megoldas: Amint azt a korabbiakban megallapitottuk, a test gyorsuldsat az id6 fliggvényében
az a(t) =g konstans fiiggvény irja le. A fizikai példdban a megszokott jeldlésekhez képest

annyi az eltérés, hogy a fliggvényt nem f jeloli hanem a, a valtozét pedig nem X jeloli



hanem t. (Természetesen ha valakit ez zavar, akkor hasznalja az f (X) =g jelolést.) Mivel a

gyorsulas a sebesség 1d0 szerinti derivaltja, igy ezt integralnunk kell a sebesség-ido fiiggvény
meghatarozasahoz. Az integralas soran t lesz a valtozo, igy most nem dx szerepel majd az
integralban hanem dt .

v(t)=[a(t)dt=[gdt

Mivel g konstans, hivatkozunk az I kdx =kx+c, k e R alapintegralra, s igy az alabbit
kapjuk:

j gdt=gt+c

Megkaptuk tehat a sebességet idoben leird fiiggvényt, mely v(t) =gt+c lett.

Ez azonban nem egyetlen fiiggvényt jelent, hanem végtelen sokat, hiszen a € integracios
konstans barmilyen valos értéket felvehet. Ez igy nyilvan nincs rendben, hiszen mi egy
konkrét fliggvényt keresiink most, ami ennek a konkrét mozgasnak a sebességét irja le.

Itt ne feledkezziink el arrol, hogy a test sebessége adott a mozgas kezdetén, azaz tudjuk, hogy
a t =0 idodpillanatban v, a sebesség felfelé. Ezt tigy is irhatjuk, hogy V(O) =-V,. A negativ
eldjel azért van, mert amikor azt mondtuk a gyorsulas g, akkor hallgatélagosan kijeloltiik a
mozgas leirasaban a pozitiv iranyt. Mivel a gyorsulast vettiik pozitivnak, ami lefelé mutat, igy
a felfelé irany negativ lesz. Ezért a felfel¢ iranyuld v, nagysagu kezdeti sebességet —Vv,-ként

kell irnunk.
Helyettesitsiink a sebességet leiro fiiggvénybe t helyére 0 -t.
v(0)=g-0+c=c

Tegyiik egyenlévé a kétféle modon kapott v(0)-t, s kapjuk ¢ =—v,.

Ezutéan felirhatjuk azt a konkrét fiiggvényt, ami az adott mozgés sebességét leirja.
V(t) =gt—-Vv,

Egy kozépiskolabol ismert sszefiiggést kaptunk, melyet ott a fliggbleges hajitasok
kinematik4ja soran ismertiink meg.

Ha most tovabbmegyiink, és le szeretnénk irni a test talajtol valo tavolsagat is az id6

fliggvényében, akkor ezt a fliggvényt is integralnunk kell, hiszen a sebesség az elmozdulas 1d6
szerinti derivaltja.

s(t)=[v(t)dt=[gt—v,dt
Az integralast természetesen tagonként hajtjuk végre, s az elsé tagbdl a konstans g szorzo
kiemelhetd.

jgt—vodt:gjtdt—jvodt:gg—vot+c*

2
Megkaptuk tehat az elmozdulast az idében leird fliggvényt, ami S (t) =0 % —Vt+C" lett.

Ebben is szerepel azonban egy integracios konstans, amit most ¢” -gal jeloltiink, hogy
megkiilonboztessiik az el6z6 konstanstdl. Nyilvan most ennek a konstansnak is konkrét értéke
kell legyen. Tudjuk, hogy kezdetben h, magassagban van test, azaz ennek a fliggvénynek

t=0 esetén h, az értéke. Jeldlésben s(0)=h,. De s(0)-t Gigy is megkaphatjuk, hogy az s(t)
fiiggvényben t helyére 0 -t helyettesitiink.

2

s(0)= g%—v0-0+c* =c’



Tegyiik egyenlové a kett6t, s azt kapjuk: ¢* =h,.

Ezek utan felirhatjuk azt a konkrét fiiggvényt, amely az adott mozgas soran a test helyét irja le
az 1do fliggvényében.
t2
s(t)=g E_VOH h,
Ismét olyan Osszefiiggést kaptunk, ami mar a kdzépiskolabdl ismert.

Ellenorzo kérdések:

1. kérdés: j x5 — 7% dx

45x* — ! +c
In7

Sye_ 1 +¢(X)

2 In7

45x* —7*-In7+c

3

X —7*-In7+c
2

2. kérdés: J.45/X_3 dx
121 ..

5 5/x2

121 .

5 5/x®
%E/x_uc(X)

54 +c

2

3. kérdés: J‘%dx
X

1
—F+c (X)
1

4. kérdés: I\/x-i/; dx



gﬁ/x_5+c
gi/x_uc
gﬁ/x_5+c (X)
g?/x_3+c

5. kérdés: | x(5& + 4)dx

24xE +2x2 +¢ (X)
%\/x_3+2x2 +c

2\/x_5+4x2+c

?\/x_g+4x2+c

3 —
6. kérdés: I% dx
X

x> 3
+_

et

X2 +3In|x|+%+c
X

, 3 3
X——2+—3+C
4x° X

2

X—+3In|x|+i+c (X)
4 2X

Motivaciés példa: Mennyi munkat kell végezniink ahhoz, hogy egy m tomegi tirhajét h
tavolsagra juttassunk a Fold felszinétdl?

Egy latszolag egyszerli feladattal allunk szemben, hiszen a munkat, amint azt kézépiskoldban
fizikabol tanultuk, az erd és az erd irdnyaba esé elmozdulas szorzataként szamolhatjuk. Ezért
eldszor arra gondolhatunk, hogy meghatarozzuk az {irhajora hat6 gravitacids er6t, és ezt
megszorozzuk h -val, hiszen a gravitacios er6vel parhuzamos elmozdulas pontosan az,
amennyivel az tirhajo eltavolodik a Fold felszinétél. De van egy kis gond, ami miatt ez
mégsem ilyen egyszerii. Mivel h nagy, ezért az tirhajora hato gravitacids er6 nem tekinthetd
allandonak, hanem valtozik a Fold kdzéppontjatol valod tavolsag fiiggvényében. Marpedig a
munkat csak akkor szdmolhatjuk a fenti egyszerli mdédon, ha az er6 allando. Valtozo erd
munkajarol kozépiskolaban azt tanultuk, hogy az er6-elmozdulés grafikon alatti alakzat
teriilete adja meg az ilyen er6 munkajat. Ennek jol ismert esete a rugd nytjtasa. Ekkor tudjuk,
hogy a rugd nyljtasahoz sziikséges erd egyenesen aranyos a rugd megnyulasaval. Ezt irja le
az F,, = D-Al 6sszefiiggés, melyben D a rugéédllandd, Al pedig a rugd megnyulasa. Ha

abrazoljuk az er6t megnyulas fiiggvényében, akkor egyszerli lineéris fiiggvényt kapunk.
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Ha a rugét nyujtatlan allapotbol Al -lel megnyujtjuk, akkor a kdzben végzett munka az abran
kékkel jelzett alakzat teriilete. Ez most konnyen meghatarozhatd, hiszen egy derékszogii
haromszog teriiletét kell kiszdmolni.

w=1F,, Al =%(D~A|).A| =%D-AI2

2 rugd ’

Az lirhaj6 esetén azonban a Fold altal az tirhajora kifejtett gravitacids erd nem linearis a
tavolsag fliggvényében, hanem a Fold kozéppontjatol mért tavolsag négyzetével forditva
aranyos. A gravitacios erdre az alabbi torvény ismert:

Mm
Fgrav = k r_2 .
3
Ebben k a gravitacios allandd (k =6.67-10™ %j M a Fold tomege (|v| =6-10* kg),

m az tirhaj6 tdmege, r az Grhajonak a Fold kozéppontjatél mért tavolsaga. Most r tolti be a
valtozo szerepét, azaz a gravitacios erd r -nek a fliiggvénye. Jelolésben ezt az alabbi mddon
fejezhetjiik ki:

.

I:grav = I:grav (r) =k r

Ha most dbrazoljuk az erét a Fold kozéppontjatol mért tavolsag fliggvényében, akkor az
alabbit kapjuk.

F

Mm

W
R R<h 7

Ezen az abran a kékkel jelzett alakzat teriilete adja meg azt a munkat, ami ahhoz sziikséges,
hogy az Tirhaj6 a Fold felszinét6l h magassagra tivolodjon el. Most egy olyan alakzat
teriiletét kell meghataroznunk, melyet egyik oldalardl a vizszintes tengely egy szakasza, két
masik oldalardl a fiiggdleges tengellyel parhuzamos szakaszok, negyedik oldalarél pedig egy
fiiggvény grafikonja hatarol. Mivel példaul valtozé eré munkdjanak szdmolashoz sziikség volt



ilyen alakzatok teriiletének meghatarozasara, ki kellet dolgozni egy modszert, amivel ilyen
gbrbe vonalu alakzatok teriilete egzakt modon meghatarozhato. Ez vezetett el a hatarozott
integral fogalmahoz, amivel az aldbbiakban ismerkediink meg.

Elméleti 6sszefoglalo:

Induljunk ki tehat abbol, hogy adott egy [a, b] -n értelmezett folytonos f (x) fiiggvény,
melyre f (X)>O teljesiil az [a, b] -n, és szeretnénk meghatarozni az y = f (X) ,az y=0,az
X=a ésaz Xx=Db gorbék altal hatarolt alakzat teriiletét. Ez az alakzat lathat6 az alabbi abran.

AY

| —

- Sfx)

S

>
a b x

Osszuk fel az [a,b] intervallumot n részre valamilyen F, ={x;,%,X,,...,X,} halmazzal,

amelyre a=x,<X <X,<---<X, =b teljesiil. Ezt az F, halmazt az [a,b] intervallum egy

felosztasanak nevezziik. Egy-egy részintervallum hosszat a szomszédos osztopontok
kiilonbségeként kaphatjuk meg. Az i-edik részintervallum hossza példaul x, —x; ,, melyet

AX; -vel is jeloliink. (A részintervallumok nem feltétleniil egyforma hossztak.) A felosztas
finomsaganak nevezziik a leghosszabb részintervallum hosszat, azaz max Ax; -t. Valasszunk
ki mindegyik [XH, Xi] részintervallumbol egy & szamot. Emeljiink mindegyik

részintervallum folé f (g“, ) magassagu téglalapot.
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Xo & Xi 5 Xz2é, Xs - Xn-1

Ezen téglalapok teriiletének 0sszegével kozelitjilk a meghatarozando teriiletet. Ezt az 6sszeget
az adott felosztashoz tartozo kozelité dsszegnek nevezziik, és o, -nel jeléljiik. frjuk fel ezt az

Osszeget. Az elsé téglalap teriilete: T, = f (&) (X, —X, )= f (&)-AX,, a masodik téglalap
teriilete T, = f (&) (%, —% )= f (& )-Ax,, az i-edik téglalap teriilete

T.= (&) (% —x4)=f(&)-Ax. Ezek alapjan a kozelitd dsszeg a kovetkezo:

Oy =T 4T+ 4T, = (&) (X —%)+ F (&) (X =% )+...+ F (&) (X, —%4) =

= (&) M+ (&) A+ ..t T(&)-Ax,.
Ugyanezt rovidebben is irhatjuk:

o =2T‘ :z F(E)-(x _xi_l)zg F(E)A% .

Noveljiik a felosztasban a részintervallumok szamat, igy Gjabb és ijabb felosztasokat kapunk.
Ha az osztopontok szamat minden hataron til néveljiik akkor igy felosztdsoknak egy
sorozatat kapjuk. Varhatdan az egyre tobb osztoponttal rendelkezd felosztasok egyre
pontosabban fogjak kozeliteni az alakzatot, melynek teriiletét meghatarozni szeretnénk. Ez
azonban csak akkor lesz igaz, ha a felosztas az osztopontok szamanak novelésével egyre
finomodik is, azaz nem marad benne sehol tul hosszi részintervallum. Ezt fejezziik ki azzal,
hogy olyan felosztassorozatot készitlink, amiben a felosztas finomsaga nullahoz tart, azaz

max Ax, — 0. Nem torténhet meg olyan a felosztassorozatban, hogy az [a, b] intervallum

egyik részén egyre slirlisodik a felosztas, de valahol mashol benne marad egy hosszabb



részintervallum. Az ilyen felosztassorozatokat végteleniil finomod¢ felosztassorozatoknak
nevezziik. Az alabbi dbrakon ilyen egyre finomodo felosztasok lathatok.

]

Definicié: Azt mondjuk, hogy az [a,b]-n értelmezett f (x) fiiggvény Riemann-integralhato
az [a,b]-n, haa o, kozelit§ dsszegek sorozata minden végteleniil finomod¢ felosztassorozat

estén konvergens, és ugyanahhoz a szamhoz tart. Ekkor ezt a szamot az f (X) fliggvény
b

[a,b]-n vett Riemann-integraljanak, vagy hatarozott integraljanak nevezziik és I f (x)dx-szel
a

jeloljik. Ez rovidebben az alabbi jelolésekkel irhato:
b

[f(x)dx="lim Zn:f(.fi)(xi—xi_l): lim Zn:f(gﬁ)Axi.

Itt kell megjegyezniink, hogy az egyszerliség kedvéért az elején olyan fliggvényrol
beszéltiink, ami az [a, b] -n pozitiv értékeket vesz fel. Ekkor a fenti definicio valoban a
fliggvény grafikonja és az X -tengely kozott elhelyezkedd alakzat teriiletét adja meg az [a, b] -
n. Ha azonban a fliggvény negativ értékeket is felvehet, akkor a téglalapokkal torténd
kozelitésben f (&) is lehet negativ, igy az f (& )Ax szorzat az i-edik téglalap teriiletét
el6jelesen adja meg. Ha f (f, ) >0, a kozelitésben a téglalap az X -tengely felett helyezkedik
el. EKkor f (& )Ax pozitiv, tehat valoban a téglalap teriiletét kapjuk. De ha f(&)<0,a

téglalap az x -tengely alatt helyezkedik el. Ekkor f (§| )AXi negativ, s a téglalap teriiletének

—1-szeresével egyenld. Ebbdl kovetkezOen, az integral a fliggvény grafikonja és az X -tengely
kozott elhelyezkedd alakzat teriiletét elgjelesen adja meg. Ha a fliggvény pozitiv, azaz
grafikonja az x -tengely felett halad, akkor valdban teriiletet kapunk, de ha a fiiggvény
negativ, akkor a teriilet —1-szeresét kapjuk. Ezért kapjuk azt, hogy ha egy fliggvény eldjele

megvaltozik az [a, b] belsejében, €s a pozitiv illetve negativ részen egyenld nagysagu a



tertilet a fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozott, akkor nulla a fliiggvény integralja az
[a, b] intervallumon. Erre példa mondjuk az f (X) =COos X fiiggvény a [O, 7[] -n

1

Amint az dbran lathato, a pirossal illetve kékkel jel6lt alakzatok szimmetria miatt egyenld
teriiletlick, de mig a piros az X -tengely felett, a kék az x -tengely alatt helyezkedik el. Az
integralas igy a piros alakzat teriiletét, a kék alakzat teriiletének pedig —1-szeresét adja. Igy a

fliggvény integralja a teljes [O, 72'] intervallumon ezek 6sszeg, azaz nulla lesz.

A Riemann-integral hosszadalmas definicidja utan felvetddik az a kérdés, hogy milyen
fliggvények integralhatdak. Ezzel kapcsolatban két tételt mondunk ki bizonyitas nélkiil.

Tétel: Haaz f (x) fliggvény integralhato az [a, b] intervallumon, akkor f (x) ezen az

intervallumon korlatos. A korlatossag tehat sziikséges feltétele az integralhatdésagnak. (Nem
minden [a,b]-n korlatos fiiggvény integralhato [a,b]-n.)

Tétel: Haaz f (x) fiiggvény folytonos az [a,b] intervallumon, akkor integralhato is [a,b]-n
A folytonossag tehat elégséges feltétele az integralhatdosdgnak. (Nem minden [a, b] -n
integralhato fiiggvény folytonos [a, b] -n.)

A hatérozott integralra vonatkozoan sok tétel bizonyithat6. Ezeket szokték a hatarozott
integral tulajdonsagainak nevezni. Vannak koztiik olyanok, melyek hasonldak, mint a
hatarozatlan integral tulajdonségai.

Tétel: Ha f (x) és g(X) integralhatéak az [a,b]-n, k pedig tetszéleges valos szdm, akkor a
(X), f (X)+ g (X) f (X)— g( ) fliggvények is integralhatdak [a,b] -n, €s

=~
—

o

k- f(x)dx=k-| f(x)dx
f(x)+g(x)dx=if dx+jg

X)dx = J' X) dx — J'g

Tehat amint a hatarozatlan 1ntegralna1, ugy a hatarozott integralnal is konstans szorzo
kiemelhetd az integralbol, valamint §sszeget és kiilonbséget tagonként integralhatunk. A
kiilonbségre vonatkoz6 allitds a masik kettobdl mar egyszeriien kovetkezik.

—
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A hatarozott integralnak vannak olyan tulajdonsagai is, amelyekben az integralasi
intervallumnak fontos szerepe van. A hatarozatlan integralnal ilyen tulajdonsagok nyilvan
nem voltak.

Tétel: Ha f (X) integralhato a-tol b -ig, akkor integralhato b -t6l a-ig is, és

a b

.!f(x)dx=—.[f(x)dx.

Azaz ha felcseréljiik az integralasi hatarokat, az integral —1-szeresét kapjuk.

Tétel: Ha f (x) integralhato az [a,b]-n, akkor integralhaté [a, b] barmely részintervalluméan
IS.

Tétel: Ha f (X) integralhato az [a,b]-n, és a<c<b, akkor

:[f (x)dx=:[ f (x)dx+j:‘ f(x)dx.

Ezt fogalmazhatjuk tigy is, hogy az integralas az [a, b] -n részletekben is végrehajthato.
Pozitiv értéki fliggvény esetén szemléletesen arrdl van szo, hogy a fiiggvény grafikonja és az
X -tengely kozti teriilet az [a, b] -n Ugy is meghatdrozhat6, hogy vessziik a teriiletet az [a, C] -
n, és hozzaadjuk a teriiletet [C, b] -n. (Az [a, b] intervallumon a teriilet a piros és kék alakzat

terliletének Osszege.)

i c D

Tétel: Ha f (X) integralhat6 az [a, C] és [C,b] intervallumokon, akkor integralhat az [a,b]
intervallumon is, és

if (x)dx:j. f (x)dx+jb' f(x)dx.

a a

Tétel: Ha f (X) integralhat6 az [a,b] -n, és f (X) >0 minden x e [a, b] esetén, akkor
b
J. f(x)dx>0.

Ha nem negativ fliggvényt integralunk, akkor az integral sem negativ.



Tétel: Ha f (x) és g(X) integralhatoak az [a,b]-n, valamint f (x)>g(x) minden x e[a,b]

esetén, akkor
b

If (x)dxzj.g(x)dx.

a
Mis megfogalmazasban azt mondhatjuk, hogy a nem kisebb értékii fiiggvény integralja sem

kisebb.

Tétel: (Az integralszamitas kozépértéktétele) Ha f (X) folytonos az [a,b] -n, akkor 1étezik

legalabb egy & €[a,b], melyre igaz, hogy

b

[f(x)dx=1()-(b-a).

a

Pozitiv értéki fliggvény esetén szemléletes arr6l van szo, hogy az f (X) fliggvény grafikonjat
tudjuk metszeni olyan vizszintes egyenessel, ami alatt az [a, b] -n pontosan akkora teriiletli
téglalap van, mint a fliggvény és az X -tengely kozti alakzat teriilete az [a, b] -n. Az adbran
kékkel jelolt téglalap teriilete f (§ ) . (b — a) , mely megegyezik a fliggvény grafikonja és az X -
tengely kozti teriilettel.

fix)

Tétel: (Newton-Leibniz-formula) Ha f (x) integralhat6 az [a,b]-n, és F(X) egy tetszdleges

primitiv fiiggvénye f (x)-nek, akkor

b

j f(x)dx=F(b)-F(a).

a

Az F(b)—F(a) kiilonbség rovidebb irasara gyakran hasznalatos az [F (x)]: jelolés.

Ezt a tételt gyakran nevezik az integralszamitas alaptételének is, mert a hatérozott integral és a
primitiv fiiggvény kozotti kapcsolatot mondja Ki. Ezzel lehetové teszi szamunkra a hatarozott
integral pontos kiszamolasat olyan esetekben, amikor a definici6 alapjan ezt nem tudnank
elvégezni. Marpedig a definicio alapjan csak nagyon kevés esetben szdmolhat6 ki pontosan a
hatérozott integral, s altalaban akkor is nagyon nehézkes.

Kidolgozott feladatok:



8. feladat: Hatarozzuk meg az f (X) = x* fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti alakzat

teriiletét a [0,2] intervallumon.

Megoldas: Készitsiink egy abrat az alakzatrol.
E 4

ka W =
1 1 1 1

1_
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%
Amint lathato, egy olyan haromszoghdz hasonl6 alakzat teriilete a kérdés, amit feliilrdl az
f (X) =x* fiiggvény grafikonja, azaz egy parabola hatarol. Mivel a fiiggvény a [0, 2]
intervallumon nem vesz fel negativ értéket, igy a teriiletet megkapjuk, ha a fiiggvényt
integraljuk ezen az intervallumon.

2
T :J.xzdx
0

Meg kell hataroznunk f (X) egy primitiv fliggvényét, igy elészor hatarozatlanul integralunk.

Hatvanyt integralunk, tehat eggyel noveljiik a kitevot, és osztunk az uj kitevovel.
3

j xdx =2 tc
3
Mivel csak egy primitiv fliggvényre van sziikségiink, igy C -t tetszélegesen megvalaszthatjuk.
Legegyszeriibb a ¢ =0 vélasztés. igy kapjuk, hogy f(X)=x’ egy primitiv fliggvénye
X3
F(X)=—.
(=%
Ezutan helyettesitiink a Newton-Leibniz-formulaba.

2 372 3 3
T:Ixzdx:{x—} _z 0.8
5 3 3 3 3

0

A kérdezett teriilet tehat % egyseégnyi.

A késobbiekben az ehhez hasonl6 feladatok megoldasat révidebben irjuk majd. A primitiv
fiiggvényt nem hatarozzuk meg kiilén, hanem a hatarozott integral utan egybdl irjuk a

primitiv fliggvényt [ ] -ben, feltiintetve a zardjel utan az integralasi hatarokat. fgy a megoldas
lényegében csak az utols6 sorbol all majd. Ha a primitiv fliggvény meghatarozasa nem ilyen

egyszerti mint most, akkor célszertli lehet kiilon elvégezni a hatarozatlan integralast, és utdna
visszatérni a hatarozott integralhoz.

4
9. feladat: Hatarozzuk meg az '[ x/x dx hatarozott integralt!
1



Megoldas: A megoldas soran eldszor primitiv fliggvényt kell keresniink, amihez alakitsuk at
az integrandust ugy, hogy egyetlen hatvanyt kapjunk.

4 4 1 4 1 4 3
Ixﬁdx=jx-x2 dx=jx 2 dx:jx2 dx

1 1 1 1

Adjuk meg a primitiv fiiggvényt, hivatkozva a hatvanyok alapintegraljara, azaz noveljik
eggyel a kitevot, és osztunk az uj kitevovel. A primitiv fliggvényt tegyiik a [ ] -be, és

tiintesstik fel mogotte az integralasi hatarokat. A primitiv fliggvényt irjuk minél egyszertibb

alakban.

4
5

4 4 3 XE 2
Ixﬁdx:szdx: = :{—\/x_ﬂ
1 1 — 5

2 L
Helyettesitsiik be a primitiv fiiggvénybe a felsd integralasi hatart, majd vonjuk ki beldle az

also hatar helyettesitési értékét, és végezziik el a miiveleteket.
4

2 Y2 2 2 2 . 62
dX=| =/X° | ==44 —=1°==.32-=.1="-=124
o= 25 | <2 -2 -2 a2

4

1

21
10. feladat: j
1

—dx
x

Megoldas: Jarjunk el ugy mint az el6z6 feladatban, azaz irjuk hatvanyként az integraland6
fliggvényt.

ii
1 x
Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt, s hozzuk minél egyszeriibb alakra.

8
2

8 8 1 3 8
Iidx:jx Tdx=| :FS xz}
1 2

3 &
Helyettesitsiik be az integralasi hatarokat, és vegyiik a két helyettesitési érték kiilonbségét. A
felsd hatar helyettesitési értékébdl vonjuk az alsé hatar helyettesitési értekét. A miiveleteket
ezutan végezziik el.

21 3.5 3 3 3 3.9
—dx=|=3x* | =R -=R1*==.4-=.1===45
[ [Zﬂ S-S =343

8§ 1
dx:jx 3 dx
1

2

Ha a primitiv fliggvényben szerepel valamilyen konstans szorzo, mint jelen esetben a ry

akkor azt hatarok behelyettesitésekor rogton kiemelhetjiik, igy nem kell kétszer leirnunk.

11. feladat: Hatarozzuk meg az f (X) =cos X fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti

alakzat teriiletét a |:E7Z} intervallumon.

Megoldas: Készitsiink abrat a fiiggvényrol €s a kérdéses alakzatrol.



Amint lathato, a fliggvény a megadott intervallumon negativ értékeket és a 0-t veszi fel, igy az
alakzat teriilete a fliggvény integraljanak —1-szerese lesz. Persze ezt ugy is mondhatnénk,
hogy az integral abszolut értéke lesz a tertilet.

T= ]icosxdx :—Tcosxdx

2 2
Hatdrozzuk meg a primitiv fliggvényt.

T= —Icosxdx =—[sin x]%

2
Helyettesitsiik a felsd integraléasi hatart, majd vonjuk ki beldle az als6 hatar helyettesitési
értékét, és végezziik el a miiveleteket.

T =—[sin x]% = —(sin ﬂ—sin%j =—(0-1)=1

A kérdezett teriilet tehat pontosan 1 egységnyi.

12. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)= x® fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti
alakzat teriiletét a [—2,1] intervallumon.

Megoldas: Most is egy abraval célszerli kezdenilink a megoldast.

H [
N e I L L= D_.,ﬁ/]/

10

Amint lathato, a fiiggvénynek az X =0-nal zérushelye van, s a [—2, 0) intervallumon negativ,

a (O,l] pedig pozitiv. A teriiletet igy két részletben kell szamolnunk. Integraljuk egyrészt a



fliggvényt a [—2, O] intervallumon, és ennek az integralnak vessziik az abszolut értékét, mert
itt a fliggvény negativ vagy 0. Ezzel megkapjuk a fliggvény és az X -tengely kozti tertiletet
[—2, 0] intervallumon. Valamint vessziik a fliggvény integraljat a [O,l] intervallumon, ami

megegyezik itt a fliggvény és az X -tengely kozti teriilettel, mert a fliggvény itt pozitiv vagy 0.
A teljes teriiletet pedig a két teriilet 6sszegeként kapjuk.

0
T= J'X‘”dx
)

1 0 1
+Ix3dx=—jx3dx+jx3dx
0 -2 0

Hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényt.
4

0 1 ¥4 0 X 1
T=—Ix3dx+Ix3dx=—— +] =
-2 0 4 -2 4

0
Mindkét esetben helyettesitsiik az integralasi hatarokat, és felsé hatar helyettesitési értékébol
vonjuk ki az als6 hatér helyettesitési értékét. A szamolasokat ezutan végezziik el.

47 a7t 4 4 4 4
-2
T X LX) 0 _(-2) (-9 :_(0_4)+(l_0]:£:4,25
41, | 4], 4 4 4 4 4 4
A kérdezett teriilet tehat 4.25 egység.

13. feladat: Hatarozzuk meg az f (X) =2x— X’ fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti

alakzat teriiletét a [—1,4] intervallumon.

Megoldas: Most is célszerli abrazolni a fiiggvény adott intervallumba esd részét. Mivel
masodfoku fliggvényt kell dbrazolnunk, célszerli meghatarozni a zérushelyeket. Emeljiink ki
X -et, mert igy azt kell vizsgalnunk, hogy egy szorzat mikor egyenld nullaval.

x=0
2x—x*=0 < x(2-x)=0 < < vagy
2-x=0 & x=2
A zérushelyek tehat x, =0 és X, = 2. Ezek ismeretében mar konnyen abrazolhato a parabola.

Mivel x? egyiitthatdja negativ, ezért konkdv parabolat kell rajzolnunk.
%
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A kérdéses alakzat most harom részbdl all, mivel a fliggvény két helyen is metszi az X -
tengelyt az adott intervallumon beliil. Az elsd rész a [—1, O] intervallumhoz tartozo rész, a

masodik a [O, 2] intervallumhoz tartozo rész, s a harmadik a [2, 4] intervallumhoz tartozo



rész. Mivel az elsd és a harmadik részen a fliggvény nem pozitiv, igy a teriilet
meghatarozasdhoz ezeken a részeken a fiiggvény integraljanak abszolut értékét kell venni.

T=

0
J'Zx—x2 dx
)

2
+I2x—x2dx+
0

4
I2x—x2dx
2

0 2 4
:—J' 2X—X° dx+J.2x—x2 dx—J‘Zx—x2 dx

-1 0 2
Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt.

0 2 4 NG 0 x 2 N 4
T:—_[Zx—xzdx+'f2x—x2dx—j2x—x2dx:— G [T [V ERATE B SV C A
3 3 3

-1 0 2 -1 0 2

Helyettesitsiik mindharom estben az integralasi hatarokat a Newton-Leibniz-formulanak
megfelelden, majd hajtsuk végre a miiveleteket.

AT T
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Amint l4that6, minél tobb helyen metszi a fliggvény grafikonja az adott intervallumon beliil a
X -tengelyt, anndl tobb részben kell szamolnunk a teriiletet. Mindig figyeljlink oda arra, hogy
mely részintervallumokon halad a fiiggvény grafikonja a X -tengely alatt. Ezeken a részeken
az integral abszolut értékét kell venniink, azaz szorozni kell az integralt —1-gyel.

Ezek utan térjlink vissza ahhoz a motivacios példahoz, ami a hatdrozott integral bevezetése
elott szerepelt.

14. feladat: Mennyi munkat kell végezniink ahhoz, hogy egy m tomegil tirhajot h tavolsagra
juttassunk a Fold felszinétol?
Megoldas: Amint az korabban szerepelt, az irhajora a Fold altal kifejtett gravitacios erd hat,

amit Fy,, =F,,, (r)=k Mm

r.2

Osszefliggéssel irhatunk le a Fold kdzéppontjatdl mért tavolsag

fiiggvényében. A munkaaz F,,, (r) fiiggvény grafikonja alatti teriilet az [R,R+h]

intervallumon. Amint az egy korabbi abran lathato volt, a fliggvény pozitiv értékeket vesz fel,
igy a tertilet a fliggvény ezen intervallumon vett integraljaval egyenld. A valtozo szerepét
most r tolti be, igy r szerint integralunk.

R-+h
w= [ kMg
= r
Mivel k, M, m konstansok, igy kiemelhetdk az integralbol.
R+h
1

W:kaI—Zdr
T

Az integrandust ezutan irjuk negativ kitevés hatvany formajaban. igy mar konnyen
meghatarozhato a primitiv fliggvény, amit hozzunk minél egyszeriibb alakra.



R+h rfl R+h 1 R+h
W =kaI r‘zdrszm{—} :ka[——}
R R F
Helyettesitsiik be ezutan az integraldsi hatarokat, s vegyiik a két helyettesitési érték
kiilonbségét.

R+h
W:ka{—l} — kMm —L_(_lj :ka(l_ 1 j
rig R+h R R R+h

Ezzel olyan 6sszefiiggést kaptunk a munkara, amibe csak az tirhajé tomegét és a felszintdl
valo eltavolodasat kell behelyettesiteni. Ha ezeket az adatokat ismerjiik, a munka pontosan
kiszdmolhato.

Ellenorzo kérdések:

7. kérdés: Hatarozzuk meg az f (X) =3x fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti
alakzat teriiletét a [0,8] intervallumon.

9
10
12 (X)
15

16
8. kérdés: J.X{‘/;dx

1

1972

9
2044

9
2096

9
2110

9

(X)

N

1
9. kérdés: j —dx
1

3
10

3
4 (X)
13

3



10. kérdés: Hatarozzuk meg az f (x)=sinx fiiggvény grafikonja és az x -tengely kozotti

alakzat teriiletét a {% , %} intervallumon.

1
5> X

Wl
&l N

11. kérdés: Hatarozzuk meg az f (X) =4—x* fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti

alakzat teriiletét a [0,3] intervallumon.

23
3 (X)

12. kérdés: Hatarozzuk meg az f (X) = x* +3x fiiggvény grafikonja és az X -tengely kozotti

alakzat teriiletét a [-5,1] intervallumon.

6
8 (X)
12
15

Elméleti 6sszefoglalé: A hatarozott integral nem csak olyan alakzatok teriiletének
meghatarozasat teszi lehetoveé, melyek egy fliggvény grafikonja és az X -tengely kozott

helyezkednek el, hanem mas gorbékkel hatarolt alakzatokét is. Ha példaul a folytonos f (X)
és ¢ (X) fliggvények grafikonjai nem metszik egymast az [a, b] intervallum belsejében, akkor
a figgvények grafikonjai, valamint az X =a és X=Db egyenesek altal hatarolt sikrész teriilete,
vagy méaképp fogalmazva a figgvények grafikonjai kozti teriilet az [a,b] intervallumon a

kovetkez6:
b

If(x)—g(x)dx.

a

Ha tudjuk, hogy az [a,b]-n f (x)>g(x), akkor az abszolut érték elhagyhato, hiszen

T=

f (X)—9g(x) nem negativ értékii fiiggvény az [a,b]-n. Az 4llitas helyességét az egyszertiség



kedvéért f(x) és g(x) [a,b]-n pozitiv fiiggvények esetén az alabbi dbra segitségével
lathatjuk be.
] F(x)

Ezen lathat6, hogy az J. f (X) dx megadja a pirossal és kékkel jelolt alakzatok teriiletének

a

Osszegét, az I g(x dX pedig csak a piros alakzat teriiletét. A kékkel jelolt sikrész teriilete igy

a kett6 kiilonbsége, tehat: T = J. dX J.g dX A hatérozott integral tulajdonsagai

kozott szerepelt, hogy azonos 1ntervallumon vett integralok kiillonbsége megegyezik a
ﬁiggvények kﬁlénbségének integréljéval azaz:

T_[ dxjg dx_[

Két fuggveny graﬁkonja koztl teriiletet tehat ugy kapjuk, hogy a nem kisebb fliggvénybdl
kivonjuk a nem nagyobbat, s kiilonbséget integraljuk.

Ha a két fliggvény grafikonja metszi egymast az [a, b] intervallum belsejében, akkor a
grafikonok kozti teriiletet részletekben szamolhatjuk. Az alabbi abran lathato, hogy az f (X)
és g(x) fiiggvények grafikonjai metszik egymast a ¢ helyen.

S el) -

e

"ﬂl""l"c'l""lb"'l

Az [a, C] intervallumon f (X) >g (X) , igy ezen a részintervallumon f (X)— g (X) -et
integraljuk, mig a [C, b] intervallumon g (x)> f (x), igy ezen a részintervallumon
g (X) —f (X) -et integraljuk. A teriilet tehat a kovetkezo:



C

T :j f (x)—g(x)dx+ig(x)— f(x)dx.

Amennyiben nem szeretnénk vizsgalni, hogy az egyes részeken melyik fliggvény vesz fel
nagyobb értékeket, akkor megtehetjiik azt is, hogy tetszélegesen vessziik a két fiiggvény
kiilonbségét, azt integraljuk az egyes részeken, s az integraloknak vessziik az abszolut értékét.

Ezt az alabbi modon irhatjuk.
b

Jf(x)—g(x)dx

c

C

jf(x)—g(x)dx

Ha a fiiggvények grafikonjai nem csak egy helyen metszik egymast, akkor természetesen tobb
részletben kell szamolnunk.

T = +

Lényegében ugyanigy jarhatunk el, ha két fliggvény grafikonja altal kozrezart sikrész teriilete
a kérdés. Az ilyen alakzat a grafikonok metszéspontjai kozott helyezkedik el, amint az alabbi
abran lathato.

Sl

Ilyenkor el6szor meg kell oldanunk az f (X) =g (X) egyenletet. Ezzel kapjuk meg a
metszéspontok helyét, azaz a-t és b -t. Ezek utan az [a,b]-n nem kisebb fiiggvénybél

kivonjuk a nem nagyobbat, s kiilonbséget integraljuk [a,b]-n.

A gorbe vonallal hatarolt alakzatok teriiletének szdmolasa a hatarozott integral
legkézenfekvobb alkalmazéasa. De a hatarozott integral nem csak erre j6. Az alabbiakban a
forgastestek térfogatanak meghatarozasara ismeriink meg egy alkalmazast.

Tekintsiik az [a,b] intervallumon nem negativ, folytonos f (x) fiiggvényt. Az f (x)

grafikonja, az x -tengely, az x=a és x=Db egyenes altal hatarolt alakzatot forgassuk meg az
X -tengely kortil, igy egy forgastestet kapunk. Ez lathat6 az alabbi abrakon.

¥ Vi

0




Hatarozzuk meg ennek a forgastestnek a térfogatat. Hasznaljuk ehhez azt az eljarast, amit a
teriilet meghatarozasakor alkalmaztunk. Osszuk fel az [a,b] intervallumot n részre. Az

intervallum felosztasa a forgastestet vékony rétegekre bontja.

.1'. »

0| x,=a .r:---” box=p ¥

L

5[5, -{- (8] -1 (S

A vékony rétegekben hatarozzuk meg kozelitdleg a térfogatot gy, hogy lapos hengerrel
kozelitiink. Tekintsiik a k -adik részintervallumot, melynek szélessége Ax, . Valasszunk a

részintervallumbdl egy szamot, legyen ez c, . Hanyagoljuk el a fiiggvény valtozasat a
részintervallumon, és tekintsiik ugy, mintha az egész részen az f (Ck) értéket venné fel a

fliggvény. A forgatas sordn igy az ivelt oldalu rétegbdl egy lapos henger lesz, melynek sugara
f (c,)-val egyenld, magassaga pedig AX, . Ez lathaté az alabbi abran.

.
il

X1 Cp X | 4
L)

Hajtsuk végre ezt a kozelitést minden részintervallumon, igy a forgéstestet egymas melletti

lapos hengerek sokasagaval kozelitjiik.
¥ i

D[p, -{- B -{- |,

frjuk fel, hogyan szamolhaté ki egy ilyen lapos henger térfogata. Mivel a k -adik henger
sugara f(c,), magassaga pedig Ax, a térfogata az alabbi:

V, =7 £2(c,) AX,.

Osszegezziik ezutan a hengerek térfogatat, ezzel egy kdzelitést kapunk a forgastest

térfogatara.



% zzn:Vk :Zn‘/rfz(ck)Axk

k=1 k=1
Ebben az 6sszegben felismerhetd, hogy a 7 f 2 (X) fliggvény integralkozelitd Osszege.

A kozelités nyilvan annal pontosabb lesz, minél laposabbak a hengerek. Noveljiik ezért az
osztopontok szamat, s vegylik a fenti Osszeg hatarértékét n — co esetén, mikdzben a felosztas
finomséaga egyre kisebb lesz, azaz max Ax, — 0. Ha létezik a hatarérték, megkapjuk a

pontosan a test térfogatat. A kozelitd dsszeg hatarértéke pedig nem més, mint a 7 f ()
fliggvény hatarozott integralja az [a,b] intervallumon.
n n b
V=lim kZ;vk = lim Z;ﬁfz(ck)Axk =[x 12 (x)dx
maxAx, —0 maxAx, —0 a

A konstans 7 kiemelhet6 az integralbdl, s igy a forgastest térfogatara az alabbi Osszefiiggést
kapjuk:

b
Vzﬂjfz(X)dX.

Ezzel olyan képlethez jutottunk, amibe egy konkrét feladat esetén csak be kell
helyettesiteniink az adott fliggvényt és az intervallum hatérait, majd végre kell hajtanunk az
integralast.

A fenti eljaras segitségével sok mas dologra lehet olyan képletet levezetni, amiben integral
szerepel. Ilyenek példaul a gorbe ivhossza, forgéstest palastjanak felszine, kiterjedt test
tomegkozeéppontja €s tehetetlenségi nyomatéka.

Kidolgozott feladatok:

15. feladat: Mekkoraaz f(x)=4x-x*+1és g(x)= 1 fliggvények grafikonjai kozotti
X

teriilet az [1,4] intervallumon.

Megoldas: Készitsiink egy abrat a két fliggvényrdl a megadott intervallumon. Ha kiszamoljuk
a két fliggvény értékét az intervallum végpontjaiban, akkor a gérbék jelleg alapjan konnyii
elkésziteni az abrat.

f (1) =4.1-1"+1=4

f(4):4-4—42+1:1
g(1)=
9(4)=

Az f(x

gorbéket a meghatarozott pontokra.

I =

=1

N

N—"

grafikonja egy konkav parabola, g(x) grafikonja pedig hiperbola. Illessziink ilyen



/ g(x)

12 3 4l s

Amint lathat6, a megadott intervallumon beliil nem metszi egymast a két fiiggvény. igy
egyszertien venniink kell a két fiiggvény kiilonbségét, s azt kell integralnunk a megadott

intervallumon. Mivel tudjuk, hogy az adott intervallumban f (x)> g(x), igy ha az

f (X) -0 (X) kiilonbséget vessziik, akkor nincs sziikség abszolut értékre.
4

T=[(4x-x +1)—1dx
i X

Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt.
4

4 3
T :.[(4x—x2 +1)—£dx: 2x2 X L x—Inx
1 X 3 1
Helyettesitsiik be az integraldsi hatarokat, és vegyiik a helyettesitési értékek kiillonbségét, és
végezzik el a miiveleteket.

3 4 3 3
T :{2% —X?+x—ln x} :(2-42—%+4—In4]—(2-12 —15+1—In1J:

1

:(32—6—;+4—|n4j—(2—%+1—0j=12—|n4z10.61

A kérdéses teriilet tehat kozelitdleg 10.61 egység.

16. feladat: Hatarozzuk meg az f (x)=e" és g(x)= x* —2x+1 fiiggvények grafikonjai

kozti teriiletet a [—1,1] intervallumon.

Megoldas: Készitsiink most is abrat a két fiiggvényrdl. Célszerti most is meghatarozni a
fiiggvények értékét a megadott intervallum végpontjaiban.
1

f(-1)=e’=—~037

f(l)=e'=e~272

0()=(1) -2(1) 14

g(1)=12-2-1+1=0

Az f(x) exponencialis fiiggvény, g(x) pedig masodfoku tehat parabola. A gorbék jellege

alapjan igy mar konnyti abrazolni a fiiggvényeket.
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Az abrarol ugy latszik, a két grafikon X =0-nal metszi egymast. Ezt a fliggvényekbe
helyettesitéssel konnyen ellendrizhetjiik.

f(0)=e"=1
9(0)=0°-0-1+1=1
Mindkét fiiggvény 1-et vesz fel, tehat az X =0 helyen valoban metszik egymast. Mas

metszéspont nincs.
A kérdezett teriiletet a metszéspont miatt most két részletben integralva tudjuk meghatarozni.

Az elsé részen —1 és 0 kozott g(x)> f(x), igyitta g(x)— f (x) fiiggvényt integraljuk, a
masodik részen 0 és 1 kozott f(x)>g(x), ezértittaz f(x)—g(x) fiiggvényt integraljuk,

majd a két integralt osszeadjuk. Igy nem sziikséges az abszolat értékét venni egyik
integralnak sem.

T= j.(x2 —2x+1)—eX dx+j.eX —(x2 —2x+1)dx
-1 0

Hatdrozzuk meg a primitiv fliggvényeket.

X ’ X '
T=|| =—x*+x|-€| +|e&~| =—x"+x
3 -1 3 0

Helyettesitsiik a Newton-Leibniz-formulanak megfeleléen az integralasi hatarokat, és hajtsuk
végre a miiveleteket.

T =[0—33—02+O—e°j—[g—(—l)2+(—1)—e‘1]+(e1—§+12—1j—£e°—%3+02—0}:

:(_1)_(_%_2_1}((3_%)_(1):e+%zs.og

€
A kérdéses teriilet tehat kozelitéleg 3.09 egység.

17. feladat: Mekkora teriiletli sikrészt zarnak kozre az f (X) =x*-1és g (X) =1-Xx
fiiggvények grafikonjai?

Megoldas: Mivel két gorbe altal kozrezart sikrész teriilete a kérdés, ezért meg kell
hataroznunk a metszéspontjaikat. Oldjuk meg tehat az f (x)=g(x) egyenletet.

—11\/m_{1

xX)-1=1-X < X*+x-2=0 = = —
%2 2.1 -2




A kérdezett teriiletet ezutdn ugy kaphatjuk, hogy a két fliggvény kiilonbségét integraljuk a két
metszéspont kozott, azaz a [—2,1] intervallumon, s vessziik az integral abszolut értékét. Ha

azonban el tudjuk donteni, melyik fiiggvény nagyobb az intervallum belsejében, €s a nagyobb
értékii fliggvénybdl vonjuk ki a kisebb értékiit, akkor nincs sziikség az abszolut értékre. Ha
készitiink egy abrat, akkor arrdl ezt le tudjuk majd olvasni. Az intervallum végpontjaiban a

két fiiggvény most ugyanazon értékeket veszi fel. Mivel ¢ (X) az egyszertiibb, igy ebbe
célszerl helyettesiteni.

f(-2)=9(-2)=1-(-2)=3

f(1)=g(1)=1-1=0
Az f (X) masodfoku fliggvény, grafikonja konvex parabola, ¢ (X) elséfoku, grafikonja
egyenes. Ezek utdn mar kdnnyt egy jo abrat késziteni.

g(x)

P

A [-2,1] intervallum belsejében lathatoan g(x)> f(x), ezérta g(x)— f (x) fiiggvényt

integraljuk, s igy nem lesz sziikség abszolut értékre.

1 1
T= J'(l—x)—(xz ~1)dx = J.2—x—x2 dx
) -2
Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt.
1 NV !
T= IZ—x—xz dx=|2x-=—-=—
° 2 31,

Helyettesitsiik a hatarokat, és vegyiik a helyettesitési értékek kiillonbségét, és végezziik el a
miiveleteket.

ot of] okt (o).

:(2_1_1)—(—4—2+§j=4.5
23 3

A két grafikon altal kozrezart teriilet tehat 4.5 egység.

18. feladat: Forgassuk meg az X -tengely koriil az f (x)=3/x fiiggvény [0,8]

intervallumhoz tartozo ive és az X -tengely kozotti sikrészt, és hatdrozzuk meg a keletkezd
forgastest térfogatat.

Megoldas: A megadott fliggvényt €s intervallumot helyettesitsiik be a forgastest térfogatanak
képletébe, amit az elméleti 0sszefoglaloban ismertiink meg.



v=sf 2o f (35

Alakltsuk ataz 1ntegrandust egyetlen hatvannya, majd hatarozzuk meg a primitiv fiiggvényt.

8
5
8

2 8/ 1 g 2 X3 3 8
V=rx|(Ix) dx=z|| x® | dx=rx|x3dx=1|"| == [st}
oo - 0]
3 lo

Helyettesitsiik a fels6 hatart, és vonjuk ki beldle az also hatar helyettesitési értékét. Azutan

végezziik el a mﬁveleteket
vzg [\/_} (¥ - \/0_5) (32— 0)—%72’ 60.32

A keletkez6 forgastest térfogata tehat kozelitleg 60.32 egység.

19. feladat: Forgassuk meg az x -tengely koriil az f (x)= 1 fiiggvény [1,5]

intervallumhoz tartozo ive és az X -tengely kozotti sikrészt, €s hatarozzuk meg a keletkezd
forgastest térfogatat.

Megoldas: Mint az el6z6 feladatban, most is behelyettesitiink a forgéstest térfogatanak
képletébe

V= njf X)dx = nj(J_lszx

Vegezzuk el a négyzetre emelést.

x+1

Bontsuk fel a tortet két tort Osszegére, és végezzik el kiilon-kiilon az osztast.
2 X+ 1

X2
Hatarozzuk meg a primitiv fliggvényt.

5 It 5
Vv =7zj.1+x‘2dx=7{lnx+x—} =7z[lnx—1}
1 X -1 X

1
Helyettesitsiik az integralasi hatarokat a Newton-Leibniz-formula szerint, és végezziik el a
miiveleteket.

oA o3
o(nse )5

A forgéstest térfogata kozelitdleg 7.57 egység.

Ellenorzo kérdések:



13. kérdés: Mekkoraaz f (x)=e* és g(x)=2x—x*+2 fiiggvények grafikonjai kozti
alakzat teriilete a [0,1] intervallumon?

14. kérdés: Mekkoraaz f (x)= X* és g (x)=2-x fiiggvények grafikonjai kozotti sikrész

teriilete a [0,2] intervallumon?

W w| oo
~
X
[

w|5 olo

15. kérdés: Mekkora teriiletii sikrészt zarnak kozre az f (x)=x* és g(x)=3x fiiggvények
grafikonjai?

3

35

4

45 (X)

16. kérdés: Forgassuk meg az x -tengely koriil az f (x)= 1 fiiggvény [1,4] intervallumhoz
X

tartozo ive és az X -tengely kozotti sikrészt. Mekkora a keletkez6 forgastest térfogata?



17. kérdés: Forgassuk meg az X -tengely koriil az f (x)=x+/x—1 fliggvény [1,2]
intervallumhoz tartozo ive és az X -tengely kozotti sikrészt. Mekkora a keletkezd forgéstest
térfogata?

17
—r (X
57 X

Tovabbi kidolgozott feladatok:

20. feladat: I%dx
X —sin x

Megoldas: Egy csunya tortet kellene integralnunk, €s a tortek integralasra nincs altalanos
integralasi szabaly. Ezért at kell alakitanunk valahogy az integrandust. K6zépiskolabol ismert

a c0S2x = cos’ X —sin® X azonossag. Hasznaljuk fel elséként ezt.
.[ C0S 2X dX_J-coszx—sinzx
COS X —sin X COS X —sin X

dx

A szamlaloban felismerhetjiik, hogy egy a® —b’ tipusu kifejezés, amiben a szerepét most
cosx, b szerepét pedig sinx tdlti be. Mivel a* —b® =(a—b)(a+b), a szamlélét szorzatta

tudjuk alakitani.
J-coszx—sinzxd (cos x —sin x)(cos x+sin X)d
os” x—sin x g _ _ '
Cos X —sin X cos X —sin X

Ezek utan pedig egyszeriisithetjiik a tortet cosX—sin X -szel.
I(COS X —sin x)(cos x +sin x)
COS X —Sin X

Ezzel nincs tobbé tort, hanem csak két alapintegral 6sszege szerepel, melyeket tagonként
integralunk.

_[cosx+sin xdx:.fcosxdx+'fsin xdx =sinXx—Ccosx+c

dx:jcosx+sin X dx

2 fa2
X“ —sin‘ x
21. feladat: J'ﬁdx
X" -SIN"~ X
Megoldas: Mivel a szamlaloban egy kiilonbség all, a tortet felbonthatjuk két tort
kiilonbségére.
2 A2 2 HY
X® —sin® x X sin” x
Iz_de=Iz_2—2_2dX
X" -SIN" X X"-SIN” X X" -SIN" X
Mindkét tort egyszertisithetd, az elsé X’ -tel, a masodik sin® x -szel.




2 H
X sin” X 1 1
Iz-z_z-dezI-z__de

X"-SIn” X X" -SIn~ X SINX X
A mésodik tortben egy hatvany reciproka all, amit irjunk inkabb negativ kitevds hatvanyként.

1 1

J‘ d = j —— — X" dX

Sln X X SIN” X

gy mar csak alapintegralok kiilonbsége szerepel, melyeket kiilon-kiilon integralunk.
1 - 1
I — —x‘zdx:—ctgx—x—+c:——ctgx+c
sin® X -1 X

22. feladat: .[5)(—+2dx

(x +1)

Megoldas: Az integrandus egy elég bonyolult tort, azonban észrevehetd, hogy a szamlalo
olyan 6sszegre bonthat6, melynek egyik tagja a nevez6 egyik tényezéjének, masik tagja pedig
a nevez6 masik tényezojének a szam szorosa.

I 5% 42 st +2(x* +1)
x* x +1 x +1
Ez azert jo, mert igya tortet ket tort 0sszegére bonthatjuk, és a keletkezd torteken beliil
egyszerﬁsithetﬁnk

3x% + 2 x? +1 2(x"+1
j— . () 1 3 2

X2 (X +1) (x*+1) x(x+1) X+l X

Az Osszeget természetesen tagonkent integraljuk, a konstans szorzok pedig kiemelhetdk.

3 2 2 1 1
+—dx= dx+ | —dx=3 dx+2| —dx
J.x +1 X -[x +1 J.xz J‘x2+1 J‘xz
Az elso tag alapintegral, a masodik tagban pedig a reciprok helyett irjunk inkébb negativ
kitevés hatvényt

3_[X "] dx+2J' —dx = SI

Ezutan mar csak be kell helyettesnenﬁnk a megfeleld alapintegralokat.
Xt
2
3 dx+ 2 x2dx = 3arctgx + 22— + ¢ = 3arctgx — = + ¢
-[ x> +1 I g -1 =3

dx

dx+2.|‘x‘2dx

23. feladat: Hatarozzuk meg azon véges sikrész teriiletét, melyet a koordinatarendszer két
tengelye és az f (X)=x>—8 fiiggvény grafikonja hatarol.

Megoldas: Készitsiink egy abrat a fliiggvényrdl, hogy lathassuk, hogyan is helyezkedik el a

kérdéses alakzat a koordinatarendszerben. Az dbrazolas konnyti, hiszen az x° grafikonjat kell
8 -cal lefelé eltolnunk az y -tengely mentén.



HEs
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Amint l4thato, a negyedik siknegyedben van olyan sikrész, ami a feladat feltételeinek
megfelel. Nyilvan sziikségiink van arra, hogy meghatarozzuk, hol metszi a fliggvény
grafikonja az x -tengelyt. Az abrardl sejthetd, hogy X =2 a zérushely, s ez a fliggvénybe

helyettesitéssel konnyen ellendrizhetd is. Természetesen az x* —8=0 egyenletet is
megoldhatjuk, s ezzel is igazolhatjuk, hogy 2 -nél van a metszéspont. Igy egyértelmii, hogy az

alakzat a [0, 2] intervallumon talalhaté. Mivel itt a fliggvény negativ értékeket vesz fel, igy a
teriiletet a fliggvény ezen intervallumon vett integraljanak —1-szerese adja.

T =—J2'x3—8dx
0

Hatdrozzuk meg a primitiv fliggvényt.
T=—]—-8x

4 0
Helyettesitsiink a Newton-Leibniz-szabalyba, és hajtsuk végre a miiveleteket.

To_ (27:_8.2}_(07:_8.0}]=_((4_16)—o)=12

24. feladat: Mekkora teriiletii véges sikrészt zdrnak kozre az f (x)=x°+x és g(x)=>5x

fiiggvények grafikonjai?

Megoldas: Mivel két fliggvénygrafikonja altal kdzrezart sikrész teriilte a kérdés, igy eldszor
meg kell hataroznunk, hol metszik egymast a grafikonok. Oldjuk meg az f (X) =g (X)
egyenletet.

X*+x=5x < x’-4x=0 < x(x2—4):0

Ha az els6 tényezo nulla, akkor az X =0 megoldast kapjuk.

H a mésodik tényez6 nulla, akkor x> =4, amibél vagy X =2 vagy X =—2.

A két fiiggvény grafikonja tehat 3 helyen is metszi egymast. Ez azt jelenti, hogy a két
grafikon altal kozrezart alakzat két részbdl all, mert van kozrezart alakzat az elso két

metszéspont és a masodik két metszéspont kozott is. Ezt jol lathatjuk, ha dbrazoljuk a két
fliggvényt. Az abrazolashoz célszerti meghatarozni a fiiggvények értékét a metszéspontokban.



Ezeken a helyeken a két fiiggvény azonos értéket vesz fel. Mivel g(X) az egyszerlibb
fliggvény, igy célszerl abba helyettesitve szdmolni.

f(-2)=g(-2)=5-(~2)=-10

f (O):g(0)=5-0=0

f(2)=g(2)=5-2=10

15':

1|:|—§ £(x)

°7 %)
1 2

A kérdéses teriiletet két integrallal hatarozhatjuk meg. Mivel a [—2, 0] intervallum belsejében
f (Xx)>g(x), ezért ezen az intervallumon integraljuk az f (x)—g(x) fliggvényt, s merta
[0,2] intervallumon g(x)> f(X), ezért ezen az intervallumon integraljuk az g (x)— f ()

fliggvényt. A terlilet a két integral 6sszege lesz.
0 2 0 2
T= J.(x3 +x)—5xdx+.f5x—(x3 +X)dx = I x° —4xdx+_|.4x—x3 dx
-2 0 -2 0
Hatdrozzuk meg a primitiv fliggvényeket.

0 2 X4 0 X4 2
T=Ix3—4xdx+_|‘4x—x3dx={7—2x2} J{ZXZ—Z}
-2 0 -2 0
Helyettesitsiik az integralasi hatarokat a megszokott modon, és végezziik el a miiveleteket.

O L Sl

=(0-(4-8))+((8-4)-0)=4+4=8

A kozrezart alakzat teriilete tehat 8 egység.

A feladatot egy integral kiszamolasaval is megoldhatjuk, ha kihasznéljuk azt, hogy a
kozrezart alakzat két része szimmetrikus az origora. Ekkor elég az egyik integralt
kiszamolnunk, és annak duplajat venni. Szimmetrikus alakzatok esetén igy csokkenthetjiik a
szamolas mennyiségét.

25. feladat: Mekkora teriiletii véges sikrészt hatarolnak az alabbi fliggvények grafikonjai?
f(x)=4-2x* g(x)=x*+4, h(x)=6x-4

Megoldas: Most meg kellene keresniink az 6sszes olyan pontot, ahol két fliggvény grafikonja
metszi egymast. Ehhez harom egyenletet is meg kéne oldanunk, hiszen barmely két fliggvényt
egyenlévé kellene tenniink egymassal. Készitsiink inkabb egy 4brat a harom fliggvény



grafikonjarol és olvassuk le az dbrardl a metszéspontok helyét. Az dbrézolas soran azt
hasznaljuk ki, hogy ismerjiik a fliggvények jellegét. Az f (X) = 4—2x* egy konkav parabola

lesz 4 egységgel eltolva az y -tengely mentén. A g(X)=X>+4 konvex parabola szintén 4

egységgel eltolva az y -tengely mentén. A h(x)=6x—4 pedig egyenes, ami —4-ben metszi
az y -tengelyt, s a meredeksége 6.

Az abrardl leolvashato, hogy 6t kozos pont van, s ezek az x=—4, x=0, x=1, x=2, x=4
helyeken vannak.

Az is lathat6 azonban hogy a harom fiiggvény grafikonja altal hatarolt alakzat szempontjabol
csakaz x=0, x=1, x=2 helyeken 1év6 metszéspontok érdekesek, mert a [O, 2]
intervallumon kiviil csak két fliggvény grafikonja altal hatarolt alakzat alakul ki, vagy a

fliggvények grafikonjai kozti alakzat nem véges.
Nagyitsuk fel ezutan az abra lényeges részét.

107
%

E £(x)
=t i

2_ S(x) hl: jl
CAED 1

-2

4

Az alakzatot az x =1 helyen két részre kell bontanunk, mert mas fiiggvény grafikonja
hatarolja alulrél a [0,1] ¢s mas az [1, 2] intervallumon. Ebbdl kovetkezik, hogy a teriiletet két
integral 8sszegeként kaphatjuk meg. A [0,1] intervallumon a g(x)— f (x) fiiggvényt kell
integralnunk, mig az [1, 2] intervallumon g (x)—h(x) fiiggvényt.

T =j'(x2+4)—(4—2x2)dx+j.(x2+4)—(6x—4)dx:‘1[3x2 dX+.2fX2—6x+8dx
0 1 0 1

Hatdrozzuk meg primitiv fiiggvényeket.
2

1 2 3
X
T= Isz dx+'[x2 —6X+8dx = [x3]1 +| ——3x* +8x
0 1 0 3 1
Helyettesitsiik az integralasi hatarokat, és végezziik el a miiveleteket.



3t x? 2 i 3 A3 2° 2 i 2
T:[x ]o+ €—3x +8x :(1 -0 )+ 3—3-2 +8.2 |- 5—3.1 +8.1||=

1

=1+ §—12+16 - 1—3+8 !
3 3 3

A harom fliggvény grafikonja altal hatarolt alakzat teriilete tehat g egyseég.

26. feladat: Forgassuk meg az x -tengely koriil az f (x)=ctgx fiiggvény {%%}

intervallumhoz tartozo ive és az X -tengely kozotti sikrészt. Hatarozzuk meg a keletkezd
forgastest térfogatat.

Megoldas: Helyettesitsiink be a forgastestek térfogatanak képletébe.

2
V= Jctgzxdx

6
Az integrandus egy Osszetett fliggvény, s az Gsszetett fiiggvényekre nincs altalanos integralasi
szabaly. Mivel varhatéan nem lesz egyszer( primitiv fliggvényt talalni, ezért végezziik el

kiilon a hatarozatlan integralast. Probaljuk atalakitani ugy az integrandust, hogy integralhato
fliggvényt, vagy azok dsszegét kapjuk. Induljunk el a legegyszeriibb széba johetd

Osszefiiggésbol, mely szerint ctgx = cosX , €s irjuk ezt be az integrandusba. Mivel igy egy

tort négyzetét kapjuk, ezutan ugy alakithatunk tovabb, hogy kiilon emeljiik négyzetre a
szamlalot és a nevezot.

2 2
Ictgzxdx = j(@j dx = j C(_JSZ X
SIN X SIn~ X
Még nem latszik pontosan miért jO ez az atalakitas, de kdzépiskolabdl tobb olyan dsszefliggeés
is ismert, melyben sin”x és cos® x szerepel, igy ebben az iranyban tovabb alakithat6 a
fliggvény. Ismét a legegyszeriibb 6sszefiiggésbdl menjiink tovabb, ami a
sin® x+cos® x =1 azonossag. Rendezziik ezt 4t cos” X =1—sin® x alakra, és helyettesitsiink be
az integrandus szamlalojaba.
2 T2
Icgsz de:jl__sT X dx
SIN” X SIN” X
Bontsuk fel ezutan a tortet két tort 6sszegére azaltal, hogy kiilon osztjuk el a szamlalé tagjait,
majd egyszerisitsiink, amelyik tortben erre lehetdség van.
H) HY
Il—.3|2n de:J' .12 _s!n2 deZJ- . 12
SIN™ X SIN" X SIn™ X SIn~ X
Ezzel sikeriilt elérniink, hogy az integrandus két alapintegral kiilonbsége lett. A tagokat
kiilon-kiilon integralhatjuk, s az alapintegralokat egyszertien be kell helyettesiteniink.
I - 12 —1dx:'[ - 12 dx—_[ldx=—ctgx—x+c
sin® x sin“ x
A primitiv fliggvényt sikeriilt meghatarozni, de talan az olvasoban felvetddik az a kérdés,
miért nem a nevezSben 4116 sin® x helyére helyettesitettiink 1—cos” x -et, hiszen ezt is
megtehettiik volna. Természetesen ez az atalakitas sem lett volna hibas, de ekkor nem tudtuk
volna tovabb alakitani az integrandust. A tortek esetében tobbszor hajthatunk végre olyan
atalakitast, hogy kiilon osztjuk el a szdmlalo tagjait. Ehhez arra van sziikség, hogy a

—1dx




szamlaloban alljon dsszeg vagy kiilonbség, és ne a nevezOben. Az is fontos volt a tovabbi
alakitas soran, hogy a szdmlalo egyik tagja megegyezett a nevezovel, s igy tudtunk

egyszerlsiteni. Az egyszertlisités utan kapott 1 pedig alapintegral, hiszen J.ldx =X+C.

De térjiink vissza a forgastest térfogatahoz.

= (_Ctgz — ZJ — (_Ctgz — Zj =
7 2 2 6 6
6

:(o_zj_ﬁ_@_zj:@_%zo.es

2 6
A keletkez6 forgastest térfogata tehat 0.68 egység.

T

2
V= jctgzxdx =[-ctgx—x]

EIEENIE]

Ellenorzo kérdések:

18. kérdés: | _Cos2X
COS X—SIN X

sinx+cosx+c (X)
SINX—COSX+C
COSX—SinX+¢C
—sinX—CcosX+cC

2
19. kérdés: Iw dx

x%-c0s® X

x tgX+C
2

X—2+tgx+c
2

Inx-tgx+c
Inx+tgx+c (X)

20. kérdés: | #ﬁil)dx

1
——arctgx+c
X
1
———arctgx+c
X
1
——-2arctgx+c
X

e 2arctgx+c¢ (X)
X



21. kérdés: Mekkora annak a véges sikrésznek a teriilete, melyet a koordinatarendszer két
tengelye és az f (X) =x* +1 fiiggvény grafikonja hatarol?

(X)

ol g|lh Mlww|N

22. kérdés: Mekkora teriiletli véges sikrészt zdrnak kozre az f (X)=x°—4x és g(x)=-3x
fiiggvények grafikonjai?

(X)

DlwwION[IFE NP

2
23. kérdés: Tekintsiik az f (X) =x, g (X) = XZ +3, h(X) =-2X fiiggvényeket. Mekkora a

harom fliggvény grafikonja altal hatarolt véges sikrész teriilete?

- X

24. kérdés: Forgassuk meg az x -tengely koriil az f (x) =tgx fliggvény {0%}

intervallumhoz tartozo ive és az X -tengely kozotti sikrészt. Mekkora a keletkezd forgastest
térfogata?

4 —1?
4

(X)






4. Integralszamitas

4.2. Bevezetés az integralasi médszerekbe

: . f'(x
Tanulasi cél: Megismerni az f (ax+b), f(x)f'(x) és % tipust fiiggvények
X
integralasi modszerét, valamint a parcialis integralds szabalyat. Ezen modszereket alkalmazni
feladatokban.

Elméleti 6sszefoglalo: Az alapintegralok ismeretében, és az el6z0 leckében megismert
egyszerl tételek felhasznalasaval a fiiggvények elég széles korében meghatarozhat6 a primitiv
fiiggvény. Az alabbiakban olyan mddszereket ismertetiink, melyekkel a primitiv fiiggvényt
még szélesebb korben meghatarozhatjuk.

Tétel: Ha tudjuk, hogy az f fliggvény primitiv fiiggvénye F , akkor
Flax+b) .

jf(ax+b)dx=

ahol a,beR és a=0.

A tételeket sok esetben bizonyitas nélkiil adjuk csak meg, de az egyszeriibb esetekben
megmutatjuk a bizonyitast is.

a

Bizonyitas: Azt kell belatnunk, hogy az integralas eredményének, [—F (ax+b) + Cj
a

derivéltja az integralandé fiiggvénnyel ( f (ax+b)) egyenld. Ehhez hasznaljuk fel az dsszetett
fliggvények derivalasi szabalyat és azt, hogy ha F primitiv fliggvénye f -nek, akkor F'=f .

(—F(ax+b) +c) =[—F(ax+b)j +c’=£(F(ax+b))'+O=
a a a

=§F’(ax+b)~(ax+b)' =§f(ax+b)-a= f (ax+h)

A feladatokban valo alkalmazashoz a tételt masképp gy is megfogalmazhatjuk, hogy ha
olyan Osszetett fiiggvényt kell integralnunk, melynek belso fiiggvénye linearis, akkor
integraljuk a kiilsd fliggvényt, s sszetételt alkotunk az eredeti bels fiiggvénnyel, valamint
osztunk a belso fliggvénybdl X egylitthatdjaval.

Kidolgozott feladatok:

1. feladat: jsin(3x + 7)dx

Megoldas: Az integrandusunk jol lathat6an olyan Osszetett fiiggvény, amelynek belsd
fiiggvénye els6foku polinom, vagy mas szoéval linearis. Alkalmazhatjuk a fent megismert
szabalyt.

A kiils6 fiiggvénysin X . Ennek integralja: jsinxdx =—COSX+C.



A bels6 fiiggvény 3x+ 7, ez felel meg ax+b-nek, azaz a=3és b=r.
Ezutan egyszerlien behelyettesitiink a szabalyba.

. - X
j5|n(3x+ﬂ)dx = M+c
Az ilyen feladatokban altalaban nem sziikséges sok atalakitast végrehajtani az integranduson,
a hangsuly azon van, hogy felismerjiik, ilyen tipust 6sszetett fliggvénylink van. Ha ez
sikeriilt, akkor mar konnyti alkalmazni a szabalyt.

dx

2. feladat: IS -
X_

Megoldas: Az integranduson megint azt ismerhetjiik fel, hogy olyan dsszetett fiiggvény,
melynek belso fiiggvénye els6foku.

. 1 : : 1
A kiilsé fiiggvény most nyilvan az — . Ennek integralja a kovetkezo: J-—dx =In|x]|+c.
X X

A belso fiiggvény most 5x—8, tehat a=5 és b=8.

F(ax+Db)
a

Alkalmazva az I f (ax+b)dx = +C szabalyt, az alabbi eredményt kapjuk:

1 In|5x—8]|
f dx = +cC.
5x -8 5

dx

3. feladat: j

cos? 5x

Megoldas: Ha most derivalnunk kellene, akkor azt mondanank, jelen esetben egy
tobbszordsen Osszetett fliggvénylink van. Kiils6 fliggvény az —-, kdzépsd a COS X, ¢€s belsd az
X

5X . Nem musz4j azonban ennyire felbontanunk a fliggvényt, s6t integralasnal nem is
célszerli. Az eldz6 felbontasban szerepld belso fliggvény, az 5X, egy linearis fliggvény. Csak
annyit kell tenniink, hogy amit az eldbb kiils6 és kozeépso fiiggvénynek tekintettiink, azt nem

lesz a kiils6

bontjuk fel, hanem egyben tekintjiik kiilsé fliggvénynek. Azaz most 5

COS” X
fliggvény. Azért célszerii ez a felbontas, mert igy a kiilsé fliggvény egy alapintegral. Tudjuk
ugyanis, hogy f 12
COS” X
Amint mar emlitettiik, a belsé fiiggvény 5x,azaz a=5 és b=0.
Alkalmazva a korabban ismertetett szabalyt, az alabbi eredményt kapjuk:
1 tg5x

f —dx =

cos” 5X 5

4. feladat: J'\3/4x +7dx

dx=tgx+c.

+C.

Megoldas: Az integrandus ebben az esetben is olyan Osszetett fiiggvény, melynek belsd
fiiggvénye elséfoku.

1 4
A kiilsé fiiggvény nyilvan a Yx, melynek integralja: J.Q/;dx = I x3dx = % X} +cC= %g/X_A-F C.
A belsd fiiggvény 4x+7 , tehat a=4,és b=7.



Alkalmazva az el6zdekben ismertetett szabalyt, a kdvetkezdt kapjuk:

[ Tax=1 V(“X” -2 fiax+ 7y e

5. feladat: j e* ™ dx

Megoldas: Most is olyan fiiggvényt kell integralnunk, melynek belsé fiiggvénye linearis.
A kiils6 fuggvény most az €”, melynek integralja 6nmaga, azaz: .[ e‘dx=e"+c.

A belsd fiiggvény 4—Xx, tehat a=-1,és b=4.
Alkalmazva az eldz6ekben ismertetett szabalyt, a kovetkezot kapjuk:

4-x
Ie“ dx =

A feladatban arra kell figyelni, hogy a linearis bels6 fiiggvényben most forditott a sorrend,
azaz a konstans all elol, és az elso6fokt rész hatul. Valamint ne feledkezziink el arrél sem,
hogy az egyiitthatoba az el6jel is beletartozik. Mivel most —X szerepel, ezért az elséfoku
részben az egyiitthato a=-1.

4-x

+C=—€ "+C.

Ellenorzé kérdések:
1. kérdés: I cos(2x —3)dx

2sin(2x-3)+c
-3sin(2x—-3)+c¢
sm(22x—3) re (X)
sin(2x —3) te

-3

2. kérdés: I dx

5-6X
5In[5-6x+c
In|5-6X|
—= 4c

5
—6In[5—6x|+c

In|5-6X| v )

3. kérdés: Iﬁdx
X+

(2x+5)”
2

+C



4. kérdés: J. 45> dx

4> .In4
5
4. In4
-5
48—5X
5-In4
48—5X
-5-In4

5. kérdés: j J4+9xdx

(X)

2\J(4+9x)’
— e (X)
4+9x)’
%H
1.
84 +9x
! +C

1844 +9x

Elméleti 6sszefoglalo:

Tétel: Minden « #1 valds szam esetén

[ 1700 '(x)dx= 709

a+l
Bizonyitas: A tételt az integralas eredményének derivalasaval igazoljuk. Ekozben

+C.

felhaszndljuk az dsszetett fiiggvény derivalasi szabalyat, amikor az f“*(x) fliggvényt
derivaljuk. Ekkor a kiils6 fiiggvény x*™, a belsé fiiggvény pedig f(x).



(faﬂ(x)-FCJ :(faﬂ(x)j +C(:L(fa+l(x))'+oz

a+1 a+1 a+1

1 « Y — £ (yY). £
=m(a+l)f (x)- F'(x) = £9(x)- '(x)

A tételt szovegben is megfogalmazhatjuk a feladatokban val6 alkalmazashoz. Ha olyan
szorzatot kell integralnunk, melynek egyik tényezéje egy fliggvény hatvanya (a kitevo = —1),
masik tényezdje pedig a hatvanyozott fliggvény derivaltja, akkor az integralas eredményében
eggyel alacsonyabb hatvanyra emeljiik a fliggvényt, és osztunk az 0j kitevovel.

Kidolgozott feladatok:

6. feladat: I(xz +5)6 -2xdx

Megoldas: Az integrandusban most azt ismerhetjiik fel, hogy egy fliggvény hatvanya all
benne megszorozva a hatvanyozott fliggvény derivaltjaval. Ugy is mondhatjuk, hogy az

integrandus f“(x)- f'(x) tipust. Alkalmazhatjuk a most megismert szabalyt.
Ebben a feladatban nyilvan f(x) = x> +5 az a fiiggvény, aminek a hatvanya szerepel, s

mellette ott all szorzoként a derivaltja, hiszen (X2 + 5) =2X.

A szabaly azt mondja ki, hogy ilyen esetben a fliggény 1-gyel magasabb kitev6jii hatvanya
lesz az integral, elosztva ezen 1-gyel nagyobb kitevovel. Igy az alabbi eredményt kapjuk:
7

, x> +5
J'(xz +5)6 -2xdx = _[(xz +5)6 -(x2 +5) dx = u+c :
Lathato, hogy a megoldas soran nem volt sziikség az integrandus hosszas atalakitasara. Az
volt a fontos, hogy felismerjiik, az integrandus tipusat. Erre akkor van csak esélylink, ha
rendelkeziink az alapderivaltak biztos ismeretével.

7. feladat: J‘(x2 —1)3xdx

Megoldas: Az el6zd feladat megoldasdnak mintdjara azt mondhatjuk, hogy legyen
f (X) = x* —1, hiszen ennek a fiiggvénynek hatvanya szerepel az integrandusban. A gondot az

okozza, hogy ennek derivailtja(x2 —1)! = 2X, és nem pontosan ez szerepel a fiiggvény

hatvanya mellett szorzokent, hanem csak X. Ezen azonban segithetiink, ha az integrandust
szorozzuk is, és osztjuk is 2 -vel. Igy elérjiik, hogy a fiiggvény hatvanya mellett a
hatvanyozott fliggvény derivaltja alljon.
2 3
X =1) 2x
J'(x2 —1)3xdx = J'Qd

2

X =

Mivel konstans szorzé kiemelhetd az integralbol, ezért a 2 -vel osztéas helyett célszeriibb 3

del szorzast irni az integral elé. Igy az integrandus egyértelmtien f“(x)- f'(x) tipust.

Iwm = %j(xz —1)32xdx = %J.(x2 —1)3 -(x2 —1)' dx



Alkalmazzuk a fent megismert szabalyt.

Tere V3 (v2 q) 1 (Xz _1)4 L2 o\

2j(x 1) (x 1) dx > 2 +C 8(x 1) +C
A megoldasbol 1athato, hogy ha az integrandus egyik tényezdje egy fliggvény hatvanya, a
masik pedig ezen hatvanyozott fiiggvény derivaltjdnak szam szorosa, akkor kialakithat6 az

f*(x)- f'(x) tipusu integrandus. Illyenkor megfelel6 konstanssal szorzunk is és osztunk is,
hogy a hatvanyozott fliggvény derivaltja jelenjen meg. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy ilyet
csak akkor tehetiink, ha a hatvanyozott fiiggvény derivaltjatol csak konstans szorzo erejéig tér
el a tényezd. Ha nem konstans szorzo az eltérés, akkor a fiiggvény nem integralhat6 ilyen
modon.

8. feladat: J.i’/cosx -sin xdx

Megoldas: Az el6z6 két feladatban egyértelmiien lathato volt egy fliggvény hatvanya, most
ehhez egy kicsit alakitanunk kell az integranduson. A gyok helyett irjunk tortkitevds hatvanyt.

1
J'%/cos X -sin xdx = I(cos X)? -sin x dx
gy mar megvan, hogy a cosx fiiggvény hatvanya szerepel az integrandusban egyik
tényezoként. Mellette sinX all, ami csak egy eldjelben kiilonbozik a cos X derivaltjatol,
hiszen (cos x)’ = —sin x.. Erjiik el, hogy megjelenjen a negativ eldjel az integrandusban. Ha két
negativ eldjelet is kitesziink, akkor mintha nem is tettiink volna semmit. Az egyiket tegyiik ki
az integral elé, a masikat pedig beliil a sin x -hez. Igy elérjiik, hogy a hatvanyozott fliggvény

derivaltja alljon az integrandusban.
1

I(cos x)% -sin xdx = —I(cos x)% -(=sinx)dx = —I(cos X)2 - (cos x)'dx

a+l
Ezutan mar alkalmazhat6 az I f*(x)- f'(x)dx = f_(lx) +C szabaly, s az alabbi eredményt
+
kapjuk:
1 4 4
fd 3 i
—I(cos x)3 - (cos x) dx = —M+c = —g(cos X)®+cC.
4 4
3
9. feladat: J sh3x dx
ch®x

Megoldas: Ebben a feladatban sem nyilvanvald, hogy fliggvény hatvanya szerepel, ezért
alakitunk az integranduson. A tort helyett most irjunk negativ kitevOs hatvannyal valo
szorzast.

shx . 3
-[ch—3xdx = J'(chx) -shxdx
Mar csak annyit kell észrevenni, hogy (chx)’ =shx, tehat a masodik tényezében a
hatvanyozott fliggvény derivaltja all.
j (chx)2-shxdx = j (chx) - (chx)'dx

Alkalmazva a megfeleld szabalyt, a kdvetkezd eredményt kapjuk:



,2 _
(ch” 1

j (chx) ™ (chx)'d = =— =St

10. feladat: I( ! dx

1+X)-arctg’ x

Megoldas: Tudjuk, hogy (arctg x)' =1 ! — . Ezért célszeriinek latszik két tort szorzatara
+ X
bontani az integrandust, majd negativ kitevés hatvanyt irni. Igy jol lathatova tehetjiik, hogy az
integrandus f“(x)- f'(x) tipusu.
1 1

1
j(1+ xz)-arctgzxdx - '[ (1+x%) arctg? de -

= j % -(arctgx) 2 dx = j (arctgx) - (arctg x)'dx
(1+x%)
Alkalmazzuk az f*(x)- f'(x) tipust fiiggvényekre vonatkozé integralasi szabalyt.
-1
(arctgx) feoo -1
-1 arctgx

.f (arctgx)~ - (arctgx)'dx = +C

11. feladat: jln—xdx
X

. 1 . .
Megoldas: Tudjuk, hogy (In x)" = =, ezért célszer(i a tortet szorzatta bontani. Még annyit kell
X

felismerniink, hogy a Inx -et is tekinthetjiik egy fiiggvény hatvanyanak, hiszen (In X)1 -r6l van
sz0, csak az 1-et nem irtuk ki a kitevSben. Igy jol lathatova valik, hogy az integrandus
f*(x)- f'(x) tipusu figgvény.
j'”—xdx = x- Zax = | (In x)*-(In x)'dx
X X

Alkalmazva a megfeleld integralasi modszert, a kovetkezd eredményt kapjuk:

2
I(Inx)l-(lnx)'dx:erc:%lnzx+c.

Ellenorzo kérdések:

6. kérdés: _[cos3 X-sin x dx

cos* x
4

cos* x

+C

c (X)

sin* x
4

+C



sin® x

+c
7. kérdés: J‘«/sh X -ch xdx

2 sh®x+c (X)
3

3 sh®x+c

2

2 sh®x +c

3 sh®x +c

8. kérdés: Ixz (4— x3 )5 dx

tgx

>—ax
COS” X

10. kérdés: I




—tg® x+cC
tg® x+c¢

1.2
—=tg® x+c¢
> g

%tg2 x+c¢ (X)

11. kérdés: I Y

arctgx
()

4 g
4 e o
23 +e (%
3 e+

Elméleti 6sszefoglalo:

Tétel: j%dx: In| f(X)]+C.

Bizonyitas: Ha f (x)>0, akkor ‘f (X)‘ = f (x). Alkalmazzuk az Gsszetett fiiggvény
derivalasi szabalyat.

(In] £ 00[+c) =('n(f<x>))'+0'=%' £ +0= ff(())

f(x)
Ha f(x)<0,akkor |f (x)|=—f (x). Most is az Ssszetett fliggvény derivalasi szabalyat
alkalmazzuk.
1

(In] f(x)|+c) =(In(~f(x))) +C':T(X).

Azon x-ekre, ahol f(x)=0,az ')

f(x)
A feladatokban torténd alkalmazashoz a tételt ugy is fogalmazhatjuk, hogy ha olyan tortet kell
integralnunk, melynek szamlaloja a nevezd derivaltjaval egyenld, akkor az integralés
eredménye a nevezd abszolut értékének a logaritmusa lesz.

(—F/(x))+0= 1)

fliggvény nincs értelmezve.

Kidolgozott feladatok:

2_
12. feladat: _[fx—zdx
X°—2X+6



Megoldas: Az integrandus olyan tort, melynek szamlalojaban épp a nevezd derivaltja all,

hiszen (X?’ —2X+ 6)’ =3x% —2. Bzt tigy is mondhatjuk, hogy egy . (( ))

tipusu fiiggvényt kell

integralnunk.
Mivel most jol lathatéan f(x) = x> —2x+6, csak annyi a feladatunk, hogy behelyettesitsiink a
szabalyba.

(x3—2x+6)'

J-33x =2 x:.[ - dx=1In|x*—2x+6]|+cC
X°—2X+6 X°—2X+6

3
13. feladat: '[63

Megoldas: Most azt kell felismerniink az integranduson, hogy a szamlalo, csak egy konstans
szorzoban tér el a nevezd derivaltjatol, hiszen (¥ +5)" =3

f'(x)

Ha be tudjuk csempészni a szamlaloba a 3 -at, akkor az integrandus tipust lesz, s el

tudjuk végezni az integralast. Hasonld esettel mar talalkoztunk korabban, és akkor a hianyzo
konstanssal szoroztunk is, osztottunk is. Jarjunk el most is igy, €s az osztast egybdl irjuk az
integral jel elé reciprokkal torténd szorzés formajaban.

3e3x 83X + 5)
Ie3X+5 - -[e3x+5 - j e¥ +5
Ezutan mar csak be kell helyettes1tenunk az

| P00 4 = In| £ (x) | +¢ szabalyba.

dx

f(x)
e3X +5
—J'—)dx :lln‘e3X +5/+c :lln(e3X +5)+c
e¥ +5 3 3
Mivel a e* +5>0 minden xeR esetén, ezért hagyhattuk el az abszolut értéket az
eredményben.

Amint 1athato, ha olyan tortiink van, melyben a szamlalé csak konstans szorzoban kiilonbozik
a nevezé derivaltjatol, akkor a hianyzo6 konstanssal szorozva és osztva is, elérhetd, hogy

'
F(x)

tipusu fliggvény legyen az integrandus.

14. feladat: J dx

X* +4

Megoldas: Vegyiik észre, hogy a nevezd derivaltja (x2 + 4)’ =2x, csak egy konstans
f'(x)

szorzdban tér el a tort szamlalojatol, ami X . Ahhoz, hogy ——= 0 tipust fliggvény legyen az
X
integrandus, sziikség lenne a szamlaloban egy 2 -es szorzora. Az elébbiek szerint szorozzunk
. . . 1
2 -vel, és ossszunk is 2 -vel. Az osztast egybdl irjuk az integral elé > -del szorzas

formajaban.



X 1. 2x (x*+ 4)
dx== ==~ | ~——>dx
Ix2+4 2~[x2+4 I xX°+4
Mar csak be kell helyettesnenunk a szabalyba.
J. x + 4)
x> +4
Az abszolut érték most is elhagyhato az eredményben, hiszen x*+4>0 minden xeR
esetén.

dx:lln‘xz+4‘+c:lln(x2+4)+c
2 2

15. feladat: J'tg xdx

Megoldas: Hasznaljuk fel a tgx definicidjat, azaz irjunk helyette X et
COS X

J- tgxdx dx = J- sin X

CcOosS X
Az integraland¢ tort szamlaloja csak egy eldjelben tér el a nevezd derivaltjatol, hiszen
(cos x)' =—sin x. Szorozzuk meg ezért az integrandust —1 -gyel, €s az integral el¢ is irjunk
egy negativ eldjelet. Igy elérjiik, hogy az integrandus ; (( )) tipusu fliggvény legyen.
Ismx J sinx I(COSX) dx

COS X CcOosS X COS X
Ezutan mér csak be kell helyettesiteniink a megfeleld integraldsi szabalyba.
(cosx)’
—J' dx=-In|cosx|+c
COS X
1
16. feladat: j—zdx
tg X - cos” X

Megoldas: Ugyan tortet kell integralnunk, de most nyilvan nem igaz, hogy a szamléaloban a
nevezd derivaltja 4ll, hiszen a nevezdben egy szorzat van, aminek derivaltja nem 1. Latunk

azonban a fliggvényben részletként tg X -et, amirdl tudjuk, hogy derivaltja ,sa

cos? X

nevezSben szerepel a cos” X is. Hasznaljuk fel a tortek azon atalakitasat, amivel emeletes
tortté alakithatunk egy tortet, ha a nevezdben szorzat all. Ezt az alabbi modon irhatjuk:

1 1
1 _b
ab b gyab a

Ha ezt tigy alkalmazzuk, hogy a szamlaloba

'
(

tg x derivaltjat kapjuk meg, azaz —— .
X

>— kertil, akkor ezzel a nevezében marado

COS™ X

tipustiva sikertiil alakitanunk a fiiggvényt.

1

J' 1 _ dx = J'COS X dx I(tgx) dx
tg X - c0S® X tg X tg X




Ezutan mar csak be kell helyettesiteniink a szabalyba.

tgx)
Imdx =Inftgx|+c

tg X
A feladatot sikeriilt megoldanunk, de talan tobben azt mondjak magukban, hogy 6k bizony
masképp alakitottdk volna az integrandust. Az eldz6 feladatban szerepelt, hogy tg x = SIx ,

COS X
amit most is felhasznalhattunk volna. igy a tort nevez6jében még egyszertisithetiink is.
1

1
I > dxzjsinx dx:J'_ dx =
tg X - €0s” X .cos2 X sin X -cos X
COS X

Ezen a ponton azonban elakadunk. A kapott tort nem alapintegral, és nem tudjuk egyik
f'(x)
— se
f(x)
kialakitani. Az 4talakitdsunk ugyan jo, de nem segit a fliggvény integraldsdban. Az integralasi
feladatokban tudatosan keresni kell, hogy a tanult szabalyok koziil melyik alkalmazhato6 az
adott esetben. Mivel mar két olyan szabalyt is lattunk, amiben fliggvény és derivaltja is
szerepel, igy kijelenthetjiik, hogy a szabalyok sok esetben csak akkor ismerhetdk fel, ha jol
ismerjiik az alapderivaltakat. Ha nem tudjuk, melyik fiiggvénynek mi a derivaltja, akkor nem
fogjuk felismerni a feladatokban, hogy ezeket az integralasi szabalyokat kellene
alkalmaznunk. Ilyenkor kdnnyen keriilhetlink olyan zsakutcaba, mint amibe a fenti
atalakitasokkal jutottunk.

konnyen integralhato fliggvénytipust, azaz f (ax+ b) ,vagy f“(x)- f'(x), vagy m

17. feladat: I dx

X-Inx

Megoldas: Ilyen forméban a tort szamlaldja nyilvan nem egyenld a nevezd derivaltjaval. De a

nevezoben latjuk az In x -et, amirdl tudjuk, hogy derivaltja —, és az X is ott van a nevezdben.
X

Ha ugyantigy emeletes tortté alakitunk, mint az el6z6 feladatban, akkor most is % tipust
X
fiiggvényt kapunk. Vigylink a szamlaloba az 1 -et.
X

1 !

Y In x
I 1 dx:_[ X dx=judx:

X-Inx In x Inx

A szokasos modon mar csak behelyettesitlink a szabalyba.

jmdx: Injinx|+c
In x

Ellenorzo kérdések:

12. kérdés: | 326)‘—;41
X" —4X+

In|6x—4|+c



In ‘3x2 —4x +1‘ +c (X)
In ‘3x2 —4x‘ +c

In‘x3—2x2+x‘+c

X* —4

3 dx
x> —=12x

13. kérdés: I

In‘x3—12x‘+c
%In‘x3 ~12x|+¢(X)
3In‘x3—12x‘+c
In‘x2 —4‘+c

2X

14. kérdés: j dx

e?* +8

%In (e +8)+c (X)
In(e2X +8)+c

2In(e2x+8)+c

ei In(e” +8)+c

15. kérdés: j ctg xdx

—In|cosx|+c
In|cosx|+c
In|sinx|+c
—In|sin x| +c (X)
1

16. kérdés: Imdx

—In|ctg x| +c (X)
In|ctgx|+c
—In|sin® x| +c
In|sin®x|+c

17. kérdés: J‘; dx

(1+x*)-arctg x



—In(1+x2)+c
In(l+x2)+c
—In|arctg x| +c
In|arctg x|+c (X)

Elméleti 6sszefoglalé: A szorzatfliggvény derivalasi szabalyanak megforditasabol egy ujabb
integralasi moédszerhez juthatunk. Az alabbi tétel errdl szol.

Tétel: Ha az U(X) €s V(X) fiiggvények differencialhatoak, valamint u’(X)V(X) integralhato,
akkor az u(x)v'(x) fiiggvény is integralhato és

Iu(x)v'(x)dx = u(x)v(x)—fu’(x)v(x)dx

Bizonyitas: Az u (X) és V(X) fiiggvények differencidlhatdak, igy a szorzatfiiggvény
derivalasi szabalyat alkalmazva:

(u(x)v(x))' =u'(x)v(x)+u(x)v'(x).

Fejezziik ki ebb8l u’(x)v(x)-et,

u()v'(x)=(u(x)v(x)) —u'(x)v(x)

A jobb oldalon allo6 fiiggvény integralhat6, ebbdl kovetkezden a bal oldal is integralhato.
Integréljuk mindkét oldalt.

Iu x)dx = I —u’(x)v(x)dx

A JObb oldalon tagonkent 1ntegralhatunk

I u( x)dx = j dx Iu v(x)dx

Mlvel az elso tagban az u( ) ( ) fiiggvény derivaltjat integraljuk, igy integralas utan
visszakapjuk az eredeti u( V(X ) ﬁiggvényt

_[u x)dx =u( .[u

A parcialis integralas alkalmazéasaval az u(x)v'(x) fiiggvény integralasat az u'(x)v(x)
fliggvény integralasra vezetjiik vissza. A szabalyt olyan szorzatok esetén célszerii alkalmazni,
melyekben a v'(x) -nek megfeleld tényez$ konnyen integralhato, s ha az u’(x)v(x)
kdnnyebben integralhatdé mint u (X)V'(X) . A szabaly alkalmazéséaval soha nem fejezdédik be a

feladat megoldésa, hiszen a jobb oldalon a masodik tag még integralt tartalmaz. Ezért is kapta
elnevezését a szabaly, hiszen csak részben torténik meg az integralds. Az alkalmazas soran

nagyon fontos, hogy egy integralandé szorzat tényez6i koziil melyiket valasztjuk u (X) -nek,

illetve V' ( X) -nek. Erre vonatkozodan a kidolgozott feladatokban adunk utmutatast.

Kidolgozott feladatok:

18. feladat: j (2x —6) -shxdx



Megoldas: Az integrandus most szorzat, s azon beliil is egyik tényezdje polinom, a masik
pedig a shx. Probalkozzunk az el6bb megismert parcialis integralas alkalmazasaval.

Vélasszuk a polinomot U (X) -nek, mert igy a szabaly alkalmazasa utan visszamarado

integralban majd ezen polinom derivaltja fog megjelenni, ami mér csak egy konstans. igy a
parcialis integralas utdn mar nem szorzatfiiggvény all majd az integrandusban.

Legyen tehat u(x) =2x—6 ésv'(x) =shx.

Ekkor u'(x) =2 ésv(x) =chx.

Az ismert v'(x) -bél integralassal kaptuk meg v(x) -et. Ezért fontos, hogy a v'(X) -nek
valasztott tényez6 konnyen integralhato legyen.

Helyettesitsiink be a szabalyba.

j(zx—s)-shxdx=(2x—6)-chx—j2-chxdx
A feladatot még nem oldottuk meg, hisz még van egy integralunk. Ebbdl azonban a konstans

szorzot kiemelhetjiik, s utana mar csak egy alapintegral marad. igy az eredmény a kovetkezd
lesz:

(2x—6)-chx—12-chxdx:(2x—6)-chx—2jchxdx:
=(2x—6)-chx—2shx+c.

19. feladat: [(3x+7)-5"dx

Megoldas: Az integrandus egy hasonl6 szorzat, mint amilyen az el6z6 feladatban szerepelt.
Az elsé tényez6 most is egy polinom, a masodik tényez6ben pedig 5 vette at a shx szerepét.
Az 5 is konnyen integralhatd, igy megint a parcialis integralassal probalkozhatunk.

Legyen u(x) =3x+7 ésV'(x)=5".

X

Ekkor u’(x) =3 ésv(x) = >

In5’
Helyettesitsiink be a szabalyba.
5 5
3X+7)-5%dx =(3x+7)-—— | 3-—dx
I ( ) ( ) In5 I In5

A még meghatarozand¢ integralbol emeljiik ki a konstansokat, igy mar csak egy alapintegral
marad majd, amit meghatarozunk.

(3x+7)-5 —j3-5 dx=(3x+7)-5 _ 3 [5dx=
In5 In5 In5 In5
=(3x+ )-5——1- > +C= > 3x+7—i +C

In5 In5 In5 In5 In5

Az utols6 két feladatban az volt a k6z6s, hogy olyan szorzatot kellett integralnunk, melyek
egyik tényezdje egy polinom, masik tényezdje pedig az a*, e*, sin x, cosx, shx, ch x
figgvények valamelyike. [lyenkor célszerii a parcialis integralast alkalmazni olyan
szereposztassal, hogy u(x) a polinom legyen, v'(x) pedig a masik tényezd. A szabalyt
hasznalva a visszamarado integralban eggyel alacsonyabb fokszamu polinom marad mar csak.
Ha az eredeti polinom elséfoku volt, akkor a visszamaradé integralban u’(x) mar csak egy
konstans lesz, ami az integralbol kiemelhetd. A v'(x) -nek megfeleld fliggvényt konnyen



tudjuk integralni, hiszen az fliggvények a*, e, sinx, cos x, sh x, ch x mindegyike
alapintegral. Raadésul az integralas eredményeként kapott v(x) fiiggvényt is konnyl
integralni, mert az is alapintegral, vagy annak szam szorosa lesz. Ez akkor fontos, ha a
polinom nem elséfoku. Ilyenkor a szabalyt tobbszor kell alkalmazni egymas utdn, egészen
addig, mig a polinombdl csak egy konstans marad a derivalasok utan. Erre majd a
késébbiekben mutatunk példat.

20. feladat: [ (4x+3)-Inxdx

Megoldas: Ismét szorzatot kell integralnunk, és az egyik tényezo most is polinom, de a masik
tényezdében allo In X mas tipusu mint ami az el6z6 két feladatban szerepelt. Akkor ott olyan
fliggvény allt, amely alapintegral volt. A InX nem ilyen fliggvény. Ezért nem célszer(i 6t

V'(x)-nek valasztani, hiszen akkor a v(x) -et nem kdnny(i meghatarozni. Legyen tehat a
szereposztds most a parcialis integralas soran a kdvetkezo:

u(x)=Inx és v'(x) =4x+3.

Ekkor u’(x) == és V(X) = 2x* +3x.

Helyettes1tsunk ezutan a szabalyba.

I(4x+3)~ln xdx = (2x2 +3x)-|n x—J'(sz +3x)-§dx

A még meghatdrozand¢ integralban egyszerusitsiink, majd végezziik el az integralast. Nem
lesz nehéz dolgunk, mert az egyszer(isités utan egy polinomot kell integralnunk.

(2x2 +3x)-|n x—fo+3dx :(Zx2 +3x)- In x—(x2 +3x)+c
21. feladat: '|'x3 -In xdx

Megoldas: Hasonlo szorzatot kell integralnunk mint az el6z6 feladatban, csak most a polinom
nem tobb tagbol 4ll, hanem csak egyetlen tagbol. Ugyanugy jarhatunk el, mint az el6bb.
Legyen u(x) =Inx és V/(x) =x>.

4

Ekkor u’(x) 1 és V(X) - X
X 4
Helyettesitsiink ezutan a szabalyba.
2 x* x* 1
Ix [Inxdx=—-1In x—J.—.—dx
4 4 x

A visszamaradd integralban most is egyszerisitsiink, a konstans szorzot pedig emeljiik ki.

M ivel x-nek egy hatvanya marad csak, igy ezt mar konnyen tudjuk integralni.
4 4 4

X nx j— Tox=X. Inx——_[x dx= X nx-. X e

4 4 4

Az eredmény szebb alakban irhato, ha kiemeljiik amit lehet.

x* 1 x* x* 1
—-nx-=-—+c=—|Inx—-= |+cC
4 4 4 4 4

22. feladat: Iln xdx



Megoldas: Az el6z6 négy feladatban szorzat allt az integralban, de most nem. Azaz egy
egyszeri triikkel most is szorzatta alakithatjuk. Irjuk az Inx -et 1-Inx formaban. Az 1 is egy

polinom, csak nagyon egyszerli polinom, hiszen 0 a fokszdma. (l = XO) fgy mar ugyantigy

jarhatunk el mint az el6z6 két feladatban.
Legyen u(x)=Inx és v'(x) =1.

Ekkor u'(x) = 1 és v(x) =X.
X
Helyettesitsiink ezutan a szabalyba.
fl-ln xdx =Xx-In x—fxidx
X
A visszamarado integralban egyszerusitsiink, majd hajtsuk végre az integralast.
X-In X—Jx-ldx: X-In x—J‘ldx: X-InX—x+c
X

Az eredmény kiemelés utdn most is irhaté mas alakban.
x-Inx—x+c=x(Inx-1)+c

Az utolsé harom feladatban olyan szorzatokat kellett integralni, melyek egyik tényezdje
polinom volt, ez lehetett csak egy konstans is, a masik tényez6je pedig az In x. llyenkor is

alkalmazhat6 a parcialis integralas, de nem a polinomot kell u(x) -nek valasztani, hanem az
In x -et. Ennek oka az, hogy az In x nem alapintegral, igy nem olyan kénnyen integralhatd
mint példaul a sin x . Természetesen ez azt is jelenti, hogy ilyenkor a polinom lesz a v'(x). Ez

jO is, hiszen egy polinom hatvanyfiiggvények konstans szorosanak 6sszegébdl all, a
hatvanyok pedig konnyen integralhatoak. Az integralas noveli a hatvanyok fokszamat, igy az
integralas utani polinomban nem szerepel konstans tag. A legalacsonyabb fokszamu tag is

legalabb elséfoku. Mivel az Inx derivaltja 1 , igy a visszamarado integralban egy legalabb
X

. 1 o
els6foku tagokat tartalmazo polinomot szorzunk — -szel. Ilyenkor mindig egyszertisithetiink
X

X -szel, és egy polinomot kapunk. Ezt pedig konnyen tudjuk integralni.

Ellenorzé kérdések:

18. kérdés: j (3x — 4) sin xdx

3cosx—(3x—4)sinx+c
(8x—4)sinx—3cosx+c
3sin x—(3x—4)cosx+c (X)

(3x—4)cosx—3sinx+c

19. kérdés: [(2x+7)-3"dx

3 2x+7—i +c (X)
In3 In3



3 2x+7+i +C
In3 In3

3In3:(2x+7-2:In3)+c
3In3-(2x+7+2:-In3)+c

20. kérdés: [ (5x+8)-ch xdx

(5x+8)shx+5chx+c
(5x+8)shx—5chx+c (X)
(5x+8)ch x+5shx+c
(5x+8)chx—5shx+c

21. kérdés: j (8x—9) - In xdx

(4x2—9x) In x—(8x—9)~;+c
(4x2—9x) Inx+(8x—9)-%+c
(4x2—9x) In x—(2x2—9x)+c (X)
(4x2—9x) In x+(2x2—9x)+c
22. kérdés: Ixz-ln xadx

X3

g(ln x+1)+c

Xg(ln x—1)+c

X3

(e
Inx+= [+cC
3 3

X 1
E(In x—§j+c X)

Tovabbi kidolgozott feladatok:

23. feladat: j dx

1+9x2

Megoldas: Az integrandus ezen alakjabdl nem igazan latszik az, hogyan tudnank elvégezni az

. . : . 1
integralast. Viszont észrevehetjiik, hogy az integralando fiiggvény nagyon hasonlit az %
+X

fliggvényre, ami alapintegral. A kiilonbség az x* elétt 4116 9-es szorzéban van. Ha egy kicsit



alakitunk a fliggvényen, és a 9x*-et (3x)° formaban irjuk, akkor lényegében az

+ X
kapjuk, csak az X szerepét a 3x veszi at. Az integral igy a kovetkez0 alakot olti:
I 1 de:j 1 >dx.
1+9x 1+ (3x)
Ebbol mar lathato, hogy olyan dsszetett fiiggvényiink van, amelynek belsé fiiggvénye
F(ax+Db)
a

els6fok. A lecke elején megismert j f (ax+b)dx = +C szabalyt alkalmazhatjuk

tehat. Most azonban nem volt olyan egyértelmii, hogy ilyen tipusu az integral. Ez csak
atalakitas utan valik egyértelmiivé. A szabaly ezutan a kovetkezé modon hasznalhato.

A kiils6 fiuggvény most f (x)= 1% , ami egy alapintegral: F(x)= _[1 ! dx =arctgx+c.
+ X

X2
A belsé fiiggvény 3x, tehat a=3, és b=0.
Behelyettesitve a szabalyba a kovetkez6 eredményt kapjuk:
j 1 de:_f 1 : X:arcthx
1+9x 1+(3x) 3
A feladatbdl jol latszik, hogy az alapintegralok biztos ismerete nagyon fontos. Csak akkor

johet ra valaki, hogy milyen alakban kell irni az integrandust, ha tisztaban azzal, hogy %
+X

egy alapintegral. Ezutdn mar konnyl észrevenni ezen alapintegral, és az integrandus kozotti
hasonlosagot.

dx

24. feladat: J

44 %°

Megoldas: A feladat nagyon hasonlit az el6z6re. Az integrandus alig kiilonbozik az

1+ x°

alapintegraltol, de most mas helyen tér el attol, mint az el6z6 feladatban. Els6ként azt lenne jo

elérniink, hogy a nevezdben a 4 helyén 1 alljon, ezért célszeri kiemelni % -et.
I L 2dx=1j L 5-ax
4+X 4 X
1+—
4
Ezzel elértiik, hogy az integrandus lényegében olyan, mint az el6zé feladatban, csak x°

2 2
. ‘. X .
egylitthat6ja nem egy egész szam, hanem egy tort. Irjunk ezutan az ”y helyett (gj -1, amit

2
(% xj formaban is irhatunk.

1 1 1 1 1 1
ZI dx:zj dx:zj—dx

XZ 2 2
1+— 14] % 14 1x
4 2 2



Igy mér egyértelmii, hogy megint olyan sszetett fiiggvényt kell integralnunk, amiben a bels6

fliggvény linearis, s amelyben f (x)= Toy? kiilsé fiiggvény. Ennek integralja mar
+X

korabban is szerepelt: F(x)= I dx = arctgx +c.

1+ x?

A belsd fiiggvény most %X ,azaz a= % ¢s b=0.

Alkalmazzuk az | f (ax-+b)dx = @

+C szabalyt, azaz integraljuk a kiils6 fiiggvényt,
alkossunk Osszetételt a linearis belso fiiggvénnyel, €s osszunk a belsé fliggvénybdl X
egylitthatojaval. Igy eredményiink az alabbi lesz:

arctg5
1 j;dx _177%2
4

1y 41
1+(2xj 2

25. feladat: J;dx

x? —6x+10

X
+C==arctg=+c.
2 2

Megoldas: A feladat hasonlit az el6z0 kettore, azonban mig az ottani tortek nevezdjében csak
egy négyzetes tag ¢és egy konstans allt, most elséfokt tag is van. Kozépiskolaban megismertiik
a masodfoku kifejezések teljes négyzetté alakitasat. Ha ezt alkalmazzuk, akkor most is
elérhetjiik, hogy a nevezdben csak masodfoku és konstans tag alljon.

X2 —6x+10= x> —6x+9+1=(x—3) +1

[rjuk ezt be az integralba.
j%dx = I;zdx
X°—6x+10 (x_g) +1

Azt lathatjuk, hogy 1ényegében megint az

v fliggvényt kaptuk, csak az X szerepét az
X—3 vette at. Olyan Osszetett fliggvényt kell tehat integralnunk, aminek kiils6 fiiggvénye az
1

+x2

> dx =arctgx+c.

1
fX: f-- ,’ kt ,I:sz
(x) 1o x liggvény, aminek integralja: F (X) Jl
A belsé fiiggvény most Xx—3,azaz a=1 és b=-3.
Alkalmazzuk az | f (ax+b)dx = —(BX+D)
a
arctg(x—3
J- 12 dx = g( )
(x=3)"+1 1

+C szabalyt.

+c=arctg(x—-3)+c

! d
5 X
25x° +20x+13

26. feladat: J

Megoldas: Olyan tort all az integrandusban, melynek szamlaloja konstans, nevezdje pedig
egy masodfoku kifejezés. Hasonloval taldlkoztunk az el6z6 harom feladatban is, csak azokban
a nevezdében allo masodfoku kifejezés sokkal egyszeriibb volt. Ezekben a feladatokban olyan
Osszetett fliggvénnyé tudtuk alakitani az integrandust, melyeknek linearis volt a belsé



fliggvénye. Most is megprobalhatjuk ezt elérni. Hajtsunk végre olyan atalakitasokat, mint az
el6z6 harom feladatban. Els6 1épésként alakitsunk teljes négyzetté a nevezdben, a szamlalobol
a konstanst pedig emeljiik ki.

I 5 ! dx=7 ;de
25x° +20x+13 (5x+2) +9

Ezutan emeljiik ki a nevezobol a 9-et, hogy helyén 1 maradjon. Azért tessziik ezt, mert a

fiiggvény igy egyre jobban hasonlit majd az 1 1 > alapintegralra.
+X

1 1
[— = dx=i[—= i«
'[(5x+2)2+9 9J~(5x+2)2 1
9

5x+2 2

2
M j alakban.

Az

-et irjuk inkébb [

1 1
— | —————dx=—| ————dx
9~[(5x+2)2 9'[ 5x+2 )
TH 3 +

Utols¢ atalakitasként pedig az SX+2

helyett hasznaljuk inkabb az gx +§ alakot, valamint

cseréljﬁk meg a nevezdben a tagok sorrendjét.

ol e :‘f
(3X+3j

& j +

Ezen alakbol mér jol latszik, hogy olyan Osszetett fliggvényt kell integralnunk, melynek kiilsé

figgvénye az f(x)= - alapintegral, amib8l F (x)= J- ~dx =arctgx +c. A belsé

o . 5 2. . 5, 2
fiiggvénye pedig az 3 X+ 3 linearis fliggvény, azaz a = 3 és b= 3

1+X

Alkalmazzuk az ilyen Gsszetett fiiggvényekre vonatkozo J. f (ax+b)dx = Flax+b) +C
a

integralasi szabalyt. Az alabbi eredményt kapjuk:

arct §x+g
7 1 7 &9 3 3
—I Sax=— +C=—arctg| —x+— [+¢C
9 (5 2) 9 S 15 33
1+ - x+= 3

A feladat megoldasa soran alkalmazott eljaras segitségével integralhatjuk az dsszes olyan
tortet, melynek szamlaloja konstans, nevezdje pedig valdsban szorzatta nem bonthatd
masodfok kifejezés, azaz nincs valds gyoke. Ilyenkor a nevezdben teljes négyzetté alakitunk,
majd kiemeléssel elérjiik, hogy az 6sszegben szerepld konstans tag 1 legyen. A nevezOben
szerepld masik tagot tigy alakitjuk, hogy egy elséfoku kifejezés négyzete legyen. Ekkor olyan

Osszetett fliggvényt kapunk, melynek kiilsé fliggvénye —— ” 1 , bels6 fliggvénye pedig linearis.

27. feladat: J'(4x2 —6X+ 5) .cos xdx



Megoldas: Az integrandus egy szorzat, melynek els6 tényezdje egy polinom, masodik
tényezdje pedig acos X. Ilyen esetben a parcidlis integralés (I u-v'=u-v— Iu’ : v) vezet
célhoz.

Legyen u=4x>—6x+5 ésV' =COSX.

Ekkor u'=8x—6 és v=sinXx.

Helyettesitsiink a szabalyba.

J‘(4x2 —6X+5)-Cos xdx = (4x* —6x+5)-sin x—j(8x—6)-sin xdx

A még meghatarozando integral ugyanolyan tipusu, mint amilyen az eredeti feladat volt, csak
1-gyel alacsonyabb a polinom fokszama, azaz mar csak els6fokt. Ezért Gjra alkalmazzuk a
parcialis integralast.

Legyen u=8x-6 és V' =sinx.

Ekkor u'=8 és v=—cosx.

Amikor a szabalyba helyettesitiink, akkor figyeljlink oda, hogy az integral el6tt negativ eldjel

allt, ami az integral helyére keriil6 mindkét tagra vonatkozik majd. Ezért célszerli zar6jelbe
tenni a behelyettesitésnél, hogy csokkentsiik a hibazas veszélyét.

J'(4x2 —6X+5)-cos xdx = (4x* —6x+5)-sin x—((8x—6) -(~cos X) —IS(—cos x)dx)

Bontsuk fel a zargjelet, és emeljiik ki a konstanst az integralbol.

J'(4x2 —6X+5)-cos xdx = (4x* —6x+5)-sin x+(8x—6).cosx—8jcosxdx

Mar csak egy alapintegralunk van, melyet behelyettesitiink, majd amit lehet 6sszevonunk. Az
eredmény a kdvetkezo:

I(4x2 —6X+5)-cos xdx = (4% —6X +5)-sin X+ (8x—6) -COS X ~8in X+ ¢ =

=(4x* —6x—3)-sin X+ (8x - 6)-COS X+ C.
28. feladat: J.(x2 +4x—7)-sh(3x—8)dx

Megoldas: Az el6z6h6z nagyon hasonl6 feladatunk van. Ugyanugy parcidlis integralassal
probalkozhatunk.

Legyen u=x*+4x—7 ésV' =sh(3x—8).
ch(3x-8
Ekkor u'=2x+4 és v= % :
A VvV meghatarozasakor figyeljiink oda arra, hogy V' =sh (3X —8) olyan Osszetett fliggvény,

aminek belsd fliggvénye elsofokll. Az integralas soran ne felejtsiink el osztani a belsd
fliggvénybdl X egyiitthatojaval.
Helyettesitsiink a szabalyba.

ch(3x-8
_ J' (2x+4) M

A konstans szorzokat célszerli egy-egy tagban elére emelni.

J.(x2 +4x—7)-sh(3x—8)dx:%(x2 +4x—7)-ch(3x—8)—%j(2x+4)-ch (3x—8)dx

ch(3x—-8) i
3

J'(x2 +4x—7)-sh(3x—8)dx = (x* +4x—7)-

A megmaradt integral ugyanolyan tipusu, mint amilyen az eredeti volt, csak 1-gyel
alacsonyabb a polinom fokszdma, azaz mar csak elséfokt. Ezért ujra alkalmazzuk a parcidlis
integralast.

Legyen u=2x+4 és V' =ch(3x-8).



Ekkor u' =2 és v=@.

Amikor a szabalyba helyettesitiink, akkor figyeljiink oda, hogy az integral elétti —% szorz6 az

integral helyére keriild6 mindkét tagra vonatkozik majd. Ezért célszerli zardjelbe tenni a
behelyettesitésnél, hogy csokkentsiik a hibazas veszélyét.

j(x2 +4x-7)-sh(3x—8)dx =

:%(x2 +4x—7)-ch(3x—8)—%((2x+4)-Sh(g;(_s) —IZ-Sh(:‘Z—B) dxj

Bontsuk fel a zarojelet, és emeljiik ki a konstanst az integralbol.
j(x2 +4x—7)-sh(3x—8)dx =

:%(xz +4x-7)-ch(3x—8)—%(2x+4)-sh(3x—8)+§jsh(3x—8)dx

Mar csak egy olyan Osszetett fiiggvényt kell integralnunk, aminek bels¢ fiiggvénye elséfoka.
Amikor eldszor alkalmaztuk a parcidlis integralast, akkor mar integraltuk is ezt a fiiggvényt,
hiszen akkor ez volt a V' -nek valasztott tényez6. Az alabbi eredményt kapjuk:

_f(xz +4X—7)'Sh(3X—8)dx:
=%(x2 +4X_7)'Ch(3X_8)_%(2X+4)'Sh(3X—8)+§W

=%(x2 +4x—7)-ch(3x—8)—%(2X+4)'5h (3X_8)+%Ch(3x_8)+c'

+C=

Ha 6sszevonjuk a két ch (3X —8) -at tartalmaz¢6 tagot, akkor az eredmény kicsit révidebben is
irhato.

I(xz +4x—7)-sh(3x—8)dx:%(x2 +4x—%)-ch(3x—8)—é(2x+4)-sh(3x—8)+c.

29. feladat: IBX -c0s xdx

Megoldas: Az integrandus olyan szorzat, melynek egyik tényezdje exponencialis, masik
tényezdje pedig a sin x vagy cos X fiiggvények valamelyike. Ilyen esetben is sokszor
célszerl a parcidlis integralas alkalmazasa, sot kétszer is kell hasznélni a szabélyt. Az ilyen
integrandus esetén mindegy, hogyan osztjuk ki a szerepeket az elsd parcialis integralds soran.
Legyen most u=3" és V' =COSX a szereposztas.

Ekkor u"=3"-In3 és v=sinx.

Helyettesitsiink a szabalyba.

IBX -cos xdx =3*-sin x—j3X -In3-sin xdx

Emeljiik ki az integralbol a konstans In 3-at, majd osszuk ki a kdvetkez0 parcialis
integralashoz a szerepeket. Itt mar nem mindegy, hogyan valasztunk. Ugyantgy kell
kiosztanunk a szerepeket, mint az els6 esetben.

ISX -cos xdx =3"*-sinx—1In 3J.3X -sin xdx

Legyen tehat u=3" és V'=sinX a szereposztas.
Ekkor u'=3"-In3 és v=—C0SX.



Ujra helyettesitsiink a szabalyba.

_[3* -cos xdx =3*-sin x — In3-(3X -(—cos x) —I3X -In3-(-cos x)dx)
Bontsuk fel a zarojelet, €s ismét emeljiik ki a konstanst az integralbol.
.[BX -cos xdx = 3* -sin x+1In3-3*-cos x— In’ 3-_[3X -C0S Xdx

Igy 1ényegében egy olyan egyenletet kaptunk, amiben az integral az ismeretlen, mert a
kétszeri parcialis integralds utan az eredeti integral szam szorosat kaptuk. Annyi a feladatunk,
hogy ebbdl az egyenletbdl kifejezziik az integralt. Els6 1épésként adjunk mindkét oldalhoz

In23-'[3X .cos xdx -et.

IBX -cos Xdx + In23-'[3X -cosXdx =3*-sinx+In3-3*-cosx+c
Emeljiik ki az integralt a bal oldalon.

(1+ In? 3)'[3X .cos xdx =3 -sinx+In3-3*-cos X+ ¢

Végiil osszuk az egyenlet mindkét oldalat (1+ In? 3) -mal.

j3x~cosxdx: (3X-sinx+ln3-3x-cosx)+c

1+In*3

Ha az eredménybdl kiemeljiik a 3" -t, akkor a kovetkez6 alakban is megadhato:

I3X -c0s xdx = ———(sinx+In3-cos x)+c.

1+In*3

30. feladat: J.e2X -sin 3xdx

Megoldas: A feladat hasonlit az el6zdre. Olyan szorzatot kell integralnunk, melynek egyik
tényezdje exponencialis, masik tényezdje pedigsin . Most is parcialis integralassal célszerti
probalkozni, €s tetszdlegesen oszthatjuk ki a szerepeket.

Legyen pl. u=e** és V' =sin3x.

Ekkor u'=2e* és v=— COZSX :

Szeretnénk felhivni a figyelmet arra, hogy mindkét tényezd olyan dsszetett fliggvény,
melynek bels6 fiiggvénye elséfoku. Figyeljiink oda, mert amikor U -bol u’ -t allitjuk eld,
akkor a derivalasnal a belsé fiiggvény derivaltjaval szoroznunk kell a kiilsé fliggvény
derivaltjat, amikor pedig V' -bél allitjuk el6 V -t, azaz integralunk, akkor a belsé fiiggvénybol
X egylitthatojaval osztanunk kell a kiilsd fliggvény integraljat.

Helyettesitsiink be ezutan a szabalyba.

J'ezx .sin 3xdx = e2x .(_ COSBXJ_J‘ZEZX .(_ COSSdeX
3 3

Miel6tt ujra alkalmaznéank a parcialis integralast, célszerii ezt egy kicsit rendezni, s a
konstansokat kiemelni a tagokban.

Ie“ -sin3xdx = —%ezx -cos3x+§“'e2X -c0s 3xdx

Most Ujra osszuk ki a szerepeket immaron figyelve arra, hogy ugyanugy tegyiik ezt, mint az
elsd esetben.
Legyen u=e> és V' =C0S3X.

Ekkor u'=2e? és v= 3|n33x .




Helyettesitsiink a szabalyba.
jezx sin3xdx = — = -cos3x + 2| e 'M—IZe“ SIN3X iy
3 3 3 3
Bontsuk fel a zarojelet, €s a konstansokat most is emeljiik ki a tagokbol.
jezx sin3xdx = — - -0 3x + 2% -sin 3x—ﬂ.[e2X -sin 3xdx
3 9 9

A kétszeri parcialis integralas utan az eredeti integral egy szam szorosat kaptuk a jobb
oldalon. Igy annyi a feladatunk, hogy a kapott egyenletbdl fejezziik ki az integralt. Adjunk

hozza mindkét oldalhoz gjezx -sin 3xdx -et.
Ejezx -sin3xdx = —le2X -cosBx+ge2X -sin3x+c
3 9
o 13 9
Végiil osszunk 5 -del, azaz szorozzunk 3 -dal.
Iezx -sin 3xdx = —ie2X ~cos3x+£e2x -sin3x+¢
13 13

Ha az eredménybdl kiemeliink amit lehet, akkor az aldbbi forméaban is irhato:
2X

Ie“ -sin3xdx = i—3(23in 3x—3c0s3x)+C.

Ellenorzo kérdések:

23. kérdés: | IV
+ 49X

In(1+ 49x2)+c
iIn(1+49x2)+c
49

1 2
—arctg49x“ +c¢
49

%arctg 7x+c¢ (X)

dx

24. kérdés: I

16+ x2

1 X
—arctg—+c¢ (X
L2ty X)
1 X
—arctg—+c
16 4

1 X
—arctg—+c
4 16

1 X
—arctg—+¢
16 16



1

25. kérdés: Im

In(x2 +8x+17)+c

In(x2 +8x +17)

2X+8
arctg(x+4)+c (X)

arctg(x+8)+c

+C

1

26. kérdés: Imdx
X" —=20X+

%arctg(Zx—5)+c
iarctg(2x—5)+c

10

1 2 5

—arctg| =x——=[+¢ (X

: 9(3 3j )

1 (2 5}

—arctg| =x—=|+c¢

18 3 3

27. kérdés: _[(xz +5x—4).sin xdx

X2 +5x—6)-cosx+(2x+5 .sinx4+c

2x+5)-sinx—(x2+5x—6

(
(
(2
(

N—"

-cosx+c (X)

SN

X +5x—2)-cosx+(2x+5 -SinX+c¢C

N—"

2X+5)-sin x—(x2 +5x—2)-CoSX+C

SN—

28. kérdés: [(x* +1)-ch(2x—5)dx

+

.sh(2x—5)+§-ch(2x—5)+c

+

-sh(2x—5)—§-ch(2x—5)+c (X)

+

.sh(2x—5)+§~ch(2x—5)+c

+
Nloo pDlO DNlw BMlW
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-sh(2x—5)—§-ch(2x—5)+c



29. kérdés: j4x -sin xdx

X

1+Inz4(ln4-sin x—cosx)+c (X)

1+In*4
4y
1+In?4

X

1+In*4

(sinx—In4-cosx)+c
(In4-sinx+cosx)+c

(sinx+In4-cosx)+c

30. kérdés: j e .cos2xdx

—3X

(3sin2x—2c0s2x)+c

-3X

(3sin2x+2c0s2x)+c

—3X

¢ 3 (2sin2x—3cos2x)+c (X)

-3X

(2sin2x+3c0s2x)+c



4. Integralszamitas

4.3. Modulzaro ellenorzo kérdések

5x+6

dx
Jx

1. kérdés: I

%Q/x_z+3\/§+c
E\/x—3+3\/;+c

3

%i/x_z+12\/§+c
?\/x_?’+12\/§+c (X)

2. kérdés

J’COS X— \/_ dx
\/;COS X

N

—-—1tgx+¢c
> g

Ix

—+cCctgX+cC
5 g

2\/§—tgx+c X)
2\/;+ctgx+c

9
3. kérdés: I\/;(SX —23)dx
0

72 (X)
75
81
84

4. kérdés: Hatarozzuk meg az f (x)=x> -1 fliggvény grafikonja és az X -tengely kozotti

alakzat teriiletét a [0,2] intervallumon.

2
3



wloo N w|s~
—~~
X
N

5. kérdés: Mekkora teriiletii sikrészt zdrnak kdzre az f (x)=4-x* és g(x)=x-2
fiiggvények grafikonjai?

20
41
2
62
3

125
- X

1
6. kérdés: Forgassuk meg az x -tengely koriil az f (x) = % fiiggvény [8,27]

X
intervallumhoz tartozo ive és az X -tengely kozotti sikrészt. Mekkora a keletkezd forgéstest
térfogata?

27
37 (X)
4
67

7. kérdés: J‘(B;Ll)zdx
X+

1

3(3x+4)

3(axea) ¢ X

1
4(3x+4)
-1
4(3x+4)

+C

+C

1

8. kérdés: I—dx
9x% —12x+20

1 3 1
—arctg| —x——|+¢ (X
12 g(4 2] (X)



%arctg (3x—2)+c

1 (3 1
Zarctg| = x—= [+c¢
3 4 2

%arctg (3x—2)+c

9. kérdés: IXZ (x3 + 5)4 dx

—_
>
w
+
(6]
~—

10. kérdés: j 1 dx

(1+x*)-farctgx
%Q/arctg X +C

2,/arctg x +¢ (X)

JJarctg x e

2-(1+ xz)
2./arctg x
(1+ xz) e
11. kérdés: I i?:éi dx

In‘x2—6x‘+c
EIn‘xz—fix‘+c

2

gln‘x2—6x‘+c (X)

5In‘x2—6x‘+c



12. kérdés: Icth xdx

In|shx|+c (X)
—In|shx]|+c
In|chx|+c
—In|chx|+c

13. kérdés: [ (7x-+2)cos xdx

(sz +2xjsin X+C

2

(gxz +2xjcosx+(7x+2)sin X+C
(7x+2)sinx+7cosx+c (X)
7cosx—(7x+2)sinx+c

14, kérdés: I (4x+3)-In xdx

2x% +3x)-Inx— ( )+c (X)

2x% +3x Inx+( )+c

X

In x+ 4x+3 1+c
X

( )
( )
(2x2+3x) Inx—(4x+3) 1+c
(2x2+3x)

15. kérdés: jex-sin 3xdx
f—o(sin3x—3cos3x)+c (X)

X

§—0(3sin 3Xx—C0s3x)+C

X

e—o(cos3x—3sin 3x)+c

X

e—o(3cos3x—sin 3x)+c



