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Eloszo

Egyfajta kalandozast kinal e kotet a matematika, éztétmészet és a unészet egyes
terliletein. K6zottik az ardny fogalma teremt kapcsolatot, k6z6s szalva &#természet-
ben megfigyelhétjelenségeket, az emberi kultdra altal Iétrehozatvészi alkotasokat és
elvont fogalmakat.

Az arany fogalma az emberiség torténeteds fokozatosan alakult ki. Az aranyos-
nak a harmonikussal, egyenletessel megefjy&znapi, altalanos értelmezése mégel
annak matematikai, absztrakt fogalmatejgEsvaltozasa parhuzamos a szamfogalom fej-
I6désével. A matematikai arAnyfogalom ezen &figsen keresztil éri el mai értelmét és
jelentését.

Az okori gorog kultira matematika teriiletén elért eredményei az arany fogalmara ta-
maszkodnak. A gorog matematikai 6rokség aranyra&éfajezetei ma is a matematikai
alapismeretek szerves részét alkotjak.

Az él6 természet jelenségeinek megfigyelése és rendszerezése a természet torvényei-
nek matematikai alakban val6 megfogalmaités vezetett. E torvények nagy részének
leirasaban az arany fogalma jel@sszerepet jatszik.

Aranyok segitik az éplletek, szobrok és képek alkotéjat a valdsag megragadésaban,
mivészi torekvései megvaldsitasaban. A zenében a hangok viszonya azok rezgésszamai-
nak aranyara vezethevissza, de arannyal talalkozunk a ritmus, tGtem, dallam, harménia
terliletén csakigy, mint a teljes zenemégkomponalasanal.

Mind az éb természetben, mind auwészetekben kildnleges aranyokat is talalunk.
Amig ezek kialakuldsanak okait nem ismertélegjelenésiikhdz miskiis jelentés tapadt.

Sok esetben éppen ez ihlette az 6kor monumentalis épuleteinek alkotéit, vagy a reneszansz
nagy mivészeit remeknmveik megalkotasaban.

Az 6kortdl napjainkig egyes épitményekeryvészi alkotasokon jol ismert, nevezetes
aranyok figyelhdik meg. Ezeknek az aranyoknak régebbi korokban killénlegesgskent
get tulajdonitottak, és megjelenésiiket isteni engusit tartottak. Ugy vélték, hogy mivel
ezek foldontuli eredete 6nmagaban is eskée 6rom forrasa, az ezekben valé gyonyor-
kodés képessége sem foldi ereddf tokéletes harmdniaba vetett hit taplalta és inspiralta
az Osi korok képkésziiit primitiv rajzaik elkészitésében és a reneszansz nagy mestereit
csodélatos mveik megalkotasdban.

Az Ujabb kori megfigyelések azt mutattak, hogy ilyen nevezetes aranyok tergié-
szetben is talalhatok. E parhuzam a racionalisan gondolkodé embert arra készteti, hogy e
killénos 6sszeesés okait kutassa, és arra tudgmsdn magalapozottagyarazatot adjon.
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A miivészet és a tudomany édestestvérek; kozoslEhlaz emberi szellend taplal-
koznak. Mig a mVészet a vilagot az egyén szubjektiv éiményénuditgziatja és lattatja,

a tudomény a racionalis gondolkodéas lampasaval igyekszik bevilagitani a képzelet altal
teremtett sokszor misztikus és homalyos bugyrokba.

E kotet azokbol a természeti jelenségéldis mivészeti alkotasokbdl gyt'ossze egy
csokorra valét, melyekben az aranynakdaleges szerepe van, vagy amelyek ilyen ara-
nyokat hordoznak. De nem elégszik meg ezek bemutatdsaval: egyik nem titkolt célja,
hogy e kuldnlegesnek vélt argokhoz tapadd misztikus elemeket lefejtse, és ezek meg-
jelenésének okait vizsgélja. A jelenségek bemutatasaval és azok torvérsggmanek
a feltarasaval is azt kivanja elérni, hogy a kiilénlegesnek tartott aranyok megjelenésével
kapcsolatos kérdésekre adandé valaszokat a tudomany mai allasanak és sajat vilagszem-
|életének megfelélen maga az Olvaso fogalmazhassa meg. Ennek megalapozasat segiti
azoknak az arannyal kapcsolatos matematsiaereteknek a felfrissitése, melyek a kdnyv
kéHbbi fejezeteinek a megértését is megkonnyitik.

Az él6 természet egyes jelenségeinek bemutatasa a kényv dlapwatianivaléjanak
megalapozasat teszi leig€. Nem az aranyokhoz keresi a természeti jelenségeket, ha-
nem az arany fogalmanak segitségével kbazok leirasahoz és megértéséhez. Az arany
fogalmanak megalkotasa dfita szempontbdl kiilonésen alkalmas eszkéznek bizonyul.

A mivészetekkel kapcsolatogdeetek azokat az ismeretelemeket érintik, melyek az
arany mivészetekben valé megjelenésének feligaében jatszanak szerepet. E fejezetek
nem torekednek teljességre, csupan az aramyésretekben betdltott szerepének megér-
téséhez jelentenek fogédzot. Hasonldéan ne varjon explicit valaszt az Olvas6 azokra az
Osiddktdl fogva feltett kérdésekre, melyek a természet ésuagsZet viszonyara vonat-
koznak. E kotet a kérdéskdrrel foglalkoz6 néhanyészetpszicholdgiai irdnyzat meg-
emlitésén tul tébbre nem vallalkozhat.

Az egyes fejezetek Osszeallitdsat az a szandék vezérelte, hogy azok egymasra épiilve,
a kédbbi fejezeteket megalapozzak. Ez azonbak ofgan laza kapcsolatot jelent, mely
az egyes részek, fejezetek 6nallé olvasasat és megértését twetedzi. A kalandozas
soran szamos kultartorténeti érdekesség is napfényre keril, melyek, ha ismertek is, itt mas
megvilagitast nyernek.

A konyv egyuttal a matematikai ismeretterjesztés céljait is szolgalja. A kotetée néz
pontbdél az arannyal kapcsolatos matematikai fogalmak és problémak olyan ismertetésének
tekinthe®, mely mondanivalojat az &ltermészethl és a muivészetekbl vett példak be-
mutatasaval teszi szinesebbé.

Budapest, 1993. méjus hé

A szerd



1. Az arany fogalma

Az arany fogalmanak tébbféle értelmezése — Arany és aranyossag mint kapcsolat és norma
— Arany és mérés, dsszeméds&t§ — Aranyfogalom az 6kori kultirakban — Aranyok és
tortek a babiloni, egyiptomi és az ékori gérog matematikaban — Horusz szeme, a pithago-
reusok szammisztikaja

Az arany fogalmanak értelmezése

Az aranyszoéval kapcsolatban tdbbnyire az aranypar, az egyenes és a forditott aranyossag,
valamint az ezekkel kapcsolatos iskolai ékdink elevenednek fel. De mit kezdjiink az
olyan kifejezésekkel, mint a gyermakanyosan fepdik,a bir6sag egy tigybearanytala-

nul enyhe itéletet hozott, a csapetgy aranylgy6zelmet aratott, vagy egy épulet méretei
aranyosaR A fenti példak azt mutatjak, hogy azanyésaranyosfogalmakat azok mate-
matikai jelentésén tul sokkal tagabb értelemben is hasznaljuk.

Az ardny fogalma matematikai értelembeminden matematikai fogalomhoz hason-
I6an — absztrakcié eredménye. De miként magukhoz a szamokhoz is absztrakciéval ju-
tunk, elvonatkoztatva attél, hogy harom almarél vagy harom 16rél van sz6, aranyon ma-
tematikai értelemben két szam hanyadosat értjik, nem vizsgalva, hogy a szamok mire
vonatkoznak. Mivel az osztas eredményét szamnak tekintjiik, ennek mégfete arany
maga is szam.

Az arany fogalmanak tagabb és absztrekdtematikai értelmezését, illetve ezek meg-
kilénboztetését 6l tikrozik a latin eredgifoportio ésratio szavak, melyek valamilyen
forméban a legtdbb nyugati nyelvben ma is megtalalhatok.

Arany és 0sszehasonlitas

Az arany alapja aBsszehasonlita®e 6sszehasonlitason alapszikarésis: a mérés és
az arany kozott szoros kapcsolat van. Ha két dolog 6sszehasonlitasanak eredményeként
csak azt allapithatjuk meg, hogy azok valamely szempontbdl azonos tulajdonsaguak, vagy
sem, az 6sszehasonlitds eredménysoportositas.

Az 6sszehasonlitas étteltérd formaja annak a megallapitasa, hogy két dolog kozul
az egyik nagyobb vagy kisebb, nehezebbywiainnyebb, tdbb vagy kevesebb, mint a ma-
sik. A dolgok valamilyen tulajdonsagéra vonatkoz6 viszony, rangsor felallitasa vezet azok
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adott szempont szerintendezéséhedlyen szempont lehet a testmagassag, egy sportag
bajnoki tablazatan elért helyezés, vagy akar az iskolai teljesitmény.

Min6ségileg magasabb szintet jelent azébmsonlitas eredményének szamokkal valo
kifejezése. Ennek soran megallapithatjuk azt, hogy az egyik mennyisggyivekilon-
bozik a méasiktol, vagy azt, hodydnyszorosa masiknak.

Az dsszehasonlitas utébbi formaja vezet az araatematikafogalmahoz. Az 6ssze-
hasonlitasi ravelet sokszor kézvetlendl is elvégezved gyakorlat szamara azonban ha-
tékonyabb mddszert jelent, ha olyan mennyiséget (tavolsagot, sulyt stb.) kereslink, mely
mindketBre (egész szamszor) raméihets ezegységnekekintjik. Azt a szamot, mely
megmutatja, hogy a méretidiolog az egységiil valasztott mennyiségnek hanyszorosa,
nevezziknémszamnak.

A mémdszanmaga is arany: az egységhez valé viszony. Két, azonos mértékkel thérhet
dolog dsszehasonlitasanak eredménye a megfeléibszamolkaranya,vagy hanyadosa.
lly médon az arany egy tortszammal fejezh&t, beleértve azt az esetet is, amikor a tort
nevedje 1. A szamlalas is mérésnek tekintheainelynek eredménye természetes egész
szam. Az ilyen szamok aranya, ha az arany masodik tagja nem zérus — mindig racionalis
szam.

A fentiekbdl kdvetkezik, hogy az arany fogalma szigordan matematikai értelemben
véve csak olyan dolgokra értelmezhieinelyek mébszamai ugyanahhoz a skalahoz tar-
toznak (azonos egységgel méidiet és a skalanak van kezgontja.

Aranyossag a matematikaban

Az aranyossagnatematikai értelmezése a matematikai aranyfogalomra épiil, és két mér-
heb (aranyszammal jellemezi®@tdolog viszonyara vonatkoziEEgyenes aranyossagn
két mennyiség kdzott, ha azok megfélértékparjainak hanyadosa allandé. Ez azt jelenti,
hogy az egyik mennyiség kétszeresére, hdromszorosara val6 névekedése esetén a masik
mennyiség megfelélértékei is kétszeresre, haromszorogmek.

Ha a két mennyiség egymasnak megfeielébszamaiy, xo,...,%n €Sy1, Y2,.-.,Yn,
tovabbéa egy allandé szam, akkor

Y1 = ax, Y2 =2aX,...,¥n = a%.
Az x-nek, illetvey-nak megfeled értékek az
y=ax

fuggvényt hatadrozzak meg. Ennekimgvénynek a képe deréksapkdordinatarendszer-
ben a koordinatarendszer kégubntjan, vagyrigojan atmerd egyenes (1.1 abra).

Forditott aranyossagnakevezzik azt a fliggvénykapcsolatot, melyben a két dssze-
tartozé érték szorzata allandé. Ahanyszoros&ran egyik mennyiség értéke, annyiad
részére csokken a masiky = a, vagy ebldl y-t kifejezve:

_a
y=>
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Y
Y1 ‘

X, Xy

1.1 &bra

Ha kilénbod alapteriilai’edényekbe azonos mennyiaéglyadékot ontlink, azokban a
folyadék szintje kilénb& magassagban lesz. Kétszer, haromszor nagyobb alapteriilet”
edényben ugyanaz a folyadékmennyiség adetienagassag felének, harmadanak meg-
feleld szintet foglalja el. Azt mondjuk, hogy az edény alapteriilete és a folyadékszint
magassaga kozdtirditott aranyossagan.

A forditott aranyossagot kifej@zliggvényt derékszagkoordinatarendszerben egyénl
oldall hiperbola dbrézolja (1.2 4bra).

Az arany és aranyossag tobbféle jelentése

Az arany, aranyos fogalmakat tdgabb értelembep@znletes, harmonikus, igazsagos
fogalmak szinonimajaként hasznaljak. Amnyosszo ilyen értelmezése a fogalom nem
mérhebd dolgokra valo kiterjesztése. Amikor egy sportversenyen az arany, ezist, illetve
bronzérmeket a helyezéseknek megfedelosztjak ki, a dijakat a teljesitménngednyos-

nak mondjuk. Amikor a vétség nagysagaval aranyos bunt@tésszéllink, aaranyos
jelzével annakigazsagosvoltat akarjuk kifejezni. Ezekben az esetekben az aranyossag
csupan azt jelenti, hogy két dolog kozil az egyiknek valamely rangskélan valé elhelyez-
kedése 6sszhangban van a masik dolog egy masfajta skalan valé helyzetével.

Az aranylagkifejezést sokszor giszonylagszéval azonos értelemben hasznaljuk. Az
aranylag, viszonylag szavak valamilyen elképzelt normaval valé 6sszehasonlitast fejeznek
ki. Aranyos fejbdésen egyenletes, minden iranyu, kiegyensulyozoftdégt értiink.

Az arany, ardnyoszavak nuVészi, esztétikai értelemben azt fejezik ki, hogy az, amire
vonatkoznak — mélkotas, vagy a természetes valdésag része — obrmilyennek lennie
kell, vagyis a részek egymashoz és az egészhez val6 viszonya egy valésagos vagy elképzelt
(idealis) rendszernek megfelel. Az arany fogalma ilyen értelemben vonatkoakéseeti
alkotastérbeli (képDmlivészet), vagydbbeli (zenemiVészet) viszonyaira, elrendezésére.
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AN
kA

1.2 dbra

Az arany fogalmanak torténetisége

Az arany fogalma szinte egydd az emberi kultdraval; tartalma azonban folyamatosan
véltozik és minden korban a kultira adott szintjét tiikrozi. Ez a jelentésvaltozas napjainkig
nyomon kovethet. Az dskori ember primitiv barlangrajzain kifejezésre jutd aranyérzé-
keléstl a matematikai aranyfogalom kikristalyosodasaig végeszervesen illeszkedik a
szamfogalom kialakulasanak és &&jEsének folyamataba.

Az aranynak szerepe volt a szerzett javadsetasaban: a nehezen megszerzett élelmet
nem egyerien osztottak el. Az idisek és a gyerekek nem ugyanugy részesedtékehel
mint a vadaszok vagy harcosok. Az osztozkodasietét a kébbi idok soran az aranyos
osztas kérdésének megfogalmazéasahoz vezetett.

Az 6kori Gordgorszagban az aranynak és az aranyossagnak nag§gélgsittulajdo-
nitottak. Az ardny fogalmanak altalanossdmezése szerint ardnyosnak mondtak azt, ami
egyenletes, méltanypmértékletes, valodiArisztotelésZsPlatonazt tanitottak, hogy az
aranyossag szépséglengedhetetlen kritériuma. Mivel a szépség szorosan kapcsolddik az
erkolcsi jo fogalmahoz, az 6kori gérog tarsadalomban az aranyossagot etikai kategérianak
tekintették.

E tanitas szerint az aranyok helyes megvalasztasa jelbatimadniat,ez pedig a he-
lyes élet alapja, mely nem csupdan a testi ebékre vonatkozik, hanem a teljes emberi
életre. Ezt fejezi ki test és lélek harmonikegységét hangsulyoz6 gorog életeszmény, a
kalokagatheia.

Az i. e. IV. szazadban élt gorég szarmazasu or@alénoszszerint az egészséget a
testben a meleg és a hideg, a szarazség és a nedvesség helyes aranyok szerinti megoszlasa
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jelenti. Poliikleitosza nagy gorog szobras&nonnéven ismert értekezésében rogzitette
az emberi test egyes részeinek idealis ardnyat, és ennek alapjan mintazta meg szobrait.

Vitruvius,az i. e. |. szazadban élt hires romai épitészuxdszi alkotas lényeges ele-
mének tekintette az épuletek egyes résdemeéretei kozott fennadllé helyes ardnyt. A
kdzépkor nagy mvésze és sokoldall tudédaonardo da Vinckilonésen nagy jeletit
séget tulajdonitott az ardnynak, és exi@szi alkotasaiban is érvényre juttatta.

Az ardny fogalmahozideoldgiai jelentés is tapadt. Az arany fogalmara gpiithago-
reusokszammisztikaja, amely a szamoknak ésgoknak foldéntuli émimet, titokzatos
jelentést tulajdonitott. A kozérban élt matematikus ésuwész, Luca Paciolz isteni
arany cimd munkajaban, melyhez Leonardo da Vinci készitett illusztraciokat, szintén az
ardny nem emberi eredetét hirdette. A k6zépkor alkimistai az anyagok, az alkotérészek
megfeleb aranyaban lattak a bolcsek kdvét, és vélték megtalalni az aranycsinalas titkat.

A matematikai aranyfogalom kialakulasa

Az 6si kultirak fennmaradt emlékei arrél taniskodnak, hogggmbevagosagshason-
l6sagfogalmat mar a csiszoltdkorszak (neolit) embere is ismerte. Egyes bronzkori és
korai vaskorbdl szarmaz6 edények digzbrai (1.3 dbra) a geomizti alakzatok tudatos
alkalmazasardl arulkodnak. Egy di€dtem, vagy abra azonos méretiasolasa, ismét-
lése az egybevagdsag alapja, az ugyanolyan alakd, de kinhbéreti“alakok, formak
megjelenése a hasonldsag fogalmanak felismerésére utal.

1.3 abra

Az arany szamokkal val6 kifejezése a szamfogalom kialakulasaval valbiehets ér-
telmezése hatassal volt annak tovabbifégsére. Ez a folyamat a kilonigdzultdrakban
mas és mas modon ment végbe, és Gégmon a tértnek szamként valé értelmezéséhez
vezetett. Maganak a szamnak az absztrakciojat is raegeh megnevezett szam (3 alma,
2 16 sth.) megjelenése, amit a szamfogalaaldkulasaval kapcsolatos modern gyermek-
[élektani kisérletek is megésitenek.
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A matematikai aranyfogalom kialakulasaban dioseerepe volt annak, hogyreennyi-
velnagyobb? kérdésfeltevés melletignyszorosakérdése is megfogalmazddott sior-
zadsmilvelete mint az 6sszeadas ismétlése abkeid eredménye. Ugyanigy az osztas is-
mételt kivonas: az osztdsnak a szorzasvelét inverzeként valo értelmezése azonban mar
fejlett absztrakcids készséget feltételez.

A legbsibb kultarakban a tértek mint az egéstamely részei jelentek meg, és csak a
kébbi iddkben jelentették két egész szam hanyadosat. Az egész tortrészei Kszoirel
az% fogalma alakult ki. Erre utal az a tény is, hogy a legtdbb nyelvben a felet kifejez
tortre kilén szét hasznalnak; a fél a romaiakseitnis,az angoloknahalf, a németeknél
halb, mig a tobbi tértet a szamlaléban és a nélmmn 1év szamok segitségével fejezik
ki (pl. hAromnegyed németdreiviertelstb.). A magyar nyel\%-nek megfeld) fél szava
finnugor eredet, azegykettedz6 nyelvujitaskori nyelvi kégmmeény.

Arany és tort az 6kori matematikaban

A babiloniak mar az idszamitas kezdete&ti Ill. évezredben ismerték az arany matema-
tikai fogalmat. Az ékori Babilon tdiletén végzett asatasok soradkarilt agyagcsere-
peken mar olyan tablazatok tiiatok, amelyek a sokszdg teei és oldalainak négyzete
kozti aranyok ismeretét arulkodnak. A szabalyos hatszdg és a kor terilete kdzotti arany
értékét 096-nak vették, amidl atértékére 3125 adddik. Ez a pontossag az akkori gya-
korlati igényeknek nagyon jol megfelelt.

A térfogat mérésére agyagedényeket hasznéltak. Ha egy ilyen edény nem telt meg,
kisebb edényeket vettek igénybe, vagy azleteedényt csak annak feléig vagy harmadaig
toltotték meg. Erre utal a sumér korszakbol szarmaZé| jelolésére hasznalt jel is (1.4

abra).
b I >

1.4 dbra

Az egyiptomiak ismerték az arany és a tort fogalmat. A tértszamok irasaban megku-
I6nboztették azokat a természetes torteket, melyek kialakulasa régékdei tdhe. Ezek
az}, % ésazi, valamint a3 és azj, melyeknek kiilon jelik volt. Altalaban olyan tortek-
kel szamoltak, amelyek szamlaléja 1, nedjezpedig egész szam volt. Minden mas tértnek
az értékét az ilyen reciprok — vagy torzstortekkkl & stb.) fejezték ki. A torzstorteket
a hieratikusirasban — mely aieroglif irassal szemben mar biétiek megfeld jeleket is
tartalmazott — a nevét jelent) szam folé rajzolt ponttal jelolték.
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A gyakorlati életben gyakran hasznéltbrtet példaul torzstortekkel a kbvetkemo-

don allitottak eb:

2 1 1
3° 2%
Valamely meghatérozott gabonamennyif#gzéssdtapott tortrészeinek jeldlésére kilon
jeleket hasznaltak, melyeket Hérusz, a sélyomfsjén szemének egyes részeivel jeldltek.
Az igy kapott részek olyan torzstorteknek feleltek meg, melyek rigeben csak keft
hatvanyai szerepeltek.

E jelolés mitoldgiai hattere az egyiptomaptarszamitassal kapcsolatos. Mivel az
egyiptomiak a hénapokat 30 naposnak vettEk gvet pedig 12 hénapbdl allénak tekin-
tették, az év hosszara 360 nap adddott. Ezzel szemben egyes periodikusdmnigsosdt!
lagaszati jelenségek megfigyelése alapjan azt talaltdk, hogy az év 365 napbdl all.

A fennmaradoé 6t napot egy-egy isten Ginneplésének szenteltek. Ezek kéz@eiolt
risz, az alvilag és a termékenység isteimsz, a természet anyja, az elemek & és
Széthakit a gonosz dik isteneként tartottak szamon. Ozirisz, Izisz és Széth testvérek
voltak. Széth guldlte Oziriszt, akit Izisz, aki egyuttal Ozirisz felesége is volt, védelme-
zett. Széth armanyos modon végil megolte Oziriszt, és feldarabolt testét a Nilusba szérta.
Ré,a Napisten parancsédfmubisz a sakalisten leszallt a foldre, és a testrészeket dsszeil-
lesztette. Ozirisz Izisz leheletére UGjjaéledt, éstlabposzthumusz egyesiiléisziletett
Hérusz,a harcos s6lyomisten (1.5 abra).

1.5 abra

Izisz, Széth bosszUjatdl félve a Nilus ma@shan bujkalva nevelte fel gyermekét, aki
felndve parviadalban ledgyzte Széthet. E harc soran Széthnek sikerilt Hérusz egyik sze-
mét darabokra tépnie: a szétmarcangolt szem darabjai (részei) jelentik a kérdéses tortré-
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szeket, illetve torteket (1.6 abra). Az egyiptomi mitolégia szerint Horusz szeme — mivel az
istenek szamara nincs lehetetlen —, dkidoran ismét egybeforrt. Horusz, a kiralyi hatal-
mat jelképed, a gonosz felett fzedelmesketlisten emlékét a kereszténység sarkanyol
Szent Gyoérgwlakjabarbrzi.

1.6 dbra

De térjunk vissza a torzstortekhez. Az egyiptomiak a gyakorlatban felthezdmi-
tasi feladataik megoldasat olyan toérzstortekkel valdvetétek segitségével végezték el,
melyek nevegjében 2 hatvanyok szerepeltek. Ennek oka abban a szamolasi technikaban
rejlik, mely a szorzast és az osztast a bedisre és a felezésre vezeti vissza. A 19 : 8 osz-
tast példaul a keft hatvanyu torzstortek segitségével oly moédon végezték el, hogy els
|épésként a ket hatvanyait tartalmazé tablazatbegnézték, hogy 8-nak hanyszorosa
kisebb még 19-nél. Mivel8-2 = 16), ez a szam 2, a hanyados egész része. A ma@dék
de ez felbonthatd az és az} torzstortek dsszegére. Az eredmény:

11

19:8=2+ 2 + g

A fenti példa a felfedeijérél elnevezetRhind-papiruszoszerepel, melynek keletke-
zését az idszamitas ékti 2000 év korlli idre teszik. Az iratot szedgérdl, 11l. Amenem-
hat faraé irnokaréhhmesz-papiruszéven is emlitik.

Az egyiptomi szamolémesterek matematikai ismeretei altalaban nem terjedtek tovabb
a gyakorlati szamitasi feladatok megoldasidazereinek alkalmazasan; altalanos térvény-
szeriségek megallapitasanak a jefiséigét nem ismerték fel. Azt azonban mar tudtak,
hogy a tort értéke nem mas, mint magaaaany.

A gorogoknél, mint az 6korban élt legtdbb népnél, a mérésseldan a tavolsagmeé-
réshez kapcsolédott. Ennek kdvetkezménye, hogy a matematika @apobtémai — igy
az arannyal kapcsolatos kérdések is — geomidbrmaban jelentkeztek. Erre utal maga a
geometria sz0 eredete is: a gogEPSsz6 magyar jelentédséld.
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A gorogok csak az egészeket tekintették szamoknak, a tértszam fogalmat az arany
fogalméval helyettesitették. A tortszamok helyett az arany fogalmat hasgudltxosz,
azi. e. V. szazadban élt nagy gorog matematikuaz aranyok elméletének megalkotdja.
Eudoxosz azzal, hogy barmely aranyt az aztrktimo raciondlis aranyok segitségével
adott meg, az arany fogalmat olyan altalanosan hatarozta meg, mely mar minden valés
szamra érvényes.

A tort, mint szadm absztrakt értelmezéseammfogalom mai értelmezéséhez hasonléan
csak a késbbi korok terméke. A tortekkel valé uwéletek mai forméajukban pedig csupén
a XVIl. szdzadban alakultak ki.



2. Botranyok az arany kordl

Az 6sszemérhe$ég és az irraciondlis szamok — A pithagoreusok szamelmélete és szam-
misztikaja — Az 6kori matematika klasszikus problémai: a déloszi olthegkétszerezése

és a kor négyszogesitése AOzelit' meghatarozasa a hindu, a babiloni és az egyiptomi
matematikaban — A el6allitdsa végtelen sor alakjabamdbbéalassal és versformaban.

Az 6sszemérheliség problémaja

Mekkora annak a négyzetnek az oldala, melynek teriilete egy adott négyzet teriiletének a
kétszerese? (2.1 abra). MRAkatonis felismerte, hogy a kérdés megoldasa a tavolsagok
O0sszemérhéségének vizsgalatara vezet. Két tavolsagot akkor neveziink dsszdimérhet
nek, ha van olyan k6z6s tavolsag, mely mind&edtegész szamszor felmérbet

2.1 4bra 2.2 4bra
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A 2.2 abrardl leolvashat6, hogy a négyzet atléjanak megfaelielalhosszisagu négy-
zet terillete kétszerese a négyzet teriiletének. Ugyanis OraBlzdromszog tertiletétvel
jeléljuk, aza oldalt négyzet teriiletet 2a b oldali négyzetét4 A probléma Iényegében
ugy fogalmazhaté, hogy van-e olyan szadm, mellyehags b oldald négyzet oldalainak
aranya kifejezhé?

Tegylik fel, hogy ez az arany két szam hanyadosakéatlghat6. Mivel aza oldall
négyzet teriileta- a, ab oldaltéb- b, igyb-b=2-a-a, mai jelélésselb? = 2a2.

Ha a két tavolsag legnagyobb k6z6s GErama ésa = m- X, tovabb& = n- x, akkor
a két négyzet tertiletének aranya

n-xX-n-x

m-x-m-x

)

amibdl x*-tel egyszenditve,n-n=2-m-m, illetve n® = 2n?P.

Az m ésn szamok koziil csak az egyik lehet paros, mxdévén a legnagyobb kozos
mérdszam, (ami nem mas, mint azésb szamok legnagyobb kézds osztojapnek és
n-nek az 1-en kivil mas kdzds osztéja nem lehet (relativ primek).

Tegyiik fel, hogyn paros. Ekkor an - n szorzatbanr-ben) a 2 szam paros szamszor
fordul eld, a jobb oldalon pedig csak egyszer, ami nyilvanvalé ellentmondas péeatlan,
akkor — mivel péaratlan szdm négyzete is paratlan, és a jobb oldali szam péros — ismét
ellentmondashoz jutunk.

A két terlilet aranya tehat nem irhato fel két tort hanyadosaként, vagyis az akkori szam-
fogalom szerint nem lehet szam.

Az igy kapott aranyt megnevezhetetl@nacionalis aranynak nevezték. Az ezt kife-
jez6 szam mai jel6léssek/2. A négyzetgyokjel és az irracionalis szam pontos fogalma
azonban mér az Gjkori matematika terméke. A gyokjel a latin radix (gyokér) szé rovidi-
tése, és csak a XVIII. szdzadban honosodott mégzér Europaban, majd ezt kdtien
az egész vilagon.

Az 6sszemérhéség a gorogoknél a kdvetldegeometriai alakban is jelentkezett: ke-
resték azt a k6zos tavolsagot, mely a négyzet oldaléra, illetve atléjara véges szamszor fel-
mérheb. A kéttavolsag aranya a két nészam aranyanak felel meg. Tekintsiik a 2.3 abran
levd négyzetet, melynek cstcspontfjaB,C, D, és oldalaAB = a. Ha a négyzefC atlo-
jarardmeérjiuk aa oldalt, AE = AB), az 4tl6 és az oldal killbnbségel; = AC— AE = a;.

Az E pontbdl azAC atléra emelt mdileges éBC oldalt annak= pontjaban metszi. Mivel
azCEF haromszog egyedszarGEF = CE = a;.

Az a; oldali négyzet atlgj€F, erre felmérve;-et, CF — FG =CG, amaradékCG =
ay. Ha aG ponton atmed, aBC egyenesre hlizott mé@egesAC atléval valé metszéspontja
H, a kapotiCH szakasz &G = GH = ap oldall négyzet atldja. Ha az eljarast folytatjuk,
és aza, oldalt négyzet oldalat az atléra ismétfadrjiik, az eredeti problémanak megfélel
(ahhoz hasonlo) szituaciot kapunk. Mivel az eljaras igy vég nélkul folytathato, nincs olyan
k6zo6s tavolsag, mely mindkét szakaszra véges sokszor felméenkét tavolsag aranya
nem fejezhdi ki két szam aranyaval vagy hanyadosaval, vagyis nem (racionalis) szam.
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2.3 abra

A puthagoreusok szammisztikaja

Az irracionalis szamok felfedezése val6sagosdmtt jelentett nemcsak a korabeli mate-
matikai vildg szamara, hanem #ggoraszi szammisztikara épifilozoéfiai vilagképre is.
Pithagorasa Gorogorszaghoz tarto&zamosszigetén sziletett, matematikai és filozo-
fiai munkéasséaga az i. e. VI. szdzadra téhelsorban a matematikaban elért eredmé-
nyeirdl ismerjik, de foglalkozott fizikaval, csillagaszattal, valamint a vallassal kapcsolatos
filozéfiai kérdésekkel is. A Pithagorasz nevével fémjelzett mozgalom tagjai, a pithago-
reusok a szamok harmoniajaban lattak a vilagnegesének és fennmaradasanak lényegét,
és ennek megfelékn a matematikaban val6 elmélyedést vallasi kotelezettségként fogtak
fel.

A pithagoreusok tanitdsa szerint a dolgok kozgtimoniaaz a rendez elv, mely
mind a szamok kdz6tti kapcsolatokban, mind a zenében megtalalhaté, és amely csak egész
szamok viszonyaival fejezHeki.

A pithagoreusok szadmnak csak az egész szadmokat tekintették. Mivel az egész szamok-
hoz az egységt elindulva szamlalassal lehet eljutni, minden szamot az egységre vezettek
vissza, hasonléan ahhoz, ahogy a vilagot a teremtés egységbe foglalja.

A szamokat nemek szerint is megkiilénboztették: a parosdkaeliegieknek, a pa-
ratlanokat him termésaatknek tekintették. Azgységmindkét tulajdonsag hordozéja,
himrgs.

Tokéletesszamoknak nevezték azokat a szamokat, melyek eglyardztoik 6sszeg-
ével (az 1-et is beleértve, de a szamot 6nmagét nem). llyen tokéletes szadm példaul a 6,
melynek osztéi az 1, 2, 3 szamok, és ezek 6sszege2 1 3 = 6. Baratsagosszamok-
nak nevezték azokat a szamparokat, melyek kozil az egyik osztéinak szama éppen a masik
szammal egyefl A piithagoreusok ismerték a szamtani, a mértani és a harmonikus kézép
fogalmét, a folytonos aranyt és az aranymetszeést.
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A zenei hangoknal a hdrok hosszanak és ezekyaraak vizsgalata a piuthagoreusok
matematikai tevékenységéhez tartozott, éarany matematikai fogalméanak kialakulasa-
val kapcsolatos. A pitagoraszi hangzatoknal a hairhosszak ardnya két egész szam hanya-
dosa, legegyszebb esetekben 2:1; 3:2 és 4: 3. A pluthagoreusok azon felfedezése,
hogy a konszonans hangkdzok a kis egész szamok viszonyaval jelleGleareztetett a
hangtan alapjainak lerakasahoz.

Mivel az el 4 egész szam aranya a pitagoraszi szimfoniakra jeleéwezek 6sszege
10, ez mar magaban is a természet harmoniajat fejezi ki. Ennek egyik bizonyitékat abban
lattak, hogy ennyi a szférak szamalitiverzum, Szaturnusz, Jupiter, Mars, Nap, Vénusz,
Merkur, Hold, Fold és EllenféldEzeknek a kozmikus vonatkozasu elképzeléseknek alapja
az a hiedelem, mely szerint a vilag harmonikus felépitése teszibledheihogyOrfeusz
lantjanak hangjaira 8k és holtak rezonaljanak.

Az irracionalis szamok felfedezése valéban nagy megrazkodtatast jelentett az akkori
vilagképre, amit az is bizonyit, hogy ezt sokaig titokként kezelték. E titok megsértéséért
Hipparkhoszt (kb. i. e. 450) ki is zartak a puthagoreusok szévetéégBy tinik, mar
az antik vilagban sem volt szokatlan az a gyakorlat, mely az ideol6giak védelmében a va-
|6sagos tények elkedaését adminisztrativ eszkdzok alkalmazasaval is megengediket
tartotta.

Az euklidesziszerkesztésol

Milyen kapcsolat van a geometriai szerkesztés és az arany fogalma kozott? A kérdés
megvalaszolasahozészor is azt kell tisztazni, hogy mit értlink szerkesztésen.
A szerkesztés fogalmaval kapcsolatban meg kell kiillonbdztetniink a gyakorlat sza-
mara kielégib szerkesztési eljarasokat amklidesziértelemben vett szerkeszt@ist Ha
egy egyeneshez adott tavolsdgban eghpzamos egyenest akarunk hizni, akkor azt a
gyakorlatban egy vonalzénak egy masik vonalzo élén val6 cslsztatasaval végezhetjik a
legegyszarbben (2.4 abra). Ez a szerkesztési eljaras a gyakorlati kdvetelményeknek tobb-
nyire megfelel, de nem nevezlBetuklideszi értelemben szerkesztésnek. Ezzel a médszer-
rel példaul nem lehet egy szakaszt meggeli, vagy azt adott aranyban felosztani.
Eukleidészsak azt az eljarast tekintette geometriai szerkesztésnek, mely a sikban lév
pontokra, egyenesekre és kdrtkre vonatkozik, és a kdvietkegengedett Iépések véges
szamu kombin4cidjabol all:

két ponton at egyeneéllitasa,

két pont tavolsaganak kdmayilasba vétele, és ezzel

megadott (vagy szerkesztett) pontbdl koriv rajzolésa,

két egyenes metszéspontjanak kijeltlése,

két kor metszéspontjanak kijelélése,

egyenes és kdr metszéspontjanak kijelolése.
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2.4 dbra

A szerkesztési eljaras ilyen médon valo leksitése kizarja a vonalzéssusztatasaés a
hozza hasonl6, gyakorlatban sokszor alkalmazott rajzolasi médokat.

Az ilyen szerkesztési Iépéselallé eljaras az egyenes és korvond&litasan tul
mindig egy konkrét tAvolsagot (szakaszt) tifle pontot hatdroz meg. Segitségével mindig
megszerkeszthék a két egész szam hanyadosavahéithatéaranyok,meghatarozhaté
(szerkeszthé) egy szakaszt adott aranyban osztd pont, illetve adott egységnyi tavolsag
mellett az arannyal kifejezett raciondlis szamnak megekalolsag.

Euklideszi szerkesztéssel azonban olyan aranyokat igleétett allitani, melyek nem
voltak két egész szam hanyadosaként felirhatok, vagyis melyeknek nem feletheieeg
nalis szam. llyen példaul a négyzet atléja édalh kozotti arany (2.5 abra), melynek a
V2 irraciondlis szam felel meg. Ez a tény, mely az 6kori matematika egyik nagy forra-
dalmat elinditotta, a kébbi korok matematikusait arra 6szténézte, hogy megvizsgaljak,
mely irraciondlis szamoknak megfededzakaszok szerkeszthiktmeg euklideszi médon.

2.5 abra
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A déloszi probléma vagy kockakétszerezés

A kockakétszerezéz okor egyik legrégebbtismert hires matematikai problémaja, mely-

nek felmertléséhez vallasi legendaddik. Az idészamitas ékti IV. szazadban az kori
Gordgorszag egyes vidékein pestisjarvamgztitott. A gérdgok Apollén hires joshelyé-

hez, a déloszi j6shelyhez fordultak segitségért. A joshely@ja@zt a tanacsot adta, hogy

az istenek kegyeinek megnyerésére a déloszi szentély kocka alaku oltarkovét nagyobbitsak
meg oly modon, hogy annak térfogata az eredeti ofté€kfogatanak kétszerese legyen.

A gorogok az oltarkovet sz0r gy akartak megkéttni, hogy még egy ugyanolyan
térfogatl kocka alaku kdvet helyeztek mellé. Ez azonban nem vezetett eredményre, a jar-
vany nem safit meg. Az oltart olyan médon kellett megléthi, hogy az oltaré tovabbra
is kocka alaku maradjon (2.6 abra). Ez azonban nem jart sikerrel: a kétszeres térfogatu
kocka élét kdrdvel és vonalzdval ugyanis nem lehet megszerkeszteni.

]
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2.6 abra

1\\"—___‘:

A probléma lényege a kdvetk&ézHa az eredeti kocka élétval, az Gj kockaéb-vel
jeldljik, fenn kell llnia a?® = 2a® dsszefiliggésnek, antibb-t kifejezve:

b= 2.

A gorogok egy szakaszt akkor tekintettek meghatarozottnak (szamnak), ha azt euklideszi
szerkesztéssel &ltudtak allitani. igy a feladat &2 euklideszi szerkesztéssel toién
eléallitasat kivanta.

A probléma megoldasara, mely egyes forrasok szerint méar a babiloniaknél is felmerult,
szamos kisérlet eredményeként tobb kdaetiegoldas sziletett. Ezek egyik legrégebbike
Hippokratészyérog matematikus nevéhazzfidik, aki a feladat megoldasaval kapcsolat-
ban a kovetkez meggondolasbdél indult ki:

Ha egy négyzet teriiletét megkietzik, a kétszeres teriletiégyzet oldala az eredeti
négyzet atléja lesz® = 2a2, amelytdl felirhat6 aza: x = x : 2a aranypar.
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Ez aztjelenti, hogx aza és a 2 szakaszok mértani kozéparanyosa. Hippokratész gon-
dolatmenete szerint az= 2a egyenbség két, egymashoz kapcsolédo aranyparra bonthaté
fel:

a:x=x:y=y:2a,

melybdl x az a ésy szakaszoky az x és 2 szakaszok mértani kézéparanyosa. &bb
kovetkezik, hogy
X2 =ay, és y’>=2ax

Hippokratész okoskodasa azonban nem vitt kozelebb a probléma megoldasihoz: a két
mértani kozép kulon-kildon megszerkeszthedzonban az aranyok 6sszekapcsolasahoz
tartozé szakasz euklideszi értelemben vett szerkesztési eljarassal igy sedalidihato.

A probléma az 6kor és a kdzépkor folyaman a matematikusokat émrket to-
véabbra sem hagyta nyugodni. Szamos sikertelen probélkozas utan a kérdésre a XIX. sza-
zad matematikai eredményei tettek pontot. Bebizonyitottak ugyanis, hogy az ilyen tipusu
harmadfoku irracionalitasok kébzel és vonalzéval valé (euklideszi) szerkesztése elvileg
nem lehetséges.

A Kor kerllete és az atmél viszonya

Mar a legrégibb idkben felmerilt a kérdés, hogy a kor kerlilete hanyszorosa az@&tmér
nek, illetve a sugarnak. Ezzel egyenéuéld a kérdésfeltevés, hogy mekkora a kor és
az atmébvel, mint oldallal rajzolt négyzet teriiletének aranya. Az utdbbi Ugy is megfo-
galmazhaté, hogy mekkora annak a négyzetnek az oldala, melynek tertletebegyenl
kor terlletével. Ezt a feladatot nevezilkér négyszégesitésének probléma eredete az
Okorba nydulik vissza, és a megoldasara adott valaszok a korabeli matematika fejlettségi
szintjéBl arulkodnak.

A 4000 éves, sumér forrasokra tamaszkétnesz-papirudeirasa szerint a kor teri-
letének kiszamitasat olyan négyzet teriiletének meghatarozasara vezették vissza, melynek
oldalhosszusaga a kér étrﬁj’zirnekg—ed része. ELfil a kor teriiletére

8 \? 64,
t_<§d) St

adodik. Tekintve, hogy = 2r, t = 4. §1-r? ahonnan} = 2~ 3,16.

A babiloniak gyakorlati szamolok voltak, ésegelégedtek azzal az eredménnyel, mely
a kor keriiletét a korbe irt szabalyos hatszog oldalanak hosszaval kdzelitettert gy a
tékére 3 adddott, ami igencsak durva kozslitdasonlé szamolasi médrol tanaskodnak a
korabeli hinduk gyakorlati szdmitasi eredményeit tartalmazé emlékek: az oltarok, egyéb
kultikus targyak és épitmények méreteire vonatkoddirabok a kor keriiletének meghata-
rozasara ennek az aranynak megfetsitéket adjak meg.

A problémak elvi megoldasara valo torekvés a gordg szellem ternidippokratész
mar olyan, az euklideszi elveken alapulé négyzerkesztését ismerteti, melynek teriilete
egyenb a négyzet oldalaira szerkesztett félkorivek altal hatarolt ,holdacskak” teriileteinek
O0sszegével (2.7 4bra).
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2.7 abra

Ezt a kbvetke@d modon lathatjuk be: Ha a négyzet oldaja holdacskak kutsiveivel
hatarolt sikidom teriilete a négyzet teriiletének és gémgari félkor teriletének ésszege:

t1 =a’+ %T A holdacskék teriilete a teljes sikidom és a &&i3r teriiletének kildnbsége
lesz. A bel$ kor teriiletet, = %T, ahold a négyzet atloja.

Mivel azonbard? = 2a?, igyt, = %T és a holdacskak teriileteinek 6sszege a két tertilet

killénbsége:

g —t, =a°.
Hippokréatész felhasznalta a Pitagorasz-tételt, ami arra enged kovetkeztetni, hogy ismerte
a derékszogharomszog oldalai kdzotti dsszefliggést.

Arkhimédésa kor kerlletét a korbe és a kor koril irt szabalyos sokszogek keruleteivel
két oldalrél ko zelitette. Mivel a sokszdgek oldalszamanak a névelésével a beirt sokszdgek
kertletei ndvekednek, a korilirtaké csokkennek, a két sorozat szamértékei kézrefogjak a
kor keruletét. Arkhimédész a beirt kilencvenhatszog kerUIé@rértéket, a kt')rUIirtéré,g
értéket kapott, igy aatértékétz%3 <TI< 272 szamokkal kozelitette, ami harom tizedesjegyre
kiszamitva 3142-nek felel meg, és @ értékének 3 tizedesre kerekitett megkozelitését
jelenti. Arkhimédész kozelitési médséeek gondolata vezetett a XVII. szazadban az
integralszamitas megalkotasahoz.

A hindu matematika V1. szazadban éluw€bje, Arjabhata, akinek a neve efssor-
ban a helyiértékes szamrendszer kialakiwag és a 0, mint helypétlo jel bevezetésével
kapcsolatban valt ismertté, Taértékét szintén sokszégekkel vald kdzelités segitségeével
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hatarozta meg. A szabalyos 384 szdg oldalai hosszanak kiszamitasabeiére 31416
értéket kapott.

Az arab matematika szamara a kor keriiletének és afjérak viszonya efssorban a
haj6zas gyakorlati szempontjabdl volt fontos. A fennmaradt emlékek arrdl tantskodnak,
hogyal Dzsamirjaarab matematikus és csillagasm-ael, mint 3 14 értékkel szamolt.

Leonardo Pisanoga k6zépkor jeles matematikusa, &kdbonaccinéven valt ismertté és
akinek a nevével kébb még tobbszor talalkozunk,értékét a,zs—gg tort alapjan szamitva
3,1454-nek vette.

A foldrajzi felfedezések, a haj6zas, a térképkészitegaekének mind nagyobb pon-
tossagu meghatarozasat kévetelte. A holland szarmazasiu metzi nidatibisa rtértékét
mar 6 tizedes pontossaggal adta mégtefrancia matematikus Archimédész modszerével
393216 oldalu sokszdg alapjan kilenc tizedesjegy pontossagot drtighlf van Ceulen
(1540-1610) holland matematikustartékét 35 tizedesjegy pontossaggal hatarozta meg;
6 amnévaddja; art Ludolf féle szamnak is nevezik. Ez a 35 jegy a kovetkez

T~ 3, 14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288

Mig amértékének €1z6 meghatarozasai annak kozékirtékeit jelentették, az analizis
terliletén elért eredmények soran Iéhet valt amt értékének olyan végtelen sorok segit-
ségével vald dallitasa, melyek azt elvileg tefiieges pontossaggal adjak meglallis
1655-ber] meghatarozasara a kovetbezgtelen szorzatot talalta:

m 224466

2 1335577

mig Leibniza 1t értékét kovetked valtakozo edjelli végtelen sorral hatarozta meg:

A Leibniz féle sor esetén nagyon sok tagot kell figyelembe venni megadott pontossag
eléréséhez; azt mondjuk, hogy a sor nagyon lassmvergal. A modern matematika
numerikus médszereire tAmaszkodva elektronikus szamitogépek segitségéueéiee
akér tbbb tizezer jegy pontoggfal is meghatérozhato.

A Ttszamjegyei versformaban

Kultartérténeti érdekességként tarthatjuk szamon az ugynevexetseket. Ezek tobb-
nyire sz6- vagy befjatékok, illetve olyan szoflizérek, amelyek szavai rendre annybbket”
allnak, mint art megfeleb szamjegyei. llyen példaul@zasz Pamagyar matematikustol
szarmazo vers is, melynek szavai alsh harminc jegyét tartalmazzak:

Nem a régi s durva kozelités,

Mi sz6tol szoig igy kijon,

Betiket szamlalva Ludolph eredménye mar.
Ha itt végezzik hisz jegyen,

De rendre kig'még tiz pontosan,

Azt is bizvast igérhetem.
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Decerf francia matematikus a Le Sphinx 1932. évi lll. szamaban a nullakat 1@ bet”
szavaknak tekintve, olyan 126 tizedesjeglallo verset publikalt, melyben mindvégig
Arkhimédész kivalosagat diégi. Angol nyelven irt, 12 tizedesjegyet tartalmazgers a
kovetked:

See, | have a rhyme, assisting my feeble brain
Its tasks offtimes resisting.

A vers magyar forditasa, amely szintén eleget tegxars kdvetelményeinek:

Itt e vers, s dolga végeztére ez segiti agyam,
Aki attol gyakorta huzodozik.

A 1tvéletlen modszeren alapulé meghatarozasa

Buffon(George Louis Leclerce 1707-1788) francia matematikn®eékét a valdszin”
ség-szamitasra alapozott geometriai médszerrel a kovetkédon hatarozta meg: Egy
vizszintesen elhelyezetkéapon egymastél egyetl tavolsagokban parhuzamos egyenes
vonalakat rajzolt, majd a siklapra véletlen médon azdnessszisaguKet dobalt (2.8
abra). Bebizonyitotta, hogy ha akthossza kisebb, mint a vonalak tdvolsaga, tovabba a
vonalakra e§ tlk, és az 6sszes dobatkiszamanak hanyadokaakkor art szamértéke a
kovetked Osszefliggés alapjan hatarozhatd meg:
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2.8 abra



28 2. Botranyok az arany kordl

Smithangol matematikus 1885-ben 320/¢l végzett kisérlete eredményeként a
szamértékére,3555 kozelid értéket kapott. Buffornudobalasi kisérlete a valésnisgg-
szamitas geometriai médszerének megalapozasaftjslarrtékben émozditotta.

A kor négyszogesitésének problémajara, akarcsak a kocka kétszerezésére, azota pont
kertilt. Lamberta XVIII. szazadban bebizonyitotta, hogytaraciondlis szaml.indemann
1882-ben pedig azt is, hogy nem algebrai szam, vagyis nem lehet algebrai egyenlet gydke.
(Az ilyen szamokatranszcendenszamoknak nevezziik). Ez pedig azt jelenti, hogy a
t-nek megfeldd szakasz kokavel és vonalzéval elvileg nem szerkesztheteg.



3. Aranyos tavolsagok sikon es
térben

A hasonlosag fogalma, hasonldsagi transzformécio — A parhuzamak g=eHz ardnyos
osztas — Aritmetikai m/eletek a geometridban — A kdzéparanyosok — Aranyos tavolsa-
gok a derékszagharomszdgben — A szamtani és mértani kozép kapcsolata — Terileti és
térfogati aranyok — Arkhimédész térfogati tétele

A hasonldsag fogalma

Az 6si kultarak allat- és emberabrazolasaibarlangrajzok figurai, a gyermekek jaték-
modelljei a val6sagos alakok, targyak nagyitott vagy kicsinyitett masai. A novények, fak
levelei ugyanannak a mintanak aranyosan moédositott valtozatai (3.1 abra). A tavolban
lev targyak latszolagos méretei a tavolsagtol figgvaltoznak, aranyaik azonban valto-
zatlanul megmaradnak.

3.1 abra
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Az ardnyos méretvaltozasra épilasonlésagnatematikai fogalma: Két (sikbeli vagy
térbeli) alakzat hasonlé, ha a megfélglontjaikat 6sszekétszakaszok aranya megegye-
zik. Ez azt jelenti, hogy az egyiken felvett barmely két pont tdvolsdga a masik alakzat
megfeleb pontjai kbzoétti tavolsagnak ugyanannyiszorosa (3.2 abra). Ha az egyik alakzat
A,B,C,D pontjainak egy masik alakza4 ,B;,C; ésD; pontjai felelnek meg, akkor

AB: A:B; =CD:C;D;.

A fenti, két arany egyeiBkégét kifeje@ aranypar mar pithagoreusokangkozokkel kap-
csolatos vizsgalédasainal is szerepslaéhangkdzok, illetve a harhosszak viszonyanak,
aranyanakegyenbségét fejezi ki. Az igy kapott aranypar neve a gérogoamél logon,
aranyok egyeiiisége. Ennek droksége a legtobb eurdpai nyelvben megtalalhalitgia
sz6, mely két dolog valamilyen szempontbol valé hasonléségat fejezi ki.

A hasonldsagot értelmezhetjiik mint leképezésgnszformaciétlamely a hasonlé
alakzatok kozétti kapcsolatot meghatarozgere a szemléletre alapozva vizsgaljuk a ha-
sonlésag matematikai torvénysaségeit.

3.2 dbra

A hasonlosag a definicio szerint olyan leképezés, mely barARezakaszhoz olyan
A1B; szakaszt rendel, mely#® B; = A - AB, vagy ami ugyanazt jelenti, barmely szakasz
és képe kozétti arany allandé. allandé a hasonlésagi arany.

A hasonldsag tovabbi vizsgalatdban néhany meghatarozasra tamaszkodunk, melyeket
alaptételkénfogadunk el. Ezek a kdvetkék:

1. Ha azABCés aA1B1C; haromszogek oldalaira (3.3 abra)

AiB1  BiCi  ACp N
AB BC AC

akkor létezik egy és csakis egy olyhasonlésagmely azABC haromszoghdz a&; B1Cy
haromszdget rendeli. Ez a hozzédelés a hasonlagot egyértelmén meghatarozza.

2. A hasonlésagzogtartd(a megfeled csucsokhoz tartozé szégek megegyeznek), és
egyenestartéami azt jelenti, hogy h&,Q, ésR egy egyenes pontjai, akkor ezBk Q; és
Ry képei is egy egyenesen vannak.
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/\ /\
A B Ay By

3.3 4bra

3. Egy haromszdéghoz hasonlé haromszdgek vagy megtartjak iranyitasukat, vagy el-
lenked iranyitastak lesznek: #BC ésA;B;C; hasonlé haromszégek azonos (3.3 abra),
aDEF és azE;D1F; haromszoégek (3.4 abra) ellenkekoriiljarasuak.

Fq
F ’\
) ME E, D,

3.4 abra

A hasonlésagi transzformacié fontos esekézaéppontos hasonlésamelynél a meg-
felelé pontparokat 6sszekbiegyenesek egy ponton mennek at (3.5 dbra). Ez a pont a
transzformécié kdzéppontj®], vagy mas elnevezésdehsonldsagi pontA kézéppon-
tos hasonlésagnal értékét pozitivnak tekintjuk, ha a transzforma€@dozéppontja az
egymasnak megfel@lpontok ugyanazon oldalan van (&%bra), és negativnak, ha azo-
kat elvalasztja (3.5 abra). HalA| > 1, k6zéppontos nagyitasrdh| < 1 esetében pedig
k6zéppontos kicsinyité8rbeszélunk.

A hasonlésag szogtartasi tulajdonsagabdl kdvetkezik, hogy a két kézéppontosan ha-
sonl6 alakzat megfeléloldalai parhuzamosak, vagy € 1 esetén) egybeesnek. Az ilyen
haromszdgekre azt mondjuk, hoggyallasuak.

A kdzéppontos hasonlésag iranyitastarto.

Ha A = 1, a hasonldsag specidlis eseteként az egybevagésaghoz jutunk. Ekkor az
egyallasu haromszégek megfélglontjain atmedé egyenesek parhuzamosak lesznek, a
transzformacié a parhuzamos édisnak (3.6 abra) felel meg. Ha= —1, azO pontra
vonatkozo k6zéppontos tukrozést kapjuk (3.7 abra).

A hasonlésag egyérteimségébl kdvetkezik, hogy minden olya#*B*C* haromszég,
mely egybevago aABC haromszoghdz hasonk B;Cy haromszdggel, szintén hasonlo
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K
<P

3.7 abra

lesz azABC haromsz6ghoz. Ez azt jelenti, hogy barmely hasonl6s@dlghatd egy ko-
zéppontos hasonlésag és egy egybevagdsag segitségével. Mivel az egybevagé alakzatok
megegyea vagy ellentétes iranyitastak lehetnakhasonl6 haromszogek kétféle iranyi-

tasa is erre vezethevissza.

Haromszogek és sokszdgek hasonlosaga

Két sikbeli alakzat hasonlé, ha hasonléséagi transzformaciéval egymasbaékvifiatel

az egyenes vonalakkal hatarolt sikidomokksz6gek) atlokkal mindig haromszogekre
bonthatdk, ezért a sokszogek basaganak vizsgalata a barszogek hasonlésagara ve-
zetheb vissza (3.8 abra). A haromszogek hasonlésaganak eldontésére a haromszogek
egybevagosagi kritériumaira tamaszkodhatunk, azonban a szakaszolkbsggertielyett

azok aranyainak megegyezését kdveteljik meg.

3.8 abra
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Ennek megfelélen fogalmazhaték meg a haromszbdmsonlésaganak alapesetei:
Két hdromszdget hasonldonak mondunk, ha megegyeznek

a) megfeled oldalaik aranyaban,
b) két—két oldaluk aranyéan és a kbzbezart szégukben,
c) két—két oldaluk ardnyaban és a nagyobb oldallal szemkdzti szdgiikben,

d) két—két szogikben (két szog egyezésabharmadik szég egydaisége is kbvetke-
zik).

Azok az alakzatok, melyek egyetlen adattal meghatarozhatdk, hasonlok. igy a sik-
ban minden kér hasonl6 és a hasonl6sagyaBéppen a sugarak aranya hatarozza meg.
Ugyanigy hasonlé minden négyzet, minden szabalyos haromszdg és minden szabalyos,
ugyanolyan oldalszamu sokszog is. A térben hasonlé minden gémb, minden kocka, és
minden azonos lapszamu szabalyos test.

A parhuzamos szebk és az aranyos osztas

Ha egy sz0g szarait parhuzamos egyenesekkel metssziik, akkor az egyik szaronteletkez
szakaszok aranya megegyezik a masik szaron kapott szakaszok arany@duEamos

szebk tételenéven ismert dsszefliggés vonatkozik mind a metszéspontok kozoétti szaka-
szokra, mind pedig az egyes metszeteknek a szog cslcsatél mért tavolsagaira.

Tekintsiik aze; ése, egyenesek altal bezart hegyesszoget, és messik ennek széarait
parhuzamos egyenesekkel! Jeldlje a szdg csucsp@htéa legyenek a parhuzamos egye-
neseknek a sz6g szaraival alkotott metszéspohtjdd;, Cy, illetve Az, By ésCy (3.9 abra).

Az egyes szdgszarakon kapott metszetekre fennall, hogy

A1B1 : B1C1 = AoBy : BoCo.

A tétel helyessége a haromszogek hasonlosagara vonatkozé dsszefliglydisetide a
hasonl6sag definicidjabdl kovetkezik.

Ugyanis, ha a; ésB, metszéspontokon at &z szégszarral parhuzamosokat hlizunk
(3.10 abra), a kapott, vonalkazassal jel6lt hAromszégek szdgei megegyeznek, és igy azok
hasonlék. A hasonlé haromszdgek megfleldalainak aranyait felirva éppen a fenti
Osszefliggéseket kapjuk.

Az abrardl az is leolvashatd, hogy @21 A,, azOB; B, és azOC,Cy haromszdgek is
hasonlék, vagyis a sz6g szarait métggarhuzamosokbdl kimetszett szakaszok aranya is
megegyezik a szog szarain kapott, aost@l szamitott metszetek aranyaval:

A1A; : B1Bo = OA; : OB; = OAx : OBs.

A tétel megforditasa csak a szdg csucsatol szamitott tavolsagokabjeletdzetekre ér-
vényes. Ebben az esetben igaz, hogy ha a szdg szarain olyan pontokat vesziink fel, melyek
cslcstél szamitott tavolsagainak aranya megegyezik, akkor az ezekerd &gyemesek
parhuzamosak lesznek.
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3.10 abra

A parhuzamos szék tételének egyik fontos alkalmazagalamely szakasz adott arany-
ban valé osztasahoz (aranyos osztasahoz) tartozé osztépont megszerkesztése.

Az aranyos osztas — amint a neve is mutatjdetbmennyiség (szakasz) adott aranynak
megfeleb részekre val6 felosztasat jelenti. Valamalynennyiségn: n aranyban valé
felosztasanak eredményeként az adott mennyiségn-ed részénekn-szeresét, illetve
n-szeresét kapjuk.
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Valamely szakasz adott aranyban val6 felosztasahoz tartozé osztépont a parhuzamos
szebk tétele alapjan szerkeszthieheg. A 3.11 abra a@A szakasz 3 : 2 aranyban val6
osztisat mutatja. A szerkesztés lényege, hogp ppnton at aZOA szakaszt tartalmazoé
egyenessel tetéleges szoget bezaré masik egyenest szerkesztiink, majdpantbol
kiindulva erre tetsalegesen valasztott, egyérthosszisagu szakaszokat mériink fel. Ha
azm+ n-edik szakasz végpontjat az A ponttal 6sszéldifyenessel az m-edik osztéponton
at parhuzamos egyenest szerkesztlink, édBszgyenest olyaK pontban metszi, mely az
AB szakaszin: n ardnyban osztja.

0 K\ A

3.11 abra

A kbzéparanyosok

Két pozitiv szam szamtani kdzéparanyosa vemymtani kdzepaz a szam, amely annyival
nagyobb a kisebb szamnal, mint amennyivel kisebb a nagyobbnal. Ha a kéagstm
ésa < b, akkork-val jeldlve a szamtani kbzepuket, fennall, hdgy a = b — k, ahonnan

_atb

k=73

Az is belathatd, hogy a szamtani k6zépnek dathszamoktél valé eltérése éppen a két
szam kilénbségének a fele (3.12 abra). Ha a két szam é€gyenl

. a+a
b=a, és k= — =

A szamtani k6zéparanyos elnevezés régebbi saftddat 6roksége, és arra utal, hogy két

kuldnbség egyeibkégijellel vald 6sszekapcsolasat valamikor szamtani aranynak is nevez-

ték.
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A szamtani kozép fogalma tobb szamra is kiterjessthata; , ap, . . . a, Szamok szam-
tani kbzepén a szamok 6sszegénedd részét értjik:

ata+...
K — 1t+ax+ +an.

n
Két pozitiv szam mértani kbzéparanyosa, vaggrtani kdzepannyiszorosa az egyik
szamnak, ahanyadrésze a masiknak.

Artani ki Aldlvar b 2 _
A mértani kdzepet-rel jeldlve: 2 = L ahonnanm® = a.b, vagy

r =+ab.

A mértani kdzép is értelmezttetobb pozitiv szamran pozitiv szam mértani kbzepén a
szdmok szorzatabol vontedik gyokot értjik:

r=y/a-az-...-an.

Két pozitiv szam harmonikus kdzepe a szdmok reciprokai szdmtani kézepének a reciprok
értéke:

vagy egyszearBb alakban:
2ab

T a+b’

Mértani kozéparanyosok a deréksz6g haromszogben

Mér az 6kori matematikusok munkaiban is megtalalhatok azok az dsszefiiggések, melyek
a derékszogharomszégben megfogalmazhaté mértani kozépértékekkel kapcsolatosak. A
3.13 abrardl leolvashatd, hogy &BC derékszdg ‘haromszég derékszoghoz tartd2o
csucspontjabol aAB atfogoéra bocsatol€D merbleges a haromszoget két olyan Gjabb
deréksztg haromszdgre bontja, melyek egyméashoz, és az eredetihez is hasonlok. Ez
belathat6 annak a felismerésnek az alapjan, hogy mindharom haromszégben talalhaté egy
derékszog, és az egyik hegyesszogiikben is megegyeznek.

Ha a befogdkah ésb, a magassagah, az atfogd metszeted;, illetve c; jeloli, a
haromszodgek hasonlésagara vonatkozo6 dsszefliggések alapjan a kivfaltkenos ara-
nyokat irhatjuk fel:
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3.13 adbra

CL:m=m:c;, és P =cicy,
ct:b=Db:c, ebBl b?=ciec,
co:a=a:c, ebdl a2=coec.

Az el dsszefiiggés azt fejezi ki, hogy a deréksebigfomszégben az atfogéhoz tartozé
magassag mertani kdzép az atfogd metszetei kozott. A mésik két dsszefliggés szerint a
befogdk mértani kbzéparanyosak az egész atfogo és a kérdéses befogdnak az atfogdn valéd
vetiilete k6z6tt. Ha az utdbbi két egyenlet megfettalait 6sszeadjuk, figyelembe véve,
hogyc: + ¢z = ¢, Pithagorasz ismert tételének Gjabb bizonyitasahoz jutunk.

A szamtani és meértani kozép kapcsolata

Két pozitiv szam szamtani €s mértani kbzépardnyosa kdzotti kapcsolatot jol illusztrélja a
3.14 abra. Ha aa ésb pozitiv szamok 0sszegének megf8l&lB szakasz, mint atmér
folé kort rajzolunk, ennelOE sugara a két szam szamtani kozéparanyosa. A két szakasz
k6z6sC pontjaban azAB atfogdra emelt méleges a kérD pontban metszi. Thalész
tétele értelmében a kapott ADC haromszdg derékszamglynek az atfogohoz tartozé
magassagaDb szakasz. Ennek hossza a magassagra vonatkoz6 aranyossagi tétel szerint a
két szam mértani kozepe.

Ez a szakasz egyduttal a ké&B atmébjére emelt mdileges har fele, ez pedig nem
lehet nagyobb, mint a kor sugara. Egy@s#g akkor all fenn, ha a két szakasz hossza (a
két pozitiv szam) megegyezik, vagyis &a- b.

Aritmetikai m uveletek geometriai értelmezése

Az aritmetikai miveletek geometriai értelmezése,@kdinatarendszer megalkotasa Des-
cartes francia filozo6fus és matematikus nevéhebdik. Az aritmetika és a geometria
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A C 0 B

3.14 4bra

0sszekapcsoladsdnak alapgondolata azonban mér az 6kori gorog matematikus, Apolléniosz
mdveiben is megtalalhat6. Mivel a szakaszok hosszanak pozitiszémokat feleltlink
meg, az aritmetikai mveleteket itt pozitiv szamokra értelmezziik.

A négy alapnuVelet kdzil adsszadasiak megfeled szerkesztési eljaras egyszen”

a mébszamoknak megfelélhosszlisagu szakaszok egymas utani felmérégatpnasa
szakaszok hosszanak a kiildnbségét, illetve enrigitlizghsat jelenti.

A szorzases azosztaseredményeként kapott szorzatnak, illetve hdnyadosnak (pon-
tosabban ezek mészamainak) megfel@hosszisagu szakaszokdlitasa a parhuzamos
szebk tételére tamaszkodtegyedik aranyoszerkesztésére vezeteissza. Ennek segit-
ségével — az egységnyi hosszlsagu szakasz ismeretében — barmely két szalszsmmaér
szorzatanak és hanyadosanak megiedehkasz a fenti értelemben kdvel és vonalzéval
megszerkeszth@ét A szerkesztés elvi hatterét a 3.15 abra mutatja:

Vegylink fel két egymagd pontban metsze; ése, egyenest. Jeldlje e egyenesen
az O ponttdl felvett egységnyi tavolsag végpontiat az a tavolsagéth. Mérjik fel az
& egyenesre a@B = b tavolsagot, és szerkesszilk mege® egyenest. Hlzzunk a&
ponton keresztil ezzel parhuzamost, melggegyenest pontban metszi. A parhuzamos
szebk tétele szerint

OA: OE =0C: OB,

vagya:1l=c:b, ahonnarc = ab. Az abrarél e = £ hanyados éallitasa is leolvashato.
Ha aze, egyenesre a tavolsagnak megfel8lOC szakaszt mérjik fel, a&C egyenessel
parhuzamo£B az e, egyenest éppen a keresett hanyadosnak megfélBlszakasB
végpontjaban metszi.

Ha azO pontbdl kiindulé sugarakat szamegyerask tekintjik, és azokat megfefel
pontossagu beosztassal latjuk el (skalazzuk) uaeietek a beosztasnak megfélgion-
tossaggal végezhit (3.16 abra). Az igy készitett abr@hkomogramok}egitségével egy-
szet'miiveletekidl all6 numerikus szamitasok kdzéligrtékeinek gyors meghatarozasara
alkalmazhatok kiiléndsen olyan esetekben, amikor egyetetet sokszor kell megismé-
telni Ggy, hogy abban valamelyik tényezaltozatlan marad. A parhuzamos egyenesek
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0 1 'E A e,
3.15 abra
szerkesztését a gyakorlatban a vonalzék egymason val6 cslsztatasaval helyettesitik. Az

elektronikus kalkulatorok széleskbelterjedésével azonban a médszer jélsége csok-
kent, és ma mar legfeljebb specialis célfeladatok megoldasa soran hasznaljak.

3.16 abra

A szorzasi miVeletnek a parhuzamos sikkételére alapozott ismételt alkalmazasaval
egy adott szakasz tefieges hatvanyanak megfdiedzakasz is megszerkeszthet
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A négyzetgyOok eukliceszi szerkesztése

A V2-nek megfeld szakasz hossza az egységnyi hosszisagu négyzet atléjadléretsz
ges hosszlisagu szakasz négyzetgydkének a megszerkesztése @zdekbeh emlitett
tételre tamaszkodik, mely szerint a deréksztigfomszoégben az atfogéhoz tartozé ma-
gassag mértani kozéparanyosa az atfogd metszeteinek.

Valamely pozitiva szam négyzetgytkének megfélelzakaszt legegysaétien gy
szerkeszthetjiik meg, hogy egy egyenesen fefvptintbdl kiindulva felmérjik aa, majd
ennekD végpontjabdl az egységnyi hosszUsagu szakaszt, melynek masik védpontja
(3.17 abra). Ha a két szakasz d6sszegének megfekézakasz, mint &tmérfolé Thalész-
kort szerkesztink, és a két szakasz kiz@ontjaban a2AB egyenesre métegest allitunk,
ennek a korrel alkototf metszéspontjahoz tartoZZD szakasz aa és az 1 hosszusagu
szakaszok mértani kbzepe, és ennek hossza égpeh = ,/a szakasznak felel meg.

C

3.17 4bra

Ha aza hosszUsagu szakasz helyére annak négyzetgyoke kertl, a kapott demékszdg”
haromszdg magassagaalzosszUisagu szakasz altal reprezentalt szam negyedik gyokének
felel6 szakasz megszerkeszihanelynek gyokkitedje ketbnek valamilyen hatvanya.

A fentiek alapjan mondhatjuk, hogy kdizel és vonalzéval (euklideszi értelemben)
minden olyan pozitiv szamokbdl allé kifejezésnek megtektakasz megszerkeszihet
mely a négy alapnwvelet és a négyzetgyokvonas végedrsi kombinécidjaval allithaté
eld.

Terlleti és térfogati aranyok

Ha egy négyzet oldalainak hosszat megkéteszaik, az Uj négyzet teriilete az eredetinek
négyszerese lesz (3.18 abra). Altalanosan is igaz, hogy a hasonl6 idomok teriileteinek aréa-
nya a linearis méretek négyzeteinek aranyaval e@yeAk allitds helyességét elegénd
haromszdgekre bizonyitani, mivel mindegyenesvonalu sikidom felbonthaté haromszo-
gekre, a gérbevonallak pedig ilyenekkel kozelitheB.19 abra).
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Legyenek az\;,B;,C; ésAy, By,C, haromszdgek hasonlék. Ekkor a megfélpbnt-
jaikat 6sszekdt szakaszok aranyai megegyezn%k:: % a tertiletek aranya pedig

th aa m

tp a mp

Mivel azonbanmy : mp = a3 : ap, a kapott arany

11 _ a% A 2

b ag \a/ '
A térbeli hasonl6 alakzatok térfogatanak aranya a linearis méreteik aranyanak kobével lesz
egyend. A kétszeres oldalhosszUsagu kocka térfogata az eredeti térfogat nyolcszorosa

(3.20 &bra), és a kétszeres tgratl kocka oldalhosszisaga —dz= 2a® egyenbséglil
kovetkeden — az eredetiének kobgyok Ketzorose:

b=a v2.

Arkhimeédész terfogati tétele

Arkhimédészihl szarmazik a kovetkég térfogati aranyokra vonatkozé tétel: Ha egy olyan
egyenes hengerbe, melynek a magassaga a megegyezik az alaplap korértgéamar
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3.20 4bra

henger palastjat és az alaplapot &igdmbot, valamint az hengerrel azonos alapu edyenl
magassagu kupot irunk, a harom test térfogatanak aranyadraetsm pozitiv egész szam
viszonyaval fejezhétki:

Vi:Vo:V3=3:2:1

ahol Vi a hengerV, a gdbmb és/3 a kup térfogata. A felirt 6sszefliggés helyessége a
kdvetked mddon lathaté be: Legyen a henger alapkdrének sigjanagassagar (3.21
abra). Ekkor

Vi = R2m2R=2R®.T,
Vo = —4R33'T[’
V3 — R2~1:;,[‘2R.

HaV;-et GR?’T‘" aIakban,\/g—mat@T alakban irjuk, azonnal belathatd, hogy a harom térfo-
gataranya 6 : 4 : 2, ami megegyezik a tételben szér@pP : 1 arannyal.

)

T L

4 2R
""'\-___________..r
———

3.21 abra



4. Az aranymetszes

Az aranymetszés: tények és hiedelmek — Az aranymetszés mint folytonos arany — A szaba-
lyos 6tszdg geometriaja, killonods tulajdonsagai és euklideszi szerkesztése — Az 6tszog mint
szimbolum: a plthagoreusok, a szabawti{Vesek és a boszorkdnyok jele — A szabalyos
Otszog és tizszog szerkesztése

Az aranymetszeés fogalma

Az 6kori gorog templomok és a méreteikben @egiranyok tokéletes harmoniat sugaroz-
nak. Az oOkori épitészet szamos, a ma emberét is csodalatbépjményén az arany-
metszésnek megfefehranyok fedezhék fel. Aranymetszési aranyok talalhatok szamos
Okori emléktargyon, a kbzépkor és a reneszansz nagy mestereinélakagszeti alko-
tasain, és szerephez jutnak a®dsi korok mivészetében is. De ugyanezek az aranyok
talalhatok egyes csigafajtak gorbiileteinek egymashoz valé viszonyaiban, a fak és nové-
nyek leveinek méreteiben, egyes gok szirmainak elhelyezkedésében is.

Aranymetszémk nevezik egy szakasz két olyanaésvalo felosztasét, melyek kozul
a kisebb (rovidebb) szakasz hossza Ugy aranylik a nagyobbikhoz, mint az az egészhez.
Maskép fogalmazva: a hosszabb szakaszanékdzéparanyos a révidebb szakasz és az
egész tavolsag kozott.

...
-

4.1 dbra

Jel6lje az aranymetszési arany szerint felosztakiBlézakasz hosszat(4.1 abra), és
legyenC az aranymetszésnek megfélelyan osztépont, melyre &&C = x a hosszabb,
CB pedig a rovidebb szakasz. Ekkor a kovetkeplytonos aranypart irhatjuk fel:

(a—x):x=X:a,

ahonnané = a(a—x), vagyx? = a° — ax. Az egyenlek valtozé szerint rendezett redukalt
alakja
X2 +ax—a’ = 0.
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Az egyenlet pozitiv gyoke:

X= @ ~ 0,618034.
Az egyenlet mindkét oldalé-val osztva: £ ~ 0,61803= h, ahol h az aranymetszési
hanyadosA kapott eredmény szerint az aranynzgtsnél kapott hosszabbik rész a felosz-
tando szakasznak koézélieg Q 618-szerese, a rovidebb pedig 0,618~ 0,382-szerese.
Ha az aranymetszést meghataroz6 folytonos aranypart hanyados alakban #jgk-az
2 egyenletet kapjuk. Az egyefségijel bal oldalan lévkifejezésben az osztast tagonként
elvégezve, a2 — 1= % 0sszefliggéshez jutunk, amit —faranyth-val jelolve,

1
he 1+h
alakban irhatunk.

Az X = hegyenbség mindkét oldalanak reciprokat véve Zaz Fl] ~ 1,618 dsszeflig-
gést kapjuk, ami azt jelenti, hogy a teljes felosztandd szakasz a hosszabbik metszetnek
kozeliben az 1618. . .-szerese.

Vegytk észre, hogy a%, az 1 és & értékek kozil a kozépsa két mellette allonak
mértani kdzepe, vagyis eﬁz 1 ésh értékek mértani sorozatot alkotnak, melynek hanyadosa
h. Mivel h értéke 1-nél kisebb, a sorozat csokéerla a tagok sorrendjét megforditjuk,
és az% ~ 1,618 értéket-val jeldljiik, az2, 1,q értékekidl all6 ndveked mértani sorozat-
hoz jutunk. Az igy nyert mértani sorozat reaetes tulajdonsaga, hogy a harmadik tagtol
kezdve minden tag az @b ket 6sszege:

1
Z+1=q.
a q

Az aranymetszeés eukdeszi szerkesztése

Valamely adott szakasz aranymetszésnek medfelsttépontjanak kdtwel és vonalzé-
val valé szerkesztése mar az 6korban ismert volt. A szerkesztés egyik valtozata azon a mar
akkor ismert tételen nyugszik, mely szerint a kdrhoz &ipentbél hizott érirfiiszakasz
mértani kdzepe a ponton atnteszeb korrel alkotott metszeteinek (4.2 abra).
Szerkesszilk meg adodB = a hosszlsagu szakasznak azt a @€lspontjat, mely
a szakaszt az aranymetszésnek medialednyban osztja! A szerkesztéstelépéseként
vegylnk fel egy, a2 ponton atmed, azABegyenesre méiegest egyenest, és mérjink fel
erre azA pontbdl kiindulvaAO = 2 tavolsagot. Enne® végpontjabdl, mint kozéppontbdl
szerkessziling sugaru kort.
E kornek azA ponthoz tartozé éridje azAB egyenes lesz. Szerkessziik megezs
B pontokon atmet egyenest; ennek a koérrel valé metszéspoiijéis F pontok. AzA
pontot azE és azF pontokkal 6sszekétve, BAE ésBAF haromszogeket kapjuk. Mivel
a két haromszo8 csucsnal le§ szoge kozos, tovabbdBAE ésBFA szogek aAE ivhez
tartozo kertileti szogek, és igy egyék) a kapott haromszégek hasonlék. HaEszakasz
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4.2 abra

hosszak-szel jeldljuk,BF szakasz hosszatalesz. A hasonlésagbdl a megfdéalldalak
aranyat felirva:
X a -
Z=_"_ amit¥l a?=x(x+a).
a x+a
A szorzést evégezve? = x2 + ax.
Ha az egyenletet fogyd hatvanyai szerint rendezzik &4 kiemeljuk, a kovetked
Osszefliggéshez jutunk:

X’ =a(a—Xx).

Ez az egyeriiség éppen azt fejezi ki, hogy ahosszusagBE szakasz mértani kbzépara-
nyos a teljefAB szakasz, és annak rovidebb metszete kdzott. Bla szakaszt 8 pontbdl
AB-re rdmérjik, a kapo® pont azAB szakaszt éppen aranymetszés szerint osztja.

Tények, hitek, hiedelmek

Az aranymetszést mar az 6korban ismertéknésztikus jelentések hordozéjanak, isteni
eredetihek tartottak. Nem meglépehat, ha gyakran taldlkozunk vele kilénbazallasos
targyu képeken, a vallassal 6sszeftiggrgyak, eszkdzok, épiletek méreteinek aranya-
iban. Az aranymetszés ismerete és alkalmazasegész Rémai Birodalomban elterjedt,
és hatasa kimutathat6 a korai keresyséy jelképeinek kialakulasaban is.

Az 4.3 dbra a korai kereszténydibl (3. sz.) szarmaz6 Krisztus-monogrammal egye-
sitett, az életet jelképézankh-kereszteibrazol. A kereszt jelét az 6kori Egyiptomban a
kereszténység megjelenésétehz élet jelképeként tisztelték; az egyesitett jelkép a ke-
reszténységnek a korabeli vallasokkal és kultuszokkal valé 6sszefonédasara utal.

A kereszten az aranymetszési arany toblydreis megtalalhato. A két also kereszt-
gerenda a keresztoszlop magassaganak hosszabb, illetve révidebb aranymetszete. A két
keresztgerenda egyuttes hossza megegyezik az oszlop magassagaval, a kor kdzéppontja az
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4.3 dbra

oszlopnak a talpponttél a legfélgerendaig terjeiitavolsagat aranymetszésben osztja. A
legfel keresztgerenda kdzéppontja a koZEksresztgerenda als6 &éa kereszt csu-
csaig mért tavolsagnak,Rabeti felsh gorbiilete a betfeljes hosszanak aranymetszete.

A keresztrajza az V. szdzadbdl szarmazé kpuisztikupapirusz-kbédexben szerepel,
mely felfedebjérdl, James Brucedl (XVIII. sz.) Codex Brucianugéven valt ismertté. A
gnoszticizmuaz iddszamitast megéid és az azt kévétnéhany évszazad szellemi moz-
galma volt, mely részbenlkermetikuganokbol, részben a perz&aratusztrakdvebinek
tanitdsaibdl taplalkozott. A gnézis jelentése a gayiigszis£felismerés) sz6 alapjan ke-
letkezett, és azt kivanta kifejezni, hogy a szekta vagy mozgalom tagjai az isteni felismerés
birtokaban vannak.

A korai keresztény gnosztikusok csak részben fogadtak el a rémai egyhaz tanitasat, és
azt a korabeli vallasok és az antik (gorogyiptomi) filoz6fia nézetivel 6tvozték. Erre
utal tdbbek kozott az a tény is, hogy a korai keresztény kozdsségek hitébe a reinkarnacio
tana is beépult, és azt csak a Il. Konstantindpolyi Zsinat 553-ban nyilvanitotta eretnekség-
nek.

A hermetizmusaz i. e. lll. szazadban keletkezett szellemi és vallasi irAnyzat, melynek
préfétaja és elinditéjdlermész Triszmegisztosz Haromszor Legnagyobb, a bdlcsesség
legfébb forrasa. A hermetikus tanitasok eszmevilaga ailattik filozoéfia és a keleti val-
lasok elemeinek sajatos szintézise. A hermetizmus szellemi kdzpontja az 6korban Egyip-
tom; a mozgalom masodik fénykordit eurdpai reneszansz idején éli.

Az els) keresztény szazadok vallasi irdnyzatam mentesek pilthagoreusi hatasoktol
sem. Erre a szammisztikara tamaszkodé szemléletre vedethsra egyes aranyok isteni
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eredetében valo hiés azok vallasi jellegtargyakon és jelképeken valé tovabbélése (lasd
még 6. fejezet).

Az Otsz0g

Az 6tos szamnak mar az 6korban kiilénos jedsgget tulajdonitottak. Ot ujjunk van,
ennyi az érzékszerveink szama, és a temmthen is |épten-nyomon talalkozunk ezzel a
szadmmal. Nagyon sok virdg 6tszirmu: ilyen példaul az ibolya, igen sok vadvirag és a
legtobb gylimadlcsfa viraga. #ezei juhar levelei az 6tjjunkhoz hasonléan 6t karéjbél
allanak (4.4 abra): a levelek részeinek métonyaiban aranymetszési aranyok fedezhe-
tok fel.

4.4 dbra

A pithagoreusok az 6td6s szamot az emberi mikrokozmosz tokéletes szamanak tartot-
tak, és titkos jelként hasznaltdk. Az 6kori gorogok az egészség szimboluméat lattak benne,
és csuUcsaihoz az egészség istadimek, Hugienianak jeleitdpcsoltak. A kdzépkor aszt-
rolégiai abrain az 6tszdg csucsainal azdidlygd(Merkur, Vénusz, Mars, Juppiter, Sza-
turnusz)neve szerepel (4.5 abra). Az 6tszog, mint jelkép dwddktdl fogva az egység,
és ugyanakkor aaniverzumszimboluma, de jelképe a termékenységnek és az életnek is.
Otagu csillag a szabadkiivesek jele, és dtagu csillagbél alkotott abra a boszorkanyok
titkos jele, a boszorkanyszdg (4.6 abra).

Az 6tszog kllbnleges jeletiségét csak ndvelte az aranymetszéssel valé kapcsolata:
a szabalyos 6tszdg egyik jellethulajdonsaga, hogy atléi aranymetszés szerint osztjak
egymast.



A szabdlyos 6tsz6g geometrigja 49

A
<5 X

4.5 abra 4.6 abra

A szabalyos 6tsz6g geometrigja

A szabalyos 6tsz6g alapetulajdonsagai az aranymetszés torvényein nyugszanak. A
szabalyos 6tsz6g cslcsai, mivel oldalai és szogei egkeagy kor keriletén helyezked-
nek el (4.7 abra); oldalai a kér hurjai. Az 6tszdg oldalaihoz tartozé k6zépponti sz6gek
360 : 5= 72 fokosak, és az oldalakhoz, mint hirhoz tartoz6 kerileti szégek nagysaga 36

ZZN\

w

4.7 dbra

Ha az 6tsz6g valamely oldalanak végpontjait a szemkdzti cstccsal 8sszekdtjik, a ka-
pott két atlé olyan egyefibzari haromszoget alkot, melynek alapja az 6tszég oldala, a
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csucsnal leti szoge 36, az alapon nyugvoé szdgei FBsak. Az igy kapott egyedszaru
haromszdgnek azonban kuldnleges tulajdonsagai vannak (4.8 4bra).

B D C

4.8 abra

Legyen azABC haromszégheAC = BC, és legyen ad ésB cslcsnal le§ szogek
mindegyike 72, aC csucsnal leti pedig 36. Ezutan szerkessziik meg azt az egysnard
haromszdget, melynek alapjaB& egyenesen van, és egyik szara az eredeti haromszog
AB alapja. Ennek a haromszdgnelB& oldalon 166 masik cslcsat jeldlj®. Mivel az
ABD egyenbszara haromszogben az alapon felszogek egyek, aD csucsnal le§
BDA szdg is 72, amibdl kévetkezik, hogy eBAD szdg nagysaga is 36 Ez azt jelenti,
hogy a kapotBDA haromszdg hasonlé az eredetihez. De ha figyelmiinket a megmaradé
ADC haromszdogre iranyitjuk, azt talaljuk, hogy az is egg¥smbrd haromszdg. Ugyanis a
DAC szb6g, mivel 72 — 36° = 36°, szintén 36-o0s lesz. Ebbl viszont az kdvetkezik, hogy
DC=AD=AB.

Az ABCésABD haromszdgek hasonlésaga alapjan a medfalglnypart felirva:

BD:AB=AB:BC, ahonnanAB?=BD-BC.

Ez pedig éppen azt jelenti, ho@lypont aBC szakaszt az aranymetszésnek megbelel
aranyban osztja. A kapott eredmény szerint azgari korbe irt szabalyos tizszdg (mi-
vel az ehhez tartoz6 kézépponti sz6g-88), oldala a kér sugardnak hosszabbik arany-
metszete (4.9 4bra). Ennek az dsszefliggésnek az alapjan szerkeszthetjik meg euklideszi
modon a szabalyos tizszog oldalat, ami a 4.10 abra&Bazakasznak felel meg.

A szabdlyos 6tszdg oldalat a szabalyos tizszdg oldalabél legegipsmar gy nyer-
hetjik, hogy a tizszég minden masodik csucsat 6sszekotjik. Azonban mind a szabalyos
Otsz6g, mind pedig a szabdlyos tizszdg oldala a 4.11 abranak mégfel@izvetlenil is
megszerkeszth@ét Ugyanis bebizonyithatd, hogy asugard kérbe irt szabalyos tizszég
a-val, a szabalyos otszdgvel jelolt oldala és a kér sugara kdzott a

b2 a2 —r2
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N,

4.9 dbra 4.10 abra

Osszefiiggés all fenn. Az dbranAB = OE szakasz lesz a82A sugaru kdrbe irt szabalyos
tizsz6g, azAE szakasz pedig a szabalyos 6tszdg oldala.

De térjink vissza az 6tszoghoz és tekintsikvaaetszéspontC és BD atldkat.
Mivel a CAD ésBDA egyenb szarl haromszogek, melyek alapja az 6tszdg oldala és a
csucsnal 16§ szogiik 36-0s, azAM szakasz aAC, MD szakasz 88D atlé hosszabbik
aranymetszete (4.12 4bra).

AN

4.11 abra 4.12 abra

A fentiekbdl kdvetkezik, hogy a szabalyos 6tsz6g atloéi egymast az aranymetszésnek
megfeleb aranyban metszik, és a metszet nagyobbik szelete megegyezik az 6tszdg olda-
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laval. Ez az 6sszefliggés mar a goroég matematikugitk &m volt ismeretlen, aminek
bizonyitéka, hogy mar Hipparkhosz munkaiban is szerepel.

Az atlok metszésével kapcsolathan tovabbi 6sszefliggésekre is fény deriil. Ha meg-
rajzoljuk az 6tszog oges atldjat, — ezek szanmin — 3)/2 = 5, megfigyelhetjiik, hogy
minden atlét két masik atlé metsz. Legyenek az 6tszog cshcBal, D ésE (4.13 abra),
az atlék metszéspontjai pedigG,H,| ésJ. Valasszuk ki azAC atlét. EnnekF ésG
pontjai lesznek aE B ésDB atlokkal alkotott metszéspontjai, A& szakasz aAC atld
hosszabbik aranymetszete.

4.13 abra

Vegyuk észre, hogyABG haromszoég szintén aranymetszési tulajdonsagot hordozo
egyenbszari haromszoég, aniibkévetkezik, hogy aZ# pont azAG szakaszt, az atlé
hosszabbik metszetét szintén aranymetszésnek megfelekztja. AzZFG szakasz az
AG szakasznak a rovidebb aranymetszete, vag@ss 0,38- AG. Mivel az AG szakasz
hossza megegyezik &C szakasz hosszaval G a két metszéspont k6zo6tt szimmetriku-
san helyezkedik el. DAG, illetve FC megegyezik az 6tsz6g oldalainak hosszaval, igy a
kapottF G szakasz egyuttal az oldal hossakris révidebb aranymetszete.

Az atlékon a két metszéspont altal meghatarozott kdzéazskaszok a szimmetria
miatt egyend hosszlakFG = GH = HI = 1J = JG. Mivel ugyanez mondhat6 az e sza-
atléi egy Ujabb szabalyos 6tszéget alkotnak, és ennek oldalai olyan hosszuak, mint az
eredeti 6tszog oldalaikadvidebb aranymetszete.

Ha az atlokat megrajzoljuk, és az 6tszég oldalait eltavolitjuk, szabalyos 6tagu csillag
keletkezik, melyben aaF = FB=BG=... szakaszok hossza éppen az 6tszdg oldalainak
hosszabbik aranymetszete.
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Sikidomok egymasban és egymas koril — Szabalyos sokszégek atléival bezart alakzatok —
Hasonlo alakzatok és a geometriai sorozat — A geometriai sorozat és az aranymetszés — Az
aranymetszési hnyadossal képzett exponencialis fliggvény mint névekedési modell

Sikidomok egymasban és egymas korul

Ha egy haromszdg oldalainak fefgmontjait 6sszekétjik, a kapott szakaszok olyan Gjabb
haromszoget hataroznak meg, melynek @dalz eredeti haromszog kézépvonalai. A
k6zépvonalak parhuzamosak a haromszog aitadaival, melyeket nem feleznek, és fele
olyan hosszliak, mint ez az oldal. Mivel a két haromszdg oldalainak aranya megegyezik,
az igy kapott kisebb haromszog hasonl6 lesz az eredetihez, és a hasonléségi arany 1: 2.

Ha az igy nyert haromszdg oldalainak félepntjait ismét 0sszekotjik, Gjabb, abel
z6h0z és az eredetihez hasonlé haromszéghoz jutunk, melyben az oldalak hosézéa az el
haromszdg megfeléloldalainak ugyancsak a fele, az eredeti haromszég oldalanak ne-
gyedrésze. Mivel a hasonlésagi arany isr%uéa masodik és az eredeti haromszdg hason-
l6sagi aranya mé$ - 5 = 1 lesz. Az eljaras folytatasaval kapott haromszégek megfelel
oldalai olyan geometriai sorozatot alkotnak, melynek hényaéc(§a1 abra).

5.1 abra
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A képzési sorrendet meg is fordithatjuk: a sorozai edgjanak (elemének) valamelyik
beirt hAromszdget valasztva az e koré irt haromszdgek oldalai olyan ndvgdeahetriai
sorozatot alkotnak, melynek hanyadosa 2. Kénnyen belathatd, hogy a méglelkelak
felez®pontjai egy-egy egyenesen, a sllyvonalak egyenesein sorakoznak oly médon, hogy
két egymast kovét feleddpont a silyvonal ellenkézoldalara esik. A harom sulyvonal
metszéspontja, a sulypont a keletkezett hasbalromszogek kozos hasonlésagi pontja, a
hasonlésagi transzformacid vetitési kzéppontja.

5.2 abra

A négyszdgeknél mar nem ilyen egyszerfielyzet. Ugyanis kénnyen beléthato, hogy
barmely négyszdg szomszédos oldalainak fglentjait 6sszekotve paralelogrammat ka-
punk (5.2 abra). igy, ha az eredeti négyszdg nem volt parallelogramma, hasonldésagrol mar
eleve nem lehet sz6. A parallelogrammak &kiz csak akkor lesz a szomszédos oldalak
Osszekotésével kapott sikidom az eredetihez hasonld, ha a kiindulé alakzat atlédegyenl
hosszuak és egymasra ralegesek. Ezekkel a tulajdonsagokkal pedig csak a négyzet ren-
delkezik. A négyzet esetén tehat igaz, hogy az oldalak dpleatjait 6sszekotve, Ujabb
négyzetet kapunk (5.3 abra). Az ily médon beirt négyzet oldalainak hossza az eredeti

5.3 dbra
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négyzet atléjanak a fele, az oldalak hosszéé%lszerese. Az eljarast folytatasaval kapott

négyzetek oldalai olyan geometriaireaatot alkotnak, melynek hényado%}.

Ha valamely belg négyzetBl indulunk ki, és az €z6 négyzet cslcsain athalado, az
atlékkal parhuzamos egyenesek megrajzolasaval kelgthkgrtilirt négyzetek sorozatat
tekintjik, ezek oldalai olyan névekédeometriai sorozatot alkotnak, melynek hanyadosa
az ebzbnek a reciprok értéka/2.

Eszrevehetjik, hogy a négyzetek kdziil minden méasodik hasonlé heligzéesz.
Ezeknek a négyzeteknek az oldalai is georaesrozatot alkotnak, de ennek a sorozatnak
a hényadosé (illetve 2). Az igy kapott négyzetek olyan hasonldsagi transzformacidval
szarmaztathatdk, melynek k6zéppontja a négyzetek kdzds kdzéppontja.

Szabalyos soksz6gek atloival meghatarozott alakzatok

A négyzet atléi egy pontban metszik egymast: az atlok altal meghatarozott alakzat egyet-
len pont. Az 6tsz6g az a legkisebb oldalszamu sikidom, melynek atl6i Gjabb sikidomot
zarnak be. Az is belathatd, hogy a szabalyos 6tsz6g esetében a szimmetria miatt a ka-
pott alakzat ismét szabalyos 6tsz6g lesz. Aaléaltal bezart 6tszdgldalanak hossza az
eredeti 6tszdg oldalhosszanak a kisebbik aranymetszete, ami abbd6l az ismeft kéryb
vetkezik, hogy a szabalyos 6tsz6g atl6i egymast az aranymetszésnek ndegf@iglban
osztjak.

Ha az eredeti 6tsz6lB oldalata-val, az atlbk metszésével keletkezett 6tszog oldalat
x-szel jel6ljuk, akkox értéke az aranymetszési hanyados ismeretében meghatarozhaté:

x=a—ha=a(l—h)~0,38, &s gzl—hzO,SS.

Ha az atl6k altal hatarolt 6tszdg atloit is magmoljuk, Gjabb szabgibs 6tszég keletkezik,
melynek oldalhossza az@#ének ismét ugyanannyiszorosa. Az eljarast folytatva (5.4

5.4 abra
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abra), szabalyos 6tszdgek egymasba irt sorozatahoz jutunk, melyek oldalai &g&ken
metriai sorozatot alkotnak. A sorozat hdnyadosahl aholh az aranymetszési hanyados.

Az 6tszogek dallitasa tetszlegesen folytathatd, mig az elvileg végtelen kis 6tszég
ponttd nem zsugorodik. Ha a sorozatban visszafelé haladva — egylegesz 6tszogii
kiindulva — azoknak az 6tszogeknek az oldalait tekintjik, melyek atloi ézbatszog
oldalegyenesén fekszenek, olyan novekgdometriai sorozatot kapunk, melynek hanya-
dosa az €lbb kapott érték reciproka.

1 1

1-h~ 0382 2018

Mivel az 6tszdg atléi parhuzamosak azzal az oldallal, mellyel nincs kézés pontjuk,
az igy szarmaztatott 6tszogek oldalai pfgzamosok lesznek azzal az oldallal, amellyel
parhuzamos atlon fekszenek. Az egymast kééeszogek megfeléloldalai a hasonlosagi
pont (ami itt is a korlirt kor kozéppontja) ellenkiealdalara kertilnek.

A szabalyos hatszdg atloi

A szabalyos hatszég minden masodik cstcspontjat 6s<zakdk két szabalyos harom-
szdget alkotnak, melyek szabalyos hatszéget zarnak be. (5.5 abra). A szimmetria miatt az
ABG ésAGH haromszdgek egyebdzariak, és mivedGH haromszog egyedaloldalu is:

BG = GH = HF, az atlék egymast harom egyénEszre osztjak, roviden harmadoljak.

F

5.5 abra

Mivel az 4tl6 a hatszog oldalanak3-szorosa, az atlok altal bezart hatszdg oldalanak
hossza ennek harmadrésze, az eredeti hatszdg olda@qakorosa. Ha az igy nyert
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hatsz6g minden masodik cslcsat ismét 6sszekétjik, az atlok Gjabb szabalyos hatszdget

zarnak be, melynek oldalhossza agzEnek ugyancsa@—szorosa, és az eredeti hatszog
oldaldnak harmadrésze.

5.6 abra

Ha az eljarast folytatjuk, a keletkezett haigek oldalai olyan geometriai sorozatot al-
kotnak, melynek hémyadosé3 (5.6 abra). Ha belid kifelé haladunk, és azt a ndveked
sorozatot tekintjik, melynek €isagja a hatszogek kdzil az egyik tétlegesen valasztott
hatsz6g oldala, cslicsai pedig az oldalalak meghosszabbitasaval kapott egyenesek metszés-
pontjai, a sorozat hanyadosa aé@z8lekben kapott hanyados reciproka lesz.

Az igy keletkezett hatszdgek sorozatéeskmei kozul minden @sodik hatszdg meg-
felel6 oldalai parhuzamosak. Hasonldsagi vagy nagyitasi aré%nyiﬂbtve 3, és hasonlo6-
sagi pontjuk a hatszog koré irhat6 kor kbzéppontja.

A hatszdg minden masodik csucsat 6sszékiitok két szabalyos haromszdlallo
hatagu csillagot alkotnak. A csillag againak hossza megegyezik az atlok altal bezart hat-
szdg oldalanak hosszaval.

A hatagu csillagnaldsiddktdl kezdve sokféle szimbolikus jelentést tulajdonitottak.
Mint két egyenbszara haromszog dsszekapcsolasaval létrejott alakzat, kiifbelén-
tétparok (anyag-lélek, férfiéntliz—viz,) harmonikus egységét, egyensulyat fejezi ki. A
hatagu csillag a zsidosdsi jelképe, mar a zsidé nép harcos vezére, Bar Kochba pénzér-
méin (1. sz.) is megtalalhatd, de mint a teremtés szimbolikus jelképe, a kereszténységhez
is kapcsolodik.

Hasonl6 alakzatok és a geometriai sorozat

Hasonlo alakzatok megfefiebzakaszai akkor alkotnak geometriai sorozatot, ha abban az
egymast kovet elemek (a szakaszok, pontosabban ezek hosszanak mégfelésza-
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mok) hanyadosa mindig ugyanaz. Ez az allandé egyuttal az alakzatok egymashoz vi-
szonyitott nagyitasi (kicsinyitési) aranya iHa ennek a kdvetelménynek a teljesilését
valamilyen médon (példaul a parhuzamos ékektelére alapozott szerkesztéssel) bizto-
sitjuk (5.7 abra), a hasonlésagi arany megmarad, és az alakzatok ntegizlkdszai a
geometriai sorozat térvényei szerint kdvetik egymast.

/

il

5.7 abra

Az
— 2 n—1
a5, ag=a;-q, a3=a1-q-,...,apn=a1-q

geometriai sorozat elemeit mint &temek szdmanak a fiiggvéngérékszog koordi-
natarendszerben is abrazolhatjuk. Ha az abszcisszan felvett3l..., n pozitiv egész
szamokhoz hozzarendeljik a sorozat meglelal, ay, as,...,a, elemeit mint ordinata
ertékeket, kulonallé (diszkrét) pontokapunk. Ezek a pontok egy exponencidlis fligg-
vény gorbéjén helyezkednek el, annak a természetes szamaktiten tartoz6 értékeit
jelentik. (5.8 4bra).

Az exponencidlis flggvényt azonban nem csak egész értékekre, hanem a fliggetlen
valtozé minden valos értékére értelmezziik. Altalanos alakja:

X
y=c¢c-a,

aholc azx = 0 helyen felvett fuggvényérték. A fliggvéay> 1 értékekre monoton (allan-
doan) noveked, a < 1 esetén pedig monoton fogyo vagy csokie(®.9 abra). Ha = 1,
ennek minden hatvanya 1 lévén, a fiiggvény allandé.

Ha az idt tekintjuk flggetlen valtaznak, az exponencidlis fliggvérg £ 1 esetén)
olyan novekedési tendenciéjéz ki, melyben a novekedés ad#l értéknek mindig
ugyanannyiszorosa. Az@lilagban lejatsz6doé ibeli folyamatokat leiré térvények ex-
ponencidlis fliggvény alakjaban fogalmazdiameg. Exponencialis fliggvénykapcsolat
fejezi ki a nbvekedési szakaszban a névényi vegetacio tomegédtedlidaltozasat, az
allati populacio természetes korilmények kdzotti szaporodasat, egy adott népésség id
beli névekedését.

Egynél kisebb hanyadosu, cstkkeexponencialis fliggvény irja le a radioaktiv su-
garzé anyagok tomegéneldioeli csokkenését. Ezen alapszik a radioaktiv 6ra: a sugarzé
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anyag, és a sugarzas soran atalakult anyag tomegének viszonyabdl kdvetkeztetnek a su-
géarzas idbeli lefolyasara.
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A szamtani sorozat mint fliggveny

A szadmtani sorozat mint az elemek (tagok) szaménak fiiggvénye a természetes szamokon
értelmezett linearis fliggvény (5.10 &bra). gfvényértékek itt is — akar a geometriai so-
rozat esetében — diszkrét pontokbdl allnak. Jelélje a sorozaemétn,, n-edik elemét

an és kilonbségédt. A sorozamn-edik elemét az efsrel és a kildnbséggel kifejezve:

an=a1+ (n—1)d, (n=1,2,3,...).

A szamtani sorozat kdzéparanyos tulajdonsaga, hogy barmely eleme (a masod#)elemt
a két szomszédos elem szamtani kdzepe:

ax—d+ac+d

ax= >

Mivel az egyenes aranyossagnak megteféggvény athalad az origon, a szamtani sorozat

csak akkor fejez ki egyenes ardnyossagogiha d.
Ekkor ugyaniss, = d+ (n—1)d = nd.

an -

5.10 4bra

A geometriai sorozat €s az aranymetszés

A geometriai sorozat egyik meghatarozé tulajdonsaga, hogy a masodikoeleagtol)
kezdve barmely eleme a két szomszédos elem mértani kbzéparanyosa:
2 A
= —aq.
% q
Ha a geometriai sorozat hanyadosa az aranymetszésnek megi@elkedési arany
(g=1,618...), a sorozat harmadik elenié¢tkezdve igaz, hogy minden elem ad#
ketth 0sszege. A kozépelemeta-val jeldlve: 2 +a = aq. A fenti dsszefliggés szerint az
aranymetszési ndvekedési ardnnyal, mint ladlogsal képzett geometriai sorozat barmely
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eleméldl a rakdvetkea ugy is képezhét hogy a kérdéses elemhez hozzaadjuk az azt
megebz6 elemet.

Hogyan értelmezhétez a tulajdonsag az exponencidlis fliggvény esetére? Mivel az
exponencidlis fliggvényt minden valés szanértelmezzik, a fenti tulajdonsag pz
c- g* alaku exponencidlis fliggvényre vonatkomdart jelenti, hogy ha annak alapja az
aranymetszésnek megféleldvekedésiaranyg,= 1,618. . ., akkor barmely valoz értékre
fenn kell allnia a kdvetkdzegyenbségnek (5.14 abra):

c-gt4+c.gf=c-gtL

Az egyenlet mindkét oldalat- g* kifejezéssel osztva, (mivel=£ 0 ésq* > 0), éppen az

1

-+ 1= q7

q
az aranymetszés szerinti ndvekedést meghatarozé egyenlethez jutunk.
1Y

LAWY

AR

=
-

5.11 4bra

Legyen mosix > 1 valés szam. Ha a-q< 1, c-* ésc- gt fuggvényértékeknek
megfeleb tavolsagokaOA, OB ésOC szakaszok jel6lik, az 5.18 abrardl leolvashato,
hogy aB pont azAC szakaszt aranymetszésnek megtelianyban osztja. Mive8C =
OA, az A pont azOB szakasznak szintén az aranymetszésnek megfatéhyban oszté
pontja.

Ha az id fliggvényében leirt névekedési gorbe olyan exponencidlis fiiggvény, mely-
nek alapja az aranymetszési ndvekedési arany, akkor a novekedési folyamatban egy adott
idéponthoz tartozd allapot aranymetszete az azt eggegységgel megétd és az azt
ugyanannyival kovétallapotok kdzotti ndvekedési szakasznak. A mégfeéllapot arany-
metszet a keihllapot és a megl@&kozott; ugyanakkor fennall az az 6sszefliggés is, hogy

a meglévt egy idbegységgel kdvétallapotnak megfelélérték a megléd és az azt meg-
el6z6 értékek 0sszege.
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Kuriézumok a trigonometria térténetéb= Miben tévedett Kolumbusz? — Térképkészi-
tés az 6korban — Az ediurtdbldzatok és a mai trigonometria — Az aranyszog és a vele
kapcsolatos jelképrendszerek

Miben tévedett Kolumbusz?

Kdztudott, hogyKolumbusnevezetes hajoutjan nem Uj foldrészt keresésére indult, hanem
a tavolkeleti India eléréséhez a Fold nyugati iranyban val6 megkerulésével Uj hajozasi
Utvonalat akart felkutatni. Hogy vallalkozasanak az eredménye mégis egy Uj aitag (
Ujvilag) felfedezése lett, abban a véletlenek kdzrejatszasanak is szerepe volt.
Kolumbusz terveit és hajoutjat olyan térképre alapozta, mely a Eijgenlic’hosszat
a valosagos tavolsag helyett annél mintegynegyedével rovidebbnek tiintette fel. Ami-
kor 1592. oktdber 12-én az expediciézérhajéjan szolgalatot telje&itnatréz szajabol
elhangzott a varva varROLD kialtas, és Kolumbusz a hosszura nylt hajoat végén meg-
pillantotta aBahamaszigetcsoporthoz tartozé egyik sziget, a rBan Salvadopartjait,
meg volt réla gpzddve, hogy kitiz6tt Gticéljat elérve, Azsia keleti partjainoz érkezett.
Mivel Kolumbusz térképén ez a hely az azsiai szigetvilaghoz tartozo teriletnek felelt
meg, az ott talaléslakokat indiaiaknak, mai névémdianoknak nevezte.

Térképszerkesztés az 6korban

A Kolumbusz altal hasznalt térkép, medyhajéutja tervezésénél tamaszkodetszeido-
nioszszir (arameusz) szarmazasu gorog agélkz szamitdsai alapjan készilt,Risle-
maioszgdrog matematikus és természettudos nékeriilt Eurépaba. Erre tamaszkodott
Toscanellil477-ben kiadott hajézasi térképe is, melyen mar szerepelt az Atlanti-6cean
szamos szigete, és annak keleti partjaindzsiai szigetvilag és az 4zsiai szarazfold. Tu-
lajdonképpen ez a térkép adta Kolumbusznak azt az ttletet, hogy a gazdag Keletet nyugati
irAnyba haj6zva kozelitse meg.

A torténelemmé valt térténet soran azonban felmeril a kérdés: hogyan késziltek a
régebbi korokban a térképek, és hogyan szamitottak vagy becsulték a thvolsagokat?

A Fold délkoreinek, illetve az abban adigen azzal azonos méuegk gondolt Egyen-
lité hosszanak meghatarozéBéthosztenésnar az idhszamitas étti Il. szazadban mé-
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résekre alapozta. Abbdl indult ki, hogy amikor a dél-egyiptomi Syenében (mai nevén
Assuan dél van (6.1 abran a& pont), vagyis a Nap sugarai nidéegesen érik a Foldet,
Alexandridban(6.1 abraB pont) a Nap sugarai a beesési t’ﬁe[;]esse%%O =7,2°-0s s26-

get zarnak be. Ez a sz6g megegyezikfags B pontokon atmed fékodr AB ivéhez tar-

toz6 kdzépponti széggel. Ezutan megmeérte a két varos tavolsagat, majd az aranyossagra
tamaszkodva kiszamitotta annak&kdrnek a teljes hosszat, amely kdz@dih ezeken a
foldrajzi helyeken halad at, és amit azonosnak vett az Egpambisszaval.

6.1 abra

Erathosztenésmérési eredményei a maiakkal nagysagrendben megegyeznek. Mivel
mérési adatait és szamitasi erednang hosszlsag mérésére abban abéah altalanosan
hasznalt mértékegységbestadiuniban adta meg, a valddi értékekre vonatkozéan csak
becslésekre vagyunk utalva.

A dolog érdekessége, hogy EratoszthenésZsi€redményei joval pontosabbak vol-
tak, mint a tobb évszazaddal &b éltPoszeiddnioszé@kinek a térképe alapjan Kolum-
busz haj6zott. Poszeidoniosz hibas szamitasainak egyik oka az volt, hogy méfseit a
nopuscsillag allasara alapozta, meRhodoszbaa horizontonAlexandriabarpedig 7,5
fokkal magasabban latszik. Szamitasainal azonban nem vette figyelembe@fiaweg
torését, ami pedig a horizonthoz kozeli targyak észlelésénél a latoszo@getdterését
is eredményezheti. Tovabbi hibaforrast jelentett az alappontokul valasztott varosok ta-
volsaganak meghatarozasa. Mivel azokat tenger vélasztja el, tAvolsagukat nem kdzvetlen
mérésselhanem a hajéut megtételéhez sziikségébibés a haj6é haladasi sebessé&ijéb
szamitasokitjan hatarozta meg.

A trigonometria sziletése

A torténet dnkéntelendil is felveti a kérdéhogyan sziiletett a szégek és tavolsagok kap-
csolatanak vizsgalatabdl a trigonometria?

A trigonometriat, mint a matematika szamos Uj tertletét, a gyakorlat igénye sziilte.
A haj6zés biztonsdganak noéveléséhez sziikség volt pontos féldrajzi helymeghatarozasra,
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ez pedig a kulonbdzkézépponti szogekhez (illetve a megfél&brivekhez) tartozé har
hosszanak a pontos ismeretét kdvetelte meg. Aztelgonometriai thlazatok hartabla-
zatok voltak, és a kor hirja és a hozzatartozbdgponti szog dsszetartozo értékeit tartal-
maztak. Adott sugaru kérben egyéiozépponti szogekhez egyénlek tartoznak, az iv
aranyos a hozzatartoz6 kdzépponti széggel.

6.2 dbra

A 6.2 dbran a0 kdzépponti kdAB ivéhez tartozé kdzépponti sz6g.2Az AB hir
ésOA, illetve OB sugarak egyefkzari haromszéget zarnak be. AR hdr a hozzatar-
tozé ivvel, illetve a k6zépponti szdggel vattk, de ez a valtozas nem aranyos az ivvel.
Kétszer akkora ivhez nem kétszer akkora hir tartozik. A kdzépponti szogeket, és a hoz-
zajuk tartoz6 hur hosszanak megfélértékeket tartalmazoé felsorolasok jelentik adels
hartadblazatokat.

A ma is hasznalatos szogfliggvények a hdrhoz tartoz6 kdzépponti szog fele &
hozzatartozé félhir kapcsolatat fejezik ki. A 6.2 abranQz sugar mebleges azAB
hurra, és azt felezi. DOC felezi a hurhoz tartozé kdzépponti szdget is, igy\&zivhez
tartozé kdzépponti szom.

Mai jeldlésnek megfeléen a har felénelég-nek azr sugérhoz valo viszonyat nevezik
aza szogszinuszanak

sina = %, vagy h=2rsina.

A szinusz 6inug latin sz6, eredetileg a szanszlditsjaarab megfeléjének latin fordi-
tasa, és jelentése bemélyedés, 6bol. Aredaés a kdzépkorban arab csillagaszok révén
kerult Européba, és valt altalanossa.

Az elsh, a kdzépponti szogeket és a hozzajukozd har hosszat tartalmazo trigono-
metriai tablazatok médipparkhoszmunkaiban is (i. e. Il. sz.) megtalalhaték. Hippark-
hosz nevéheaiZ6dik az el$ csillagkatalégus elkészitése, valamint a féldrajzi helymeg-
hatarozasban alkalmazott hosszlUsagzelességi korok rendszerének, és ezzetexeo-
grafikus projekcidérképészeti alkalmazasanak megalapozasa.
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Hipparkhosz hartablazatat és agyes értékek kiszamitasi modptolemaioszyorég
matematikus és csillagagdmagestimi munkéjabdlismerjuk. A hirszamitas arra a Pto-
lemaioszrél elnevezett tételre tAmaszkodiely szerint egy hurnégyszégben a szemkozti
oldalak szorzatdnak 6sszege reggezik az atlék szorzataval (6a3bra).

AB-CD+AD-BC=AC-BD.

A tétel bizonyitasa a kerileti szdgek tételén és a hasonlésagon nyugszik.

6.3 abra

Jeldlje aCAB, illetve BDC szégeket, és hizzunk @& ponton at azAD oldallal a
szoget bezaré egyenest, melyA2 atlot E pontban metszi. Ekkor a&ED ésBCD ha-
romszogek hasonl6sagabol

AE:AD=BC:BD,

azEDC ésDAB haromszdgek hasonlésaga alapjan pedig
CE:CD=AB:BD.
Az aranypéarokat szorzatta alakitva:
AE-BD=AD-BC és EC-BD=AB-CD.
Ha a megfeld oldalakat 6sszeadjuk, &D-t kiemeljik, az
(AE+EC)-BD=AB-CD+AD-BC

Osszefuggést kapjuk, ami, tekintve, ho§§lg + EC = AC, éppen a bizonyitando tételnek
felel meg.
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Abban a specialis esetben, amikor az egyik atl6é a kor &jaéa Ptolemaiosz-téteib
a

sin(a + B) = sina - cosB + cosa - sinf

0sszegezési tétel mar megkaphato.
Hipparkhosz hirtablazatait az éblevezethet

. o,0 1—coxu
sir? 5=
képlet alapjan szamitotta. A®fokos kézépponti sz6ghdz tartozé hur hosszéat a 720 oldald
szabdlyos sokszdg segitségével hataroeg; mmirtablazata a szogfiggvények értékeit fél-
fokonként tartalmazza.

Hipparkhosz atértékétsl! ~ 3,14166 értékkel kozelitette.

Az arab csillagaszok trigonometria iranti érda#ését a gyakorlati élet sziikségletei
motivaltak. A kdzépkorban élt ardttaszreddin1201-1274) hatjegyfrigonometriai tab-
lazata a szinusz értékeket mar 1 percnyi szégvaltozassal tartalmazta. Szamitédsas a 36
egyenbszara haromszogre vonatkoz6, az aranymetszésnek mégfsialyokra alapozta.

Az eurépai kontinensen megindult ez irényizsgalédasok a gyakorlati alkalmazaso-
kon tul az elméleti megalapozas irdnyaba mutattalca Pacioli,Summa de Aritmetica
geometria proportioni et proportionalita” cini494-ben megjelent munkajaban a trigono-
metriat mint matematikai diszciplinat targyalja.Regiomontanuséven ismerfohannes
Miiller 1461-ben megjelent ,De triangulis omnimodus libri quinque” (6t kdnyv a minden-
fajta haromszdgekit) cimd munkajaban mar a trigonometria ma ismert 6sszefliggéseinek
z6me megtalalhatd. Regiamtanus szinusztérata 60000 fokig t¢ed, és benne a szi-
nuszértékek 1 szdégpercnyi intervallumonként szerepelnek.

Napjainkban a (hét jegy pontossaguytmometriai tablazatok a fliggvények sorfej-
tésén alapuld szamitasi modszerekkel késziilnek. igyxféggvény azx = 0 hely kor-
nyezetében az

X x> X
X—i-i-a—ﬁ—f—...—...
végtelen sor alakjaban irhato fel, melynek alapjan a fliggvény értékdiledss interval-
lumonként hatarozhaték meg. A fenti sor assfiiggvénynek ax = 0 hely kérnyezetében
vett Taylor sora, illetveMac Laurensora. A megfel@ numerikus szamitasokat ma mar
elektronikus szamit6gépek segitségével végzik.

Az aranyszog
Aranyszdgnekevezik azt a szoget, melynek kaszsza az aranymetszés hanyadosa:

cosa =0,618034..

Az arcuscosinusD, 618034 jelenti azivet, ill. a hozzatartoza kdzépponti szoget, mely-
nek koszinusza,18034. Aza szdg értéke a tdbladzatok alapjan°59'43”.
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Az aranysz0g koravel és vonalzéval vald megszerkesztése visszavebadbetrany-
metszet euklideszi szerkesztésére (6.4 abra). Legye@ésR az O kdzéppontd koncentri-
kus korok sugarai és legyeraz R hosszlsagu szakasz nagyobbik aranymetszeté&BAz
huar legyen az sugaru kor érirtije, ésC legyen az érintési pont. Ekkor @ACderékszdg”

haromszogben a&B har fele, AC = R-sinq, és cost = 5 = h~ 0,618034.

6.4 abra

Ismeretes, hogy lh aranymetszési hanyadosra vonatkozéan fenrtélt 4 = % Ossze-
fiiggés. Ah helyébe cos-t irva, az

1
14coso = ——
cosa

egyenletet kapjuk, (feltételezve, hogy cog 0), melynek mindkét oldalat cosval szo-
rozva, a

cofa+cos =1

egyenlethez jutunk. A sfrt +coa = 1 azonossag felhasznalasaval acessir’a
alakot, majd mindkét oldalt so-val osztva (sim # 0),

ctga = sina

Osszefiiggést kapjuk, ahdl & a < 90° (6.5 abra). Az egyenlet geometriai jelentése, hogy
a bel$ koérhdz annalC pontjaban hizot€A érintdszakasz megegyezik a kél&or D
pontbeli érinbjének az érintési pont és a sz6g szara ko giiftiszakaszaval.

A kapott 6sszefliggés egyenes kdvetkezménye, hogy az olyan két koncentrikiis kérb
all6 alakzatban, ahol a kisebb kor sugaraagyobb sugaranak aranymetszete (6.6 abra),
a kisebb sugaru kor éritje a nagyobb kol olyan hosszusagu hart metsz ki, mint a
nagyobb sugart kor e hdrokra mérges éririjének a szdget bezard egyenesek képé es
szakasza.
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D E

A

6.5 abra 6.6 abra

Az aranyszog jelképrendszere

Az aranyszog szamos diszihlakzaton felfedezh@&t A kdzépkor épitészei, uvészei az
arany isteni eredetének megféleh az aranymetszésnek és az aranyszognek kilonos je-
lentbséget tulajdonitottak. Azok a szimbdlumok, jelképek, melyek az Eg és a Féld viszo-
nyara vonatkoznak, az aranymetszési arany hordozai.

A kodzépkorban altalanosan elfogadott jelképrendszer szerint a kégiaa négyzet
afoldi dolgokat jelentette. Ezek egyensulyat a kornek és annak a négyzetnek a viszonya
fejezte ki (6.7 abra), melyet a kdrbe irt olyan egyeziard haromszog alapja folé szerkesz-
tettek, melynek a csucsndl @gz0ge aranyszog. Az igy kapott négyzet keriilete kdmealit
megegyezik a kor keruletével, aimémi szamolassal konnyen megg§dhetink.

6.7 abra
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UgyanisAOD sz6g azOAC egyenbszari haromszog kiflsszoge, igyAOD = a. A
kor sugarat egységnyi hosszlUsaginak valasaia= cosa = 0,61803, amilbl AD =
v/1-0,61802 ~ 0,7862, a négyzet kerlilete pedig ennek nyolcszor¢sa,6,289, ami
a kor kerlletének harom tizedes pontossaggal szamitott értéR88jaet tizedes pontos-
saggal kozeliti.

Az olyan koérbe irt egyefdlszara haromszég, melynek alapja a kérbe irt négyzet oldala,
a foldi dolgok égieknekval6 alarendelését fejezte ki (6.8 &bra), mig a négyzetbe irt kor
€s a négyzet oldala, mint alap folé szerkesztett e@gzari haromszég a foldi dolgok
elébbrevalosagat juttatta kifejezés(6.9 abra). Kénnyen meg@gddhetiink réla, hogy
mig az el§ esetben kapott egydrdzard haromszdg cslcsnaldeszdge kisebb (4%, az
utdébbiban nagyobb az aranyszégnélP@2).

o
&\ % fx

6.8 abra 6.9 abra

Az aranyszoggel szamos egyéb, jelképet hordozé relikvian, emléken talalkozunk. Arany-
szbget zarnak be az ismert Krisztus-monogram X jelének szarai aurspétdval (6.10
abra), és aranyszoget fedezhetink fel Szent Istvan kiralyunk REXRBX Stephanus)
betijeleket tartalmazbigatiraskézjegyén is (6.11 abra).

6.10 abra 6.11 4bra



7. A Fibonacci-sorozat

Az éb természet sorozatokkal leirhaté térvényszégei — A szakaszos ndvekedés mate-
matikai leirasa — A Fibonacci-sorozat szarmaztatasa, Iényeges tulajdonsagai, kapcsolata
az aranymetszéssel — A Fibonacci-sorozat altalanositasa

A Fibonacci-sorozat és az @ természet

Leonardo Pisanoismertebb nevéRibonacci(Bonaccio fia) kora matematikai ismereteit
Liber Abacicimen ismert munkajaban foglalta 6ssze. A pizai Leonardo, a 12. és 13.
szézad forduldjan élt matettileus egyike volt azoknak, akik a hinduktdl szarmazd, de
az akkori vilagban arab kozvetitéssel eltefjetzes alapu, helyiértékes rendszerre épul
szamirasi médot Eur6paban meghonositottak.

Leonardo e hires munkajaban talalhato a kdveilenbléma: Egy nyulpar, mely &
szor kéthonapos koraban lesz szaporulatképes, havonta egy Uj nyllparnak ad életet. Az
utddok el szaporulatara szintén két hénapot kell varni, de azutan azok is hasonlé (t-
emben hoznak létre Ujabb parokat. Hogyan alakul a nyulparok szama, ha mindegyikuk
életben marad?

A feladat megoldasaban kovessiik a nyllparok szamaridieiidalakulasat! Az efs
hénapban egy nyulparunk van, és ugyanannyilesz a mésodikban is; a parok szama csak a
harmadik hénapban valtozik egykettbre. A kovetked hdnapban a szdik Ujabb parnak
adnak életet, igy a parok szama harontfia Az 6tddik hénapban azonban mar az Uj par
is szaporulatképes, igy az j parok szama mabkettnd, és az 6sszes parok szama otre
gyarapodik. A kovetkeZ hénapban mar mindkét ifjfabb generacié hoz Iétre Gj parokat,
és a péarok szdma harommal névekedve nyolcra valtozik. Az egyes hdnapokhoz tartoz6
nyulparok szamat leird

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34,...

szamsofFibonacci-sorozahéven vonult be a matematika torténetébe. A sorozZeliél
tasanak alapja az a tulajdonsag, mely szerint a harmadik @léagtol) kezdve barmely
elem az €bz0 ket dsszege. A sorozat él&ét elemét azonban meg kell adni; ezek értéke
a Fibonacci-sorozat esetén 1. A sorozat definicidja ennek meigatel

ar=1 a=1, és a,=an1+ar»2, han>2
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A sorozatok olyan dallitasi modjat, mely az Ujabb elemek képzését azéelkre vezeti
visszarekurziveljarasnak nevezik.

A fak koronajanak id 6beli alakulasa

Az el6z6 novekedési modellhez hasonléan Fibonamrbzattal irhatd le egyes fafajtaknal
az agak szamanak évenkénti alakulasa is (7.1 abra). AzZelsen egyetlen hajtassal sza-
molhatunk, mely az i@k folyaman majd térzzsé vastagodik. A masodik évben megjelenik
az el oldalag, adag pedig egy évet pihen, majd a harmadik évben hoz ismét Uj hajtast.
Az els) oldalag ugyanezt a sémat kdveti: egy eszemdltan uj aggal gyarapodik, majd
egy évet pihen. A tovabbiakban ez a folyamat isfdik. Az 0 hajtasok egy esztedid
multan Uj hajtassal jelentkeznek, majd eggEkihagyva, folytatjdk az elagazast. Ha az
egyes években mar kihajtott 4gakat 6sszeszamoljuk, az

1, 1, 2, 3, 5, 8 13, 21, 34,...

sorozathoz jutunk. Ha a sorozat@&lsleme elé nulladik elemként még egy 1-es szamot
irunk, ami a névény szunnyadé allapotanaklfeleg, a mar ismert Fibonacci-sorozatot
kapjuk.

Ag

13

7.1 abra
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A Fibonacci-sorozat €s az aranymetszés

A Fibonacci-sorozat szoros kapcsolatban van az aranymetszéssel. Az aranymetszés egy
szakaszt oly modon oszt két részre, hogy a hosszabbik metszet mértani kézéparanyos a
révidebb metszet és az egész szakasz kdzott.
Jelbljea az aranymetszés szerint felosztandé szakasztadsosszabbik é&a — x) a
révidebb aranymetszetet. Ekkor a kovetké&sszefiiggést irhatjuk fel:
a-x X

X a

Ha a baloldalon a kijel6lt mveletet elvégezziik, @ndezés utan a kbévetkiealakot kap-
juk:

gy

X a
Az @ értéketg-val jeldlve, az egyenled = 1+ L alakban irhaté.

Az aranymetszésnél tehat a rovidebb és sshabbik metszet, valamint a felosztandé

szakasz olyan mértani sorozatot alkotnak, melynek hanyaflesa = 1,618..., ahol
1 —h=~0,618.... Ezt az egyenletet kapcsolatba hozhatjuk a Fibonacci-sorozattal.

q
A fenti egyenbség mindkét oldalaaigf-nal szorozva, ahoky tetsdleges zérustol

kulonbod szam, az

k k—1

1 k
a1t = a1 +af

egyenbséget kapjuk, ami éppen azt jelenti, hogy a feptiAnyadossal képzett mértani
sorozatokra igaz, hogy a harmadik eléirkezdve barmely elem egyénaz ebz6 ket
O0sszegével (lasd még 5. fejezet).

Ez utdbbi tulajdonsaga azonban megvantmoRacci-sorozatnak is. Ugyanis a sorozat
(n+1)-edik eleme (a harmadik elefii} a kévetked modon allithato éi:

anr1=ant+an-1.

Mindkét oldalta,-nel elosztva, az

M =1+ E
an an
egyenlethez jutunk.
A kapott 6sszefiiggés formailag hasonlé az aranymetszésnél kapott egyenlethez, és (a

harmadik elentdil) alkalmas a sorozat@&hllitasara:

F+1=]
1+1-3
£+1-3
B+1-
F+1-¥

és igy tovabb.
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A kapott 6sszefiliggés akkor egyezne meg am@metszési egyenlettel, ha a Fibonacci-
sorozat egymast kov@telemeinek hanyadosa ugyanaz az érték lenne, vagyis az elemek
geometriai sorozatot alkotnanak.

A Fibonacci-sorozat elemei azonban nem #atledk mértani sorozatot, az egymast ko-
vetd elemek hanyadosa nem allandd, ami kilondsen j6l lathatd alacsony sorszamok ese-
tén. Az elemek szaméanak névelésével azonban ez a hanyados egy allandé szamhoz, az
aranymetszéssel kapott hosszabbik szakals a révidebbhez valé aranyahoz kozelit. A
kozelités kétoldali: két egymast kodetlem hanyadosa nagyobb, illetve kisebb, mint a
kozrefogott aranyszam (7.2 abra).

Gy

=1
an
)
35 R SR P R R e e R R SR R L

sk IS e A .

1.0

*

7.2 dbra

irjuk fel a Fibonacci-sorozat eleritgés vizsgaljuk a két egymast kdvetag hanyado-
sénak alakulasat!

n a %

1 1 1=1

2 1 2=2

3 2 3=15
4 3 2=1667
5 5 8=186
6 8 L¥=1625
7 13 Z=1615
8 21 3#=1619
9 34 2£=1617
10 55 £=1618

Ez a kétoldali k6zelités mas modon is vilagossa tehismeretes a mértani sorozatnak
az a tulajdonsaga, hogy a masodik tagtol kezdve barmely elendte kehd, és6t koveH
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elem mértani kbzéparanyosa. Ez masképpen fogalmazva azt jelenti, hogy atkéleeps
négyzete a vele kdzvetleniil szomszédos elemek szorzataval @gidfibonacci-sorozat
elemeire vonatkozo6an ez a tulajdonsag azzal a mddositassal érvényesiil, hogy a sorozat
barmely elemének a négyzete (a masodik&#dve) a szomszédos elemek szorzatanal
eggyel kisebb vagy eggyel nagyobb. Az elemek négyzetei és a szomszédos tagok szorzatai
a kovetked tablazatrol leolvashatok:

N a g=a2 p=ani-a q—p
11 1

2 1 1 1.2=2 1-2=-1
3 2 4 1.3=3 4-3=+1
4 3 9 2:5=10 9-10=-1
5 5 25 38-24  25-24-+1
6 8 64 513-65 64— 65=—1

Altalanosan: a@ﬁ —an_1-any1 kilonbség—1, illetve +1 lesz annak megfel@én,
hogyn péaros vagy paratlan.

A Fibonacci-sorozat egy masikdikes tulajdonsaga a sorozabattagjanak 6sszegé-
bdl alkotott sorozatra vonatkozik. Kdnnyen igazolhato, hogwhgeldli a sorozan-edik
elemét, és5, az el$ n elem 6sszegét, akkor mindig fennall a kovetkésszefiiggés:

Si+1=an2.

A Fibonacci-négyzetek

Azokat a négyzeteket, melyek oldalainak &zramai a Fibonacci-sorozat elentéonacci-
négyzeteknekevezik. Az el n négyzet egymashoz illesztésével olyan téglalapokat
kapunk, melyek oldalhosszai megegyeznekadik és(n+ 1)-edik négyzet oldalanak
hosszaval. Hd, jelenti magat am-edik négyzetetS, az el$ n négyzet teriletének
0sszegét, éf, azn-nedik négyzet oldalanak has#, akkor ezek kdzott a kbvetkedssze-
fliggés all fenn:

3’1 = fn' fn+1~

Az dsszefliggés helyessége a négyzetek illesztésével a kidetideion lathato be (7.3
abra): Vegylnk két egységnyi oldalhosszisagu négyz&etqF,), és ezek f6lott he-
lyezzik el a 2 egységnyi odalhosszUskgtégyzetet. Az igy kapott alakzathoz illessziink
(jobbrél) olyan négyzetet, melynek odalhossza megegyezilaa két négyzet oldalanak
o0sszegévelR,). Az igy kapott téglalap félé illessziik &, majd ezekhez ismét jobbrdl az
Fs négyzetet, és igy tovabb.

Az els) két négyzet olyan téglalapot hataroz meg, melyben az oldalak hosszisaga 1
és 2, vagyis amennyi az@ két négyzet oldalainak hossza. Azélsarom négyzet
terliletdsszeg&s, olyan téglalapot hataroz meg, melynek oldalai 2 és 3, és ezek éppen
azF3 ésF, négyzetek oldalhosszaival egyeznek meg. Az dsszefliggés helyessége, mely a
Fibonacci-sorozat tulajdonsagébol kdkestik, az 4bréarol is leolvashato.



A Fibonacci-sorozat altalanositasa 75

7.3 dbra

A Fibonacci-sorozat altalanositasa

A Fibonacci-sorozat tébbféle mddon is altadéithatod. Az altalanositas egyik médja olyan
— Fibonacci-tipus- sorozatok d@allitasa, melyeknél a rekurzivitasi tulajdonsagot valto-
zatlanul hagyva, a sorozat él&ét elemét mas értékekkel definialjuk. Ilyen modositott
sorozat példaul a kévetkéz

Li=1 Ly= 37 és Ln=Ln_1+ Ln_2, ha n> 2.
Az igy kapottLucassorozat elemei:
1, 3 4, 7, 11, 18 29,...

Megmutathatd, hogy ennek a sorozatnak is megvan az a tulajdonsaga, hogy két egymast
koéve® elem (tag) hanyadosa a tagok szamanak novelésével egy allandé szamhoz tart, és
ez az aranymetszési hanyados.

Az altaldnositas egy méasik médja a rekurziv tulajdonsag megvaltoztatasa. Ha a sorozat
elemeit nem az azt medgebd ket), hanemn szami elemének dsszegével definialjok,
edrendiFibonacci-sorozatat kapunk. A sorozatats- 1 elemét természetesen itt is meg
kell adni. Az 0 sorozatokat ezek megvalasaaés a rekurzivitasi tulajdonsag egyutt
hatarozzak meg.



8. Aranyok és spiralok

Csigavonalak és spiralgérbék — Az aranyosan névelsedjart és a logaritmikus spiral —

A logaritmikus spiral és az aranymetszés — Killénleges csigahdzak — A logaritmikus spiral
erint6jének irAnytartd tulajdonsdga — Az ortodroma és loxodroma szerepe a tengeri és légi
navigacioban

A csigavonal

Csigavonallal gyakran talalkozunk mind ane¥szetben, mind pedig a technikai kérnye-
zetiinkben. A szérazfoldi és tengeri csigak nhézainak felépitése csigavonalat kovet:

a csigavonalelnevezés is erre utal (8.1 abra). Egyes névények levelei térbeli csigavonal
mentén renddixnek el.

.G\Qﬁ\Q/G\Q/

8.1 4bra 8.2 abra

Csigavonalat kapunk, ha a sikban k@ @zozgassal olyan vonalat rajzolunk, melynek
egy kiindulé ponttél val6 tavolsaga valtoz6. A térbeli csigavonal térbeli tengely koérdli
kérirAnyl mozgassal szarmaztathato.

A henger vagy kup paléstjara irt térbeli csavarvonaluszraki gyakorlati élet szamos
teriiletén jut szerephez. A fa- és fémcsavarok, a csavarorso kidrmhtiazatai minden-
napi életlink szinte nélkildzhetetlen kellékei. A csigalégaxlatjanak hatarolé vonalai
szintén térbeli csigavonalat irnak le. Aigprugok a golyéstolltél a gépkocsiig szamos
technikai eszk®z tartozékai.

A csigavonalat diszZbelemként maésiddktdl kezdve szinte minden korban alkalmaz-
tak. Felfizott csigakbol allo nyaklancokkal &skortol napjainkig talalkozhatunk. A csi-
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gavonal megtalalhat6 a gérog oszlékinintazatain csakigy, nimindennapi hasznalati
targyainkon, vagy a mai nvészeti alkotasokon. A 8.2 4bran kelta eraedatiat utanozé
spirdlis motivum (tendril) lathato.

A csiga, mint jelkép a lassusagot, megfontoltsagot jelképezi, de jelképe a lustasag-
nak is.

A sikbeli spiralgérbék matematikai leirasa

A sikbeli csavarvonalak vagy spiralok olyan koordinatarendszerben irhatok le aggszer”
melyben a mozg6 pont helyzete annak egy Kemuhtt6l(pblustél) mért tavolsagaval és
az elfordulas szogévépolarszog)ellemezheb. llyen apolaris koordinatarendszgB.3
abra).

8.3 abra

Legyen a polar-koordinatarendszer képdntjaO, a mozgd pont, melynek palyajat
leirjuk, P. Az OP tavolsagot jeldlje (radiusz vektor)és ennek egy megadott irannyal
bezart szoge legyep Az r rddiusz vektor hossza éagolarszdg @ pont helyzetét egy-
értelmien meghatarozzak: ezelPgontpolarkoordinatéi.Az r és¢d kdzotti 6sszefiiggés
a pont altal leirt gérbpolarkoordinatas egyenlete.

ValamelyP pont polarkoordinatai és derékszokgordinati kozott az

Xx=rcosh, y=rsing, tovabbaaze+y?>=r?

egyenletek teremtik meg a kapcsolatot (8.4 abra).

Az aranyosan novekw sugaru spiral

A legegyszeubb szabalyos csigavonal vagy spiral leirasival Amkhimedésmunkéaiban

is talalkozunk. Azarkhimedészi spirglellemzbje, hogy a spiralt leiré pontnak a kez-
déponttdl valé tavolsaga aranyos az elfordulas szégével (8.5 abra). Az elfordulasi szoget
ivmértékben mérvan(= 180°), az archimedészi spiral polarkoordinatas egyenlete:

r =k¢, ahol (¢ >0),

ésk egy alland6 szam.
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vl
P
|
< |
| Y
v | -
o X X
8.4 dbra
PE
i
0 - -
8.5 dbra 8.6 abra

Az arkhimedészi spirdl fenti tulajdonsagabol kbvetkezik, hogy két egymastkdvet
k6zotti tavolsag nem valtozik: az arkhimedészi spiral allandé szélesstgdvonal. Ezt
kénnyen belathatjuk a kévetk@modon: Legyenel; ésP, a spiral két egymast kovit
ivének egy, a spiral kozéppontjan atrbantsdleges egyenessel valé metszéspontjai (8.6
abra). Legyen

a Py ponthoz tartozd polarszalgy,

a P, ponthoz tartoz6 pedi@, = ¢1 + 2,

a két pont tavolsag®P — OP =rp —ry.

Mivel rqy = k1, ésro = kb = k(d1 + 2m),

ro—r1 =k —kd1 =Kk(¢p1+ 21— ¢1) = 2kmt=d.

Lévénk ésT allandok, a két pont tavolsaganak kuldénbsége is allando érték. Az az
r és¢ értekek kozott egyenes aranyossag all fenn. Ha az dsszetarésap értékeket
derékszog koordinatarendszerben abrazolnank, a ,kiegyenesitett” spiral képe az origon
atmerd egyenes lenne.
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Gyakorlatilag arkhimedészi spiralhoz jutunk allandé vastagsagu zsinoér, kotél vagy
egyéb anyagok (€nyeg) feltekerésével. Arkhimedészi spirdlt ir le a lemezjatap t”
és ilyen spirélt alkotnak a hanglemez barazdai is.

A logaritmikus spiral

Medfigyelhetjiik, hogy a csigak mészhaza alkotta csigavonal két egymasb iiseeio-

z6tt a tavolsag allanddan névekszik. Ha ez a ndvekedés aranyos az elfordulas szogével,
a csigavonalon mozgdé pont kdzépponttél valé tavolsaga exponencialis fliggvény szerint
nd. Az igy keletkezett gdrbe nevegaritmikus spiral(8.7 abra). A sugar hossza és az
elfordulas szége kdzotti kapcsolat az

r = Ad®

egyenlettel irhat6 le. Ha afx= 1 érték mellett (amit az egység alkalmas megvalasztasaval
mindig elérhetlink) az egyeaddég mindkét oldalanak a logaritmusat vessziik, a

log,r = ko

egyenletet kapjuk, ami azt fejezi ki, hogy a csigavonalon mozg6 pont kézépponttél vald
tavolsaganak fogaritmusaaranyos az elfordulas szégével. Ez indokolja a logaritmikus
spirdl elnevezést.

e/ -—

8.7 abra

A logaritmikus spiral kezd@pontjan atmet barmely egyenes a spiralt tébb pontban
metszi. Az egymast kdvétivekhez tartozé metszéspontok képdnttdl valé tavolsagai
mértani sorozatot alkotnak (8.8 abra). Ugyanis, ha

OA1 =ry=a,
oA =r1r= ak(¢+”) = ak¢ . akT[7
OAg = ra— aklt+2m _ gkt . gler

OA“ =rh= ak[¢+(n*l)n] — ak¢ .ak(n*l)n.
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8.8 abra

Bevezetve aa" = q jelolést, és figyelembe véve, hog§f =rq,
2 1
rp=r1-q, r3=ry-q5...,I=ry-q" -,

ami éppen a fenti allitast igazolja.

A fenti tétel altalanosabban is fogalmazhato: a logaritmikus spiral ugyanolyan érték-
kel novelt elforduldsaihoz tartozé pontjainak a kdzépponttdél mért tavolsagai (a radiusz
vektorok hosszai) mértani sorozatot alkotnak.

A logaritmikus spiral egyes pontjainak szerkesztése

A logaritmikus spiral egyes pontjagtuklideszi értelemberett elemi geometriai moédsze-
rekkel a kdvetke@ modon szerkeszthetjik meg:

Vegytnk fel két, egymasra maeges egyenese{ ésey), és jeldlje ezek metszéspont-
jatO (8.9 abra). Tekintsik ag egyenes) pontjanak a metszésponttol vadd tavolsagat
egységnek. Mérjunk fel a& egyenesen a@ pontbdl kiindulva tetsileges, a0Q sza-
kasznal nagyobh tdvolsagot, melynek masik végpontja legyen

Szerkessziink a& ponton keresztilménAQ egyenesre méieges egyenest, mety-
et annakB pontjdban metszi. Mivel AB derékszdg'haromszog magassagd, és ez
mértani kozép az atfogd metszetei kdzottQE szakasz hossz.

Ha most &B ponton at aAB egyenesre métegest szerkesztlink, Egpontban metszi
aze, egyenest. Azonban aBCharomszog is derékszighelybenOB szakasz az atfo-
g6hoz tartozé magassd0A = a. Mivel a derékszégharomszégben a magassag mértani
kozép az atfogd metszetei kdzott,

OB=a?=+/OA-OC, kovetkezik, hogy OC = a°.

A C ponton atme@, BC egyenesre méteges egyenes;-et D pontban metszi; az
eléz6h6z hasonld meggondolasbdl kévetkezik, hddy szakasz hosszaf* tavolsagnak
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A
F B / \ D
01 1q €y
C
8.9 dbra

felel meg. Ha az eljarast folytatjuk, &2Q, OA, OB, OC, OD,... szakaszokhoz jutunk,
melyek @ > 1 esetén) ndvekédgeometriai sorozatot alkotnak. A sorozatbetdeme az
egység, hanyadosa A sorozat elemei: 1;3; a?; a%;...;a"

Az igy szerkesztett pontok, a sorozat elemei azonban épper-a#?® alakban felirt
logaritmikus spirak = 2 és

523 nmt

=0 —— ey
¢ ) 27 2 ) 2 ) ) 2
értékeihez tartoz6 pontjainak felelnek meg.

Az e egyenesesen kap@0, OB, OD, OF, ... szakaszok szintén geometriai sorozatot
alkotnak: a sorozat dlseleme itt is a valasztott egység, de hanyadosaaemnema?.
Az igy nyert1 a°, a*, a°,... geometriai sorozat elemei a fealakban adott logaritmikus
spirél
¢=0, M, 2m, 3m...nMm

értékeihez tarté pontoknak felelnek meg.

A negativ forgasi iranyu, vaggciprok spirala tengelyekbl olyan szakaszokat metsz
ki, melyek csdkke@ geometriai sorozatot alkotnak. Kénnyen belathaté, hogy egy ily mo-
don kapott sorozat hanyadosa a pozitiv forgassal kapott meaffelebzat hanyadosanak
reciproka lesz.
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A logaritmikus spiral és a téglalap

A logaritmikus spiral két, egymasra nideges egyenessel alkotott metszéspontjait mas

maédon is megszerkeszthetjik. Induljunk ki egy olyan téglalapbol, melyben az oldalak

aranya megegyezik a spiral egyenletében szémgbonencialis fliggvény alapjaval.
Legyenek a téglalap csucsBiCi1D1E; (8.10 abra), és az oldalak arany@;D; :

B1C; = a. Szerkessziik megBy D; atlét, majd szerkesszinka csucson at erre méle-

ges egyenest; ezB E; oldalt A; pontban metszi. A2; ponton atmed, C;D; egyenesre

memdleges egyenesBy D1 tengelyldl kimetsziQq pontot. Az eljarast az ezen a ponton at-

merd C1D1 egyenes megszerkesztésével folytathatjuk; ezzel a szerkesztéstéakbEn

megadott szerkesztési algoritmusra vezettik vissza.

B, A, E,
P
€, M, D,
8.10 abra

A szerkesztés arra épiil, hogyBaD; ésA;C; egyeneseket az @6 abrake; ése,
egyeneseinek (a tengelyeknek) feleltetjidgnA tovabbi pontokat a kapott téglalapok ol-
dalainak a meghosszabbitasaval nyert egyenesek mégkhelellyel valé metszéspontjai
adjak.

A kapottQq, A1, By, C1, Dy, ... pontok az, ill. % arannyal (hanyadossal) jellemezinet
logaritmikus spiralB1D1, illeive A;C; tengelyekkel valé metszéspontjai aszerint, hogy
azokat novekedl vagy csokket sorozat elemeinek tekintve a szerkesztéssel liglKil
felé, vagy kivultl befelé haladunk. Ez a szerkesztékaras kilondsen olyan esetekben
elényos, amikor kiviilbl befelé haladva, a gérbe pontjainak csélkd&eonrozatat kivanjuk
eléallitani.

Abban a specidlis esetben, amikor a téglalapokbdl lemetszett megmaradé téglalapok
(A1M1D;E;) torténetesen négyzetek, a téglalapddalainak aranya éppen az aranymet-
szési ardnyq= 1,618... (8.11 4bra). Ezt belatandd, jeldljuk a téglalap hosszabb oldalat
a-val, a rovidebb oldalt, amely egyuttal a négyzet oldalaciszel. A megfeléd harom-
szdgek hasonlésagabol

a:x=x:(a—x,

ami éppen azt fejezi ki, hogy a rovidebb oldal a hosszabbnak aranymetszete.
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8.11 abra

A logaritmikus spiral és az aranymetszes

Ha a logaritmikus spiralt leiré
r=a®

exponencidlis egyenletben az exponencidlis fliggvény atapjg = % az aranymetszési
ndvekedési arany, a spiral (elméleti) kozéppontja barmely rajta &egyenesnek a spi-
ralkarokkal alkotott két atellenes metszéspontja kozoétti tavolsagat az aranymetszésnek
megfeleb aranyban osztja. A 8.8 abranak megféjeloléssel

OAS = AxA; - OA.

Ez kovetkezik abbdl, hogy a logaritmikus spiral olyan egymast kibpeintjai, melyek
egymastolt szogelfordulassal kilonb6znek, mértani sorozatot alkotnak. Ha a sorozat
hanyadosag, az aranymetszési névekedési arany, akkor fennall a

o =q+1

egyenbség is, ami éppen a fenti tulajdonsagot fejezi ki.

A csigak mészhazanak felépitésére altaldban logaritmikus spiralnak mégiklkl
jellemzb. Egyes csigafajoknal az aranymetszésnek medfalginy nagy pontossaggal
jelentkezik. A k6zénséges éti csiga legtdbb egyedénél j6l megfigyelhegy az arany-
metszési tendencia kozélén érvényesiil. A szabalyostol valo eltérések egyedidépi
korulményekkel magyarazhatok.

Kiloénleges helyet foglalnak el eBba szemponthdl a labastgk @mmoniteszgk
egyik csoportjahoz tartozé, dwrskori fejlbdési fokon megrekedtautilusz-félék.A 8.12
a abra ma is €l nautilusz mészvazat mutatja. A 8.4Zbran aDevon-korbarélt ammo-
nitesz lenyomata lathato.

A logaritmikus spiralnak megfelélalakzatok megjelenése nem tekintheéletlennek:
ebben a természebhitett Ujratermelési tendenciaja, Shmagahoz hasonlé alakzat létreho-
zasara irdnyuld 6nreprodukcios torekvése jut kifejezésre.
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8.12a4bra 8.12b abra

A logaritmikus spiral érint oje

A logaritmikus spiral egyik jellem tulajdonsaga, hogy barmely pontjahoz htzunk érin-
t6ét, ez az érintési ponthoz tartoz6é sugarrahaig ugyanolyan nagysagu szoget zar be.
Igaz ennek megforditdsais: ha valamely pontbdl kiindulva olyan vonalat rajzolunk, mely-
nek érinbje a kezéponttdl a vonalhoz huzott sugarrdlednd6 nagysagu szoget zar be, a
leirt gorbe logaritmikus spiral lesz (8.13 abra).

Ez a tény nagy mértékben hasznosithatd a tengeri és légi navigacioban. Aaia jarm”
mely a Fold feluletén allandé irdnyt tartva halad, tehat haladasi iranya a délkdrokkel min-
dig azonos szbget zar be, egy sajatos térbeli gotbgadromammozog. A 8.14 abra és
B pontjaitloxodromakéti 6ssze. A Fold két pontjat 6ssze&degrovidebb tavolsag ezzel

8
D4

8.13 4bra
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szemben adkor két pontjat 6sszekdivonalon fekszik: ez aartodroma.A 8.14 abran a
C ésD pontok ortodroméan fekszenek.

8.14 4bra

A térképek készitésénél a gdmbfelllet pontjait altalaban sikon abrazoljak. A gémb
sikra valé leképezésének egyik modjszaereografikus projekcidennél a leképezésnél a
gbmbalakuinak tekintett Fold pontjait az egyi&lusbéla masik pélushoz illesztett érin-
tésikra vetitik (8.15 abra). Az ily médon létirf leképezés szogtartd: a gombfelllet két
egyenese altal bezéart sz6g a vetiletben is ugyanolyan nagysagu marad.

/1 [T\
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8.15 4bra

A loxodroma sztereografikus projekciéval kapott vetiilete logaritmikus spiral, az or-
todromaé koriv. A sztereografikus projekcioban a délkordk képei egy pontbdl kiinduld
sugarak, a szélességi korok képe koncentrikus kérsor. A loxodroma képe, — mivel ennek

a sugarakkal alkotott szdge allando, és a sngrafikus projekcid szdégtartd leképezés, —
logaritmikus spirdl.



9. Nevezetes aranyok az el
természetben

Fibonacci-szamok és a ndvények leveleinek elhelyezkedése — A levélallas (fillotaxis) és a
spiralis levélelrendezés térvénye — A magok elhelyezkedése a napraforgd tanyérjan és a
fenydk tobozan — A névekedés egy altaldnos modeljeméletek és hipotézisek a fillotaxis
magyarazatara — Aranymetszés a sejtnovekedés szintjén

A levelek szama és elrendezése

Mar a mult szazad botanikusainak is felkeltette az éfddét az a szabalyossag, mely
egyes novények leveleinek a szaron valo elhelyezkedésében figyaelegt Ugyancsak
szabalyossagot talalunk egyes névények csoportosan megjelemésénél a magok, né-
mely virdgnal a szirmok elhelyezkedésében is.

A szaras nodvények egy részénél a levelek parosan jelennek meg: az egymas feletti
levélparok tengelyei vagy ugyanabban a sfkbalyezkednek el, vagy egymasra Gier
gesek (9.1 abra, ill. b). Ezt az elrendezészimmetrikus levélalldsnak nevezik.

A levelek olyan elrendezését, amikor azok a levélszaron nem paroséaval helyezked-
nek el,szoért allasivagy spirdlis levélelrendezésnek mondjuk. Az ilyen levelek, rigyek,
agak geometriai elhelyezkedésében a Famoitsorozathoz tartozé szamoknak meghata-
rozo szerepik van.

Megfigyelheb, hogy sz6rt levélallas esetén a levelek a szaron spiralis mentén helyez-
kednek el, és az egymast kogdevélszarak iranya egymashoz képest kézel azonos szog-
elfordulast mutat.

Valasszunk ki egy, a5h6z kozeli levelet, és rendeljiik hozza a 0 sorszamot. Ha a fe-
lette led leveleket is rendre sorszammal latjuk el, akkor azoknak a leveleknek a sorszamai,
amelyek a kivalasztott levél felett helyeknek el, éppen a Fibonacci-sorozat elemeit ad-
jak.

Ha azt is megszamoljuk, hogy az &k tekintett 0 sorszamu levélita vele ebszor
fedésbe keridl levélig hany teljes fordulattalijunk, Ujabb Fiboacci-szamot kapunk. A
jelenség érdekessége, hogy mindkét irdkgtiiljaras Fibonacci-szamhoz vezet. Ugya-
nahhoz a levélhez ellenk&zanyl koruljarassal két teljes fordulattal jutunk.
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9.1a4bra 9.1b abra

Ha a fellil6l nézve az 6ramutato jarasaval ellenke@anyl forgassal kapott fordulatok
szamatmn-mel, a 0 sorszamu levél utani, azzalstor fedésbe kerdilevél sorszamat-nel
jeloljik, a levélelrendezés amn/n tértszammal jellemezh@t aholm ésn is Fibonacci-
szamok.

A 9.2 4bran az o6todik levél kerlil @zor fedésbe a 0 sorszamuval, és ehhez az 6ra-
mutaté jarasaval ellenkéZpozitiv) forgasi iranyban éppen harom fordulat sziikséges. A
levelek itt 3/5 spiralt alkotnak. A 9.2 abra ezt az elrendezést felulnézetben mutatja.

Ha az elrendezésben minden masodik levélikiedésbe (kétsoros levélallas)= 2
lesz, és mivel két levél egyetlen korilforgassal hozhat6 fedéskel. A levelek itt /2
spirdlt alkotnak (9.3 abra).

Az elrendezésekhez tartondyn ardnyok azm, ill. n szdmok névekedésével a jol is-
mert aranymetszési hanyadoshozra0,618 értékhez kozelitenek. Ha g&S3spiral esetén
a forgasi iranyt az 6ra jarasaval megegyeanyunak tekintjik (pozitiv forgasi irany), az
otodik levél fedéseig két fordulattal jutunk. A fenti arany ez esethdn ami az arany-
metszés kisebbik szakaszénak az egész tavolsaghoz vald viszonyahoz kozelit.

A levéltengelyek iranya

Mekkora szoget zarnak be egymassal az egyes levelek tengelyei? 2Aapital esetén
a két egymas folott elhelyezkédevél (az 1-es és a 3-as szamu) kozott egy teljes fordu-
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9.2 dbra

9.3 dbra

latnak megfeldlen 360-0s a szdgelfordulas. A kézottik lévi-es szamu levél mindkét
szomszédjaval 186os szdget zar be.
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A 3/5 spiralt alkot6 elrendezésnél az 6todikééy 3 teljes fordulatot kell megtenni,
ami 1080-os szognek felel meg. Ez azt jelenti, hogy két egymast Kbietél iranya
kozo6tt 1080 : 5 = 216°-0s az elfordulas. Am ésn értékek emelkedésével ez a szbg a
212 5°-oshatarszoghodkozelit.

0

9.4 dbra

Ha az ellenked iranyl forgast tekintjik, a szogek kdzoétt g52aranynak megfeléen
720 : 5= 14%&-0s elfordulas lesz. He ésn elég nagyok, ez a sz6g a 157-os hatar-
értékhez kozelit. Ezek az értékek pedig éppen a teljes fordulathoz tartoz®@86a0g
aranymetszetei. (9.4 abra)

Az m: n arany segitségével kdrszimmetrikus alakzatok is leirhat6kmHan, su-
gariranyu egyenes vonalak és koncentrikus korok kiegégk@tmplementerjendszerét
kapjuk. A kor ugyanis a logaritmikus spiral olyan specialis esetének tekintmetlynél a
¢ szogelfordulas értéke’ OEKkorr = A, és ennek megfeléén koncentrikus koroki allé
korsort kapunk. A sugarsor egyenegeiégtelen nagy értékéhez tartoz6 vonalak lesznek.
llyen elrendezést mutatnalzok a viragok, melyek szirmagg sikban, kérszimmetriku-
san helyezkednek el. Az is belathat6, hogyié@sn killdnbsége 1, a konstrukcio egyetlen
nagy spirélist eredményez.

A szort allasu levélelrendezéshez hasositerkezetet mutat igen sok olyan névény,
melynél a levelek, riigyek, szirmok nem szintnilaisan helyezkednekel. llyen elrendezés
szerint alakul ki a hagyma leveldiba hagyma feje, a kaposzta egymasra borulé levéleib
a kaposztafej. llyen elrendezés szerint helyezkednek ébziz6zsa és még sok hasonld
virag szirmai, egye névények maghazai.

Ezek a viszonyok jol megfigyelh@t az aranylag nagyobb méretiik miatt iskolapélda-
nak is tekintheh fenydk toboztermésén talalhatd fdmezek elrendéziésében (9.5 abra)
és a napraforg6 tanyérjan a magok elhelyezkedésén (9.6 abra). Migbareéhél az el-
rendezés egyértelmei térbeli spiralisként jelenik meg, a napraforg6 tanyérjan a spiralisok
sikbeli alakzatként is leirhatok.
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9.5 abra 9.6 4bra

A napraforg6 tanyérja és a fenydtoboz

Ha kozelebhbdl megfigyeljik a napraforgé tanyérjan a magok elhelyezkedéséindelt”
szabalyossagot tapasztalunk. A magok a tanyéron két, egymasbrfegaritmikus spi-

ralbol allé gérbesorozat mentén helyezkddre A spiralkarok a tanyér kozéppontjabdl
indulnak ki, és a tanyér széléig futnak. A két, ellentétes iranyban futé goérbesorozatban
a spiralkarok szama két szomszédhilsonacci-szammelyek kozil a feluldl nézve az
Oramutato jarasaval ellentétedrny( forgashoz nagyobb, az azzal mege@yiegmyihoz

kisebb szam tartozik. A tapasztalat szerint kozepes mét&t~ 20 cm atmédjii napra-
forgotanyér spiralisainak szama 34 és 55, a kisebbeké 13 és 21. Nagyobb tanyérok esetén
azonban dfordulhat az 5389 arany is.

Minden spirdlkar metszi az 6sszes ellertk@anyl(komplementeryorbét. A magok
két spirdlishoz is tartoznak, és azok metgb&s helyezkednek el. A magok alakja a szom-
szédos magokhoz val6 kénysaégazodas folytan kézetien romboidhoz lesz hasonlé.

Hasonl6 szabdlyossdgot mutat bizonyos ndvényeknél a termés, egyes virdgoknal a
szirmok elhelyezkedése. llyen az ismert viragok kozibszrézsaa krizantém, a szaz-
szorszépés altaldban azok a virdgok, melyeknél a szirmok vagy termések tébb sorban,
szorosan egymas mellett helyezkednek el.

A térben hasonlé elrendezésutatnak legtdbb ferifajta tobozan a magok, illetve az
azokat fed védlemezek is. Az elrendezés itt is logarikus spiralkarok két, egymast
metsD rendszerédl all. A spiralkarok kiindulépontja a toboz szara; a spiralisok térbeli
csigavonal alakjaban végigfutnak a toboz hengeres testén, egészen annak csucsaig.
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llyen elrendezést taldlunk altalabamoknal a névényeknél, viragoknal, illetve ezek
szirmainal vagy terméseinél, melyeknél a magok vagy kezdemények a maghéaz testén szoér-
tan jelennek meg. llyenek tdbbek kdzoéthécsonyafélélés még szamos névény és virag.

Fibonacci-sorozat €s aranymetszés az@lermészetben

Az é16 természetben, az allatok és novények alakjaban éslégében mutatkozo valto-
zatossag szinte kimerithetetlen; csak rajtunk mulik, hogy felismerjiik azokat a térvénysze-
riségeket, melyek e valtozatossag mogott rejlenek.

Az él6 természet kilonbdetertletein talalhaté kilonos aranyok felismerése soran
Ohatatlanul megfogalmazdédnak azok a kérdések, melyek a jelenségek kdzotti 6sszefligge-
sekre vonatkoznak.

Van-e kapcsolat a csigak mészhazanak ligakus spiralt formald alakja és a nap-
raforgo tanyérjan a magok logaritmikus spirédl mentén valo elhelyezkedése kdzott? Mi a
koz0s a névények leveleinek elrenddésében jelentkézZ-ibonacci-szamok aranya és a
feny6k tobozan talalhato spirdlkarok szamanak hanyadosa kdz6tt?

Miért mutatnak egyes csigafajok mészhazai atthén mérve aranymetszési aranyo-
kat? Tekinthdik-e ezek a jelenségek a természet furcsa jatékanak, vagy altalanos térvény-
szeriség rejlik mogottik?

Atudomanyosigénnyel jelentké eIméletek tényeldd indulnak ki és bizonyitott, alta-
lanosan elfogadott torvényekre tAmaszkodnak. A hipotézisek olyan elképzelések, melyek
valamely elméletbe beillesztlid, de teljes bizonyitasuk még varat magara.

A levéldllasra, a csigak méreteire, egyes viragok és termések eltatasere vonat-
kozoan olyan tdmaginegfigyelés all rendelkezésre, hogy azok eredményeivel, mint té-
nyekkel szamolhatunk. A névényi ndvekedésre vonatkozéan pedig a tudomany egzakt
torvényeket fogalmaz meg.

Ha a fejbdésben egymastél megkilénboztetheiszkrét szakaszok figyelltdt meg,

a jelenség sok esetben a Fibonaarmegattal irhaté le. Egyes@&lfajok szaporulatanak
alakulasaban, szamos névény ndvekedésémk dbzonyaiban a Fibonacci-sorozat tor-
vényszeuségei fedezhék fel. Ezt példazza a fak és névények hajtaselagazasa, a nyulak
szaporodasa, vagy a levelek elhelyezkedése a ndvények szarain, a magok elhelyezkedése
a napraforg6 tanyérjan.

Ha az egyedek, sejtek nagy szama, vagy a teny@smdonylagos révidsége (pl. sejt-
szaporulat) miatt a folyamat folytonosnak tekinthet folyamatot a névekedési szakasz-
ban az exponencidlis fuggvény irja le.

A Fibonacci-sorozat meghatarozé tulajdaga, hogy barmely eleme (a harmadik elem-
t6l kezdve) az €1z6 ket dsszege. De ugyanezt a tulajdonsagot mutatja az a geometriai
sorozat is, melynek hanyadosa az aranymetszési novekedési grauy,§18. . ).

A megfigyelések azt mutatjak, hogy a ndvények diibbségének a féjtiésében a
spiralforma dominans jelleggel érvényesil, és inkabb d# e#6 eltérés tekinthétki-
vételnek. A szarazfoldi novényeknél a hajtasnovekedés egymastinugidzeklidl allé
minta szerint végbemérritmikus folyamat. A névekedés egyetlen pontbdl kiindul6 ex-
panziéként foghato fel, melynmagahoz hasonlé minta létrehozasara iranyul. A hason-
l6sag itt nem érvényestil geometriai pontossaggal, édégt masodlagos névekedési té-
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nyedk is befolyasoljak. Ez az oka példaul annak is, hogy a fak éxggsak kozelibleg
tekinthetk koncentrikus koroknek.

Az exponencialis ndvekedés torvénye

Altalanosan elfogadott torvénynek kell tekinteniink az exponencialis névekedés torvényét,
mely az éb anyag mennyiségi novekedésére vonatkozd mérésekre, és aziegykaor-
ganizmusok szaporodéséaval jaré sejtszamnévekedésre vonatkozé megfigyelésekre tamasz-
kodik. Tobbseft; illetve magasabbrenddiBlényeknél a sejtszam gyarapodasat a szervek
geometriai méreteinek a megvaltozasagmagyobbodasa is kiséri. #st, illetve szerv
novekedése e két folyamat egyiittes eredménye.

A tObbsejti'szervezeteknél a test tomegének, ill. méreténéked valtozasa a nove-
kedési szakaszban exponencialis.

Az id6beli valtozast leiro figgvény altalanos alakja:

W:VVO‘ert,

aholW a ndvény egy kezdeti @ontnak megfelél allapotahoz tartoz6 tomegeaz azéta
eltelt id6, W at id6 elteltével megndvekedett tomeg,rés relativ ndvekedési allando.

Az exponencialis ndvekedés azonban csak a ndvekedési szakaszra érvényes. A nove-
kedés bizonyos iilelteltével a kédbbi életkorban lelassul, a gérbe ellaposodik (9.7 abra).
A teljes névekedési gorbe hasonlé a kdzgazdasagtanbdl jol ismert telitésogaaptikus
gorbéhez.

A novényi alakok expanzidja, a szervek ndvekedése azt mutatja, hogy erméEszet
dnmagat ugy reprodukalja, hogy kdzben aizéhdz hasonlé allapot j6jjon létre. A n6-
vekedési térvényt kifejégzexponencidlis fliggvényben aparaméter a ndvekedési sebes-
ség meghatarozasara vonatkozik, és értéke @amigség megvalasztasatol figg. Hé-id
egységnek azt az dartamot tekintjik, mely alatt a névény témege éppepsaorosara
novekszik, aholj = 1/h, az aranymetszésnek, iifdég a folytonos aranynak megfeel
novekedési hanyadamsnodvekedést leird exponencialis fliggvény felirhato

W =Wp-¢f

alakban, ahotj = €', ésr = Ing, (ahol Inq aq szam természetes alapu logaritmusa).
Az V. fejezetben megmutattuk, hogyge= % alapu exponencialis figgvény barmely
x> 1 értékére fennéll a
cqt+cq = cqtt

egyenbség. Mivelc # 0, az egyenlet mindkét oldalakca’ kifejezéssel osztva, az
1
-+ 1 — q
q

egyenlethez jutunk, ami a megvalasztotiedységre vonatkoztatva valéban az aranymet-
szés szerinti névekedésnek felel meg.
A novekedés egyes fazisaira vonatkoz6 6sszefliggések az 5.11 4bréardl is leolvashatok.
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ido

9.7 abra

Ha tehat az id fiiggvényében leirt novekedési gorbe olyan exponencialis fliggvény,
melynek alapja az aranymetszési vagy folytonosekedési aranyq ~ 1,6182), vagy
ami lényegében ugyanaz, olyarb@hységet valasztunk, mely alatt egé$ @bpulaciog-
szorosara szaporodik, akkor a leirt ndvekedési folyamatban egy atlottritban fennallo
allapot aranymetszete lesz az azt edyeiglységgel megét6, és az azt ugyanannyival ko-
vetd két allapot kozotti feppdési szakasznak. A me@eb allapot aranymetszet a kezdeti és
a jelenlegi k6zott; ugyanakkor a jelenlegiréatyységgel kbvetkézllapotnak megfelél
(tdmeg, térfogat sth.) érték a jelenlegi és az ezt ntejetrtékek dsszege lesz.

Erdekességként megemlitbehogy ha idegységnek nem a szokasos egy évet(honapot),
hanem egy emberdihek megfeld idétartamot tekintiink, az emberi populacié néveke-
dési aranya az aranymetszési ndvekedési aranynak méghtdgill exponencidlis fligg-
vénnyel is kifejezhét.

Eurépaban az éves ndvekedési aranyt altalaban 14 ezreléknek tekintik. Ehhez a n6-
vekedési ratahoz azonban éppen 30 évnek megfederodukcids ciklus tartozik, ami azt
jelenti, hogy valtozatlan névekedési aranyt feltételezve, endyaldtt szaporodna az adott
populécié az 1618... szoroséra.

Ez kozelibleg egy emberddinek, illetve egy Uj generacié megjelenéséhez sziikséges
idének felel meg. Azokban az orszagokban, almégyedek nemi érése hamarabb kovet-
kezik be, ez az ifl révidebb, és az évi ndvekedési arany ennek medieteinagasabb. Evi
20 ezrelékes nbvekedési rata mar 25 éves ciklust feltételez.
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Elméletek és hipotézisek

Milyen okokra vezethét vissza, mivel magyarazhaté a szarazfoldi ndvények fent leirt
viselkedése? A kérdésre adott valaszok két, munkahipotézisnek is te&ialimgtiet kdré
csoportosithatok.

A tradicionalisspiralelméletszerint a névények olyan 6rokolt mechanizmusarél van
sz0, mely a fefpdésbsi, vizi és viz alatti allapotara utal, és melynek eredstbb, mint a
szarazfoldi vegetacié maga.

A mlt szazad végén megfogalmazekivipotencialis elmélet (Wiener, 187&)eve-
lek elhelyezkedését a fény és ledadgamlas optimalis kihasznalasara iranyulé térekvéssel
magyardzza. Az elmélet a nbvények fotoszirdéhiez kapcsolodik, és bar a jelenség sok
részletére ad magyarazatot, nem ad valasat Aogy a Fibonacci-szimmetria miért érveé-
nyesul olyan névények gydkérzetében is, melyeknek nincs levélzetiik. Mindkét elégiéletb
levezethdh azonban a levelek spiralis elfordulasi szogének a nagysaga, és azok hatarszége.

A jelenség lefolyasanak mechanizmusat ldaszitasi elméleszerint, melyShoute
nevéhez kapcsolédik, a levélkezdeméngmkmordiumok)kialakulasaban olyan specialis
vegyiletek vesznek részt, melyek az Ujabb kezdemények kialakulasat gatolj@a- A
delkezésre all6 tér elmélete (Hofmeister, 186&9rint két formalddo kezdemény kozott,
valamint ezek és a csucs kozott minimalis aagnak kell lennielshoz, hogy a kdvetkér
kezdemény fefidésnek indulhasson. A csucs névekedésével a kezdemények kozotti tér is
nd, mig eléri az Uj kezdemény kialakulasahoz sziikséges minimalis nagysagot.

Az (jj alakzatra azonban hatast gyakorolnak a szomszédos sejtek, és az eredmény az
Ugynevezett érintkezési nyomasban jelentkeEnnek egyik kovetkezménye, hogy a spi-
ralisok metszésében Iéveriletek eltorzulnak, és kdzélén romboid alakot vesznek fel.

9.8 abra
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A levélkezdemények a hajtascsucson spiralis fillotaxis szerint réddek el. A 9.8
abra aSaxifraganewi palma hajtascsicsan kialakuévélelrendezést mutatja, ahol a le-
vélkezdemények a feltlintetett sorszamnak mediedeirendben indulnak féjtlésnek.

A kolcsonos gatlasiméletével j6l magyarazhat6 a légejtek(sztomasejtekjozott
azanyasejtelelrendeddése. A légzést biztositd sztomasejtek egyenletesen, mozaikszer”
mintazatot alkotva helyezkiaek el a levél feliletén.

A novekedés sordn az anyasejtek kialakaitésn a gatlasi mechanizmus érvényesil,
és ezek a megléktdl csak bizonyos tavolsagban jelennek meg. Az (j sejtkezdemény a
meglewk kdzo6tt azonban nem szimmetrikus elrentfizsben mutatkozik, haneaszim-
metrikusarplyan pontban, mely a szomszédos anyasejtek koz6tti tavolsagot az aranymet-
szésnek megfeléen osztja (9.9 abra). Az abrardl az is leolvashaté, hogy ez az aszimmetria
kilénb6s iranyokban le sejtekre is érvényesiil.

9.9 abra

A fent vazolt elméletek egymasnak valdjaban nincsenek ellentmondasban, egymast
nem zarjak ki, inkabb kiegészitik.



10. Epuletek, aranyok és
mitoszok

Aranyok az épiletek méreteiben — Aranyok és formak kuldnlegeomégataz dkori épi-
tészetben — Az o6kori hindu, egyiptomi és sumér épuletek méretaranyai — Aranyok antik
gorog és romai épitészeti emlékeken — Romai lak6hézak, terek és templomok méretaranyai
Vitruvius és Palladio nyomén — Az arany szerepe a ktzépkori, a reneszansz és a modern
épitészetben

Aranyok az épuletek méreteiben

Az éplletek térbeli alakzatok, és igy egylta altaluk elfoglalt tér szerkezetét is meg-
hatarozzak. A méretek és aranyok az egész épuletre vonatkozban {eberdizek. Az
éplletek méreteinek és az ezek kdzotti aranyoknak a megvalasztidsa az épitészetben ezért
is kilonleges jelerdiségqi.

Az épuletek funkciojuk szerint kozépiddt vagy lakbhazak. A kozéplletek kdzott is
kuldnleges helyet foglalnak el a szakralis célu épuletek: a templomok és kegyhelyek. Az
egyéb célu, az élet szervezésének mas vonathvahkapcsolatos kdzépiiletek létesitésén
tul az épitészet korébe tarthziz utcak, terek, tovdbba egész varosok vagy varosrészek
tervezése is.

Az épiletekkel szembeni igények, és ennek medielebz azokra vonatkozé kotott-
ségek és élirasok a kor szikségleteinek, praktikus és esztétikai szempontoknak, tovabba
a tarsadalmi berendezkedésnek megdeleivaltoznak. Az épliletek stilusa, szerkezete, a
méretek aranyainak megvalasztasa ennek megéiaghindig az adott kor vilagszemléle-
tét tikrozi.

Aranyok és formak az okori kultirak épitészetében

Az okori kultdrakban az épiiletek méreteire vonatkozé aranyoknak nagyGeéagst tu-
lajdonitottak, és ez tébbnyire szigoru épitészdiirdsokat jelentett. Ezek kozilmito-
szokbanyallasi hiedelmekben gytkerg@zlbirasok betartdsa kétefexolt. Az aranyok
megvalasztasanak esztétikai vonatkozasai csak akkor jbhettek szamitasba, ha azok megfe-
leltek a vallasi ébirasoknak is.
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A négyzetetmint a legegyszeitib geometriai format, legtébb népnél a tokéletesség
szimbo6lumanak, ezért isteni erede€k tartottak. Az 6kori hindu épitészetben példaul
négyzetalakl alaprajza csak a templomoknak lehetett. A templomok négyzetalapu alap-
rajzan tovabbi osztdsokkal négyzethalét alakitottak ki, legtdbbszat B x 8, vagy 9x 9
beosztasnak megfefEn. Az igy szerkesztett halot tekintették a tovabbi tervezés és szer-
kesztés alapjanak.

A négyzetalapu beosztas a hindukndl az isteneknek a foldéntili gonosz hatalmak fe-
letti gy6zelmét jelképezi. A nagyobb négyzet a lagyéllenfél jelképe, mig a kisebb
négyzeteknek megfeketeriletek az isteneRrahmaelképzelései szerinti uralmat fejezik
ki.

A lakéhazakméreteinek aranyat hasonléan szigoru szabalyok szabtak meg aszerint,
hogy az kinek a szaméra épult.olahmanokakohazaik oldalainak aranyéat a négyzet ol-
dalainak aranyahoz, az 1-hez kozel valastikemeg, de ez az arany a négyzet oldalainak
aranyat 1110-nél jobban nem kdzelithette. A harcogekyshiakkasztjabelieknél ez az
arany 9'8, az iparosok és keresk@dkasztjabelieknél legfeljebb/8, mig asudraknal
vagy tisztatalanoknal csupan®lehetett. Az utdbbiak hazai nem lehettek magasabbak
két és fél emeletnél, a brahmanok h&Zhihat és fél emeletet engedélyeztek.

Az épliletektdjolasatis szigoru szabalyok irtak &l A révidebb oldal méyszamanak
haromszorosat az égtajak szamanak medgfete(beleértve a 45 fokos elfordulasi iranyo-
kat is) nyolccal osztottak, és a maradék alagjataroztdk meg a tajolasi iranyt. A keleti
irhnynak a 0, a délkeletinek 1-es, a déli irAnynak a 2-es szam felelt meg, és igy folytatva,
minden maradékhoz egy irany tartozott. Mivel idedlis tajolasnk&letiiranyt tartottak,
az épiilet méreteit és ezek aranyat ennek megfeteralasztottak meg.

A négyzetalakmint a templomok és temetkezési helyek alaprajzara vonatkdzo el
iras, megtalalhaté méssi kultirakban is. Atolték—mayaépitészet (X—XII. sz.) altal a
mai Mexiko tertiletén Iétrehozdttarcosok TemplomandChichen Itza) alaprajza szintén
négyzet, és négyzetes alapon nyugsz{@edzalcoatlvagy Tollas Istentiszteletére épiilt
Kukulkan Templons. Az utobbindl a szentély egy kilenc |€@@él allé piramis tetején
all, annak megfeléen, hogy a maya vilagképben a krokodil hatan Gsz6 vilagegyetem-
hez kilenc alvilag tartozik. A négyzetalak a né@yilagtajnak felelt meg, azt jelképezve,
hogy az istenek is négy alakban jelennek meg. A szentélyhez négy oldalrd légaebk
egyenként 91 lépédokbdl allnak, ami az utolsé Iépéokkal egyitt az év napjainak a
szamét (365) adja.

Négyzetalapl az egyiptorpiramisoktdbbsége is. Az egyiptomi piramisok méretei-
nek aranyat szigor szabalyok rogzitkttéla a négyzetalapu gulanak megfélgheopsz-
piramiscsucsan keresztiil az egyik oldalra ifleges sikot fektetiink (10.1 abra), ez a pi-
ramisbdl olyan egyefkzard haromszdget metsz ki, melynek szimmetriatengelye a gila
magassaga. A kapott két egybevago derékstisgdémszodKepler-haromszdggrdekes
tulajdonsaga, hogy azok magassagvonala a szemkézti atfogét az aranymetszésnek megfe-
lel6 aranyban osztja.

Ez egyduttal azt is jelenti, hogy az aranymetszésnél kapott hosszabbik szetetg-
egyezik az egyefkzari haromszog alapjanak feléwelval. Ugyanis a derékszadia-
romszdgekre vonatkozé aranyosséagi tétel szerint a befogd mértani kdzép az atfogé, és a
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10.1 abra

befogonak arra ésvetilete kozott:
a’=cy(cr+C).
Mivel azonbarc;-re, az aranymetszet hosszabbik szeletére is fennall, hogy:
C1:C2=C2:(C1+C2),

a két egyertdségldl aza = c, azonossag kovetkezik.

A sumérépitészet egyik legszebb remekwe az Ur varosaban épitett toronytemplom,
vagy Zikkurat, melynek téglalap alaku alaprajzan a hosszabbik oldal a révidebbnek mas-
félszerese. Az épulet pontos mérete B 43 m. Hasonl6 toronytemplom lehetett az
Okori Babylonbarépitett Babel tornya is.

Az arany jelentdsége az okori gorog és romai épitészetben

A go6rogok a szomszédos népekhez hasonldéan nagy sulyt helyeztek az épiiletek méret-
aranyainak megvalasztasara. @mem csupan a fennmaradt emlékeldgyek meg ben-
niinket, a korabeli épitészétiszol6 irasos munkak is ezt tanusitjak.

A klasszikus korok épitészetének alapel\ituvius,az |. szazadban Rémaban élt go-
rég szarmazasu épitész munkaibdl ismerjuknéleti és gyakorlati ismereteket egyarant
tartalmazé kézikdnyve a korabeli épitésgemara normat jelentett, de hatdsa még év-
szazadok mulva is kimutathat6. Ra hivatkozik éleemerit a XVI. szazad kiemelkéd
italiai épitészeAndrea Palladioakinek az épitészetrsz6l6 munkaja a kovetkézszaza-
dok épitészetében meghatarozo szerepet jatszott. Kultlrtdrténetdgelgat bizonyitja,
hogy munkait tdbb nyelvre is leforditottakégy kdnyv az épitészetcimi munkaja ma-
gyar nyelven is megjelent.

PalladioVitruviusrahivatkozva ismerteti az antik gérdg és romai oszlopok és oszlop-
rendek (oszlopegyiittesek) szerkezetére és méretaranyaira vonatifradéaldat. Ezek
szerint a gorog épitészetben leggyakrabban alkalmeséagtion és korinthuszdszlopok
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nem csupan az oszldfi diszibelemeiben kiilénbéznek, hanem a talapzat, a térzs és az
oszlopB méreteinek aranyaban, tovabbé a karcsusitas mértékében is.

Palladio erél ezt irja: ,Az oszloprend oszlopait oly médon kell megformalni, hogy
a feld rész keskenyebb (karcsubb) legyen az alsénal, és a kézepiiknél kissé megvasta-
godjanak. A karcsusodas mértéke az ion oszlopokndl az alsé keresztme¢&zetés a
karcsusodas a magassag harmadanaiddiek”. A dor oszlopokndl a karcsusodas aranya
1/5, és ez val6ban tomorebb format eredményez.

De nem csupan az oszlopok méreteiben jeleritkeanyokra vonatkoztak szigoriel
irasok, hanem az oszloprendben az oszldgid6tti tavolsagokra is. Az oszlopkdzok az
oszlop szélességének masfélszetdsdéinak haromszorosaig terjedhettek, de a két és egy-
negyed oszloptavolsdgot tekintették idedlisnak. Az oszlopkézdk meghatarozasanal azon-
ban tekintettel voltak az oszlopok magassagara is.

A dér oszlopok az it kifejez) férfitest aranyossagat, az ion oszlopoldaalak kar-
csUsagét és szépségét szimbolizaltdk. Vitrsngzerint az oszlop talapzatanak és a teljes
magassaganak — az oszlopfs beleértve — aranyat az ember talphossza és a teljes ma-
gassaga aranyanak megféksh hataroztak meg. Ez az arany a dor oszlopoknal 1: 6, az
ion oszlopoknal 1 : 8, ami az @bbieknél témorebb, az utébbiaknal karcsubb, Iégiesebb
format eredményezett.

A korinthuszi (a gorodcorinthoszb6kzarmazo) oszlopok oszldjf stilizalt akantusz-
levelek diszitették, méreteinek aranyat tekintve pedig az ion oszlopoknal is karcstbbak
voltak. A kompozitoszlopok tobb stilus jegyeilh leggyakrabban az ion és korinthuszi
oszlopbk elemeildl dsszetett oszlopokat jelentettek (18.2bra).

10.2a ébra 10.2b &bra
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A rémai épitészetben a gordg oszlopokon kiviil az itdl@canaartomanybdl szar-
mazdétoszkanoszlopok is szerepelnek. #dszkanoszlopok a gorég oszlopoknal tdmo-
rebbek voltak: ldbazatuk magassdga az oszégagsaganak fele, a karcsisodas mértéke
pedig a szélesség egynegyede. Ezeket az oszlopokat aggégékiél és nagy stabilita-
suknal fogva tébbnyire olyan helyeken alkalmaztak, ahol a teherbirasnak kilénleges sze-
repe volt (pl. foldalatti Iétesitmények, amfiteatrumok alsé szintje stb.) (latta).

Mind a gorog, mind pedig a romai épitészetben alkalmazott oszlopok alulrél felfelé
karcsusodtak, vagyis talapzatukndl volt a legnagyobb az éfiikér Az oszlopok alul-
rél felfelé valé keskenyedése azonban nem volt altalanos jelenség az okori kultirakban.
Az i. e. XVI. szazadban viragzoé égei kultirahoz tartdzimoszi palotaoszlopai példaul
felllrél lefelé keskenyednek.

Antik templomok és lakbhazak méretaranyai

Az aranyok tudatos alkalmazasa leginkablemplomok épitésébenutathato ki. Azon-
ban mig az ékori hindu, egyiptomi, mezopotamiai népeknél a templomok alaprajza tébb-
nyire négyzet, az 6kori gérog és romai templomok alaprajza gyakran kor vagy téglalap.

A koralaku templomoknal a beiskoralaku szentélyt oszlopok veszik korl. Vitruvius
szerint az oszlopszékeket, melyekre az oszlopok keriilnek, kédlépagassagaban kell
elhelyezni. Az oszlopfolyos6 szélessége a templom &j@eek 6tddrésze, és az oszlopok
olyan magasak legyenek, amilyen széles a koralaku cella. ,Az oszlopok vastagsaga a
magassag tizedrésze legyen, és a kupola magassaga olyan, hogy az az oszlopfolyoso frize
és parkanykoszoruja folott aunféle magassagaban emelkedjék ki” — mondja Vitruviusra
hivatkozvaPalladio.

A téglalap alaku templomokndl az alap hosszusaganak és szélességének aranyat te-
kintve leggyakrabban az aranymetszési arannyal talalkozunk, és csak kivételesen szerepel
et elté® arany. Ez az arany kiilénben a templomokon kiviil mas, egyéb célra épiilt épi-
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leteknél is megtalalhat6, a templomok épitésénél azonban, mivel az aranymetszést aranyt
isteni eredatfiek tekintették, szinte kotelézlbirasnak szamitott.

A IV. szdzadban éputégi Szent Péter Bazilikaéretaranyaiban az aranymetszés tobb
vonatkozasban is kimutathaté. AHajo alaprajzan a szélesség a hosszUsag aranymet-
szetének felel meg, de @Homlokzat keresztmetszetén a mellékhajok tamaszsikf@nak
illeszkedési pontja (10.3 abra) az aranymetszésnek meigelesztja a teljes magassa-
got, az alsé tétgerenda illesztési pontja pedig az oldalhajéseerkezeténeR pontja és
az A alappont kozotti thvolsagot.

Roméaban &Campidoglioés aPalatinusdombok kozétt, &orum Romanunmellett
volt talalhat6Jupiter Statotemploma, melybl ma mar csak egyes oszlopok allanak. A
templom téglalap alaku alaprajzan az olddtakszméreteinek aranya az aranymetszésnek
felel meg. A homlokzaton nyolc, az oldalain tizenét oszlopbdél allé oszlopsor fut végig. A
templom Palladio altal rekonstrualt alaprajza &sdmlokzata a 10.4 abran lathaté.
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A kdzterek méreteinek aranyat az adottsagoknak meg@fmelalasztottak meg, a tuda-
tos tervezés azonban itt is szerephez jutottéai terek idedlis méretaranyara Vitruvius
3:2 aranyt ad meg.

Ami a gorogoknél aagora,az a romaiaknal forum a varosok dtere, a kdzélet szin-
tere. Itt bonyolddott le a kereskedelem, itt tortént a romaiaknal a gladiatorok kitiintetése,
megajandékozasa. Itt allttzazilika, az a tébbnyire kupolaval fedett csarnok, melyben
helyet kapott az igazsagszolgaltatas és amelyben a fontos kdziigyeket is intézték.

A bazilika,mely eredetileg kiralyi hazat jelentett, tobb jelentésvaltozason ment keresz-
til. Ma a kupolaval fedett, nagyobb mérg¢€mplomokat nevezik bazilikanak. A leghi-
resebb antik bazilikak egyikéaulus Aemilius bazilikajanely Roma dterén, a Forumon
SaturnugsFaustinatemplomai kozott helyezkedett el.

A lakééplletekraeronatkozéan kevésbé szigordehsokat talalunk. Palladio kényve
az épllet bbejaratanak, a szobak ajtéinak, ablakainak méreteire vonatkozéan az épiilet
nagysaganak megfeteméreteket ajanl. ,A talaj és a gerendazat sikja kdzotti teret harom
és fél részre kell bontani, ebba nyilas magassaga két rész, az ajtonyilas szélessége egy
rész, elhagyva béle a magassag/12-ed részét.”

A lakészobék méreteinek aranyat tetkie Vitruvius szerint a sikmennyemnetZobak-
nal a magassagnak meg kell egyeznie a szélességgel. Ha a szoba boltozott, és alapja négy-
zet, magassaganak az alap oldalhosszari8ks4orosat kell valasztani. Téglalap alaku
boltozott helyiségekre a boltiv magassaganak a két méret szamtani, vagy mértani kbzepe
valaszthaté, mint olyan arany, ,mely szépséget okoz a szemnek, masrészt raegfelel
mennyezet €s padl6 méreteinek”. A 10.5abrBCDE téglalappal meghatarozott alap-
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rajzi szoba magassaganak szerkesztéssel val6 meghatarozasat mutatja Palladio konyve
alapjan: 8BF szakasz, mely a hosszUsag és szélesség mértani kézéparanyosa, lesz a szoba
magassaga.

Korok, éplletek, aranyok

Az aranymetszésnek megfdiedrany az 6kori épitményekhez hasonléan a kézépkorban
kilénosen a templomok méreéayaiban jelentkezett. Ez a nevezetes arany azonban sok
esetben nem csupén az alapméretekre, harapilet mas részeinek viszonyara, azok
bels elrendezésére is vonatkozott.

Az aranymetszetnek megfeliehrany alkalmazasat a Kikozépkort kbveien a rene-
szansz épitészeiis atvették. A rorSaent Péter Bazilikanely tdbb évszazadon keresztiil
épllt, alaprajzatél a kupola tervezéséig smaméretviszonyaban hordoz aranymetszés-
nek megfeled aranyokat.

A Firenzében ma is lathatSanta Maria Novellehomlokzata négyzetbe foglalhato.

A magassag a teljes szélességgel egyezik rege@zt 2:1 aranyban osztja. A homlokzat
tovabbi osztasa is kotott rendsaerégyzethalo alapjan torténik (10.6 abra).
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10.6 abra

A 15. szazad épitészetében az arany nem cssperkesztési moéd, hanem a vilagmin-
1404-72), a reneszansz nagy épifivésze szerint az épilet formajat anyag nélkil kell
elgondolni, és az idealis formabdl annyit kell megvaldsitani, amennyit az anyag enged.
Ezt a szemléletet tiikrozi a firenZ8frozzipalota tervezése, melynél a homlokzati befog-
lal6 idom egy korbe irt szabalyos hatszdg cslcsaira tamaszkodik, az alaprajz pedig olyan
téglalap, melynek rovidebb oldala a magassifréd része. Az alaprajzba irt ékbrbe
szerkesztett szabalyos hatszdg jeldli ki az udvartheiéreteit, és ehhez igazodnak a szin-
tek magassagai is.

A reneszansz épitészat aranyoknak tllzottan is nagy jeléséget tulajdonitott. Az
épitészeti szerkesztés majdnem kizarélag az aranyokra épil. Az él@srmdeiségalko-
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tas anyagtol, formatdl figgetlenil elvont, tiszta gondolati konstrukcioként, mint tokéletes
hangzasu zenei akkord jelentkezik. K6z6s benniik, hogy a geometria és a zene egyarant
harmoéniara térekszik.

A késhi reneszansz és a barokk épitészetben az aranyokdjedeygt a disAtformak
sokfélesége vdltja fel, az Ujkor épitészetélpedig a konstrukcio tisztasaga, az épliletek
statikai megbizhatosaga és praktikus szempontok keriilGedrbe.Gustav EiffelParizsi
vilagkiallitasra készult hires tornya, melyet a korabeli épitészek nagy megiitkdzéssel fo-
gadtak, mai szemmel nagysmaalkotasnak bizonyul. Kora épitészei a torony esztétikai
megoldasa mellett annak stabilitasat kifogasoltak; a torony azonban karcsusaga ellenére
is stabil. Kevesen gondolnak, hogy magasséaga és teljes talapzata méreteinek aranya 2:1,
vagyis befoglalhat6 olyan téglalapba, melynek hossza a szélesség kétszerese (10.7 abra).

10.7 &bra

A legujabbkori épitészet is a tervezés lényeges elemének tekinti az aranyok helyes
megvalasztasat. A mai kor terviet azonban efisorban a funkcionalis céloknak megfe-
lel6 praktikus szempontok és esztétikaiggendolasok vezérlik, és egyéb korilmények
csak ezek utdn jonnek szamitasba.

Az aranymetszés, mint a természetben istaléthaté minta, a modern épitészetben is
helyet kap. Korunk sok épitésze — tébbek kdz6tt a vildghires francia épigé€anrbusier
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— elbszeretettel alkalmazza az aranymetszésnek megf@iéhyokat, ezzel is @egitve
az éplletnek a természeti kdrnyezetbe valo beilleszkedését.

A természet tudatos vagy spontan utdnzasanak igényére utalnak az akantuszlevelek-
bol allé diszibelemek a korinthuszi oszlofdn éppugy, mint a stilizalt viragmintak a
Lechner Odénervezte budapesti épiiletek homlokzatain.
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Arany és képi abrazolas — Az emberi test aranyai — Arany és esztétikum — Aramy a m”
vészetben és a valosadg — Szimmetriak és szerkezeti vonalak — Aranymetszés a reneszansz
miivészek képein — Valtoz6 irdnyok, isoseafanyok — Aranyok és szimmetriak

Az arany szerepe a képabrazolasban

A képi abrdzolasban, a képek megalkotasaban az aranynak tébb vonatkozasban is meg-
hatéroz6 szerepe van. Egy abrazolt alakot, targpatagadbararanyosnak tekintiink, ha

azon a részek egymashoz és az egészhez valé viszonya a valésagnak negfedehny
azonban szerephez jut a képalkotas soran a kép alakjainak, targggyméshoz és a kor-
nyezethez valé viszonyabamyabba maganak a kép méretdimeegvalasztasaban, annak

a kil térrel valo kapcsolataban is.

A képek, rajzok dallitasanak leggebbi dokumentumai aeolitkori barlangrajzok.
Ezek kozil a legismertebbek a spanyolorsZitamira és a franciaorszagiascauxmel-
letti barlangokban talalhaték. Ezek a rajzok, melyek gyakorlati funkciéjukon és méagikus,
kultikus jelentésiikon tul esztétikai értékeket is hordoznak, mé&raay fogalmanak is-
meretédl és annak tudatos alkalmazasarol arulkodnak.

Az 8skori ember rajzait efsorban gyakorlati szempontok motivaltak. Az abrak szol-
galhattak hiradas céljait, de alkalmasak voltak arra is, hogy egy esemérriraegek. A
magikusyallasi cél valamely kivant hatastallézése, a fetihb hatalmak kiengesztelése,
befolyasolasa lehetett.

Ha az 4brazolt személy, vagy targy egyes részeinek egyméashoz val6 viszonya a val6-
sagos viszonyoknak megfedgelaz abrazolt alakairanyosnakmondjuk. Azonban a va-
l6sagnak megfelélaranyok megvaltoztatasa lehet tudatas/észi elképzelés eredménye
is. Az aranyok tudatos megvaltoztatasa avészi mondanivalé hangsulyozasara minden
korban megtalélhaté.

Az abrazolt alakok (targyak, személyek, dolgok) a képen lathaté mas targyakkal, dol-
gokkal egyiitt, az altaluk meghatarozott kdrnyezetben jelennek meg. Az arany ezért nem-
csak a képen abrazolt alakokra, hanem azok egymashoz valé viszonyara, a kégl-bels
rendezéséreglss aranyol is vonatkoztathat6.

A kép kapcsolatban van a kdlg¢érrel, annak valamely részét jeleniti meg. A Kiils
térrel val6é kapcsolatot kifejéz a kép méreteit meghatarozé aranydkiiésd aranyok. A
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belsd és a kil aranyok megvalasztasa lényeges, meghatarozé elemei a képalkotasnak, a
kompoziciénak.

Az emberi test aranyai

Polukleitoszaz V. szazadban élt hires gérog szobrasz az emberi test idealis méretaranyait
Kanoncimd munkajaban rogzitette. Aanonszerint az emberi fej magasséga a teljes
testmagassag 1/7-ed résadiszipposzaki mintegy szaz évvel kébb élt, ugyanezt az
aranytmar 1/8-nak vette. A frandiousin(XVI. sz.) a testmagassagra a fej magassaganak
ugyancsak 8-szorosat fogadta el, vizsgalatait kiterjesztette a tbbi testrészre is. A testet
egy-egy fej hosszanak megfdietzakaszokra osztotta, és az igy kapott részek tovabbi
elvalasztévonalainak a mellbimbo6t, a kdldokét, a szeméremcsontot, a comb kdzepét, a
térdet, a labikra végét és a sarkot tekintette.

Vitruviuslll. kdnyvében targyalja az emberi test ardnyait. Eszerint az egészséges test-
alkata ember kinyuijtott karokkal, terpeszallasban éppen beirhaté egy négyzetbe és egy
korbe. Mivel a kézépkor altalanos felfogasa szerint a kor a vilAgmindenséget, a négyzet
a foldi dolgokat jelképezi, az igy kapott abra fejezi ki az ember és a kozmosz kapcsolatat
(11.1 abra).

11.1 &bra



108 11. Képek és aranyok

A Magyarorszagon is megfordwiillard de HonnecouriXlll. szazadban élt francia
épitész vazlatkonyvébentalalhatd abra szerszemben abrazolt fej egy négyzetbe irhato.
Az arc szélessége a fej teljes magassaganak a fele, melyet harom osztévonal négy egyenl
részre oszt. Az igy kapott részek: a haj, a homlok, az orr, a szaj és az all (11.2 abra).
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11.2 dbra

Arany és esztétikum

A régebbi korokban egy miétrehozasaban és megitélésében az aranynak kiilonééjelent
séget tulajdonitottak. Bizonyos ardnyok megjelenésében foldontili jelekisteaztoke-
letességnegnyilvanulasat lattak, és ugy gondoltak, hogy ez mar 6nmagaban is esztétikai
orom forrasa lehet. Ez a felfogas résziidithagorasszammisztikajaban gyokerezett, és
Luca Pacioli: Az isteni arangimi munkajaban teljesedett ki.

A reneszanskorban az ardnyok nvészetben betoltott sapének, és a térbeli meg-
jelenités torvényeinek kutatasaban a kor nagy mestdbeecht Durerkiemelked sze-
repet jatszott. Direr, akinek nevét Budapesten utcanéxzis a természet és az emberi
test abrazolasanak titkat aranyokhelyes megvalasztasaban latta. Elméleti és gyakor-
lati munkassaga soran felhalmozott tapak#tainak eredményeit négy kdnyvben foglalta
Ossze.
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Durer nem a tudomanyos médszerekkel megeentt szépségidealt tartotta kbveténd
mintanak, hanem a természet altal létrehozott, a valésagnak méghefelyok szerint
alkotott. Azt hirdette, hogyA milvészet a természetben rejlik, azé, aki megleli”.

Direr életében, és it kdvet szazadban elterjedt nézetek szerint az esztétikai élmény
a természettel valo kézvetlen kapcsolat révén alakiMkitha a természet maga tanitana
benniinket a szép élvezetéranondja Direr. A természet kérnyezeti hatasat tdbb mai
mUvészetlélektani szakember és elmélet is meghatarozdnak tekinti.

Durer kordban a szépséget sokan matematikai képletekkel prébaltak megragadni, és a
bélcsek kovéhez hasonléan keresték a szépséget Kifiejemlenre alkalmazhat6 formulat.

E felfogasban szerepet jatszott a tokéletmsitonidba vetett hit, mely a reneszansz nagy
mestereit remekm/eik megalkotasdban inspiralta.

Az esztétikai érték matematikai forndlal valdé megkdzelitésének a gondolata ma is
kisért. Georg Birkhoffamerikai matematikus aualkotadsok mérésére a kdvetkerssze-
flggést talalta:

o]
M= C
aholM a mitargy megitélésére vonatkozé esztétikai mérla, mitargy komplexitasa
és0 a rejtett harmonia és rendezettség mértéke. E képlet helyességének azonban maris
ellentmondani latszik az az egysadény, hogy a négyzetalaknak nagy a szimmetriaja,
és ennek megfeléén a rendezettsége, csekély a bonyolultsaga, azonban esztétikai értéke
mégsem mondhat6 magasnak.

Az aranymetszes esztétikaja

Mar az 6kori munkakban is gyakran talalkozunk aranymetszési arannyal, vagy az azt ko-
zelitd Fibonacci-szamokranyaval. Az aranymetszéseneszansz kor nagy mestereinek
munkaiban szinte uralkod6 szerepet jatszott. A k6zépkorban és ennek 6rokségeként a re-
neszansz nagy mestereinél az araaiszés tudatos alkalmazésa anis&ni eredetébe

vetett hitre vezethétvissza, de ez az arany megfelelt az alkotakvészi elképzelései-

nek és esztétikai értékitéletének is. Az aranymetszés felteth&eg®bbi korok szamos
mUivészi alkotasan is, &m ennek megjelenését mindinkdbb tisztan esztétikai szempontok
indokoljak.

A miivészetlélektan tudomanyos mddszerekkel keresett valaszt arra a kérdésre, hogy a
killénb6d aranyok kozott kitiintetett szerepet jatszik-e az aranymetszés, és haigen, ennek
okai miben keresertik.

Tesztmdbdszerekkel végzett vizsgalatokkal kimutatBsmond Morrik hogy a kisér-
leti személyek kozil legtdbben az aranyrzéts aranyt hordozo, vagy az ahhoz kdzelallé
(Fechne} alakzatokat tartjak leginkabb estikéisnak. Ez azzal magyardzhatd, hogy koz-
vetlen kdrnyezetiink, maga a természet ehémos mintaval szolgal. Ezzel talalkozunk
szamos virag mintazataban, fak leveleinek@g@ranyaiban, az agak és levelek elhelyez-
kedési viszonyaiban.

A kornyezetiink érzékelése és az ahhoz kalpckpélmények egész életiinkon keresz-
tll hatnak, és e formékra, mintakra, ardnyokra vaiémerésaz esztétikai 6rom forrasa.
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Ezek a mintak az ékz6 és mai korok mvészi alkotasaiban is megjelennek, és az ezekhez
kapcsolddo esztétikai eimény e fiodk értékelésének tovabbi megsitését jelenti.

Egyes kutatdk szerint az esztétikum kialaisdban a szerzett tapasztalatok mellett ge-
netikai tényedk is szerepet kapnalEgsenck amit azok a kisérleti tények is alatamasz-
tanak, melyek szerint az esztétikai itéletek a kozponti idegrendszer 6rokletes sajatsagaira
vezethebk vissza.

Arany a mlvészetben és a valosag

A kdznapi értelmezés szerint azanyosfogalma a nuVészetben is a megszokottat, az
atlagost, a valésaggal megeggeelenti. A valésag jobb megismerését szolgaljakua m”
vészeti anatomiak és atlaszok is. Ha a képeken abrazolt alakok a valésagos aranyokat
tukrozik, a kép a valdsag latszatéat kelti. A valésdg mésolasa, a valdkaghlkotas azon-

ban 6nmagaban még nem tekinthetlivészetnek. A mvészi alkotas tdébb: abban az
alkoto sajat gondattai is kifejezésre jutnak.

Mas értelmezés szerint az aranybarfrsfiépségsharmoéniaa tokéletes formanak, az
eldirasnak vagy kanonnak valé megfelelés eredménye. A mai esztétikai elméletek azon-
ban egyik felfogast sem fogai el maradék nélkil. A kdznapi értelmezésnek megielel
felfogas a naVészetben rejlteremoerdt, a mivészi szabadsagot korlatozza, a kanonnak,
eléirasnak megfelélaranyok szigorl betartasa meré&adémizmushoz vezet, ami szintén
a mivészi szuverenitas korlatozasét jelenti.

Az alkot6 sok esetben éppen az aranyok tuslategvaltoztatasaval, torzitasaval hang-
sulyozza mondanival6jat, és ezzel valdsitja meryészi elképzeléseit. Az dkori kultirak
Vénuszszobrai termékenységet kihangsulyozé alakjai a ndaismépségideal aranyaitol
tavol esnek, ezek a szobrok mégis hordoznak@szi értékeket.

Szerkezeti vonalak és befoglal6 alakzatok

A kompozicids aranyok egy része szimmetriaviszonyokra veZethetza. Aszimmetria
legismertebb forméja a tengelyes szimmetria. Szimmetriatengelynek tekiatkép geo-
metriai k6zépvonala, de lehet a kéfafakja, (vagy méas egyéb alak, targy), illetve ennek
ko6zépvonalan atmérképzeletbeli ,flig§leges” egyenes vonal is.

A tokéletes szimmetria a képnek statikus jelleget kélcséndz, nem kelt fesziiltséget. Az
egyenbtlen elosztas, aaszimmetrieazonban azzal, hogy a felborti@gyensulyt 6szt6-
nosen vissza akarjuk allitani, esztétikai tevékenységre késztet. Az aszimmetriak kdzott
kiemelked szerepet jatszik az aranymetszési arany.

Ha egy alak vagy targy a kép szimmetriatengelyébe kertil, annakgsksge hangsu-
lyossa valik.Paul Cézanne: Talal6 (Buffetjmet viseb festményén a kép kbzépvonalaban
|évd Giveg vonzza a tekintetet (1. kép). A f@lpolcon 1é¥ tanyérok szimmetrikus elhe-
lyezése szigorl rendet visz a latszélagos rédadségbe. A kompozicio fontos szerkezeti
vonala a fel§ polcon allé edénykét a kibomlott asztalkerilszéléig huzodo képzeletbeli
egyenes, mely az tivegen és a mellette &ll6 pohéaron is &thalad.
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1. kép

A kép vizszintes felgzvonalanak funkciondlis szerepe van: a felette lathaté edényeket
€s az asztalon Iévételeket valasztja el. Az asztalon all6 pohar helyzetét tekintve azzal
kap kitlintetett jeleriiséget, hogy a kozépvonalan athaladé egyenes pontosan a kép széles-
ségének aranymetszetében van.

Ha a Balak vagy targy nem keril a kép k6zépvonalanak medfélelyre, a rajta atha-
lado képzeletbeli egyenes a kép terét meghatarozott ardnyban osztja. Ez az arany a képen
lathatd mas személyek és targyak egyméashoz valé viszonyahoz hasonléan tébbnyire két
kis egész szam hanyadosaval fejedhetmelyek kozott gyakran szerepelnek a Fibonacci-
szamok, és kitlintetett szerepe lehet az aragmési aranynak is. A kép terének tagolasa
nemcsak ,fig@leges”, hanem ,vizszintes” tengelyek mentén is torténhet.

Az egyes alakok, targyak elhelyezését, a delsinyok kialakitasdathatatlanbefog-
lal6 alakzatok és szerkezeti vonalak is segitik. Ezek a csak a spekédigteletében lét-
rejovd vonalak egyuttal a figyelem iranyitdséara is szolgalnak, vezetik a tekintetet, ezaltal
segitik a szemlélt az esztétikai eimény teljesebb megélésébenyalkntas megértésében.
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3. kép

A kép alakjai koré kirajzolddo legegyszdnti befoglalo alakzatok geometrikus abrak:
haromszdg, négyzet, téglalap vagy kor. Ezek az alakzatok 6nmagukban nem hordoznak
jelentést, a képen betoltott szerepiik révén valnak 6sszetéxté és ezaltal kapnak jelen-
téséget.

A befoglal6 vonalak szerepét jél illusztralja a Mildndbanlédbnardotanitvany,Gi-
ovanni Antonio Boltraffio: Maria gyermekévglodi Madonna) néven ismert neves alko-
tasa, melyen a kompoziciot egyetlen hdromszog foglalja egységbe (2. kép).

HaBernath Aurél: Esti parkbanimi képén a padon G@indalakot megfigyeljik, észre-
vehetjiik, hogy a rajta atfektetlietgyenes a fldijeges iranyhoz képest ,ferde” helymet”
azzal kb. 18-0s szdget zar be (3. kép). Ugyanilyen irany( a képen lathaté legtotib fa d
lése is. A parhuzamosan fut6 ,ferde” szerkezeti vonalak & képzeletében a tavolodas
érzetét keltik, és ezzel a képnek&tas dinamikékolcsdndznek.

A padon b nalak fején athaladé vonal a kép terét 7:4 aranyban osztja, Bilmbaacci-
sorozategy valtozatanak, Bucas-sorozaszamaibdl képzett aranynak felel meg. A képen
lathat6 pad felé tamlaja parhuzamos a kép vizszintes széleivel, és a magasséagot 5:3 arany-
nak megfeléd osztoponton halad at.
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Aranyok és reneszansz alkotasok

A reneszansz mesterek legtobb alkotasan az aranymetszési arany kiénsetexgpet jat-

szik. E tudatos képszerkesztésnek egyik ragyog6 péld&gmardo: Angyali tdvozlet
cimd alkotdsa (4. kép). A képen a kbnyvtamasz alatti asztalka kozépvonalan athalado fug-
gbleges vonal a vizszintes helyad&p terét pontosasranymetszészerint osztja. Maria,
illetve az angyal alakjanak a kdzépvonala aztassal kapott részeken belil szintén az
aranymetszésnek megfdieh helyezkedik el gy, hogy mindkétz adott térrész ugyan-
azon oldalara esik. Ezzel olyan aszimmetria jon létre, mely a kép egyensulyat biztositja.

4. kép

A kép flugdleges terét két vizszintes egyenes vonal az aranymetszésnek néegfelel
aranyban osztja, melyek kozil a féla kertben hiiz6d6 alacsony épitménydiegjanak
felsd élén halad at, az also pedig a kerti utat a pazsittél valasztja el.

Ha a két alak mozdulatait kovétvonalakat gondolatbaneghosszabbitjuk, azok
metszéspontja szintén az aranymetszés szerint osztd, az asztal kézépvonalan athalado
egyenesre esik. Ez az egybeesés is arra utal, hogy ez a kép Gadjdlye.

Tizianoaz aranyok szerepét a kép terének geometriai felosztasa segitségével vizsgalta.
Egi és foldi szerelemimd hires képének felosztasaban a Fibonacci szamoknak mégfelel
2:5, illetve 3:5 osztasi aranyok szerepelnek (5. kép).

A kép hossza az arra ntdegesen hizhat6 egyenes vonalakkal 6t egyerdzre oszt-
haté. Az igy kapott masodik és a negyedik id@zfel6ltozott foldi, illetve a ruhatlan égi
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5. kép

szerelmet megteste8iVénuszalakjat, a kozépsrész a Bszarkofag szélénél jatszadozo
gyermeket foglalja magaban. A kép sZélmedi tavoli tajak finoman kidolgozott rész-
leteit rejtik. A magassagot feléza kép hosszirdnyaval parhuzamos egyenes a kép terét
is felezi, és ezzel a képtér tiz egy@énérileti négyzetre osztodik. A gyermek feje a két
ndalak vele azonossagban mért testkbzepe kozott az aranymetszésnek thyfelehg-

ban helyezkedik el. A@alakok testhelyzetének iranyaba mutaté k6zépvonalak egyenesei
a gyermekfej kozepén athaladd, a kép hosszaréleges egyenesen (tengelyen) metszik
egymast.

Valtoz6 korok, ismerds aranyok

A reneszansz hatas tovabbélését bizonyiay a kitlintetett ardyok alkalmazasa a kép-
szerkesztésben a Kishi korok mivészeti irdnyzataiban is szerephez jutott. Mind a ba-
rokk nagyiwi'torténelmi és vallasi targyu alkotasain, mind a flamand tajkéfidsipein
taldlkozunk aranymetszési, vagy aiadhacci-szamokbdl képzett aranyokkal.

A Rubensiyomdokain halad6 flamand féstlan Wildensl629-ben alkototMocsar-
vidékcimet vised hangulatos képén az&eérben jatszo gyermek pontosan a kép széles-
ségének rovidebb aranymetszetében van (6. kép). A kép mésik oldalan 4ll6 facsoport
alacsonyabb, egyenes ttuz#ja jel6li ki a hosszabbik aranymetszetet. A horizontvonal,
mely egyUttal az épulet &t all6 kbkapu tetejét is érinti és atmegy az épllet egyik alacso-
nyabban fekd teBisikjan, a kép magassagi méretének aranymetszete.

Az impresszionizmus valdsag természathdprolékos abrazolasi médjaval szemben a
pillanatnyi hatast kivaltd képek alkotasatttz#ta fontosnak. Azonban a szubjektiv benyo-
masokra épdt irdnyzathoz tartoz6 képek kozott sz&gammal talalhatok olyan alkotasok,
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6. kép

melyek latszdlagos elnagyoltsaguk és kdnnyedségiik mellett is szigord kompozicids sza-
balyokat kévetnek.

August Renoir: Ma Békastanyaaimd képe valodi impresszionista festmény, am tde
szinfoltjai és elmosddott kontdrok keltetténnyedsége mellett is jol dtgondolt kompo-
ziciés torvényeknek engedelmeskedik (7. kép). Az abraablancanak kézépvonalan
athalado6 egyenes pontosan a kép szélességi méretének az aranymetszetébe keril. Az er-
kély korlatjanak fel széle, melyen a holgy karja, illetve keze is nyugszik, a kép széléhez
annak aranymetszetében illeszkedik. Agamton athaladd, a kép hosszaval parhuzamos
egyenes egyuttal a masik karnak az asztalra tAmaszkodo pontjan is athalad.

A kompoziciés ardnyok matematikai modszerekkel valé6 meghatarozasat célzé irany-
zatok egyik legmarkansabb képvigg a XIX. szazad masodik felében a franGaorg
Seurat,aki nem csupan a méretekben jelentkezanyokat vizsgalta, hanem a szinekhez
szamértékeket rendelve, azok viszonyait is elemezte.

Seurat a tokéletes kompozicio kereséséb&ibonacci-sorozaton és az aranymetszé-
sen kivil szamelméleti meggondolasokra is tamaszkodott. Matematikai modszerek alkal-
mazasabamienry Charlesmatematikus baréatja volt segitségéigzinkompoziciégizs-
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galatai eredményeként fejlesztette kpaintillista technikat, melynek lényege, hogy a

szinhatas a szinskala elemf@ibsszeallitott apro, kiilénallé pontok felvitelével alakul ki.
Egyik hires, az 1890-91 években festett kdparkusz(8. kép). A festmény flgdr

leges tengelye a utévarrd testének kozéppontjan halad at, és teljes szélességének egyik

aranymetszetét a fédiléssorok szélén all6 oszlop jelenti. Autavarrd felemelt karja a

éppen az erkély hosszanak megféletakasz aranymetszetébe kerdl.

A porond szélén, illetve az azt hatarolé valaszfal korlatjanak tetején athaladoé, a kép
szélével parhuzamos egyenes a kép &lieges terének aranymetszete, €s e vonaltol a kép
felsd széléig terjed tavolsagot az erkély korlatjan @lladé egyenes szintén aranymetszés
szerint osztja. Az erkély masodik tléssoranak a tamlaja, mely a kép szélén is lathat6, kép
magassaganak masik aranymetszetét jeldli ki. A |6beg bukfencet hanyd bohdc teste
az aranymetszeteken atndgmarhuzamos egyenesek kdzé keril.

A nézk szama és elhelyezkedése sajatos aranyokat, illetve szimmetriat mutat) Az els
négy sorban a nék szama a legfefssortdl kezdve 5, 4, 5, 4, és 6t riéesetén ketten,
illetve harman alkotnak kisebb csoportokat.
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8. kép

A masodik sorban @l kalapos férfi az tléssor hosszanak aranymetszetében helyez-

kedik el. A feltldl szamitott harmadik sor kézepén harom kalapdsih akik koziil a
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kozép$ alakjdnak kozépvonala a két szomszédja kozotti tavolsagot szintén az aranymet-
szésnek megfeléén osztja. A né&xtér statikus elrendezését a porondon szérapistak
dinamikus mozgésa ellensulyozza.

Aranyok és szimmetriak

A szimmetriaviszonyok jatéka 6nmagaban is lehet esztétikai éimény forrdsa. Ezt igazoljak
egyes absztrakt iranyzatokhoz tartozaatkotasok is, melyek koziil a legismertebbek a
hollandPiet Mondrian,vagy a magyar szarmaza¥iktor Vasarelyalkotasai.

Josef Albers: Vilagossziirke falmet vised képén egyszereometriai alakzat, a tég-
lalap a Bszerep (9. kép). A kilonboa alakd és mérettéglalapok elhelyezésében tejl
szimmetria, a szlrke szin sététebb és vilagosabb tonusainak, arnyalatainak variacioja valt
ki esztétikai hatast.

9. kép

Hasonl6an az egysaeformak jatékos variacioival keltenek esztétikai élméRgt-
csayegyes konstruktiv képei is. A uwészives ablakok sziirkéberim( alkotasan az
aranymetszési ardnyok szinte egymasba kapcsolddnak, és az igy nyert formak és szinek
kompozici6ja gyonyorkodtet (10. kép).
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10. kép

A viragok szirmai sok esetben szimmetriat mutatnak. Ez a szimmetria azt jelenti, hogy
az alakzat bizonyos széggel valo elfordulasa esetén 6nmagéaval fedésbe kerifibrggien
szimmetrigalalhatd mar abskori cserépedények vonalas abrain, és a négsretbl jol
ismert koralakd edényeken, tAnyérokon is.

A foként himzéseken megjel@ismétbdd szegélymotivumokltolasi szimmetriate-
lentenek. A nagyobb abrak kdzott megjeédenngyanolyan alakui, de kicsinyitett formak
hasonlosagi szimmetiként foghatdk fel.
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A tér és a sik ellentmondasa — A térbeliség érzékeltetgises Gkori dbrakon — Szinpers-
pektiva és méretrovidilés — Az egy pontra tdmaszkodé perspektiva gyakorlata és elméleti
alapvetése — A perspektiv dbrazolas geometibiaiényei — A kiterjesztett perspektiva és a
modern nuVészeti irAnyzatok

A tér és a sik ellentmondasa

A képkészités, a festészet és a grafika aldppedblémaja, hogy a valésagban harom
dimenzidban megjelénalakzatokat a kétdimenzios sikon kell megjeleniteni. Az ékori
abrakon, a k6zépkor festményein nem érzékéllzetér mélysége. A valdsagloptikai

tér csak a korai reneszansz fidsképein jelenik meg, és ennek tapasztalatai vezetnek a
geometriai perspektiva tudomanyos megalapozasahoz.

A geometria térvényeire éplilperspektiva felfedezése arra a felismerésre tamaszko-
dik, hogy a tavolabbi targyakat kisebbnek, a kézeleblbkét nagyobbaknak latjuk. A
gyermek a tavolabbi dolgokat valéban kisebbeknek is képzeli, és csak tanulas soran saja-
titja el a térbeli latast.

Az 6si kultirak rajzos emlékei, a babiloni cseréptéredékek mintai és az egyiptomi
vazak abrai arrél tanuskodnak, hogy alkotéik nem ismert@krapektivat.A kozeli és
tavoli targyak viszonyat a gyermeki rajzokhuasonléan az alakok, targyak elhelyezésével
érzékeltették. Ezeken a rajzokon a tavolatdingyak sokszor méretvaltoztatas nélkil, a
kdzelebb 166k folott jelennek meg. Nem talalkozunk a térbeliség kifejezéspredpektiv
abrazolasra utalé médszereivel a korabeli tavolkeletvé@szeti alkotasokon sem.

Az 6si Egyiptomban késziilt képek és domboneK az abrazolt targyakat, alakokat
tobbnyire arrél az oldalukrél mutatjak beh@nan azok a legjobban lathaték. Ennek ered-
ménye az emberi alakok olyan abrazolasi nagdjpely a fejet profilban, a testet szemben
lattatja. A méretbeli aranyok a térbeliség kifejezése helyett gyakran az abrazolt alakok
rangjanak felelnek meg. A 11. kép szines fafgsos fatdbla (sztélé) részletét mutatja,
melyen a k6zépen tronoloziriszeldtt Anlbisza sakalisten kézenfogva vezeti az elhuny-
tat. A trénus mogott a solyomfiejsten,Héruszéslziszlathatok.

A gorog vazafestk miihelyeil®l kikerilt vazaképeken egy ideig az egyiptomi hatas
érvényeslulése kovetltehyomon. Az idszamitas ékti 6. szazad végén azonban a go-
rog vazafestészetben forradalmi valtozasdtkezett be: a térbeliséget egyes testrészek
méreteinek megvaltoztatagéyidilésefejezi ki. A feketealakosechnikéat felvaltd ugy-
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nevezetvorosalakossdzdkon mar feloldédik az abrazolas merevsége,@erelul az arc
szemben valé abrazolasa is. Ez azonban még nem jelent igazi térbeli megjelenitést, a kép
kétdimenzios szerkezete nem bomlik meg.

A 12. képen feketealakos attikai gorog amef@azaképe lathaté az i. e. 6. szazadbal,
mely Pallasz Athénéziiletése éitti pillanatokat 4brazolja, aki majd teljes fegyverzetben
pattan kiZeuszfejébdl. A 13. kép vordsalakos vazafestmémyedokidésan(ihelyéldl
kikerilt gorog kilix-vazan talalhatd, mely a stilusvaltas kezdeétsmhkaban készilt, és
valoszinileg a szomjét olté Héraklészt abrazolja. Az (j stilus jegyeit az alak testtartasa-
nak és tekintetének életsmsgége, az edényt tartd és tamaszkodd kezek mér térbeliséget
kifejez6 abrazolasa jelentik.

12. kép

A korai keresztény k6zépkorban a féls€s szobraszok alkotasai kdzoétt a valoségiy”
szempontjabdl feltfiben nagy az eltérés. EpKént arra vezethétvissza, hogy amig a
szobraszatban a térbeli alakok a val6sagos haromdimenzios a térben formalédnak meg, a
fes® a térbeli viszonyokat a kétdimenzids sikon kénytelen abrazolni.
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13. kép

A festOk a térbeliséget eleinte a fény és arnyék jatékaval, vilagosabb és sotétebb tonus-
okkal, a tavolabbi targyak kdrvonalainak elmosédottsagaval prébaltak érzékeltetni (szin-
perspektiva). E technikak alkalmazasaban kiemélkeelyet foglal elGiotto (12677—

1337), akinek képein a fény és arnyék virtudzadinazasan tal a méretvéltozason alapuld
maédszer elemei is felfedezidét Giotto képeinek rendezettsége nagyban hozzajarult ah-
hoz, hogy feloldja a kbzépkorra jelledmisztikus képabrazolasi elképzeléseket.

A geometriai perspektiva megjelenése

A perspektiva torvényeinek felismerése a reneszanszkori naggsnék, fesik s épité-
szek nevéheaf/6dik. Kodzulik el§sorbarBrunelleschi, Alberti, MasacciésPierro della
Francescanevét kell megemliteni, mint olyanumészekét, akik a latszati képek szerkesz-
tésének elméleti alapjait vizsgaltak, és annak eredményeit munkaikban is alkalmaztak.
Brunellesch{(1377-1446) firenzei épitész és szobrasz a méretek latszélagos valtozasa-
nak, a rovidilésnek elméleti hatterét kutatédberti (1404—1472) olasz épitész az arany
elméletének vizsgalatan keresztiil kozelitette a perspektiv abrazolas térvényeit. Az erre
vonatkozo irasai a reneszansz kobelgen témaju munkai kézé sorolhatdk. A fiatalon el-
hunytMasaccio(valodi nevérifomaso de Giovanni di Cas3afdvid életében (1408—1428)
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is csodalatos mveket alkotott. Nevezetes alkotasa a firer&tai Maria Novellaemplom
mellékkapolndja szaméra kész8ktentharomsagmd freskoéja.

Pierro della Francescg1415-1492), a reneszansuvé$z és tudos, akitlromo uni-
versalisklasszikus megteste8jének tartottak, elméleti munkajaval alapozta meg a pers-
pektiva térvényeinek gyakorlati alkalmazasi |eéfsgtgeit.

Mesterien alkalmazta a perspektiva térvénjeibnardo.A térhatas leny§od latva-
nyat nydjtja 492 és 1495 kozott készUitolsé vacsoraciml képe, mely ma is a milandi
Sta Maria delle Grazikolostor ebédijének falat disziti. Ugyancsak jol fejezi ki a térbe-
liséget az €z0 fejezetben szereplAngyali idvozletimd képe is, melyen a perspektiv
abrazolas szerkesztési vonalai és a perspektiva kdzéppontja is j0l felisbherhet

A térbeliségnek a perspektiva geometriaveényeire tamaszkodd kifejezése a rene-
szansz festészetben altaladnossa valt, és ezt a korabeli mesterek tdbb-kevesebb kovetkeze-
tességgel alkalmaztak. A reneszansz képekgerspektiv brazolas szerkesztési vonalai
sok esetben jél rekonstrualhatok. E korai térekvések ism@klieka sziénabassettd 423
korul készilt oltarképén, melyekquindi Szent Tamas imadkofild. kép). A festményen
az oltar valésagban parhuzamos élein athalad6 egyenesek egy pontban metszik egymast,
a kép sajatosan konstrualt bltere azonban mar nem erre a perspektiva-k6zéppontra
tamaszkodik.

14. kép

A térbeliség kifejezésének a perspektiva térvényeire tAmaszkodd modszetbhikés
korok képszerkesztésében is fontos szerepet kapott. A holland tajképfestészet kivald kép-
viseldje, Aert van der Neer: Falusi utcaiml képe jol érzékelteti a taj térbeliségét (15.
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kép). Béar az dsszefutd vonalak geometrigja aé pliantasra nem szemhets, a figyel-
mes néd felfedezheti a kép perspektivikus szerkesztettségét.

15. kép

A perspektiv abrazolas torvényeinek atkalzasa a térbeliség kifejezésére napjaink
képszerkesztési eszkdztaraban is megtalalhatok.

A perspektiv abrazolas torvényei

Ha egy egyenes iranyban futd sinparon végigfuttatjuk tekintetiinket, agy latjuk, mintha a
sinszalak a latéhatar vadyorizontegyetlen pontjaban taldlkoznanak. Ha megfigyeljuk
a sinek kozott elhelyezett talpfakaizok hossza is egyre rovidebbnekik, és a kztik
|évo tavolsagok is csokkenni latszanak.

Ugyancsak egyre kisebbeknek észleljik a sinek mentén egymastol @ggevisag-
ban elhelyezett taviréoszlopokat, és a kozottild l[Ewolsagokat is (12.1 dbra). A meg-
figyelések egyértelmeén azt igazoljak, hogy a tavolabbi targyak kisebbeknek, az ugyan-
olyan nagysagu, de kézelebbiek nagyobbaknak latszanak.

Hogyan szerkeszth@k olyan abrak, melyek a térben megjede¢argyakat a valosagnak
megfeleben lattatjak? A valésagos targyak valdsagnak megfeletazolasat és lattatasat
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12.1 &bra

a perspektiv abrazolas térvényei teszik |éhét Ezek megértéséhez néhany alapfogalom-
mal kell megismerkedni.

Alapsiknak(A) tekintjiik azt a sikot, melyen az dbrazolandd targyak, dolgok elhelyez-
kednek Képsik(K) az az alapsikra méleges sik, mely egyuttal mEeges az alaphelyze-
tinknek megfeld iranyd, a szemink kiinduld, az alapsikkal parhuzamos sugéarra vagy
tengelyres (12.2 abra).

N | BN
P,I”/

12.2 &bra
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A valésag képe ugy jelenik meg latontekben, mintha az a szemudk{S pont) a
tisztaldtastavolsagaban (15-25 cm) elhelyezett &idpa lenne vetitve. A képszerkesztés
szabdlyai az erre a sikra val6 vetités torvénysaagéilbl vezethebk le.

Az alapsikon 1é6 P pont P’ képe aP ésS pontokat 6sszek6tPS egyenesnek &
képsikkal alkototddféspontja.(Ha a PSegyenes merev rad lenne, ez a valésagban is
atdofnéK képsikot). Az alapsiR, ésP, pontjainak képe & képsikorP; ésP;, és aPiP,
egyeneX képsikbeli megfeléije P{P, egyenes (12.3 4bra).

12.3 dbra

Ha aP pont a szemunki nagyon nagy tavol kertil, (végtelen tavoli vaggalis ponj,
abbdl a szemiinkbe juté sugar parhuzamos lesz az alapsikkal. Az idedlis pont képe az
enyészpontyagy iranypont,az ezen atmedi az alapsikkal parhuzamos egyendwa-
zontvonalh). A horizontvonalon sorakoznak a végtelen tavoli pontok képei.

Az ugyanolyan iranyu, vagy parhuzamegyenesekhez azonos idealis pont, és en-
nek megfeléden azonos enyészpont tartozik, de kilorthidanyokhoz kiilonbéz idealis
pontok tartoznak. Ennek egyik kdvetkezménye, hogy a parhuzamos egyenesek képei a
horizontvonalon metszik egymast (12.4 abra).

Annak megfeldgben, hogy a szem szamara egyetlen, vagy tobBpazot jeldllink ki,
beszéliink egy, vagy tébb enyészpontl (kbzéppontl@pairi) perspektivarél. A rene-
szansz mavészek tébbnyire egy, de legfeljebb két enyészpontra tamaszkodé perspektivat
alkalmaztak.

A 12.5 abran modern hazcsoport képe lathatidenyészpontra tdmaszkodo perspektiv
abrazolassal.
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12.4 abra

12.5 abra

A perspektiva gyakorlati alkalmazasanakesei a kor matematikusait arra 6szténéz-
ték, hogy a perspektiva térvényeinek mélyebb hatterét is kutassak. A perspektiva felfe-
dezése igy hatassal volt a geometria egyes againdkiésjére, és megvetette a projektiv
geometria alapjait.
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A kiterjesztett perspektiva

Az egy pontra tAmaszkodo perspigl egyoldalt alkalmazasa — mindeuvészi értéke
mellett — a képnek statikus jelleget kdlcsénoz. A dnmeghatarozott térrészt kiilonit el,
ablakot vag és ezzel leskziti azt. Lényegében hasonld hatast valt ki a két enyészpontu
perspektiva is.

A valésagban azonban nem egyetlen pontbhol szemléljik a vilagot. A latas aktiv tevé-
kenység, melynek soran szemiink a kuléribloelyzetekBl latott képeket egyetlen képpé
illeszti 6ssze.

Mar a reneszansz unészetben is talalhatok olyan térekvések, melyek az egyetlen
(vagy akar tébb) pontra tamaszkodé perspektiva geometriai torvielyeittvagy mellett
a térbeli viszonyokat a szinek kilonlibarnyalataival prébaltak kifejezni. A tavolabbi
targyak halvanyabb, elmosd6dott dbrazolasi madja, a fény és az arnyék jatékanak tudatos
alkalmazasa méGiotto képein is megtalalhatok. A szintechnikainé$zi alkalmazéasa
Rembrandta németalfdldRuysdaelés az angol tajképfestészet kiemeléedakja, Tur-
ner munkain jol megfigyelhéik.

A modern mivészet egyes iranyzatai a perspektiva kiterjesztéséndlbaremas esz-
kozeit is alkalmazzédk. Ezek kdzé tartoznakéapszerkesztés olyan médszerei, melyek
a gyermeki rajzokhoz hasonléan a val6sagot egyszerre tébb oldalrél mutatjak be. Mas
irdnyzatok, melyek kozil legismerteblkabizmusts azexpresszionizmuaz absztrakcié
kulonbdd modszereit hasznaljak fel a tér lattatasara.

A kubizmusa targyakat, alakokat mintegy a térben kiforgatva, egymas mellett abra-
zolja. A kubizmus legkiemelkdibb képvisdbje Pablo Picasso.Az expresszionizmus
bel® élmények kifejezésére ®@kszik, és mint ilyen, ammpresszionizmusllentéteként
foghato fel, ahol az intuicié helyett az intellektusra, az érzelem helyett a technikéra kerul
a hangsduly.

Az absztrakt képek sokak szamara érthetetke és megjelenésiik ma is elutasitast valt
ki. Azonban a ma altalanosan elfogadotttétkai felfogas szerint azok a képek, me-
lyek 8sszefiigd, egységes kompozicié benyomasat keltik, és ezaltal képesek érzelmeket
kelteni, valédi esztétikai értékeket hordoznak.
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A hang, mint rezgés — a rezmgzamok viszonyakalak és hangkdzok pentaténia és
aranymetszés — A pitagoraszi zeneelmélet — A skalak kromatikiigss és a temperalt
skala — Aranyok a zenanszerkezetében

Aranyok a zenében

A zene idben lejatsz6do folyamat. Ahogyan a képxivészetben az arany a tér szerke-
zeti tagolasanak kifejége, a zenében az arany adidtrukturalasara vonatkozik. Mivel
az iddbeli valtozasok maganak a zenei hangnak a keletkédésé&ienem megkompo-
nalasaig kilénbdz szinteken jatszédnak le, a zenében az arany t6bb vonatkozasban is
meghatarozo szerepet jatszik.

A hang magassaga aziiegység alatt keltett rezgésszamtol fiigg; a hangok viszonya,
a skalak felépitése a rezgésszamok viszonyara vedatissza. Az egyszerre megszélalo
hangok hanghatasatkanszonancigsdisszonancidokat az egyutthangzasban résztev
hangok rezgésszamainak viszonya vagynyahatarozza meg. Aranyok hatarozzdk meg a
ritmust,az itemetés azok kapcsolatat, valamint a teljes zendéetépitésétkompoziciojat
is.

Hangmagassag és rezgésszam

Az emberi hang a hangszalagok rezgése altal keletkezik. Talan ez is egyik oka annak, hogy
a hang magassagara vonatkozo kisérletekhez haros hangszereket (tébbnyire egghulros
nochordoj hasznalnak. Ha egy adott hosszusagu hurt rezgésbe hozunk, azon alléhullamok

keletkeznek. A har egy adott pontja mindig ugyanakkora maximalis kitéedsplitid6ju)
rezgéseket végez, melynek nagysaga a pont helgt&igg (13.1 abra).

——

13.1 &bra
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Az igy keletkezett rezgéseket a levagvabbitja filink dobhartyajahoz, melynek rez-
géseit meghatérozott intervallumban hangként érzékeljik. Ez az intervallum az emberi
fll szamara 16 és 20 00fertz kdzotti érték. (Ennyi rezgés masodpercenként). Az alap-
hang hullamhossza a hdr hosszanak a kétszexesel, aholl a hdr hosszat pedig a
keletkezett hang hullambsezat jeldli (13.2 abra).

%/\ P
L_,.;__._I e

13.2 dbra

Egy hur megpenditésekor azonban nemcsak az alaphang szolal meg, hanem azok a
hangok is, melyek hullamhossza raciondlis tértrésze az eredeti hang hullamhosszanak.
Ezek afelharmonikusok.

A hang hulldmhossza és rezgésszama kozétEanA 6sszefliggés all fenn, ahola
hangnak az adott kdzegben val6 terjedési sebesaégmasodpercenkénti rezgésszama,

A pedig a hang hullamhosszat jelenti.

A hegedi’hurjai egyerth hosszluak, mégis kilonbdalaphangok kibocsatasara képe-
sek. Ha egy adott hosszUsagu hurt nagyobbeifeszitiink ki, magabb hang keletkezik.

Ez az alapja a hdros hangszerek hangolasanak. Azt is megfigyelhetjik, hogy a vastagabb,
nagyobb atméiji harok alaphangja mélyebb, a vékaihbaké magasabb. A hang magas-
saga a fentieken kivul még fiigg a har anyagéatol is.

Pontos méréseken alapulé kisérletek szerint az alaphang rezgésszdma egyenesen ara-
nyos a hart kifeszéi P ervel, forditottan ardnyos a hlihosszéaval és annakkeresztmet-
szetével. A kapcsolatot leird

P
n=k—.
g
Osszefliggésben szerepel mégasanyossagi tényézmelyet a hdr anyaga és a hang adott
kbézegben valo6 terjedési sebessége hataroznak meg.

A skalak felépitése

Ha egy két végén rogzitett hart pontosan a kdzepén aldtdmasztunk (13.3 4bra), a keletke-
zett hang hulldmhossza az eredetinek fedegésszama pedig annak kétszerese lesz. Az
igy keletkezett hang az eredeti hang (alaphahgavja. Ha e a két hangot egyszerre sz6-
laltatjuk meg, azok egyltthangzasa kellemes hanghatast valt ki. Az alaphang és az oktavja
kozotti 6sszecsengés a legmagasabb faliszonancia.

Az oktav maga gorog eredetatin sz6, és ancto (nyolc) szamnévil keletkezett;
itt nyolcadikat jelent, a hétfoku skala nyolcadik hangjat. A hétfoku skala megalkotasa a
gorogoknél altalanosan elterjedt hétbsihangszer hasznalatara vezdihgssza.
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13.3 abra

A zenei hangok meghatarozott, a rezgésszaszrekint rendezett sorozata a hangsor,
vagy skala. A hangsor hangjainak dsszessédgaaagkészletA természetes szamok héa-
nyadosaként kapott hangokbdl felépiskalak a természetes, vadigtonikusskalak. A
c-vel jelzett hanggal keZmt6 ilyen hangsor &-dur skala,melyben az 6tédik hang rez-
gésszama aalaphang rezgésszémér%clszerese, a hozzatartozo har hossza pedig annak
2-ad része.

A hétfokozat(C-dur skalaban & és ag hangok kdzo6tt még harom,gés a felé c
(amit c’-vel jeldlink) koézott pedig még két hang helyezkedik el. Ezek a hangsorba gy
illeszkednek be, hogy rezgésszamaiknak az alaphangra vonatkoz6 viszonya két kis egész
szdm hanyadoséanak felel meg.

Skalak és hangkdzok

A hangok valamely alaphangra val6 viszonyat kiféjéanyados aangkéz Az oktavnak
megfeleb hangkoz 2 : 1, @ hangnak a hangra vonatkoztatva a 3 : 2 arany felel meg.
Mivel a C-dar skalaban ay hang az 6todik, @—ghangkdz neve a latiquintus = 6todik
sz6 jelentése alapjdtvint. A C-dir skala negyedik, 4 : 3 aranynak megfélélangja az

f hang, ac—f hangkdz nevé&vart. Az 5 : 4 aranynak ae hang felel meg, @—ehangkoz
anagyterc.A c—d hangkézneKszekund)negfeleb arany azonban nem a két kdvetéez
egész szam hanyadosa, 6 : 5, hanem 9: 8.

A C-dur skalaban @ hang és & hang (c’) oktavja kozoétt még két hang szerepel: az
5 : 3 aranynak megfeléla hang (ac—ahangkoz nevezex}, és a 15 : 8 aranynak megfaiel
h (ac—hhangkoz szeptin). A hétfokozat(C-durskalaban a hangkdzok és rezgésszamok
viszonyat a 13.4 abra szemlélteti.

Az abszolit skalakangjaihoz meghatarozott rezgésszamok tartoznak: a n@rmal
hang hangmagassaganak 440 Hertz felel meg. Ha az alaphang valtozik, az egyes han-
gok rezgésszamai is megvaltoznak. A skala hangjainak az alaphangra vonatkozo viszonya
azonban az alaphang megvaltozasaval valtozatlan marad. E viszonyokhosopetto-
kat, ritkhAbban szamokat rendelnek: ezzalmizéacios skalad C-dur skalanak megfelél
szolmizaciés skala jélésére a kozismert

déo re mi fa sz6 la ti do

betikombinaciot hasznaljak.
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13.4 4bra

A huros hangszeren jatsz6 zenészbstsban az érdekli, hogy hol kell lefognia a hirt
ahhoz, hogy az éppen a kivant hangon dmianeg. A hangkozok és a hir hossza kdzotti
kapcsolat kdnnyen attekintlteté valik olyan derékszdagKoordinatarendszerben, mely-
ben az egyik tengelyen @mzgésszamollletve ezek viszonyai, a masikon a megfélel
hdrhosszgagokszerepelnek.

Mivel a hdr hossza a har altal kibocsatott hang hullamhosszanak a fele, tovabba a rez-
gésszam és a hullamhossz kdzott & n- A 6sszefliggés szerint forditott aranyossag all
fenn, a rezgésszamok és a harhosszak értékeinek mégfeleiokhiperbolanhelyezked-
nek el (13.5 &bra). Az egyes hangok kozotmbimtervallumok az alaphangra vonatkozta-
tott viszonyokbdl szamithatok ki:

d:c=2 (ezmagaaszekund)
eid:%%:%%:%,
f:e:g:%zg.%‘:i_g,
g:f=3:5=332=3
ha=%:3=%3=5
cch=1:F=1%=£

A 2 hangkozinagy egésza L-etkis egéshangkoznek nevezziik. A2 intervallum
félhangnakpontosabban félhangkdznek felel meg.
Mivel % . ‘g‘ = 2, az oktavnak megfel@hangkdz kvintbl és kvartbol illeszthét 6ssze.

A pentaton hangkészlet és hangsor

A pentaton hangsor a goérdogpenta(ot) jelentésnek megfeléén — 6tfokozatl skalanak
felel meg. Add-pentaton skalac hangrélindul, és tagjaivintlancsegitségével allithaték
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el6: minden kovetkez hang az €z6 kvintje. Ebben a skaldban félhangnak megfélel
hangkdz nem talalhat6; kénnyen kiszamithatjuk, hogy ilyen csak az 6tddik kvint atlépése
esetén keletkezne.

Allitsuk el ado-pentatorskalat! Mint azt az élbbiekben mar megmutattukcdnang
kvintje ag hang: rezgésszama az alaphang regés szén%emtrese. Ay kvintjének az
alaphangra vonatkoztatott viszonya

NI w
NI W
Ao

Mivel ez az arany nagyobb 2-nélcaktavjan, a¢ hangon) kiviil esik. Ha ezt a hangot le-
széllitjuk az eredeti oktavjara, ami azt jelehitbgy a kapott viszonyszamot (aranyszamot)
kettdvel elosztjuk, al hangnak megfelél% aranyt kapjuk.

A d hang kvintie a3 - 3 = 2 aranynak megfelélhang, melye - 2 alakban irva,
régton kitinik, hogy ez ay hangra kdvetkdznagy szekundnak megfeded hang. (Itt meg
kell jegyezni, hogy a természetes diatonikus skalaban ennek a hangkéznek kis szekund
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felel meg). Az igy kapott hang kvintjéhez alaphangra vonatkoztatott viszonya:

27 3 81
16 2 32
ami ismét sajat oktavjara Ieszélll'tvagé tortet adja. Ez az hangnak megfelél% =
2—2 aranyt6l az alaphang rezgésszéméé@led részével tér el, ami a ful szamara alig
érzékelhdt kiilbnbséget jelent.
A kapott kvintlanc hangjai adjak a pentaton skala hangkészletét. Erzdkaaggal
kezdbdben a rezgésszamoknak megfélsbrrendben irva adjakd®-pentatorhangsort:

c—-d-e—-g-a-c.

A dé-pentatonangsor hangkdzei kdziikad,ad—eés ag—ahangkdzok nagy szekundnak,
aze—gésa—ckozok pedig kis tercnek felelnek meg.

A d hangra épid 6tfokozatimoll vagyla-pentatorskala ad hangrol indul, és hangjai
a kovetkedk:

d-f-g-a-c—d.

Ez a hangsor d6-pentatoniahohasonléan harom szekundbdl és két kistérépithed
fel, ezek sorrendje azonban kilonBdesz.

A sorrend a d6-pentaténidnél: s—s—t—s—t,

a moll pentaton hangsornal pedig: t—s—s—t-s .

Pentatdnia és aranymetszes

Ha a pentaténiara éphidallamokat megfigyeljuk, észrevehetjik, hogy azok olyan hang-
kozokibl épulnek fel, melyek félhangkdzokre atszamitva, a

2,3, 5 8

szamsorozatot adjak. (13.6 4bra). Ha exadgy tovabbi hanggal, a 13 félhangkéznek
megfeleb kisndnavakiegészitjik, a Fibonacci-sozat elemeinek megfelglszamsorozat
all eléttiink. Az 6tfokozatu skalhangjainak viszonya — a lfonacci-szamoknak megfele-
|6en — az aranymetszési aranyt kdzelitpentatdnia az aranymetszés zenei hordozéja.

Az otfokozatisag az embéisi zenei hagyomanyaihoz kapcsolédik, és kialakulasa-
ban az & szervezetre vonatkozé legaltalanosabb torvénysggek is szerepet jatszottak.
Szamossi kultirahoz tartozé hangszeren 6t har talalhaté, vagy a hangszer maga 6tfo-
kozatl hangolast. A magyar népzened&hb rétegei is 6tfokozatl skalara épilnek, és
féként ala-pentaténianyomaitdrzik. A pentaténia mas népelenéjében is megtalalhato,
de elemeiBl miizenei alkotasokban is gyakran épitkeznek.

A la-pentaténiatiszta formaban valé megjelenését illusztralja Kodalyijtgséldl a
Sej Dunérdl fuj a székezdeti'jol ismert népdal, melynek lejegyzett hangjai a 13.7 dbran
talalhatok. Az el, a harmadik, majd egy kvinttel alacsonyabban a hetedik és kilencedik
Utem hangkozei a,23, és 5 Fibonacci-szamokat reprezentaljak. (13.8 ahréJgyan-
ilyen aranyokat fedezhetiink fel a negyedik és 6todik Utem egyittesének hangkdzeiben is
(13.8 &brab).
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A pitagoraszi zeneelmélet

A pithagoreusok szerint mind a szamok, mind a zenei hangok két#itt harmoniaural-
kodik. A vilag fennmaradasat ez az 6sszhang biztositja. A piithagoreusok zenei felfogasa,
a zenének szdmokkal valé 6sszekapcsolasa arra a felismerésre tAmaszkodik, hogy azok a
hangok, melyeket a hur két kis egész szam hdagahoz tartoz6 pontban valé alatamasz-
tdséval kapunk, kellemes egyiitthaégt, konszonanciat keltenek.

A tizenkettes szam, mivel a 3 és 4 legkisebb k&zds t6bbszorése, a pitagoraszi zeneel-
méletben kulonods jele@séqi. Ha a har hosszat 12 egységre osztjuk, a pitagoraszi zeneel-
méletben a hir felégpontjahoz tartozé oktavnak 6 egység, a kvintnek%l% 8 egység,

a kvartnak pedig 122 = 9 egység felel meg. Az ehhez tartozé hirhossz felezi a hur teljes
hossza, és az oktavhoz tartozo féeant kozotti szakaszt.
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A kvintnak megfeled hangintervallumhoz tartoz6 har hossza 8 egységnek felel meg,
ésez86- 1@2 alakban hanyadoskéntis irhat6. Az igy kapott arany altalanos alakja

ab
k=2——.
a+b
A képlet szerint a kvinthez tartoz6 hdr hosszadeljes hirhossz éslafélhirhosszisag
harmonikus k6zep&nnek geometriai analogonja a kocka, melynélcsicsoka az élek,
b pedig a lapok szamanak felel meg.

A pitagoraszi hangsor — a pentaton hangsorokhoz hasonléan — szintén kvintlépésekb
épitheb fel azzal a kuldnbséggel, hogy itt a hangkés az 6tddik kvintnél nem fejédik
be.

A diatonikus skalakat, a pentaton sk&élés a pitagoraszi skalat — mivel hangjaik
a har egész szamokhoz tartozé aranyainak megfelsttassal nyerh@t — természetes
skalaknak nevezik.

A természetes skalak kromatikus ldvitése

Ha a hétfokozatu skala egész hangjai kdzé Gjabb hangokat iktatunk, olyan tizenkét foko-
zatu skalat kapunk, melyben kildntitzosszisagu félhangintervallumok lesznek. Az ily
modon nyerkromatikusskala haromféle félhangot tartalmaz. A természetes skala félhan-
gintervallumait, és a kromatikus skéala kétféle félhangjait.

A természetes skala féIhangintervallum@%aarénnyal fejezhék ki; ilyenek aze—f
és ah—changkozok. A kromatikus félhangokat a nagy egész, illetve a kis egész hangnak
megfeleb % ésl—go ardnyhoz tartoz6 hangkdzoknek egy természetes félhanggal valo leszal-
lithsaval kapjuk. Az efshoz a3 - 12 = 132, a masodikhoz 82 - 12 = 22 arany tartozik. Az
elsd esetnek megfeléen nyerjik aZd ésg hangok kdzé iktatotiszvagy (gesz)illetve a
ciszvagy (desz)félhangokat, a masodik esetben pedig @ése kdzotti disz,valamint ag
ésa kozottigiszfélhangokat.

A temperalt skala

A természetes skaldk hangjai kellemes hangaasositanak, melynek harmoniaja azon-
ban megtorik, ha ugyanazt a dallamot a skala méas hangjan kezdve, més hangnemben sz6-
laltatjuk meg. E probléma megoldéséara iranyuld prébalkozasok vezettek a kiegyenlitett,
vagytemperaltskala megalkotasahoz.

A temperalt skalaban az oktavot 12 egyehhngkdzre osztjak fel, ami azt jelenti,
hogy barmely két egymast koEehang rezgésszamanak viszonya ugyanaz a szam. Az igy
kapott hangok rezgésszamai olyan geometriai sorozatot alkotnak, melybekaise az
alaphang rezgésszama, tizenharmadik elesdégmaz alaphang oktavjahoz tartozé rezgés-
szam. Ha a sorozat él€lemétag, a tizenharmadikad;» jeloli, a mértani sorozat-edik
elemének meghatarozaséara ismert 6sszefiiggés szerint

app = aoq12~
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Mivel az oktavhoz tartoz6 rezgésszam az alaphang rezgésszamanak kétszerese:
a1z = 280, Igy a0q™ = 2a0.

Az egyszeusitést elvégezve, g2 = 2 egyenletet kapjuk.

Innenq értékére /2 adodik, melynek négy tizedesjegy pontossagu kdrélitéke
1,05946. Mivel a temperalt skala hangkozei egpénh temperalt rendszerben a dirskala
kezdbhangjanak barmely hang valaszthato.

A temperalt skala megalkotasat @wsrban a billentyZettel mikodtethed hangsze-
rek (klavikord, zongora, harménium, orgonalterjedése tette @hzetivé. Az ilyen ska-
lak megalkotasara vonatkozé @lprébalkozasok a velencei Szent Mark templom kar-
nagyaGiuseppe Zerlingl517-1590) nevéhem#6dnek. A temperalt skalak alkalmazasa
J. S. Bachkoraban valt altalanossa, és ebben maganak Bachnak, a zene koronazatlan ki-
ralyanak halhatatlan érdemei vannak. Amperalt skala bevezetése és meghonosodasa a
zenetorténetben Uj korszakot jelentett.

A félhangoknak a skéladkba ilyen médon val6 kdzbeiktatasa azonban egyes zenei ko-
rokben nagy ellenkezést valtott ki. Mivel &gy kapott skala hangjai nem esnek pontosan
egybe a természetes skala hangjaival,ladezasuk nehezen nyert polgarjogot mind a ze-
nentivek alkotasaban, mind pedig azok megitélésében.

ElsBsorban a haros hangszerek hangolasaval kapcsolatban jelentkeztek nehézségek,
melyek atmeneti, kompromisszumos meffdokhoz vezettek. Ez a szemlélet tiKmdik
a 17. szdzad egyik jeles zenekritikusartdkKellerath-nak az ezzel kapcsolatban megfo-
galmazott véleményében, melyben egymasnak ellentmondé kdvetelmények 6sszeegyezte-
tésének az igénye jelentkezikiiphltemperierteazaz jol kiegyenlitett az a tizenkét foko-
zatu skéla, melyen belil a hangkészlet mindendgnemben kifogastalanul hasznélhato, a
természetes harmonikus rendszeren alapszik, és amely a diatonikus hangk6zék lehetséges
tisztasagara torekszik”.

Ha a természetes skalak és a temperalt skala hangintervallumait 6sszehasonlitjuk, a
c—gkvintnek megfeled hangkézhéz a temperalt skalabadd8 érték tartozik, ami a ter-
mészetes skaldk tiszta kvintjének megf@l&|5 aranytdl csupan 2 ezreddel kiilénbozik.

Ezt a normak rezgésszamara atszamitva, 1 Hertznél kisebb eltérést kapunk, amit a a ful
még nem érzékel.

A temperalt skala hangkdze mind a természetes skala félhangintervallumatél, mind a
kromatikus félhangokétol eltér. Aiatonikus félhanghoz tartozé 165 arany tizedestort
alakja 10667, ami a temperalt skala félhangk6zének medidlg595 aranytol 7 ezreddel
kilénbozik. A kromatikus félhangok kszI§ aranynak megfelélszamérték 042, a
%g aranyhoz tartoz6 félhangkoz pedig0b5 értéknek felel meg. Ezelraz adatokrol
leolvashaté, hogy a temperdlt skéla félhangkdze a természetes skéla félhangintervalluma
és a kromatikus félhangoknak megfélélangk6zok kozétt helyezkedik el.

Aranyok a zenemi'szerkezetében

A zeneszera egy zenem megkomponalasa kdzben akaratlanul is aranyokba tkozik. A
m(i id6beli terjedelmének megfefin kell meghataroznia az itemek szerkezetét, a téte-
leknek megfeldien az itemek szamat és a teljes zem&ai€pitését. Példaul egy 80 litemet
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tartalmaz6 zenedarab két tételre valé felosatirténhet szimmetrikusan, fele-fele arany-
ban, ahol az egyes tételekre 40—40 Gitem jut, de lehetséges 3 : 5 aranyu felosztas, amikor is
az el$ tétel 30, a zarotétel 50 Uteidilall.

Ha az el$ tételt 3 : 2 arAanyban tovabb osztjuk, azbetész 18, a masodik 12 (itemet
tartalmaz. A masodik tétel tobbHetséges felosztasa kdzul a£31 bontas olyan aszim-
metrikus aranynak felel meg, melyben azel® elem 12+ 7 bontasa harmonizal az éls
tétel 12 itemével. A kapott, 72,19,31 sorozat olyan Fibonacci tipust sorozatjdas-
sorozat,melynek el§ két eleme 1 és 2, a tobbi elemét pedig &zz@lkét elem 6sszege
adja (13.9 4bra).

% A% 3

13.9 dbra

A klasszikus zeneszdik szerkesztésmaddijara altalabaszanmetrigellemzb: a bécsi
klasszikusok tdbbnyire 8-8, iliee 4—4 ltemre periodizalzerkesztésmaéddal dolgoztak.

A modern zenére jellenfzaz aszimmetrikugormaalkotds. Ezek kozoétt kiemelké@de-
lentdségi"azaranymetszéek megfeled szerkesztési méd, mely egyes zenesderigy
Bartok mliveiben is jellegzetes médon jelentkezik. Bartoknal az aranymetszés tudatos
alkalmazasa zenedarabjainak megkompa@al nemcsak a harméniaban, az akkordok
felépitésében, hanem a zeneegyes részeinek aranyaban, formai tagolédasaban is jelent-
kezik.

Bartok egynera’karra irtKanonija harom olyan részre tagolodik, melyek kozil az
elsd és a harmadik 8-8, a kdz&ps3 Utemet tartalmaz (13.10 abra). Az&B litemet
tartalmazé rész 3 : 5, a harmadik 5 : Ziayban tovabb tagolhat6, igy a zenefalépitése
aFibonacci-szamoknakegfeleben azaranymetszészabalyait kdveti.

3 5 1241 5 3
8 13 8

+
EN

13.10 abra

A Szonata két zongorara ésoliingszerekreimd teljes Bartok-m aranymetszete az
elsd és masodik tétel hatarvonala. A 78 taktusbol allé bevezetéddrma kisebbik arany-
metszete a 32. taktusnal van, a visszafétag a 61. taktus (13.11 abra), mely&aé&mat
3:5 aradnyban osztja.

A népdalokési rétegeiben aaranymetszési aranyodés azaszimmetrianemcsak a
hangok viszonyaban, hanem sok esetben az Utemek felépitésében, a zepdmZeté-
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,Bevezetes  fdtema . i ‘ i
? k1] 180 31 K7 a0
30item LG utem
13.11 abra
A __'-I‘—'--_ |
Bt —fw g P e e
i = 7 J :
13.12 abra

ben is kimutathaték. Ennek illusztralasara alljon ittegy gyenge kismad&ezdeti'6si

népdalunk néhany titeme (13.12 abra).

A sor tisztala-pentatorskalanak megfelélhangokbdl épitkezik, ugyanakkor azéels
harom utem negyedekben mérve a 3:2: 3 aranyt mutatja, amia 2, kB &b, ésa 3t
2+ 3= 8 szamokat, illetve dsszegeket tekintygpén a Fibonacci-sorat elemeit adjak.
Ez utébbi 6sszecseng a magyar ny8ki versformajaval, absi nyolcasssalmelynek
természetes megoszlasa a szimmetrik¢iglalakon tul az 5- 3 megoszlas, 3 pedig csak

1+ 2 (illetve 2+ 1) médon bonthaté tovabb két részre.
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