Bacsé Sandor

Diszkrét Matematika 1.

mobiDIAK kdnyvtar






Bacsé Sandor

Diszkrét Matematika I.



mobiDIAK kdnyvtar

SOROZATSZERKESZTO

Fazekas Istvan



Bacsé Sandor

Diszkrét Matematika 1.

egyetemi jegyzet

mobiDIAK kdnyvtar

Debreceni Egyetem Informatikai Intézet



Lektor

Fazekas Istvan

Copyright (© Bacsd Sandor, 2003
Copyright (© elektronikus kozlés mobiDIAK kdnyvtar, 2003

mobiDIAK kényvtar
Debreceni Egyetem
Informatikai Intézet

4010 Debrecen, Pf. 12
http://mobidiak.unideb.hu

A mi egyéni tanulmanyozas céljara szabadon letolthet. Minden egyéb fel-
hasznélas csak a szerzé elézetes irasbeli engedélyével torténhet.

A mit a A mobiDIAK énszervez6 mobil portal (IKTA, OMFB-00373,/2003)
és a GNU Iterdtor, a legijabb generécios portal szoftver (ITEM, 50/2003)
projektek keretében késziilt.



Tartalomjegyzék

Bevezetés ... e e, 9
1. Halmazelmélet; relaciok, fiiggvények ..................... 11
1. Halmazelméleti alapfogalmak ................. .. .. ... ......... 11
2. RelAciok ... 14
3. Fiiggvények . ... 18
2. Szamfogalmak ........ ... i e 21
1. Valos szamokK . ... 21
2. Természetes szamok, egész szdmok, racionalis szdmok ........... 23
3. Komplex szamok ...... ... ... . 26
4. Algebrai stuktarak ............oo i 31
5. SzZAMOSSAZOK . ... 32
6. Kombinatorikai alapfogalmak ............ ... ... ... ... .. ... 35
3. VEKtorok ..o i i i e e 43
1. Vektorterek ..........o i 43
2. Linearis fligg8ség, bazis, dimenzid ............ .. ... ... ... ... 47
3. Alterek direkt 0sszege ... ..o 53
4. Faktorter .. ... 56
LY/ = 1 7 o)< PR 61
1. MAtrixoK ..o 61
2. Determinans . .........oi i 71
3. MALTIX TanZja ..o 80
4. Linearis egyenletrendszerek ............. .. ... ... ... 84
5. Linearis leképezések ....... ...ttt 93
1. Vektorterek lineéris leképezései ........... ... ... L. 93
2. Bézis- és koordinatatranszformécié .............. ... ... 98
3. Linearis transzforméaciok ............... . . i 101



8

TARTALOMJEGYZEK
Irodalomjegyzék ......covuiiiiiniiiieninnrnenesnsaeannnens

Targymutatd ........ciiuiiiiiiiiiiiiii it ittt it



Bevezetés

Ez a jegyzet programtervezé matematikus hallgatok szdmaéra késziilt a
"Diszkrét matematika" cimi tantérgy el6adasai alapjan. Az els§ rész az
els6 szemeszterben elsajatitandé anyagot tartalmazza.

A jegyzet anyaga erGsen tamaszkodik a kozépiskolaban elsajatitott matem-
atikai tanulméanyokra. A jegyzet elsG két fejezete elGkészité részei a nem
metrikus linearis matematikai ismereteknek (a metrikus linearis algebrai
fejezeteket a jegyzet masodik része tartalmazza). Itt csak a legfontosabb
fogalmakat és allitdsokat adjuk meg, tobb esetben bizonyitéds nélkil. Az
irodalomjegyzékben talalhaté6 munkakban a bizonyitasok is megismerhetdk.

A jegyzet lényeges részei a harmadik, a negyedik és 6todik fejezetben
talalhatok. Itt tisztazzuk a vektorterekhez, matrixokhoz, determinansokhoz,
linearis egyenletrendszerekhez és linearis leképezésekhez tartozé alapvetd is-
mereteket teljes részletességgel.

Remélhetéleg a jegyzet eléri céljat azzal, hogy hasznalhat6é ismereteket
nyujt a tovabbi tanulmanyokhoz. A jegyzethez példatar is késziil, amellyel
egylitt alkot ez a munka egységes egészet.

A szerz6 koszonetet mond Fazekas Istvan egyetemi docensnek az igen lelki-
ismeretes lektoralasért, nélkiilozhetetlen tanacsaiért, tovabba Orosz Agoté-
nak és Kaiser Zoltannak a jegyzet gondos elGallitdséért.






1. fejezet
Halmazelmeélet; relacidk, fliggvények

1. Halmazelméleti alapfogalmak

Ebben a fejezetben alapfogalomként hasznaljuk a halmaz, elem és az eleme
szavakat, az aldbbi jelolések mellett. Halmaz: A, B,C,... vagy Ay, Ag, As, .. .;
elem: a,b,c,... vagy ay,a9,as,...; a eleme A-nak: a € A ; a nem eleme A-
nak: a ¢ A. Halmazt megadhatunk elemeinek felsorolasaval: A = {a,b, ... };
illetve valamilyen kitiintets tulajdonsaggal: A = {a | T'(a)}. Ez utobbi
azt jelenti, hogy az A halmaz elemei azon a elemek lesznek, amelyek ren-
delkeznek a T tulajdonsiggal. Példaul: A = {z |z € R, 22 > 0}.

1.1. Definici6é. Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, dires hal-
maznak nevezziik. Jele: ().

1.2. Definicié. Az A és a B halmazok egyenldek, ha elemeik megegyeznek,
azaz

A=B < (Vze€eA=zeB)és (Ve e B=zcA).
Jele: A= B.

1.3. Definici6é. Az A halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha
Vre A=z € B.
Jele: A C B. A wvalédi részhalmaza B-nek, ha A C B és A # B.
1.4. Tétel. A=B < ACBé BCA.
Bizonyitds. Az 1.2. és az 1.3. definiciok alapjan nyilvanvalo. O
1.5. Tétel. Csak egy iires halmaz létezik.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy A és B is iires halmazok. Ekkor A C B
és B C A teljesiil, igy az 1.4. tétel miatt A = B. O

1.6. Definici6é. Halmazrendszernek nevezziik az olyan nem iires halmazt,
melynek elemei halmazok.

11



12 1. HALMAZELMELET; RELACIOK, FUGGVENYEK

1.7. Definici6é. Egy A halmaz 6sszes részhalmazaibol allo halmazt az A
hatvinyhalmazinak nevezziik. Jele: 24 illetve P(A).

1.8. Példa. Az A = {z,y} halmaz hatvanyhalmaza:

24 = {0,{«}, {y} . {=. 9} }.

1.9. Definici6. Legyen I # () indexhalmaz, és Vi € I esetén adott egy A;
halmaz. Ekkor {A; | i € I} indexelt halmazrendszer (vagy I-vel indexelt
halmazrendszer).

1.10. Definici6é. Miiveletek halmazok kozott:

A &s B halmazok unidja: AUB ={z |z € A vagy x € B};
A és B halmazok metszete: ANB ={x |z € A ésx € B};
A és B halmazok kilonbsége: A\ B ={x |z € A és x ¢ B}.
Az S ={A; |i€ I} halmazrendszer unidja:

US:UAZ-:{JMEIAZ-: A; eS8, xe Al

iel

W=

5. S ={A; |1 € I} halmazrendszer metszete:
ﬂS: ﬂAi ={z |VA; € S esetén z € A;}.

el

1.11. Definici6. Legyen X egy halmaz és A C X. Ekkor az A halmaz X-re
vonatkozé komplementerén az X \ A halmazt értjiik. Jele: A vagy A°.

1.12. Tétel. Legyen X adott halmaz és A, B C X. Ekkor
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A=A

Bizonyitds. 1. Tegytlik fel, hogy A = B. Ekkor

3.

1r€A <= ¢ A & r¢B < 1B,

tehat A és B elemei megegyeznek, igy A = B.
Forditva, ha A = B , akkor

1r€A <= ¢ A & ¢ B < 1B,

tehat A= B .
Tegyiik fel, hogy A C B. Ekkor

1€EB < r1¢B=>1¢A < xcA,

tehat B elemei A-nek is elemei, azaz B C A.
Forditva, ha B C A , akkor

1€A <= ¢ A=>1¢B < x<B,

tehat A C B. .
1€A <= ¢ A & xcA, tehat A=A

1.13. Tétel. Legyen X adott halmaz és A, B,C C X. Ekkor

1.
2.

3.
4
5
6.
7.

8
9.
10.

AUB =BUA é ANB = BN A, azaz a metszet- és az unioképzés
kommutativ;

(AUB)UC = AU(BUC) és (ANB)NC = AN(BNC), azaz a metszet-
és az uni6képzés asszociativ;

AU(BNC)=(AUB)N(AUC) és AN(BUC)=(ANB)U(ANC(C),
azaz teljesiil a disztributivitas;

. AUA=Aés AN A = A, azaz a metszet- és az unioképzés idempotens;
D AUD=A6e AND=0;

AUX =X és ANX = 4;
=X és X = 0;

CAUA=X ésANA =,

AUB=A < B C A;
ANB=A < ACB.

Bizonyitds. Csak a 3. allitast igazoljuk, a tébbi bizonyitas hasonléan végez-
het6. x € AU(BNC) < x € Avagy x € (BNC) < z € A vagy
(xeBésaxelC) < (reAvagyx € B)és (x € Avagy z € C) <=

T <

(AUB) és (AUC) <= z€ (AUB)N(AUCQ). 0
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1.14. Tétel (de Morgan-féle azonossagok). Legyen X adott halmaz, és
A,B C X. Ekkor

(AU B)

NB é (ANB)=AUB.

=A
Bizonyitds. © € (AUB) <= 2 ¢ (AUB) <= ¢ Aésx ¢ B < zx €
AésreB < x€ ANB.

|
D
x|

AUB

Hasonléan igazolhaté a masodik allités is. ([

2. Relaciok

2.1. Definici6. Legyenek A és B tetszoleges halmazok. Rendezett elempadr
alatt az (a,b) szimbolumot értjiik, ahol @ € A és b € B. Két rendezett
elempar egyenldségét az alabbi médon definialjuk:

(a,b) = (¢,d) <= a=césb=d.
2.2. Definicio. Az A és a B halmazok Descartes-féle szorzatin az
AxB={(a,b)|ac A, be B}
halmazt értjik.

2.3. Tétel. Legyenek A, B és C tetszdleges halmazok. Ekkor

AxB=0 < A=0 vagy B =1
(AUB)xC =(AxC)U (B xC);
Ax (BUC)=(Ax B)U(Ax (),
(ANB)xC =(AxC)N (B xC);
Ax(BNC)=(AxB)N(AxC);

(A\B)xC=(AxC)\(BxC);
Ax(B\C)=(AxB)\ (AxCQC)
Bc(C=AxBCAxC,
AXxB=BxA < A=0B.

© 0Nk =
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Bizonyitds. A masodik allitast igazoljuk:

2. (xz,y) € (AUB)xC <= z€ (AUB)ésy€eC < (x € Avagyz € B)
tsyeC < (reAésyeC)vagy (r € Bésye () < (z,y) €
(AxC)U (B x ().

C AxC BxC

O

2.4. Definici6. Legyenek A és B halmazok. Ekkor FF C A x B-t az A és B
halmazok kozotti (binér) reldcionak nevezziik. Jele: aFb, ahol a € A és b €
B vagy b = F(a), azaz az F relaci6 mellett az a elem képe b.

2.5. Definici6. Az F' C A x B relacio értelmezési tartomdnya:
Dp={z |z € A, Jy € B, (z,y) € I'};

értékkészlete:
Rp={y |y € B, 3x € A, (z,y) € F}.

2.6. Definici6. Ha Dp = A, akkor F' az A-nak B-be torténd leképezése;
ha Rp = B, akkor F' egy A-bdl B-re torténd leképezés,
ha Dp = A és Rp = B, akkor F az A-nak B-re torténd leképezése.

2.7. Definicié. Ha FF C A x B, C C A, akkor az F relaci6 mellett C' képe:
F(CO)={ylye B, Jx€C, (z,y) € F}.

2.8. Definicié. Legyen F' C A x B relaci6 és C C Dp, ekkor az F' relacio
C-re valo leszikitése:

F|C ={(z,y) | (z,y) € F, z € C}.

indexF ! c
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2.9. Definici6. Legyen F' C A x B relacio. Ekkor F' inverze:
F7'={(y,2) | (y.2) € Bx A, (x,y) € F}.

2.10. Kovetkezmény. Legyen F C A x B relaci6. Ekkor:
1. Dp-1 = Rp;

2. RF71 = DF,

3. (FYH)t=F

2.11. Definici6. Legyenek A, B és C' halmazok. Ekkor az FF C A X B és a
G C B x C reldciok kompozicidja vagy dsszetétele a G o F C A x C relacio:

GoF={(z,z)| €A, z€C, Jye B, (x,y) €F, (y,2) €G }.

2.12. Kovetkezmény. Legyenek A, B,C és D halmazok, és FF C A X
B, GC Bx(C, HcCC x D relaciok. Ekkor

. (GoF)'=F"1loG™Y

2. (FoG)oH=Fo(GoH).

2.13. Definicié. Legyen A egy halmaz. Az R C A x A relaciot rendezési
reldcionak nevezziik, ha Vx,y,z € A esetén teljesiilnek az alabbi tulajdon-
sagok:

1. zRx, azaz reflexiv;

2. (zRy és yRx) = z = y, azaz antiszimmetrikus;

3. (xRy és yRz) = xRz, azaz tranzitiv;

4. xRy és yRx koziil legalabb az egyik fennall, azaz teljes.

Ekkor az (A, R) part rendezett halmaznak nevezzik, és a rendezési relacio
jele: <. Haxz <yésax#y, akkor x < y-t frunk. Az z < y illetve x < y
kifejezésekre hasznalatos az y > x, illetve y > x jelolés is.

Ha csak az 1.,2.,3. tulajdonsag teljesiil a reléciora, akkor parcidlis rendezésrél
vagy féligrendezésrsl beszéliink.

2.14. Példa. Az = < y relacio [0,1] x [0,1]-en és ennek inverze (az atlo
mindkét relacidhoz hozzatartozik):

1 1

0 1 0 1
x <y z < y inverze

2.15. Definicié. Legyen (A, R) rendezett halmaz.
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1. Egy B C A halmazt feliilrdl korlatosnak neveziink, ha da € A ugy, hogy
Vb € B esetén b < a, és ekkor az a elemet a B halmaz felsd korldtjanak
nevezzik.

2. Egy B C A halmazt alulrdl korldtosnak neveziink, ha da € A gy, hogy
Vb € B esetén b > a, és ekkor az a elemet a B halmaz alsé korldtjanak

nevezzik.
3. Egy B C A halmazt korldtosnak neveziink, ha alulrol és feliilrél is kor-
latos.

2.16. Definici6. 1. Egy B C A halmaz pontos felsé korldtja egy olyan
a € A fels6 korlat, amelynél kisebb felsd korlatja a B-nek nincsen. Jele:
a = sup B (szuprémum).
2. Egy B C A halmaz pontos alsd korldtja egy olyan a € A alsé korlat,
amelynél nagyobb also korlatja a B-nek nincsen. Jele: a = inf B (infi-
mum).

2.17. Definicié. Egy rendezett halmazt teljesnek neveziink, ha barmely
nem iires feliilr6l korlatos részhalmazénak létezik pontos fels6 korlatja.

A matematika vizsgan az egymaéssal (kozelit6leg) azonos tudasia didkok
kapnak azonos jegyet. Igy a didkokat 6t osztélyba soroljuk: 1-es, 2-es, ...,
5-6s tudéasa didkok. Ezen osztélyozés alapja az ekvivalens (azonos) tudas.

2.18. Definici6. Legyen A egy halmaz. Az R C A x A relaciot ekvivalencia
reldcionak nevezziik, ha Vz,y,z € A esetén teljesiilnek az alabbi tulajdon-
sagok:

1. zRx, azaz reflexiv;

2. xRy — yRx, szimmetrikus;

3. xRy és yRz — xRz, tranzitiv.
Jele: a ~ b. Ekkor azt is mondjuk, hogy a ekvivalens b-vel.

2.19. Példa. Z-on (azaz a pozitiv egész szamok halmazan) értelmezett
aRb < 5|a — b relacié ekvivalencia relécio. (5!@ — b jelentése: 5 osztdja
a — b-nek.) Azok a pozitiv egész szamok lesznek ekvivalensek egyméssal,
amelyek 5-tel osztva ugyanazt a maradékot adjak.

2.20. Definici6. Legyen H # () halmaz. Az S halmazrendszert H egy osz-
tdlyozdsanak nevezziik, ha S elemei paronként diszjunktak, és egyesitésiik
H. Azaz VA,B € S, esetén A,B C H, AN B = () vagy A = B; tovabba
Us=H.

2.21. Tétel. Ha S egy osztalyozas H-n, akkor H-n megadhaté egy S-hez
tartozé ekvivalencia relaci6. Ha H-n adott egy ekvivalencia reldcié, akkor
az indukédl egy osztalyozast H-n.
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2.22. Példa. A 2.19. példaban szerepls ekvivalancia relacié altal indukalt
osztalyozas esetén (egy osztalyba keriilnek az egymassal ekvivalens elemek)
ot kiilonboz6 osztalyt kapunk. Ha pedig Z.i-on azt az osztalyozast adjuk
meg, amelynél azonos osztalyba keriilnek azok az elemek, amelyek 5-tel
osztva ugyanazt a maradékot adjak, és két elem akkor és csak akkor &ll
relacidban egymaéssal, ha egy osztalyba tartoznak, akkor megkapjuk a fenti
ekvivalencia relaciot.

3. Fiiggvények

A figgvény fogalméat ugy alakitjuk ki, hogy ne lehessen "tobbértékd" fiig-
gvényrsl beszélni.

3.1. Definicié. Az f C A x B relaciot fiiggvénynek nevezziik, ha barmely
a € A esetén egyértelmien létezik olyan b € B, melyre (a,b) € f.

Jelolés: f: A— B, b= f(a).

Ekkor a fliiggvény értelmezési tartoménya: A, értékkészlete: B, a fiiggvény
képhalmaza: f(A)={b| be B, Ja€ A: (a,b) € f}.

3.2. Megjegyzés. Minden fiiggvény relacio, de nem minden relacié fiigg-
vény.

3.3. Definicié. Az f : A — B fiigguény invertdlhaté, ha f=1: f(A) — Ais
fiiggvény. Ekkor f~'-et az f inverzfiiggvényének nevezziik. Az invertalhato
fliggvényeket kolcsonosen egyértelmiinek nevezziik.

3.4. Tétel. Az f : A — B fiiggvény akkor és csak akkor invertalhaté, ha
bérmely a1,a9 € A; a1 # ag esetén f(ay) # f(a2).
Masképpen: Yay,a2 € A: f(a1) = f(a2) < a1 = as.

Bizonyitds. (a) Tegyiik fel, hogy f invertalhato, vagyis az f ! relacio fiig-
gvény. Ha aj,as € A, akkor (a1, f(a1)) € f és (az, f(a2)) € f, igy
(f(ar),a1) € f71, (f(az),a2) € f~1. Ha f(a1) = f(az) teljesiil, akkor
a1 = f~Yf(a1)) = f~1(f(a2)) = az, mivel az f~! fiiggvény egyértelmiien
rendeli hozzé az elemekhez a képiiket.

(b) Most tegyiik fel, hogy Vai,as € A: f(a1) = f(a2) <= a1 = ag, és
! nem fiiggvény, azaz létezik f(a) € f(A) agy, hogy (f(a),a1) € f71,
(f(a),a2) € f~! és a1 # as. Ez nyilvan ellentmondés, hiszen f(a1) =
f(a) = f(ag) miatt a; = ag .

O

3.5. Példa. A K = {(z,y) | 2% +y* = 1} C [-1,1] x [~1,1] relacié nem

fiiggvény, hisz pl. (0,1) valamint (0, —1) is hozza tartozik.
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Viszont az F = {(z,y) | y = V1 —a?} C [-1,1] x [0,1] relacio figgvény.
Ez a fiiggvény nem invertalhat6. Viszont megszoritasa [0, 1]-re mar invertal-
hato (és inverze 6nmaga).

(Csak megjegyezziik, hogy az eredeti K mint relacié inverze énmaga.)

3.6. Definicid. Legyenek f: A — B és g: B — C fiiggvények. Ekkor a
go f C AxC relaciot dsszetett fligguénynek nevezziik, f a bels6 fiiggvény,
g a kiilsé fiiggvény.

3.7. Tétel. Legyenek f: A — B ésg: B — C fiiggvények. Ekkor az g o f
relacié is fiiggvény. Jel6lés: (go f)(x) = g(f(x)).

Bizonyitds. Ha (x,z) € (g o f), akkor definicié szerint létezik olyan y € B,
melyre (x,y) € f és (y,z) € g. Mivel f fiiggvény, igy y = f(z) egyértelmiien
létezik, és ehhez az egyértelmiien létez$ y-hoz egyértelmien tartozik z =
9(y) = g(f(z)), mert g is fiiggvény. Eszerint barmely = € A esetén egyér-
telmden létezik z € C gy, hogy z = (g o f)(z), azaz (z,z) € (go f), tehat
go f is fliggvény. (]

3.8. Definicié. Legyen f: A — B fiiggvény. Ekkor

1. f ingektiv, ha barmely x,y € A és x # y esetén f(x) # f(y), azaz a
fliggvény invertalhato;

2. f szirjektiv, ha f(A) = B;

3. f bijektiv, ha injektiv és sziirjektiv.

3.9. Definicié. Az A halmaz identikus fliggvénye: idy : A — A
ida(z) =2 Vre A

3.10. Definicié. Az A és B halmazok ekvivalensek egymassal, ha létezik a
halmazok kozott bijektiv fliggvény: 3f : A — B bijektiv.

3.11. Definicié. Legyen A tetszéleges halmaz. Ekkor az f: Ax A — A
fiiggvényt (binér) miveletnek nevezziik.

3.12. Definicid. Elemi fiigguényeknek nevezziik az alabbi négy (a valos sza-
mok halmazabol a valos szamok halmazaba képezd) fliggvénybdl:

1. f(z) = c konstans fiiggvény;

2. f(x) = z identikus fliggvény;

3. f(x) =da", a > 0 hatvanyfiiggvény;

4. f(z) =sinz
Osszeadéassal, szorzassal, kivonassal, osztassal, Gsszetettfiiggvény-képzéssel és
invertalassal elallithato fiiggvényeket.






2. fejezet
Szamfogalmak

1. Val6s szamok

1.1. Definici6. Legyen adott egy R halmaz, és legyen rajta értelmezve két
miivelet:

flzRXRHRv fl(x7y):$+ya V$7y€Ra
fo: RxR—=R, fo(z,y) =2y, Vr,yeR

Azt mondjuk, hogy (R, +,-) test, ha teljesiti az alabbi tulajdonsagokat, az
agynevezett testaxiémaékat:

1. kommutativitas
r+y=y+z VryeR,
ry=y-x Vr,yeR,
2. asszociativitas
(x+y)+z=2+y+z2) VryzekR,
(- y)-z=z-(y-2) Vr,y,z€R,
3. disztributivitas
z-(y+z)=x-y+xz-z Va,y,z€R,
4. létezik zéruselem (vagy nullelem), jele: 0,
H0eR: 2+0=2 VzeR,
5. létezik additiv inverz
Vo € Resetén 3(—z) e R: 2+ (—z) =0,
6. létezik egységelem, jele: 1,
GeR, 1#4£0: z-1=2 VreR,
7. létezik multiplikativ inverz
Ve €R, x#0esetén Iz ) eR: z- (27! =1.

21
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1.2. Definici6é. Legyen adva az R testen egy < rendezési relacio:

< C R x R. Azt mondjuk, hogy (R,+,-, <) rendezett test, ha teljesiil az
alabbi két tulajdonsag:

1. hax,ye Résax <y,akkorz+z2<y+2 VzelR,

2. haz,yec Résxz >0, y>0,akkor z-y > 0.

1.3. Definicio. Az (R, +, -, <) rendezett test teljes, ha barmely feliilrél ko-
rlatos nemiires részhalmazanak létezik pontos felsd korlatja.

1.4. Definici6. Valds szdmok halmazdnak neveziink egy teljes rendezett
testet. Jele: R.

1.5. Tétel. R-ben az egységelem és a nullelem egyértelmiien létezik.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy két nullelem létezik: 01 és 05 . Ekkor
01 =07 4+ 09 =02 4+ 01 = 05. O

1.6. Megjegyzés. Mivel R-ben az Osszeadas és a szorzas ugyanazokkal a
miiveleti tulajdonsédgokkal rendelkezik (tgynevezett Abel-csoportot alkot-
nak), igy az additiv tulajdonsagokra vonatkozo bizonyitdsok multiplikativ
esetben hasonldéan végezhetsk. Az Osszeadés helyét a szorzés, a nullelem
helyét az egységelem veszi at.

1.7. Tétel. Egyszeriisitési szabaly.

1. Hax,y,z € R, x +y =z + z, akkor y = z.
2. Hax,y,z€ R, 2 #0, vy = xz, akkor y = z.

Bizonyitds. Az 1. allitast igazoljuk: y =y+0=y+ (z+ (—z)) = (y + 2)

(—w%: (x+y)+(—2)=(x+2)+(—2) = (z+2)+(—2) = 2+ (x+ (—x))
z+0=z

O+

1.8. Tétel. Minden R-beli elemnek egyértelmiien létezik additiv inverze, és
minden nem nulla valés szamnak egyértelmiien létezik multiplikativ inverze.

Bizonyitds. A multiplikativ esetet igazoljuk. Indirekt tegyiik fel, hogy az x
nem nulla valos szamnak két inverze van, azaz x - wl_l =1lés -2y L=-1.
Ekkor x - 371_1 =x- x2_1, igy az egyszertisitési szabaly miatt xl_l = w2_1 . g

1.9. Tétel. Kivonasi és osztasi szabaly.

1. Barmely z,y € R esetén egyértelmiien létezik z; € R, amelyre x = y+2z;.
z1 jele: x —y.

2. Barmely z,y € R, y # 0 esetén egyértelmiien létezik zo € R, amelyre
x = yz9. Ekkor zs-re az % jelblést hasznéljuk.

Bizonyitds. Az 1. allitasnal legyen z; = x + (—y).
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(a) Mively+z1=y+z+ (—y) = (y+ (—y)) + © =0+ z = z, igy létezik
T —y.

(b) Ha z1 és zy esetén is teljestil, hogy y + 21 = x = y + 29, akkor az
egyszertsitési szabaly miatt z; = zo, tehdt x — y egyértelmien létezik.

]
1.10. Tétel. Bérmely z € R esetén —(—z) =z, és haz # 0, (x71)~! = x.
(—z) jele: —x és z71 jele: 1.
Bizonyitds. Az additiv inverz tulajdonsaga miatt (—z) +z = 0 és (—z) +
(—(—=x)) =0, igy az egyszertsitési szabaly miatt x = —(—x). O
1.11. Tétel. Legyen x,y € R. Ekkor zy =0 <= x =0 vagy y = 0.
Bizonyitds. (a) Tegyiik fel, hogy = = 0. Ekkor

xy =040y =0y = (0 + 0)y = Oy + Oy,
és az egyszertsitési szabaly miatt 0 = Oy.

(b) Most indirekt tegyiik fel, hogy = # 0, y # 0, de xy = 0. Mivel nem nulla
szamoknak létezik multiplikativ inverziik, igy az (a) részben bizonyitott
allitas felhasznalasaval:

0= (zy)y o' =a(yy e =zl =1,
~—~— ———

0 1
az ellentmondés oka az x,y # 0 feltétel.

2. Természetes szamok, egész szamok, racionalis
szamok

2.1. Definicié. Az N C R halmazt a természetes szdmok halmazdnak nevez-
ziik, ha rendelkezik a kovetkez6 tulajdonsagokkal:
1. 1eN,
2.V ne N=n+1eN,
3. VneN, n—1eN < n#1,
4. teljes indukeio elve: ha M C N olyan, hogy
1€ M,
meM=—m+1e M,
akkor M =N .

2.2. Tétel. A természetes szamok halmaza rendelkezik a kovetkezd két tu-
lajdonséaggal:
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1. N c R feliilr6] nem korlatos ,
2. archimedeszi tulajdonsag: Vo € R, x > 0 és Vy € R esetén In € N :
y < nx.

2.3. Megjegyzés. Az archimedeszi tulajdonsag az 1. allitas kovetkezménye.
Eszerint létezik n € N: £ < n, amibdl y < nx.
Y

2.4. Definicio. Azokat a valos szamokat, amelyek elGallnak két természetes
szam kiilonbségeként, egész szamoknak nevezziik:

Z={z| xR, 3ImneN : z=m—n}.

2.5. Definici6. Legyen z € R és n € N. Ekkor

al=zx,

1.
2. a"=x" 'z han #1,

1
3. x7"=—,haz #0,

xn
4. 29=1, ha z # 0.
2.6. Definicio. Azokat a valds szamokat, amelyek elGallnak két egész szam
hanyadosaként, raciondlis szdmoknak nevezzik:

Q:{xl reR, dp,qeZ, q#0: :c:g}

2.7. Definici6. Az R\ Q halmaz elemeit irraciondlis szdmoknak nevezziik.

2.8. Megjegyzés. 1. Q test, hiszen konnyen lathato, hogy a racionalis
szamok Osszege, szorzata, additiv inverze és multiplikativ inverze is
racionalis szam.

2. R\ Q nem iires halmaz, azaz létezik olyan valés szam, amely nem
racionalis szam. Ha példaul a v/2 racionalis szam lenne, akkor léteznének
olyan p és q egész szamok, melyekre

V2 = E, ahol p és q legnagyobb kozos osztdja 1.
q

Ekkor 2¢? = p? lenne, igy ¢ oszt6ja volna p-nek, ami ellentmond annak,
hogy p és q relativ primek.

2.9. Definicié. Bevezetjiik az alabbi elnevezéseket:

. Ri={z |z eR, z>0}: pozitiv valds szamok halmaza,
Az |z eR, x>0} nem negativ szaimok halmaza,
R_={z |z e R, x <0 }: negativ valds szimok halmaza,
Az |z e R, x <0} nem pozitiv valds szamok halmaza.
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2.10. Definicié. Legyen = € R. Ekkor x abszolit értékét az alabbi modon
definialjuk:
x ha z >0,
|z| =
—x ha xz<0.

2.11. Tétel. Az abszolit érték tulajdonsigai: x,y € R esetén
‘ - $| = ‘$|7
lzyl = |zlyl,

y
|z +y| < lz| + |yl
] = yl| < |z —yl.

SRR ENCIEE
|

2.12. Definici6. Legyen z,y € R. A d(z,y) = |x — y| valos szamot az x és
az y szamok tdvolsdganak nevezzik. A d : R xR — R fliggvényt metrikdnak
nevezziik R-en.

2.13. Tétel. A d metrika rendelkezik a kévetkezd tulajdonsdgokkal. Barmely
z,y, 2z € R esetén:

=0 <= x =y, (nem negativitas);
= d(y,x), (szimmetria);
< d(z,z) + d(z,y), (haromszig-egyenlStlenség).

2.14. Megjegyzés. Az a,b végpontu intervallumokra a kivetkezs jeloléseket
vezetjilk be:

L. Ja,b[={z |z € R, a <z <b},
2. ]a,b]—{az|x€R a <z < b},
3. [a,b[={z |z e R, a <z <b},
4. la, b ={z |z e R, a <z <b},

2.15. Definicioé. Az a € R szam § > 0 sugaru nyilt gombkornyezetén az
alabbi halmazt értjiik:

k(a,d) ={z |z € R, d(a,z) < §}.

2.16. Definicié. Az {[a;,b;]} C R, i € N, indexelt halmazrendszert egymdsba
skatulydzott intervallumrendszernek nevezzik, ha a; < a;4+1, b1 < b; Vi €
N (azaz [CLZ'_H, bi+1] C [(li, bz] Vi € N)
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2.17. Tétel (Cantor-féle metszettétel). Legyen {[a;,b;]} C R, i € N
egymasba skatulydzott zart intervallumrendszer. Ekkor

o

i=1
2.18. Definicié. A H C R halmaz mindeniitt sird R-ben, ha Va,y € R,
T # 1y, v <y esetén létezik h € H, melyre x < h <y .

2.19. Megjegyzés. A racionélis szamok, valamint az irracionélis szamok
halmaza mindeniitt stirti R- ben.

2.20. Tétel. Barmely x € R, x > 0 ésn € N esetén egyértelmiien létezik
y e R ésy >0, melyre y" = x.

2.21. Definicio. Legyen z € R, x > 0 és n € N. Azt az egyértelmiien
létezd y € R nem negativ szamot, melyre y™ = x teljesiil, az x valos szam
1

n-edik gyokének nevezziik. Jele: {/x =y vagy xn = y.

2.22. Definicio. Legyen n € N paratlan és x € R tetsz6leges. Ha x < 0,
1

akkor {/x =zn=— {/—x.

2.23. Definici6. Legyen x € R, r € Q és r = @, m € Z, n € N. Ekkor
n

z"=+Vx™, ha ez az el6bbiek alapjan értelmezhetd.

2.24. Definicié. Ha S C R feliilr6l nem korlatos, akkor sup S=oc és ha
S C R alulrél nem korlatos, akkor inf S=—o0o. Ha ezzel a két szimbolummal

kibgvitjiik a valos szdmok halmazat, akkor az igy kapott halmazt bdvitett
valds szamok halmazdnak nevezziik:

Ry = RU{oo} U{—00}.
2.25. Megjegyzés. R;, nem test.

3. Komplex szamok

3.1. Definicio. Tekintsiik a valos szamokbol képzett (a,b) szamparok hal-
mazat. Ezen a halmazon értelmezziik a szorzas és az 0sszeadas miveletét az
alabbi modon:

(a,b) + (c,d)=(a +c,b+d),

(a,b)(c,d)=(ac — bd, bc + ad).

A valos szamparok halmazat ezen két mrivelettel ellatva (C, +, -)-ral jeloljiik
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és elemeit komplex szimoknak nevezziik. Ha z € C és z = (a,b), akkor
a Re(z)=a szamot a komplex szam valds részének nevezzik, és Im(z)=b a
komplex szam képzetes (imaginarius) része.

3.2. Kovetkezmény. Két komplex szam akkor és csak akkor egyenld, ha a
valos és a képzetes résziik is megegyezik, vagyis

(a,b) = (¢,d) <= a=¢, b=d.
3.3. Tétel. C test.

Bizonyitds. 1. Additiv tulajdonsagok: V(a,b), (¢,d), (e, f) € C esetén
(a) (a,b)+ (¢,d) = (a+c,b+d) = (c,d) + (a,b), kommutativitas,
(b)  ((a,b) + (¢,d)) + (e, f) = (a+c+e,b+d+ f) = (a,b) + ((¢c,d) +
(e, f)), asszociativitas,

(¢) (a,b)+(0,0) = (a,b), létezik nullelem,

(d) (a,b)+ (—a,—b) = (0,0), létezik additiv inverz.

2. Multiplikativ tulajdonségok: V(a,b), (c,d), (e, f) € C esetén
(a,b)(c,d) = (ac — bd, bc + ad) = (¢, d)(a,b), kommutativitas,
((a,b)(c,d)) (e, f) = ((ac — bd)e — (bc + ad) f, (ac — bd) f + (bc +

ad)e) = (a,b)((c,d)(e, f)), asszociativités,
(¢) (a,b)(1,0) = (a,b), létezik egységelem,
a —b
(@) ba (a,b) # (0,0), akkor (a,b) ( e
multiplikativ inverz.
3. Disztributivitéas: V(a,b), (¢, d), (e, f) € C esetén
((a,b) + (e,d)) (e, f) = (a+ ¢, b+ d)(e, f) =

((a+c)e—(b+d)f, (a+c)f +(b+d)e) = (a,b)(e, )+ (c,d)(e, f). -

> = (1,0), létezik

3.4. Megjegyzés. A valos szamok tekinthetSk tgy, mint 0 képzetes részd
komplex szamok, hiszen a ® : R — C, a — (a,0) leképezés injektiv. Ez
a leképezés egy beagyazasa R-nek C-be. Konnyen meggyézédhetiink arrol,
hogy a komplex szdmokra definialt miiveletek az (a,0) alakt szamokon az
eredeti (valos szamokon értelmezett) Osszeadast illetve szorzast adjak.

Ezen megjegyzés alapjan az (a,0) alaka komplex szamot gyakran csak
a-val jeloljiikk (a € R). Speciélisan a (0,0) nullelemet 0-val.

3.5. Definicié. Az i = (0,1) komplex szamot képzetes egységnek nevezziik.
3.6. Tétel. i? = —1
Bizonyitds. (0,1)(0,1) = (0 — 1,04 0) = (—1,0). O
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3.7. Tétel. Minden (a,b) komplex szam megadhaté az a + ib algebrai irés-
médban.

Bizonyitds. A kétféle megadés egyenértékd, hiszen

a+ib = (a,0)+(0,1)(b,0) = (a,b). O
3.8. Definici6. Egy 2z € C | 2 = a + ib szam konjugdltja: z=a — ib.

3.9. Megjegyzés. z = a+ibre 2Z = a®>+b?. Ez alapjan a z-vel val6 osztés
a konjugélttal torténs bovitéssel vegezhets el. Pl. w = ¢ + id jeloléssel (ha
z#0)

wZ  wz

22 a?4+02

_ w
ZUZlZ—
v

a formalis szamolas.

3.10. Tétel. A konjugalas tulajdonsdgai. Minden z,w € C esetén

1. z4+w=7Z4+w,

2. Zw=7% W,

3. z4+Z=2Re(z),

4. z—%Z =2iIm(z),

5. 22205 2z2=0 <= 2=0

3.11. Definicio. Egy 2 € C szam abszolit értékén a |z| =+/2Z nem negativ
valos szamot értjiik. Ekkor |z| =v/a2 + b2

3.12. Tétel. Az abszolit érték tulajdonsagai:
1. 0 < |7]

és|z| =0 <= 2 =0,

2| = |zl

|zw]| = |z[|wl,

|Re(2)| < |zl

[Im(2)] < |z],

|z + w| < |z| + |w.

S Gk

Bizonyitds. Az 1-5. Aallitasok nyilvanvaléak. A héaromszog-egyenlStlenség
(azaz 6.) bizonyitasa:

lz4w|? = (z4w)(z + w) = (z4w)(F+W) = 2Z+20+wZ+ww = |2|?+|w|?+
70+ wZ = |2 + [w]? + 2Re(2W) < |2 + |w]? + 2|zljw| = (2] + [w])®. O

3.13. Megjegyzés. A komplex szamok halmaza és az Euklideszi sik pontjai
kozott kolesonosen egyértelmi megfeleltetés létezik: a z = a + bi komplex
szamnak a sik (a,b) pontjat (vektorat) feleltetjilk meg. Ekkor a komplex
szamok Osszeadasa éppen a megfelels vektorok Gsszeadasat jelenti. Tovabba
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z abszolut értéke éppen az (a,b) vektor hossza.

A
Im

a = |z|cos ¢

a
z—(a,b) b=|z|sin¢

b z=a+ib=|z|(cos ¢ + isin @)

>
>

1 Re

Lathato, hogy egy komplex szdmot egyértelmtien meghatéaroz a hossza (ab-
szolut értéke) és a valos tengellyel bezart szoge. Az igy kapott, igynevezett
trigonometrikus alak igen hasznos a hatvanyozas és a gyokvonés szempont-
jabol.

3.14. Definicié. Egy z € C szam trigonometrikus alakjanak nevezziik a

z = |z|(cos ¢p+i sin ¢) alakot, ahol ¢ a z argumentuma, azaz a valos tengellyel
bezart szoge.

3.15. Kovetkezmény. 1. Haz € C, z = a+ib = |z|(cos ¢p+isin ¢), akkor
¢ = arccos(a/|z|) = arcsin(b/|z|).
2. Ha z = |z|(cos ¢ + isin¢) és w = |w|(cos ¢ + isin)), akkor
z=w <= |z| = |w| és ¢ =Y + 2km, k € Z.
3.16. Tétel. Miiveletek trigonometrikus alaki komplex szdamokkal:

1. z129 = |21|(cos ¢1+isin ¢1)|z2|(cos po+isin ¢o) = |21||22|(cos(p1 +d2)+
isin(¢y + ¢2));
21 |z(cos ¢ +isingr) [

T (cos(¢1 — ¢2) +isin(d1 — ¢2)),

2o |22|(cos g +isingy) [z
ha zy # 0;
n

3. 2" = (]z\(cos ¢+ isin ¢)) = |2|"(cos(n¢) + isin(ne));

1 1
1 — 2 (cos(—&) + isin(—¢)), ha z £ 0.
z  |z|(cos ¢ + isin ) ]2\(COS( ¢) +isin(=9)), ha z 7
Bizonyitds. Az 1. allitas bizonyitasa:
2122 = |z1||22|(cos ¢1 cos ¢pa — sin ¢y sin ¢ + i(sin @1 cos Pg + cos @1 sin pg) =
|21 22| (cos(¢p14¢2)+isin(¢p1+¢2)) a trigonometrikus fliggvényekre vonatkozo

4.
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addiciés képletek alapjan.
A tobbi allitas ennek kévetkezménye, hiszen

1
z— =1=(cos0° +isin 0°) alapjan adodik a 4. képlet;

z
Z1 1 ., . . ,
— = z1— alapjan a 2. Osszefiliggés;
22 22
Z"=z-z-----z miatt pedig 3. O
3.17. Példa. Az i? = —1 egyenl6ség bizonyitasa trigonometrikus alakban:
.. 7T .. T 7T .. T ..
i1 = (cos 5 + ¢sin 5)(008 5 + ¢sin 5) = (cosm +isinm) = —1.

3.18. Definici6é. Egy z € C szam n-edik gyokének nevezziik a w € C sza-
mot, ha w" = z.

3.19. Példa. Az 1 komplex szam n-edik gyokeit n-edik egységgyikoknek
nevezziik. Ha példaul z = |z|(cos ¢ + isin ¢) harmadik egységgyok, akkor
23 =1, azaz

23 = |23 (cos(3¢) + isin(34)) = (cos0° + isin 0°).
Ezek szerint |z| = 1 és 3¢ = 0° + 2km, k € Z. Harom kiilonb6z6 megoldas
van, k = 0,1,2 esetén az alabbi gyokok adodnak:

z1 = cos0° +4sin0°,

z2
0°+27r .. 0°+27 \

Z9 = COS + 28In ,
2 3 3 jzl
0°+4r . 0°44rm 3
23 = COS + 2s1n 3 .

Az n-edik egységgyokok a komplex szdmsikon egy origd kozéppontu szabéa-
lyos n-sz0g cstucsaiban helyezkednek el. Egy z # 0 komplex szamnak n darab
n-edik gyGke van.

3.20. Tétel. Egy 2 € C, 2 £ 0, 2z = |2|(cos ¢ + i sin ¢) komplex szam n-edik

gyokei:
2k o2k
Wi, = QWZI<Cosf:t——iz—%isnlflf__if>,
n

n
aholk=0,1,...,n— 1.

3.21. Megjegyzés. Ismert, hogy az ax? + bz + ¢ = 0 alaki valos egyiitt-
hatos méasodfoki egyenletnek negativ diszkriminans esetén nincsenek valos
megoldasai. A komplex szamok halmazan azonban mindig megoldhatd az
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egyenlet, hiszen a negativ szdmoknak is van két komplex gyokiik, igy alkal-
mazhaté a megoldoképlet.
Példaul az 22 + 2z + 3 = 0 egyenlet megoldasai:

—2+4/=8
Ty = % = —1+V2/—-1=-1+iV2,

hiszen a —1 négyzetgyokei az ¢ és a —i. Elmondhat6 tehét, hogy mindig
léteznek 1,9 € C komplex szamok gy, hogy

az?® + br + ¢ = a(x — 1) (z — x9).

Ekkor a fenti egyenlet két megoldasa x1 és xs.
Altalanosabban, minden a,x™ + --- + a1z + ag n-edfokt polinom esetén
léteznek x1, ..., x, komplex szamok gy, hogy

anz” + - Farx+ag=ap(r—x1) - (T — xp).

Tehat minden n-edfoka polinomnak létezik n darab gydke (nem feltétleniil
kiilonbozsek).

Legyenek az apx™ + - - - + a1z + ap = 0 egyenlet egyiitthatoi valos szamok.
Ekkor ha egy komplex szam megoldéasa az egyenletnek, akkor a szam kon-
jugéaltja is megoldas, hiszen az egyenlet mindkét oldaldnak konjugaltjat véve
anT"+ - -+ a1 + ag = 0 adodik, mivel valos szam konjugaltja 6nmaga. En-
nek kovetkezménye, hogy pératlan fokszamu valés egytitthatés polinomnak
mindig létezik legalabb egy valos gyoke.

4. Algebrai stuktiarak

Csak kétvaltozos (azaz binér) miiveletekkel fogunk dolgozni. (Valojaban
léteznek tetszoleges n-valtozos miiveletek is (n = 0,1,2,...).)

4.1. Definicié. Algebrai struktirdn egy, legalabb egy miivelettel ellatott S
halmazt értiink. Ha a halmaz az 6sszeadis miiveletével van ellatva, akkor
(S, +)-t additiv strukttranak nevezziik, ha a halmaz a szorzas miiveletével
van ellatva, akkor azt mondjuk, hogy (S,-) egy multiplikativ struktira.

4.2. Definici6. Bevezetjiik az alabbi jeloléseket:

T1: kommutativitas,

Ts: asszociativitas,

Tj: létezik neutralis elem (6sszeadés esetén nullelem, szorzasnal egységelem),
Ty: létezik inverz,

T5: nullosztomentesség (Vr,y € S: zy =0 <= x =0 vagy y = 0),

Ts: disztributivités.
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Vannak egymiiveletes struktarak (félcsoport, csoport, Abel-csoport), és két-
miiveletes strukturak (gytrd, integritastartomany, test). A kiilonbozs alge-
brai struktirdkat az aldbbi tablazatokban foglaljuk Gssze:

egymiiveletes strukturak

név definial6 tulajdonsagok példéak

félesoport Ts (N,-), (N,+)
csoport Ty, T3, Ty Q\{0},9), (Z,+)
Abel-csoport Ty, Ty, T3, Ty Q\{0},9), (Z,+)
kétmiiveletes struktarak, (S, +,-)

név definial6 tulajdonsagok példéak
gytri (S,+) Abel-csoport, (S, ) félcsoport, T¢ (Z,+, )
integritastartomany| (S,+,-) gytrd, (S,-): T1, T3, T5 (Z,+,-)
test | (S,+), (S\{0},:) Abel-csoport, Tg Q R, C

A testaxiomak pontos leirasat lasd az 1. szakaszban. A tablazatban az
(S'\ {0},-) jelolés csak arra utal, hogy a 0-elemnek nincs multipikativ in-
verze.

Késébbi tanulmanyokban hasznos még a kovetkezs két algebrai struktura.
Legyen H egy legalabb kételemt halmaz, és legyen H-n értelmezve az unioé
(U), a metszet (N) és a komplementer () képzés.

4.3. Definicié. A (H,U,N) algebrai struktarat halonak nevezziik, ha
1. (H,U) kommutativ félcsoport,

2. (H,N) kommutativ félcsoport,

3. érvényesek az tgynevezett elnyelési torvények, azaz

a,be H = an(aUb)=a; aU(aNb)=a.

4.4. Definici6é. A (H,U,N) halot Boole-algebranak nevezziik, ha tartal-
mazza a zéruselemet (0)), tartalmazza az egységelemet (H), és érvényes az
U, N miiveletekre a disztributivitas, és H minden elemének 1étezik komple-
mentere.

4.5. Példa. Boole-algebra egy A halmaz iires részhalmazainak (24 vagy
P(A)) haloja, ahol a zéruselem az iires halmaz, az egységelem pedig maga

az A, tovabba VX C A-ra X C A.

5. Szamossagok

A hétkoznapi életben, amikor egy (véges) halmaz elemeit megszamoljuk,
akkor 1 — 1 értelmt leképezést létesitiink az illet6 halmaz és az {1,2,...,n}
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halmaz kozott (ahol n valamely természetes szam). Azt pedig, hogy két hal-
maz elemei szdma egyenls, eldonthetjiik gy is, ha elemeiket parba rakjuk.
A pontos matematikai fogalmak a kovetkezok.

5.1. Definicié. Az A és a B halmazok egyenld szdmossdguak, ha létezik
kozottiik bijektiv leképezés. Jele: A ~ B.

5.2. Definicié. Az A halmaz szdmossdga nagyobb, mint a B halmaz szé-
mossaga, ha szamossaguk nem egyenld, és létezik olyan C halmaz, melynek
szamossaga egyenlé B szamossagaval és C C A .

5.3. Definici6. Az A halmaz véges, méas szoval véges szamossagi, ha A = ()
vagy létezik n € N agy, hogy A ~ {1,2,...,n}.

5.4. Definicié. Az A halmaz végtelen mas szoval végtelen szdmossagu ha
nem véges.

5.5. Definicié. Az A halmaz megszdmldlhatéan végtelen, ha A ~ N. Ennek
a szamossagnak a jele: Ng. (Az N (alef) bett a héber abécé elss bettje, ezt
a jelolést G. Cantor vezette be.)

5.6. Definici6. A A halmaz megszamlalhatd, ha véges vagy megszamlal-
hatoan végtelen.

5.7. Tétel. Ha az {A; | i € I, I # 0} indexelt halmazrendszer olyan,
hogy minden i esetén A; megszamlalhatéan végtelen, és I megszamlalhatéan
végtelen, akkor ) A; is megszamlélhatéan végtelen.

1€l

5.8. Tétel. A raciondlis szamok szamossaga megszamlalhatéan végtelen.

m o
Bizonyitds. Legyen A, = {— | m e Z}, n € N, ekkor Q = |J A,, tehat
n n=1
az 5.7. tétel miatt megszamlalhatoan végtelen, hiszen A, barmely n esetén

megszamlalhatéan végtelen. O

5.9. Tétel. A valos szamok szamossdga nagyobb, mint a racionalis szamok
5Z4MOossaga.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy R megszamlalhato. Ekkor a [0, 1] zart
intervallum is megszamléalhato, azaz létezik kolcsonosen egyértelmi megfelel-
tetés N és [0, 1] elemei kozott. irjuk fel a megfeleltetés sorrendjében a [0, 1]
elemeit tizedestort alakban:

1— 0, ajjalgais . ..

2 0, a21092a923 . . .

3 0, a31a3aass . ..
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Itt a11,a10,... szamjegyeket jelolnek, a véges tizedestorteket végtelen sok
nullaval egészitjiik ki. A feltevés szerint [0, 1] valamennyi eleme fel van
sorolva. Legyen

b — {5, ha a; # 5,

4, ha Qi = 57
és tekintsiik a b = 0,b1bob3 ... szamot. Ez a szdm nincs benne a fenti
felsorolasban, mivel mindegyiktél kiilonbozs. Ez ellentmondas, igy R nem
megszamlalhato. Ebbd] kovetkezik az allitas. O

5.10. Definici6é. A valés szamok, illetve a vele ekvivalens halmazok szé-
mossagat kontinuum szdmossdgnak nevezziik. Jele: ¢

5.11. Kovetkezmény. Az irracionalis szamok szamossaga kontinuum.
5.12. Definicié. Azokat a komplex szédmokat, amelyek elGallnak valamely
anz™ + ap_12" P+ +ax4+ay=0, a; €Z, ap #0, neN,

n-edfoku egész egyiitthatos algebrai egyenlet gyokeként, algebrai szdmoknak
nevezziik.

5.13. Példa. Minden racionalis szam algebrai szam, hiszen gyoke egy elsé-
foku egész egylitthatos algebrai egyenletnek;

pl. g megoldasa az bx — 3 = 0 egyenletnek.

5.14. Tétel. Egy n-ed fokii egész egyiitthatés algebrai egyenletnek legfel-
jebb n darab gyoke van C-ben.

5.15. Tétel. Az algebrai szdmok halmaza bévebb, mint a racionélis szamok
halmaza.

Bizonyitds. Minden racionélis szam algebrai szam, de van olyan algebrai

szam amely nem raciondlis. Példaul Y/? gyoke a qx™ — p = 0 egyenletnek,
q

de altaldban nem racionalis (lasd /2). O

5.16. Tétel. Nem minden komplex szam algebrai.

Bizonyitds. Elegendd belatni, hogy megszamlalhato sok algebrai szam van,
hiszen a komplex szamok szamossaga kontinuum. Az algebrai szamok az

anz™ + apn_12" P+ +ax4ay, a;€7Z, an#0, neN,
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egyenlet gyokei. Legyen
h = |an| + lan-1| + ... lag| +n, n € N.

Minden h-hoz csak véges sok algebrai egyenlet tartozik, és minden algebrai
egyenletnek csak véges sok gyoke van. Mivel megszamlalhato sok véges
elemszamn halmaz unidja is megszamlalhato, igy

{algebrai szamok} =

U{ze(C|anz"+---+alz+a0:0 és lap|+ -+ |ag| +n=h}
heN

megszamlalhaté halmaz. O

5.17. Definicié. A nem algebrai szamokat transzcendens szdmoknak nevez-
ziik.

5.18. Megjegyzés. Léteznek transzcendens szamok, ilyen példaul a « és e.

6. Kombinatorikai alapfogalmak

6.1. Definicid. Ismétlés nélkiili permutdcionak nevezziik n darab kiilonb6zd
elem egy rogzitett sorrendjét. Jelolés: felsoroljuk az n darab elemet, és ald
irjuk 6ket a permutacié sorrendjében, példaul

1 2 3
2 3 1)°

6.2. Tétel. Az dsszes lehetséges permutaciok szama n kiilénbézd elem es-
etén: P, =nl. (Az f(n) =n!=1-2-3---n (n € N) elbirdssal értelmezett
fiiggvényt faktoridlis fiiggvénynek nevezziik, ahol 0! = 1, 1! = 1, 21 = 2,
31=6,..., 10! = 3628800,.....)

Bizonyitds. Az elemek szama szerinti teljes indukciot alkalmazunk, n = 1
esetén nyilvan igaz, egy elemnek egy sorrendje van: P; = 1! = 1. Tegyiik
fel, hogy n-re igaz, azaz P, = n!, Ezt felhasznalva bizonyitsuk be, hogy
ekkor n + 1l-re is igaz a tétel. Ha adott n elem egy rogzitett sorrendje,
(a1,az,...,a,), akkor az n + l-edik elem elhelyezésére az alabbi lehetGségek
adodnak:

(*7a17a27"'7an)7 (a17*7a27"'7an)7 RN (a17a27”‘7an7*)7

Osszesen n + 1 darab. Mivel az indukciés feltevés szerint n elem permuta-
cidinak szama n!, igy Poy1 = (n+1)P, = (n+ 1)n! = (n+ 1)L O
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6.3. Példa. Egy kartyapakli megkeverése a 32 lap egy permutacidja, és
32! &~ 2,63 - 103° szamu kiilénb6z6 sorrend létezik.

6.4. Definici6. Ismétléses permutdcionak nevezziik n elem egy rogzitett
sorrendjét, ha az n darab elem koziil Iy, 1o, ..., darab rendre egyenld.

Ekkor I1 + s + - - - + I = n, példaul:
3...34...4...6...6.
= ~——

0 Iy Iy

6.5. Tétel. Legyen n elem koziil l1,1o, ..., l; darab rendre egyforma. Ekkor
ezen elemek Osszes lehetséges ismétléses permutacidinak szamas:

n!

Pn;ll,...,lk = A lk'.

Bizonyitds. Ha tekintjiik az elemek ismétlés nélkiili permutéacioit, akkor ezek
kozott tobb egyforma is szerepel, mivel az azonos elemeket egymas kozott
cserélgetve a permutéicié nem valtozik. Példaul az [; darab egyforma elem
egymas kozti permutéicioinak szama [q!,..., az [ darab egyforma elem ese-
tén pedig l!. Ha ezek szorzatéval elosztjuk az ismétlés néliili permutaciok

szamét, megkapjuk az isméléses permutaciok szaméat: —— . O

6.6. Példa. Ha ugy keveriink Gssze egy kartyapaklit, hogy csak a szineket

vessziik figyelembe, akkor négyféle lap lesz (piros, zold, tok, makk), és min-

degyikbdl 8 darab van a pakliban. Ez a 32 lap egy ismétléses permutéacidja,
32!

és az Osszes kiilonbo6z6 sorrend szdma: Pp.g888 = SISISIS!
6.7. Definici6. Tekintsiink n darab kiilonbo6z§ elemet, ezekbdl kivélasztva
k darab rendezett elemet, az n elem egy k-adosztilya ismétlés nélkuili vari-
dcigjat kapjuk.

6.8. Tétel. Az dsszes lehetséges ismétlés nélkiili k-adosztalyt varidciok szama
n kiilonbézd elem esetén:
VE=nn-1)...(n—(k—1)) =

n

(n— k)

Bizonyitds. A bizonyitast rogzitett n mellett k szerinti teljes indukciéval
végezzilk, k = 1 esetén n darab elembdl 1-et kell kivalasztanunk, ezt n-
féleképpen tehetjiik meg, tehat: V! = n. Most tegyiik fel, hogy k-ra igaz az
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allitas, és bizonyitsunk k 4 1-re. Ha kivalasztunk k£ darab elemet, a k& + 1-
edik elem kivalasztasara mar csak n — k lehetség adodik, tehat VF+! =
(n —Ek)VE. g

A definiciok alapjan a permutéaci6 a variacio specialis esete: P, = V"

6.9. Példa. Ha egy futéversenyen 10 ember 4ll rajthoz, akkor az els6 harom

.....

V3 =10-9 -8 féleképpen éllhatnak fel a dobogéra a versenyzdk.

6.10. Definicié. Ha n darab kiilonb6z6 elembdl tgy valasztunk ki k£ darabot,
hogy egy elemet tobbszor is valaszthatunk és a sorrend szamit, akkor az n
elem egy k-adosztalyt ismétléses varidciojdat kapjuk.

6.11. Tétel. Az Osszes lehetséges k-adosztalyt ismétléses variaciok szama

n kiilonbézd elem esetén:
Vk — nk

n,ism

Bizonyitas. A k darab hely mindegyikére n lehetéség koziil valaszthatunk,
tehétV,ﬁism:n-----n:nk. O
6.12. Példa. A toto-szelvény kitoltése 3 darab elem (13+1)-edosztalyu is-
métléses varidcidja, Osszesen V314 = 31 _feleképpen tolthetjiik ki.

6.13. Definicié. Ha n elembdl kivalasztunk k darabot tgy, hogy a sorrend
nem szamit, akkor az n elem k-adosztalyt ismétlés nélkili kombindcidjat
kapjuk.

6.14. Tétel. Az Osszes lehetséges k-adosztalyt ismétlés nélkiili kombinécio
n elem esetén: |
n! n
Ch=_—— _ — .
"kl (n—k)! <k>

n n
Az I szamokat binomidlis egytitthatoknak nevezziik, (k,‘)_t "n alatt a

k"-nak mondjuk.

.....

van, melyekben ugyanazok az elemek szerepelnek, csak més sorrendben.
Ezek mind ugyanazt a kombinaciot allitjak els, tehat:

vk n
k_ 'n _
ci=7= (1)
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A kombinacié az ismétléses permutécio specialis esete: C’ﬁ = Pokn—k-
Ez nemcsak abbdl vezethet6 le, hogy mindkettd (Z)—Val egyenl$, hanem a
definiciébol is. Ugyanis C’,’j n elembdl k darab kivilasztasainak a szama. A
kivalasztast ugy végezziik el, hogy a felsorakoztatott n elembdl k darabot
l-essel, n — k darabot pedig 0-val jeloliink meg. Ez pedig P,k n—-féleképp
tehet meg.

6.15. Definici6. Ha n elembdl ugy valasztunk ki k£ darabot, hogy a sorrend
nem szamit és egy elemet tobbszor is valaszthatunk, akkor n elem egy k-
adosztalyu ismétléses kombindcidjat kapjuk.

6.16. Tétel. Az Osszes lehetséges k-adosztalyt ismétléses kombinéciok szama

n elem esetén:
n+k—1
Cﬁ,ism = < k )

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy n elem k-adosztalyt ismétéses kombinacioi-
nak halmaza és n+k — 1 elem k-adosztalyt ismétlés nélkiili kombinacioéinak
a halmaza kozott kolcsonosen egyértelmi megfeleltetés létezik, azaz

k _ rk
Cn,ism - Cn—i—k—l‘

Legyen az n elem az {1,2,...,n} halmaz, és legyen ennek egy k-adosztalya
ismétléses kombinacidja az {ay,as,...,ar} halmaz. Rendezziik ezeket az
elemeket névekvd sorrendbe, természetesen lehetnek koztiik egyenlGek: 1 <
a1 < as < ag < -+ < ap < n. Adjunk most az elemekhez kiilonb6zo
szamokat gy, hogy azutdn méar ne legyenek kozottiik egyenlek: 1 < a1 <
as+1 < az+2 < -+ <ap+(k—1) <n+k—1. Ezméaraz {1,2,3,...,n,...n+
k — 1} halmaz elemeinek egy ismétlés nélkiili kombinaciéja. Minden ilyen
ismétlés nélkiili kombinaciéhoz tartozik n elem egy ismétléses kombinacioja,
kovetkezésképpen a megfeleltetés kolesonosen egyértelmd. (Példaul han =6
és k=4, akkorn+k—1=096és az {1,4,5,9} ismétlés nélkiili kombinaciénak
az ismétléses megfelel§je az {1,4 — 1,5 — 2,9 — 3} = {1,3,3,6}.) Tehat
old — Ok _ (n+llj_1)' O

n,ism n+k—1 —

6.17. Példa. Ha &tféle csokolddét lehet kapni a boltban, és mi 10 darabot
vesziink, akkor ez az 5 csokoladé 10-edosztalyt ismétléses kombinacidja, és

Osszesen C’ggsm = (5+}8_1)—féleképpen valaszthatunk.

6.18. Példa. Az A, B betiikbél és a 0, 1 szamokbol hany "bet(, bet,szam,
szam" tipusi rendszamtabla készithet§? Harom tipikus megoldasi modszert
ismertetiink.
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(a) Kitoltjik az iires

[1L.]2.]3]4.]

tablazatot. A kitoltési lehet&ségek:

| 2-féle | 2-féle | 2-féle | 2-féle |

A végeredmény ezek szorzata: 2%

(b) Felbontjuk a kitoltést két ismert fazisra: 2 bettibsl 2 helyre Vfism,
tovabba 2 szambol 2 helyre V22,ism féleképp tehetiink. Ezek szorzata a
végeredmény: 22 .22 = 24,

(c) Fa grafot készitiink a lehetséges esetek felsorolasara. Ez jol magyarazza
a fenti két megoldasban azt, hogy miért kellett Osszeszorozni az esetek
szamitasat. (Fa graf segitségével konnyen igazolhatok a V,F és V,ﬁism
képletek is.)

OO O O
N /N N /7N /N /N 7\ 7\
o1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
Ezen graf "lefelé halad6 utjai" és a rendszamok kozott kolcséndsen

egyértelmii leképezés van. Az ilyen esetek szama pedig 2-2-2 -2 = 24,

A binomiélis egyiitthatok tulajdonsagai:

n n
_ _ <k<n.
1 (k:) <n_k>,ha0_k_n

n+1 n n
2. = h < k<n.
<k+1> <k>+<k+1>’ a0sksn

Ezen képlet belathato példaul az "esetek szétvalasztaséaval." n+ 1 elem-
bél k+1 darabot ugy valasztunk ki, hogy vagy az els6 n-bél k darabot és
még az n + 1-ediket, vagy az els6 n-bdl k+ 1 darabot, de az n + 1-ediket
nem. Igy Cﬁﬁ = Ck + CF1,

n+1 n n—1 k+1 k
_ _ <k<n.
3 </<:+1> <k>+< A >+ +< ' >+<k>,ha0_k_n

Ez a megfelel6 képletbdl indukcidval adodik.
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A <n+1> _(n+Dnn—-1)---(n—k+1) n+1<n>,ha0§k§n.
kE+1 (k+1Dk(k—1)---1 k+1\k
Ezt a képletet hasznalhatjuk a binomialis egyttthatok rekurziv kiszé-
mitasara is (hiszen az n! gyors novekedése miatt a definicioé szerinti
kozvetlen kiszamitas nem célszert).

6.19. Tétel (Polinomialis tétel). legyen aq,...,ar € R ésn € N . Ekkor

n! S S S
(a1++ak)n: Z <781' Sk'>a11a22...akk.

S1+-+Ssp=n

Az Osszegzés azon nem negativ egész sq, . .., S szamokra terjed ki, amelyek
0sszege n.

Bizonyitds. Mivel

(a1 4 Fap)" = (a1 + -+ ag)(ar 4 +ag) (a + -+ ap),

n darab

és minden tagot minden taggal szoroznunk kell, ezért a szorzat egy tagja
aj'as? ...a;* alaka lesz, ahol s1 + -+ + s, = n. Az a1 elemet s;-szer (8"1)-
féleképpen lehet kivalaszatni az n darab zarojelbdl, ezutan az ao elmet so-
szor mar csak (n — s1) darab zarojelbsl valaszthatjuk, sszesen (”;281)—fé-
leképpen,..., az aj elemet sg-szor (n — s; — --- — sx—1) darab zarojel-
baol ("_Sl_s';_skfl)—féleképpen valaszthatjuk ki. Tehat az af'a3?...a;" tag

egylitthatoja a szorzatban:

() ()

n! (n —s1)! (n—s1—-—sp_1)! n!
sil(n —s1)!(n—s; —s2)lsal " (n—sy— - —sp)sp! spllLLsg!
01=1
]
6.20. Tétel (Binomialis tétel). legyen a,b € R . Ekkor
n
n __ n n—sis __ n n n n—1 n n
(a +b) _Z<S>a b = <0>a + <1>a b+.. + <n>b .
s=0
Bizonyitds. A tétel a polinomialis tétel specialis esete k = 2-re. U

6.21. Példa. A binomiilis tétel alapjan:

(5 () e ()0
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(g) - (?) +o +(-1)" (Z) (1) =0.

Pascal-haromszog. Az (a + b)" kifejezésben szerepld egyiitthatokat n =

0,1,2,... esetén egymés alé elhelyezziik.
0
ni] ) (0) 1
2 2 2
niz 3 (0) 3 (1) 3 (2) 5
n=1 (o) (1) (2) () (2)
Az (Zii) =)+ (kil) képlet alapjan lathato, hogy abban, az tn. Pascal-

haromszogben szerepld értékek a kozvetlentil felettiik szerepls két érték Gsz-
szegeként kaphatok meg. Ez is mutatja, hogy (Z), 0 < k < n, pozitiv egész.
A Pascal-haromszogben szereplé szamok:






3. fejezet
Vektorok

1. Vektorterek

1.1. Definicié. A V nem iires halmazt vektortérmek nevezziik a T test felett,
ha értelmezve van rajta egy + : V x V. — V Gsszeadas, ésegy T xV — V
skalarszorzés, amelyek teljesitik az alabbi tulajdonsagokat:
1. (V,+) Abel-csoport,
2. Vo,y €V ésVa, B €T esetén:
(a) a(z +y) = oz + ay,
(b) (a+ B)z = ax + Pz,
(c) a(Bz) = (aB)z,
(d) 1z =z.
V elemeit vektoroknak nevezziik, a V' Abel-csoport 0 neutrélis elemét pedig
nullvektornak. T elemeit skaldroknak mondjuk.

1.2. Példa. R vektortér onmaga felett. Az Osszeadas a szokasos R-beli
Osszeadas, a skalarszorzas a szokasos R-beli szorzas.

1.3. Példa. A valos szamok R halmazanak onmagaval vett Descartes-féle
szorzata, amelyet a rendezett szdmpdrok terének neveziink, vektortér R felett.
A szampéarok
R*>=R xR ={(a1,a2) | a1 € R, ay € R}

halmazan az Gsszeadast és a skalarszorzast a kovetkezSképpen definialjuk:

(a1,a2) + (bl, ba) = (a1 + b1, a2 + ba),

)\(al, CL2) = ()\al, )\ag).
1.4. Példa. A valos szamok R halmazanak onmagaval vett n-szeres Descar-
tes-féle szorzata, amelyet a szdm n-esek terének neveziink, vektortér R felett.
A szadm n-esek

R"=RxRx--xR={(ar,...,an) | a;, R, i=1,...,n}

n-szer

halmazan az Osszeadast és a skalarszorzast a kovetkezSképpen definialjuk:

43
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(al,...,an)—i—(bl,...,bn) i(a1+b1,...,an+bn),
AMag,...,an) = (Aaq, ..., ay).

1.5. Példa. Szabad vektorok tere. . .
Tekintsiik a geometriai tér iranyitott szakaszait: X = {AB,...,UU,...},
ahol U_U> hossza 0, iranya tetszleges. Legyen Y = { Py, Py, ... } a parhuzamos
eltolasok halmaza. Tekintsiik az f: X — Y, f (A—B>) = Py p leképezést, ahol
Psp az a parhuzamos eltolas, ami az A-hoz a B pontot rendeli. Ez egy
sziirjekiv leképezés, de nem injektiv. Ha ekvivalensnek tekintjiik azokat az
irdnyitott szakaszokat, amelyekhez az f leképezés ugyanazt a parhuzamos
eltolast rendeli, egy ekvivalencia relaciot kapunk, ami létrehoz egy oszté-
lyozast. Az osztalyokat szabad vektoroknak nevezziik, és a 0,a,b,--- € V
jelolést hasznaljuk. Egy AB irdnyitott szakaszt az a € V szabad vektor

konkrét reprezentansanak neveziink, ha AB € a.

Szabad vektorok Osszeadésat a konkrét reprezentéansaik segitségével definiél-
hatjuk: ha a,b €V és A_B> € a, B—C>‘ € b, akkor a+ b az a szabadvektor,
amely tartalmazza A_C)'—t.

—
AB € a

—

B

—

AC

B

S

m Q
1S~
@]

IS}

+5b
A

Egy a € V szabadvektor norméjan egy konkrét reprezentansadnak a hosszat
értjiik, jele: || a ||. A norma nemnegativ: || a [|> 0, és || a ||= 0 akkor és
csak akkor, ha a = 0.

A norma segitségével definidlhatjuk a szabadvektorok skalarral val6 szor-
zasat. Ha a € R, a € V akkor az aa € V szabadvektor teljesiti az alabbi
tulajdonsagokat:

L fleal=lof [ al,
2. a > 0 esetén aa egy konkrét reprezenténsa egyiranyd a egy konkrét
reprezentansaval,

3. a < 0 esetén aa egy konkrét reprezentansa ellentétes irdnya a egy
konkrét reprezentansaval,
4. o =0 vagy a =0 esetén aa = 0.

A szabad vektorok V halmaza az igy bevezetett szorzéasra és Osszeadésra
nézve vektorteret alkot a valés szamok teste felett.
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1.6. Példa. A legfeljebb n-edfokt valos egyiitthatos polinomok
P, = {ana;"—i—an_lx"_l+-~+a1x+a0 la; R, i=1,...,n}
halmaza vektortér R felett az alabbi miiveletekkel:
(an®™ + ap_12" 14+ a1z +ag) + (bpa™ +bp12" b+ bo) =
((an +bp)a™ + (an—1 + bp—1)z" " + - + (a1 + b1)x + (ao + bo)),
Mana™ + -+ a13 + ag) = ((Aap)z™ + -+ + (Aa1)z + (Aag)).
1.7. Példa. Az a {0} halmaz, amely csak a nullvektort tartalmazza, mindig

vektortér, és trividlis vektortérnek nevezzik. (Az Osszeadas 0 +0 = 0, a
skalarszorzas a0 = 0, Va € T, szerint értelmezett.)

1.8. Példa. A zart intervallumon értelmezett fiiggvények
F={f] f:lab] - R}

tere vektorteret alkot a fliggvények pontonkénti Osszeadasara és skalarszor-
zasara nézve.

1.9. Példa. C vektortér onmaga felett. C vektortér R felett is. (De R nem
vektortér C felett a szokasos C beli mtveleteket tekintve.)

1.10. Tétel. Vektortérben a nullvektor egyértelmien létezik.

Bizonyitds. A tétel kvetkezménye annak, hogy Abel-csoport neutrélis eleme
egyértelmd, a bizonyitast 1lasd az el6z6 fejezet 1.5. tételénél. O

1.11. Tétel. Legyen V vektortér a T test felett, a,3 € T és a,b € V.
Ekkor

1. Oa =0,
2. (-a= —a,
3. a0 =0,

4. aa =0=—= a=0 vagy a =0.

Bizonyitds. 1. Mivel 0a+a = 0a+1a = (04 1)a = la = a, igy Oa+a = a,
és az egyszertsitési szabaly miatt Oag = 0.
2. a+ (-1)a=1la+ (-1a=(1+(-1)a
additiv inverze.
a0 = a(0+0) = a0 + a0, innen a0 = 0.
4. Indirekt tegyiik fel, hogy sem a # 0, sem a # 0, de e = 0. Ha o # 0,
akkor () 'aa = (a)710, vagyis a = 0, ami ellentmondas.

= 0, ezért (—1)a az a vektor

w

O

1.12. Definicié. A (V,T) vektortér W részhalmazat a V' alterének nevez-
zik, ha W oOnmagaban is vektortér, azaz Va,b € W és Va € T esetén
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a+be W, aa € W, tehat W zart a vektorok Osszeadasara és tetszdleges
skalarral val6 szorzéasra.

1.13. Megjegyzés. A {0} C V ésa V C V altereket trivilis altereknek,
illetve nem valodi altereknek nevezziik.

1.14. Példa. A szam n-esek terében a W = {(a,0,...,0) | a € R} halmaz
altér.

1.15. Példa. R%ben V,, = {(z,az) | = € R}, ahol a € R tetszoleges,
de rogzitett elem, altér. Konnyen belathato, hogy R%-ben a {0} és az R?
altereken kiviil csupén ilyen tipusu alterek léteznek. V, azonosithaté a sik
origon dtmend, o meredekségii egyeneseivel.

A

axT

Y

1.16. Tétel. Legyen U C V, W C V altér a V vektortérben. Ekkor U N W
sU+W ={ut+w|uecU we W} is altér.

Bizonyitds. 1. U NW nem lehet iires halmaz, a 0 vektort biztosan tartal-
mazza. Ha z,y € UNW, akkor z,y € U és x,y € W. Mivel U és W
alterek, zartak a vektortér miveletekre nézve, igy z+y € U és z+y € W,
ezért & +y € UNW. Hasonléan \z € U és Az € W miatt Az € U N W.

2. Ha z,y € U + W, akkor létezik Uy, uy € U és wy,w, € W gy, hogy
T =1u; +w; és y = uy + wy. Ekkor

z+y=(uy +wy)+ (U +wy) = (uy +uy) + (wy +w,)
—_— Y
cU ew
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2. Linearis fiiggéség, bazis, dimenzio

2.1. Definici6é. Adott a V vektortér a T test felett, ay,...,a, € V és

legyenek ajq,...,ap € T. Ekkor az ajay + agay + -+ + aga; vektort az
ay,-..,a; vektorok linedris kombindcidjanak nevezziik.
A nullvektor tetszéleges aq, ..., ar vektorokbol elGall tn. trivialis linearis

kombinacioként: 0 = 0a; + - - - + Ogy,.

2.2. Tétel (A linearis kombinacié tranzitivitasa). Legyen V egy vek-
tortér. Ha a ¢ € V vektor linedrisan kombinalhaté az a,...,q; vektorok
segitségével, és minden a; (i = 1,...,k) vektor linedrisan kombinélhaté a
by, ..., b vektorokbdl, akkor a c vektor is eldallithaté a by,...,b; vektorok
linearis kombinécidjaként.

k l
Bizonyitds. Ha ¢ = Z/\Z'QZ- és a; = ijgj 1=1,...,k, akkor
i=1 j=1

k k ! ! k
c= Z Aig; = ¥ N pigh; | = Z < Ai#ij) b;.
=1 - 1 1

1 Jj= j=1 =
Tehat elsallitottuk c-t a by, ..., b; vektorok linearis kombinaciojaként. O

7

2.3. Tétel. AV vektortér tetszbleges a;,...,a; vektorainak Osszes linedris
kombinécidja alteret alkot V-ben. Ezt az alteret az a,, ... ,a; vektorrendszer
altal genmerdlt altérnek, vagy az {ai,...,a;} halmaz (linearis) lezartjénak
hivjuk. Jele: L(ay,...,ay).

Bizonyitds. L(ay,...,a;) zart az Osszeadasra:
(g + - +aray) + (Bray + -+ Bray) = (a1 + Br)ay +- - + (o + Br)ag,
és zart a skalarszorzésra:
Aaray + -+ +apay) = (Aon)ag + -+ + (Ao )gy,.

O
2.4. Példa. R%:-ben a (0, 1) vektor altalt generalt altérben ezen vektor skalar-
szorosal vannak, vagyis az y tengely. Az e; = (0,1) és ey = (1,0) vektorok
linearis kombinaciojaként azonban minden R2-beli vektor elsall, példaul
(3,2) = 3e; + 265, igy L(e), €5) = R”.

2.5. Definicié. Legyen V vektortér. Az aq,...,a; € V vektorrendszert

1. generdtorrendszernek nevezziik, ha V minden eleme legalabb egyfélekép-
pen linearisan kombinélhat6 beldliik,
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2. linedrisan figgetlen vektorrendszernek nevezziik, ha V minden eleme
legfeljebb egyféleképpen elGallithato a linearis kombinaciojukként,

3. bdzisnak nevezziik, ha V minden eleme pontosan egyféleképpen kom-
binéalhato belsliik.

2.6. Példa. R*-ben e; = (0,1) és e, = (1,0) bézis, hisz tetszoleges u =
(u1,ug) vektor u = uje; +uges linearis kombinacioként elgallithato, és ez az
elsallitas egyértelmd.

2.7. Definici6. Ha a V vektortérben a4, ..., a; bazis, és a elGallitasa ebben
a bazisban a = A\a; +- - -+ A\gay, akkor a (A1,..., \y) szdm k-ast az a vektor
a,...,aq; bazisra vonatkozd koordindtdinak nevezziik.

2.8. Definicié. Egy vektorteret végesen generdlinak neveziink, ha létezik
véges sok elembdl 4ll6 generatorrendszere.

2.9. Megjegyzés. Egy vektorrendszert linedrisan fliggének neveziink, ha
nem lineéarisan fliggetlen.

2.10. Tétel. Egyay,...,qa; € V vektorrendszer akkor és csak akkor linearisan
fiiggd, ha beldliik a zérusvektor nem trivialis linearis kombinéciéval is elGal-
lithaté, azaz léteznek ayq, ..., nem mind nulla skalarok tgy, hogy 0 =
10y + -+ apag.

Bizonyitas. 1. Ha aq,...,a; € V linearisan fiiggé vektorrendszer, akkor
létezik olyan z vektor, amit legalabb kétféleképpen lehet kikombinalni
belgliik. Ekkor

T =a1a; + -+ aga, v=/00ag+ -+ Bray,

és letezik 7 € {1,...,k}, melyre a; # (3;. A két egyenlSséget kivonva
egymasbol a nullvektor egy nem trivialis linearis kombinéciéjat kapjuk:

0= (a1 —pB1)ag + -+ (o — Br)ay,
ahol (a; — ;) # 0.

2. Ha a nullvektornak van nem triviélis elGallitasa, akkor kétféleképpen is
felirhato linearis kombinacioként:

0=aqa; + -+ agay, Ji:o; #0,

0=0a; +---+ 0ay,

igy a vektorrendszer linearisan figgd.
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2.11. Kovetkezmény. Egy a;,...,a; € V vektorrendszer akkor és csak
akkor linearisan fiiggetlen, ha bel6Slik a zérusvektor csak trividlis lineéris
kombinacioként allithato eld, azaz ha 0 = a1ay + -+ + agay, akkor o =
e=ap =0.

Bizonyitds. Az allitas az el6z6 tétellel ekvivalens. O

2.12. Kovetkezmény. A nullvektor 6nmagéaban fiiggs rendszert alkot. Tet-
sz6leges, a nullvektortoél kiilonbozé vektor onmagaban fliggetlen rendszert
alkot.

2.13. Kovetkezmény. Ha egy vektorrendszer tartalmazza a zérusvektort,
akkor linearisan fliggd.

2.14. Tétel. Legyen V egy vektortér. Az alabbi dllitasok ekvivalensek:
1. ay,...,a;, €V bazis,
2. linedrisan fiiggetlen generatorrendszer,
3. maximalis linearisan fiiggetlen vektorrendszer (egy vektort hozzavéve,
mér nem linedrisan fiiggetlenek),
4. minimalis generdtorrendszer (egy vektort elvéve, mar nem generétor-
rendszer).

Bizonyitds. Kozvetleniil adodik a definiciokbol, hogy a masodik allitas akkor
és csak akkor teljesiil, haaq, ..., a; bazis. Belatjuk, hogy az elsébdl kovetkezik
a harmadik, a harmadikbdl a negyedik, a negyedikbdl pedig az elsé.

(a) 1. = 3. Haaz aq,...,q; bazist kibdvitjiikk egy a € V' vektorral, akkor
az igy kapott a,, ..., a;, a vektorrendszer linearisan fligg6 lesz, mert az a
vektort kétféleképpen is eld lehet allitani beldliik linearis kombinacioval.
Egyrészt léteznek olyan aq, . .., o skalarok, melyekre

a=o1a + -+ apay,

mivel aq,...,a; bazis volt, masrészt
(b) 3. = 4. Ha a4, ..., a;, maximalis linearisan fiiggetlen vektorrendszer,

akkor generatorrendszer is egyben. Ugyanis ha létezne a € V vektor,
amit nem lehet kikombinalni bel6lik, akkor ezt a vektort hozzavéve,
a vektorrendszer linearisan fiiggetlen maradna, ami ellentmondana a
maximalitasnak. Tehét tegyiik fel indirekt, hogy létezik a € V ugy,
hogy nem kombinélhaté ki az aq,...,a; vektorokbdl, de aq,...,a;,a
linearisan fiiggs. Ekkor a 2.10. tétel miatt a O vektor elGallithato belslitk
nem trivialis linearis kombinacioként:

0=MAaq + -+ Ay + Apra Ji: A #0.
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Ebben az elGallitasban Ax1q1 # 0, mert ellenkez§ esetben létezne a 0
vektornak nem trividlis elGallitasa az a4, ..., q; vektorok linearis kom-
binécidjaként, ami ellentmond annak, hogy linearisan fiiggetlenek. igy
az a vektor kifejezhets a, ..., a; linearis kombinaciojaként:

A1 Ak

a=—- Qs

ay -5 @
Akt1 A1
ami ellentmond az indirekt feltevésnek.

A minimalitas a lineéaris fliggetlenség kiovetkezménye. Ha példaul
az a; vektort elhagyjuk, akkor a,...,a;_; vektorok nem alkothatnak
generatorrendszert, mert a;-t nem lehet kikombinalni belsliik.

(¢) 4. = 1. Tegyiik fel, hogy a;, ..., a; minimalis generatorrendszer. Ah-

hoz, hogy belassuk, hogy bézis, meg kell mutatni, hogy minden vek-
tor csak egyféleképpen kombinéalhaté bel6liik. Indirekt tegyiik fel, hogy
létezik a € V 1gy, hogy a kétféleképpen is felirhaté az aq,...,a; vek-
torrendszer linearis kombinéci6jaként:

a=XAaj+ -+ Aply, a = p1ay + -+ pray,
ahol létezik ¢, 1 < i < k, amire \; # p;. Kivonva a két egyenlGséget
egymashol:
0=\ —pi)ag +--+ X —pa) g + -+ (A — ey,
£0

ami azt jelenti, hogy a; kifejezheté az aq,...,a; 1,0;.1,...,a; vektorok
linearis kombinaciojaként. Igy ez a vektorrendszer, ami csak (k — 1)
elembdl all, szintén generatorrendszer a 2.2. tétel miatt, ami ellentmond
aj,...,aq; minimalitdsanak.

O

2.15. Tétel. Az a4,...,q; vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan
fliggd, ha valamely vektora linearisan kombinalhaté a t6bbibdl.

Bizonyitds. 1. Ha a; = Aaas + - - - + Agay, , akkor

0= —1a; + Aoy + - -+ + Axay,

igy a 0-nak van a trividlison kiviil még egy elGallitdsa, ami azt jelenti,
hogy a vektorrendszer fliggd.

Ha a rendszer lineérisan fliggd, akkor a nullvektor felirhat6 lineéris kom-
binaciojukként: 0 = Aja;+- - -+ Apay, és a skalarok kozott van nemnulla.
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Tegyiik fel, hogy A1 # 0. Ekkor a, kifejezhetd a tobbi linearis kombina-
civjaként:

0

2.16. Kovetkezmény. Egy legalabb kételemii vektorrendszer akkor és csak
akkor linearisan fiiggs, ha valamelyik vektora kikombinalhaté az azt mege-
16z6ekbdl, vagy valamelyik tagja a nullvektor.

2.17. Tétel (Kicserélési tétel). Egy k darab vektorbdl all6 vektorrendsz-
errel generalt vektortér minden linearisan fiiggetlen vektorrendszere legfel-
jebb k darab vektort tartalmaz.

Bizonyitds. Legyen aq,...,a; generatorrendszer V-ben, és by, ..., b, lineari-
san fiiggetlen vektorrendszer. Ekkor b; #0 ¢ =1,...1.
A b, aq,...,a; vektorrendszer nem lehet minimalis generatorrendszer, igy

linearisan fiiggs. Ekkor létezik ¢, 1 < i < k, amelyre g, kikombinalhato az &6t
megel6z6 vektorokbdl, ezért ha eltavolitjuk a vektorrendszerbdl, az tovabbra
is generatorrendszer marad.

Hasonléan a b,_;,b;,a,,...,d;,...,a; nem minimalis generatorrendszer (d;
azt jelenti, hogy az a; hidnyzik), igy linearisan fiiggd vektorrendszer. Ekkor
letezik j, 1 < j < k, melyre a; kikombinalhat6 az el6tte allokbol (by nem
kombinalhat6 b;-bdl, mert linearisan fiiggetlenek). Ha a;-t eltavolitjuk, a
megmarad6 vektorok tovabbra is generatorrendszert alkotnak.

Ezutan a b,_o,b;_1,b;,a4,. .., d;, .-, dj, ..., q; vektorrendszert tekintjiik,
ami linearisan fiigg6 generdtorrendszer. Ekkor van olyan tagja, amely az
el6zGek linearis kombinécidja, és ez nem lehet valamelyik b,_,,,, m € {0,1,2},

mert a by, ...,b; vektorrendszer linearisan fiiggetlen.

Az eljarast ugyanigy folytatjuk. A vektorok cserélgetése véges sok 1épésben
véget ér, és mindig a4, ..., a; vektorrendszerbeli elemet cseréliink b, ..., b;-
beli vektorra, igy ez elébbi nem fogyhat el hamarabb, a végén a b,,..., b,
a;,,-..,a; , vektorrendszert kapjuk, ahol 1 < ji,...,<jr1 <n (ha k =1,
akkor természetesen by, ..., b adodik). O

2.18. Kovetkezmény. Egy k darab vektorbdl allé6 vektorrendszer altal ge-
nerélt vektortérben minden k + 1 tagi vektorrendszer lineéarisan fliggs.

2.19. Tétel. Egy k darab vektor altal generalt vektortérben létezik legfel-
jebb k darab vektort tartalmazé bazis. Ebben a vektortérben minden bézis
egyenll szamossagii.
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Bizonyitds. 1. Ha aq,...,a; generatorrendszer V-ben, és van benne nul-
lvektor, akkor azt elhagyhatjuk. Ha a;,...,a; linedrisan fliggetlen,
akkor bézis. Ha linearisan fiiggs, akkor léteznek olyan elemek, ame-
lyek kikombinalhatéak a tobbibél. Ezeket az elemeket elhagyva, véges
sok lépésben egy linearisan fiiggetlen vektorrendszert kapunk, azaz egy

bézist.

2. Ha aq,...,a; és by,...,b; is bazis V-ben, akkor a4,...,qa; generator-
rendszer, by, ..., b; linearisan fliggetlen vektorrendszer, igy a 2.17. tétel
miatt [ < k. Forditva: by,...,b; generatorrendszer, a,...,a; linedrisan

fliggetlen, igy k <[, tehat k = [.
O

2.20. Definicié. Egy vektortér bazisainak kozos szamossigat a vektortér
dimenzidjanak nevezziik.

2.21. Definici6. Egy vektorrendszer altal generalt altér dimenzi6jat a vek-
torrendszer rangjanak nevezzik: rg(a,,...,a;)=dim L(ay,...,a;).

2.22. Példa. A szam n-esek R™ terében az alabbi vektorrendszer bézis:

1 0 0

0 1 0

€1 — 0 , €3 = 0 yeeey Ep = 0

0 0 1

Tehat R™ n-dimenzios, és ebben a béazisban egy elem elsallitasa:

aq 1 0
a9 0 0
: = Q1 : + ... +a, :
Qp, 0 1

Ezt a bazist R" kanonikus vagy természetes bdzisinak nevezziik.

2.23. Példa. A legfeljebb n-ed foki polinomok vektorterében bazis az
1,z,22,..., 2" vektorrendszer, igy ez a vektortér (n + 1)-dimenzios.

2.24. Kovetkezmény. Ha V egy vektortér, W C V altér és dimW =
dim V', akkor W = V.

2.25. Tétel. Legyen V egy n-dimenziés vektortér, ay,...,a; € V linedrisan
fiiggetlen vektorrendszer, k < n. Ekkor léteznek ay+,...,a, € V vektorok
ugy, hogy ay,...,qa, bazis V-ben.
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Bizonyitds. Mivel k < n, ezért a,...a; nem béazis, tehat nem maximalis
linedrisan fiiggetlen vektorrendszer. Ekkor létezik ap,, € V ugy, hogy
aq,...,ay, 01 linedrisan fiiggetlenek. Ha ez maximalis linearisan fiiggetlen
vektorrendszer, azaz k + 1 = n, akkor megkaptunk egy bézist, ha nem
maximalis, akkor pedig létezik a;,o € V 1gy, hogy ay,...,a; - linedrisan
fliggetlenek. Hasonloan folytatva az eljarast, véges sok lépésben eljutunk
egy ay,...,a, bazishoz. O

2.26. Kovetkezmény. Egy n-dimenziés vektortér minden altere legfeljebb
n-dimenzios.

2.27. Tétel. Legyen V1,Vo a V' vektortér két altere. Ekkor

Bizonyitas. Ha Vi NVa bézisa a4, ..., a, akkor ez kipotolhato a 2.25. tétel
miatt ugy, hogy a;,...,a;,bq,...,b bazisa Vi-nek, és kipotolhato ugy, hogy
QApyeey Qpy Cly - - - 5 C Pig bézis Vo-ben. Ekkor Vi +V5 egy lehetséges bazisa:

Qlu"'7Qk7bla"'7bl7gla"' c

'yYm-
Masrészt vektorrendszer linearisan fiiggetlen, hiszen ha példaul a b; vektort
el6 lehetne allitani az a,,...,a;,¢;,...,¢c,, vektorok segitségével, akkor b; €
Vi N V5 teljesiilne, ami ellentmondés. O

3. Alterek direkt Osszege

3.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a V vektortér a Vi,...,V altereinek
direkt Osszege, ha minden a € V vektor el6all pontosan egyféleképpen a; +
.-+ 4 a; alakban, ahol a; € Vi,...,a, € V. Jele: V=V & --- B V.

3.2. Tétel. A V vektortér akkor és csak akkor all el6 bizonyos altereinek
direkt Osszegeként, ha azon alterek tetszdleges bazisainak egyesitése a V
vektortér egy bazisat adja.

Bizonyitds. 1. Tegyiik fel, hogy V=V ®--- @V}, és

Vi dimenzi6ja n1, bazisa (e1) = (e11,---,€1p,)s

Vi dimenzi6ja ny, bazisa (ex) = (g1, -5 Cxny )-

(a) Ekkor az ((e1),...,(ex)) = (e115---,€ky,) generdtorrendszere V-
nek, mivelVe e V: z =z, +-- -+, 2, € V1,...,x;, € Vj esetén
léteznek any,...,Q1p,, ..., Qky, skalarok Ggy, hogy:

Tp = 011811 + -+ Qiny €1p
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Ty = Qg1€p1 + -+ + Qkny Cpopy
gy © = aiieyy + -+ Qgny Cin,, -

(b) Azeyq, ..., e, . vektorrendszer linedrisan fliggetlen. Legyen ugya-
nis
/Bllgll + -+ Bl?’uglnl +... + /6k1§k1 + -+ /gknk§knk = Q
v, Yy,

a nullvektor egy elGallitasa. Mivel itt y, € Vi,...,y, € V, a

direkt Gsszeg definicidja miatt az

elgallitas egyértelmd. Mivel 0 € V; (i =1,...,k), igy a

0+---+0=0
egy masik eldallitdas. Azaz y, =0 minden ¢ = 1,...,k esetén.
Azonban (e;) bazisa V;-nek, ezért a
Bigir + -+ + Bin€in, =y, =0

elsallitasban az egyiitthatok nullék.
Tegyiik fel, hogy a V1,...,V} alterek bazisainak (e) = (e1q,---,€xn, )
egyesitése béazisa V-nek. Beldtand6, hogy minden & € V vektort pon-
tosan egyféleképpen lehet elGéllitani x; + --- + z;, alakban, ahol z; €
Vi,...,x;, € V. Az (e) béazisban z pontosan egyféleképpen allithato els
linearis kombinacioként:

T=a11€yy; T Qn  €1py Teee T QR1E T+ Qg iy -

z,€EV1 z, €V

Ebbdl azonnal adddik, hogy létezik elsallitéds: x = z; + - - - + 25. Most
indirekt tegyiik fel, hogy létezik egy ettsl kiillonbo6z§ felirdsa is z-nek:
z =y + - +y,aholy €V i=1... k Léteznek Gi1,...,0in,
skalarok, amelyekre Yy, = Biei + -+ Bin, €in,- Ekkor

z=Puen + -+ Bim€in, + o+ Brrer + 0+ BrngChngs

Yy, €V Y. €Vi

ami az elGallitds egyértelmiisége miatt csak akkor lehetséges, ha a1 =

B, .-+ Oy = Bin,, amibdl xq =Yy Ty =Y,
O

3.3. Kovetkezmény. HaV =V, ®--- @V, akkor dimV =dimV; +--- +
dim Vk.
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3.4. Kovetkezmény. Egy V' vektortér akkor és csak akkor n-dimenzios, ha
elall n darab 1-dimenziés alterének direkt Gsszegeként.

Bizonyitds. 1. HaV =Vi&®---®V, ésdimV; =1, i=1,...,n, akkor V
valoban n-dimenziés a 3.2. tétel miatt.
2. Ha a V vektortér n-dimenzios és (ey,...,e,) egy bazisa, akkor

V="L(e)) D D L(ey)
O

3.5. Tétel. V = A® B akkor és csak akkor, ha A+ B =1V és AN B = {0}.

Bizonyitdas. 1. Tegyiik fel, hogy V = A ® B.
(a) Mivel A,BCV,igy A+ B C V. Masrészt A@ B =V miatt V C
A+ B. A kétiranyu tartalmazés kovetkeztében pedig A+ B = V.
(b) Legyenz € ANB.Mivel z € V ésV = AD B, ezért x egyértelmien
elsall x = a + b alakban, ahol a € A és b € B. Viszont

ami az egyértelmiiség miatt csak akkor lehetséges, ha x = 0, tehét
az A és a B alterek metszete csak a nullvektort tartalmazza.

2. Ha AN B = {0} és A+ B =V, akkor az utébbi miatt barmely xz € V
esetén létezik ¢ € A és b € B 1gy, hogy = a + b. Indirekt tegyiik fel,
hogy az eléallitas nem egyértelmt: £ =a+b=a' + V', ahol @’ € A és
b € B. Ekkor

0=(a+b)—(a'+0V)=(a—a)+(@-V),
amib6l (@ —d') = (' —b), ami AN B = {0} miatt azt jelenti, hogy
~—— ——

€A €B
a=désb=V.

0

3.6. Tétel. Ha V vektortér és A C V altér, akkor létezik B C 'V altér gy,
hogy A B=1V.

Bizonyitds. Hadim A =k, dimV =nésey,...,e;, bazisa A-nak, akkor ez a
vektorrendszer kiegészithets gy, hogy e;,..., e, ..., €, bazis V-ben. Ekkor

aB=L(exi1,---,¢e,) altérre a 3.2. tétel miatt teljesiil, hogy A®B =V. 0O

3.7. Példa. R® = V; @ V4, ahol V; = {(a,0,0) | a € R}, Vo = {(0,b,¢) |
b,c € R}.
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4. Faktortér

4.1. Definicié. Legyen H C V altér és z € V tetszbleges, rogzitett vektor.
Az

r+H={z+h|heH}

halmazt H irédnytert linedris sokasdgnak nevezzik, az x vektort a linearis
sokasig reprezenténs vektoranak nevezziik.

4.2. Megjegyzés. Linearis sokasag egyértelmiien meghatarozza iranyterét.
Linedris sokasag barmely eleme (és csakis az) reprezentansa.

Bizonyitas. Ha egy lineéris sokasag L = x + H alaku, akkor z =2z +0€ L,
azaz a reprezentans L-beli. Legyen most L = y + K egy maésik elGallitas,
ahol K altér. Ekkor y =y +0 € 2 + H = L miatt egyrészt y € L, masrészt
y = z + h, alaka (ﬁ; S jl[) Azz+H=L=z+h,+ K egyenl6séghdl
adodik H = K. O

4.3. Példa. A sikban egy origén atmend egyenes altér, ennek eltoltjai, az
altalanos helyzetd egyenesek lineéris sokasiagok:

fefo‘i‘H, P()

Tlol
5l
=l

|<

O

Tehat az egyenes iranyvektoros egyenlete: r = ry +tv , t € R egy olyan
1-dimenzi6s lineéris sokasdgot hatéroz meg, melynek irdnytere L(v), egy
reprezentansa pedig r.

4.4. Példa. A térben egy origén atmend sik altér, az altalanos helyzeti
sikok linearis sokasagok:
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_— = —

OP =0OPF, + PyP,

fzfo_‘_ayl_‘_ﬁy% Oé,ﬁER.

/
Tehat ha az iranytér H = L(v,,v,), akkor az ry + H linearis sokasag egy
eleme r = ry + av; + Pvy alaki.
4.5. Definici6. Linearis sokasag dimenzi6jan irdanyterének dimenzidjat ért-
jiik.
4.6. Definici6. Legyen V vektortér, H C V altér. Az o + H és y+ H
lineéris sokasagok Osszegét és skalarszorosat az alabbi médon definialjuk:

(z+H)+y+H)=(z+y) +H,
alz+H)=az+H, aeT.

4.7. Kovetkezmény. Linearis sokasagok Osszege és skalarszorosa nem fiigg
a reprezentansok megvalasztasatol.

Bizonyitas. 1. Hax)+H =29+ H ésgl—l—H:gz—l—H, akkor x5 € z, + H
ésy, €y, +H. Ekkor 2y +y, € (z,+y,)+ H, igy (zo+H)+(y,+ H) =
(x,+H)+ (y, + H).

2. Haz + H=y+ H, akkor y € x + H. Ezért ay € a(z + H) = ax + H,
igy ay + H=oazx+ H.

d

4.8. Tétel. A H C V altérhez tartozé linedris sokasagok {z + H | x € V'}
halmaza a 4.6. definiciéban definialt miveletekre nézve vektorteret alkot.
Ezt a vektorteret a H altérhez tartozé faktortérnek nevezziik. Jele: V/H.

Bizonyitds. 1. Belatand6, hogy a linearis sokasdgok halmaza a bevezetett
Osszeadasra nézve Abel-csoport.
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(a) (@+H)+(y+H) =(z+y+H=y+H)+(@+H),
) (@+H) + @+ H)+E+H) = @+y+H) +(+H) =

(z+y+2)+H = (o+H)+(y+z+H) = (z+H)+ ((g+H)+(g+H)),
(¢c) zéruselem: (z+ H)+ (0+H)=z+ H,
(d) additiv inverz: (z+ H)+ (—z+ H)=0+ H.

kalarszorzas tulajdonsagai:

(a) a<(§+H)+(g+H)):a(§+g+H):a(§+g)+H:(ag+
ay)+H =oa(z+ H)+a(y+ H),

(b) (a+pB)z+H)=(a+p)z+H=(az+pz)+H=c(z+H)+
Bz + H),

(c) ab(z+H)=(abz+H)=oa(fz+H),

(d) z+H)=z+H.

4.9. Tétel. AV vektortér H altere szerinti faktortér dimenzidja:
dim (V/H) = dimV — dim H.

Bizonyitdas. Ha ey, ..., e, bazisa V-nek, e;,...,e; bazisa H-nak, akkor
(epy1 +H), ..., (e, + H) bazisa V/H-nak. Ugyanis ez egyrészt generator-
rendszer, mert ha x + H € V/H, akkor

T =16y + -+ Qe T0gy1€5 g+ Ay,

€H

tehat

z+ H = agyi(eppr + H) + -+ anle, + H).
Masrész linearisan fiiggetlen, hiszen ha

Prri(€prr + H) + -+ Bole, + H) =0+ H,

akkor Bri1epyq + - -+ Bne, = 0, ami csak akkor lehetséges ha, B4 =--- =
Bn =0, mert e;,q,...,e, linearisan fiiggetlen vektorrendszer volt. O

4.10. Példa. R%:ben legyen H = {(a,0) | a € R}. H altér. A H iranytert
L = (z1,22) + H linearis sokasag nem fiigg x1-t6l, tehat (0,z2) + H alakba
irhato.
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(0,22) | (z1,72)

Lathato, hogy a H irdnytert lineéris sokasdgok a vizszintes egyenesek.
Masrészt minden linearis sokasagnak a (0, z2) alaku (az ilyen alakuak kozott
egyértelm() reprezentansat valasztva az is vilagos, hogy az R? /H faktortér
beazonosithato a {(0,z2) | x2 € R} vektortérrel (azaz a "fiiggdleges tengel-
lyel").






4. fejezet
MAatrixok

1. MAatrixok

1.1. Definici6. Legyen k,n € N, a;; € T, i=1,....k, j=1,...,n. Ha
az a;; szdmokat k sorban és n oszlopban rendezziik el, akkor az igy kapott
szamtablazatot k x n tipust mdtriznak nevezziik:

ail a2 ... A1n
as1 a2 ... aon
ar1 Aakg2 ... QAlen

A matrixokra az alabbi jeloléseket hasznaljuk: A, B, ..; (a4j), (bij), ..., ahol i
a sorindex, j az oszlopindex. Az A matrix egy altaldnos elemét a;;-vel vagy
(A);j-vel jeloljiik. A k x n tipust matrixok halmazat My ,-nel jeldljiik.

Az 1 x n tipust matrixokat sorvektoroknak, a k x 1 tipustiakat pedig
oszlopvektoroknak mondjuk. Két matrixot egyenlének neveziink, ha méreteik
és a megfelels helyen allo elemeik egyenlGek.

1.2. Definicié. Az olyan matrixot, amelynek minden eleme 0, zérusmdtria-
nak nevezziik.

1.3. Definici6. Az (a;1,...,a:,) € T" vektort a métrix i-edik soranak vagy
CLlj

sorvektoranak nevezzik, az : e T* vektort pedig a j-edik oszlopanak
akj

vagy oszlopvektoranak nevezziik. Ezen két vektor "metszetében" all az a;;
elem.

1.4. Megjegyzés. Egy skalar is tekinthet§ egy 1 x 1 tipusd métrixnak.

1.5. Definicié. Az n x n tipust matrixokat négyzetes vagy kvadratikus

mdtrizoknak nevezzilkk. Az ai1,...,an, elemeket a fddtlo vagy fédiagondlis
elemeinek nevezziik, az ain,...,a,1 elemeket pedig a mellékdtlo elemeinek

61
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nevezzik:
ail a1n
agg

an1 Ann

1.6. Definici6. Tekintsiik az My, halmazt, és legyen A = (ai;),B =
(bij) € Mjxr- Ezen a halmazon értelmezziik az dsszeadést és a skalarszorzast
az aldbbi modon:

1. A—{—Bi(aij"Fbij) Gkan :

ay ... Gip bi1 ... bip a1 +b11 ... ain +bin
asy ... Qopn bor ... b, ag1 +bo1 ... ao, + boy

+ . . . = . . 9
agl ... Ggp b1 ... br, a1 +bp1 ... Qpp + bpn

2. oA = (aaij) € Myxy, ahola e T

ai; a2 ... A1p aaj; oalg ... ad1n

a1 a2 ... Qo2n aao1 Qa2 ... Qaop
« . . . . =

ar1 ag ... Qkgp aapr oag2 ... QQgp

1.7. Tétel. A k x n tipusi maétrixok halmaza az el6bb bevezetett Ossze-
adédsra és szorzasra nézve vektortér a T test felett.

Bizonyitds. Az My, halmaz zart a mtiveletekre, hiszen ilyen tipust métrixok
Osszege is My, ., tipust. Mivel a miveleteket tagonként végezziik, és T vek-

tortér T felett, igy ezek a tulajdonsagok a matrixokra is teljesiilnek.

Az alabbi levezetésben () a méatrix "zardjele", mig a csoportositast a | |

szogletes zardjelek mutatjak.

L (a) (ai) + (biy) = (aij + bij) = (bij + aij) = (bij) + (aq;),

(b) [(a,-j) + (bz’j)] + (cij) = (aij + bij + cij) = (ai;) + [(bij) + (Ci_j)],

(c¢) nullelem: (ai;) + (0) = (a4j),

(d) additiv inverz: (a;;) + (—aij) = (0).

(&) |a+ f(aiy) = ([a + 5]%‘) = (aa;; + Pai;) = (aaij) + (Bai;) =
a(ai;) + Blag),

(b) a[(a,-j) + (b,-j)} = alaij + bij) = (a[aij + bij]) = (aaij + abij) =
(aaij) + (abij) = alaij) + a(bij),

(¢) [aBl(aiy) = (afai;) = a(Baij),
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(d)  L(aij) = (aij)-

1.8. Tétel. Az My, vektortér kn-dimenzios, egy lehetséges bazisa:

10 ... 0 01 ... 0 00 ... 0
00 ... 0 00 ... 0 00 ... 0
00 ... 0 00 ... O 00 ... 1

Bizonyitds. A megadott matrixok nyilvan generatorrendszert alkotnak. To-
vabba linearisan fiiggetlenek, hiszen

10 ... 0 00 ... 0 aq ey
ap | 2 It o7 IEREE T : S

00 ... 0 00 ... 1 Ak—1)nt1 --- Okn
csak akkor lehet egyenld a zérusmétrixszal, ha a1 = -+ = ag, = 0. [l

1.9. Definicié. Az (a;j) € Myx, méatrix transzpondltja az (aj;) € Myxk
méatrix. Jele: AT

1 2 3

1.10. Példa. Legyen A = <4 5 6

1 4
> . Ekkor AT =12 5
3 6

1.11. Definicié. Egy A € M, «, kvadratikus métrixot szimmetrikusnak

neveziink, ha A = AT, és ferdeszimmmetrikusnak, ha A = —AT.
1 2 3 0o -1 2

1.12. Példa. Az | 2 4 5 | méartix szimmetrikus, a | 1 0 —4 ] pedig
3 5 7 -2 4 0

ferdeszimmetrikus matrix.
1.13. Kévetkezmény. (A + B)T = AT + BT, (A\A)T = \AT.

Bizonyitds. A bizonyitast most is a maéatrix altaldnos elemével végezziik.
Belatjuk, hogy a baloldali métrix ¢-edik soranak j-edik eleme megegyezik
a jobboldali matrix i-edik sorédnak j-edik elemével.

1. (A+ B)}; = (A+ B)ji = Aji + Bji = AL + B, = (AT + BT),j,

2. (OéA)ZI; = (OZA)]‘Z' = OéAjZ‘ = OéAZ;
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1.14. Definicié. Legyen A € My, és B € M,xm. Az A és B mdtrizok
szorzatdnak azt a k x m tipusi méatrixot nevezziik, melynek i-edik soranak
j-edik eleme

(AB)Z] = ailblj +---+ ambnj = Zailblj'
=1

Ezt a szorzést sor-oszlop kompozicids szorzasnak nevezziik, mivel az (AB);;
elem kiszamitdsahoz az A maétrix i-edik sorat szorozzuk a B métrix j-edik
oszlopéaval ugy, hogy a megfelel§ tagok szorzatait Gsszeadjuk:

ij n

a1 Qg ... Gip : = | (AB)i; =Y _auby;
: =1
bn;

1.15. Megjegyzés. A matrixok szorzasa nem kommutativ, altaldban Ossze
sem szorozhatoak forditott sorrendben.

. 1 1\/1 0y (21 1 0\ /1 1y (11
io.raan (1)1 < (0 () (D= (2 ) me
tatja, hogy AB és BA is létezik és a méretiik is egyenls, de AB nem egyenls
BA-val.

1.17. Definicié. Az F € M,y«, kvadratikus matrixot n-edrendd egység-
mdtriznak nevezziik, ahol

1 0 ... 0

01 0
E =

00 ... 1

Az egységmatrixra teljesiil, hogy AE = EA = A barmely A € M,,«,, matrix
esetén. Hasznalatos még az egységmétrixra a (d;;) jelolés, amit Kronecker-

deltdnak nevezink:
1, hai=yj,
0ij = o
0, hai#j.

1.18. Megjegyzés. Ha A négyzetes matrix, akkor képezhetsk az A2 = AA,
A3 = AA, ... matrixok, és A=F.

1.19. Tétel. Ha A € Myyy, B,C € Mpxm, tovabbd D € M,y akkor
teljesiilnek az alabbi egyenléségek:

1. A[B+C]=AB + AC,



1. MATRIXOK 65

2. A[BD] = [AB]D,
3. AlaB] = a[AB].

Bizonyitds. A bizonyitast altalanos elemmel végezziik:
n n n
1, (A[B + C]) =) ai(BHC)rj =D airlbey + ] = D aibpjt
K r=1 r=1 r=1

> aircyj = (AB)ij + (AC)ij = (AB + AC)y;,

r=1
2. (A[BD]>ZJ = Zair(BD)rj = Zair Zbrsdsj] =
r=1 r=1 s=1
Z Zairbrs] dsj = Z(AB)ZSde = <[AB]D>U7
s=1 Lr=1 s=1

ij

n n n
3. <A[o¢B]>“ = ZaiT(aB)rj = Zair[abrj] = aZairbrj = <oz[AB])' .
Y r=1 r=1 r=1
0
1.20. Kévetkezmény. Ha A € M, ., négyzetes matrix, akkor AFH! =
Ak Al
1.21. Tétel. Legyenek A, B Osszeszorozhaté matrixok. Ekkor
(AB)T = BT AT,

Bizonyitds. Ha A € Myyn, B € Myxm, akkor (AB)T és BTAT is m x k

tipisua lesz, és
n n

<[AB]T) = (AB)i = S ajbri = Y (A7) (BT)ir = Y (BT)in(AT), =
r=1 r=1 r=1

(BTAT),;. O

1.22. Definicié. Legyen A € M, «, kvadratikus méatrix. Ha létezik olyan
B € M,,x, matrix, melyre AB = BA = FE , ahol E az n X n tiptsu egység-
matrix, akkor A-t invertdlhaté mdtriznak, és B-t az A mdtriz inverzének
nevezziik. Jele: A7L.

1.23. Tétel. Haaz A € M, «,, méatrixnak létezik inverze, akkor az egyértelmii.
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy Bi, By € My, inverzei A-nak. Ekkor
ABy = BiA=F = ABy, = B5A,



66 4. MATRIXOK

ha beszorozzuk az els egyenlGséget Bo-vel:
(B2A) B; = By (B1 A),
S—— S——
E E
akkor azt kapjuk, hogy B1 = Bs. O

1.24. Tétel. Ha az Aq,..., A € M,x, matrixok invertalhatéak, akkor a
szorzatuknak is létezik inverze, és

(AjAg. . Ayt = A ASTATE
Bizonyitds. Belatjuk, hogy mindkét iranybol szorozva ket egységmatrixot
kapunk:
Lo(A L ATAT (A1 A Ay) = A AT (AT AL Ag L Ay
—

E

At (AT A) . Ay = =,
N——

E
2. (A1dg. AR AN ATTATY = Aj Ay (ARALY) A AT = =
N——

E
E.

O
1.25. Tétel. Invertalhaté matrixok esetén az inverzképzés és a transzponélas
sorrendje felcserélhets: (AT)™1 = (A=1)T.
Bizonyitds. Belatando, hogy AT inverze (A=1)T:
ATA Y = (A AT =FET = E,
(A HTAT =(Aa Y =E" = E.
O

Rogzitett n € N esetén az n x n tipusi méatrixok gytrtt alkotnak (méatrix-
gytirtd). Ez a gytri egységelemes, F az egységelem. De nem kommutativ, és
nem nullosztémentes. Valoban, két nem nulla matrix szorzata lehet nulla:

(o) )=6o)

Az alabbiakban a Gauss-féle eliminaciot ismertetjiik. Ennek segitségével
meghatarozhatjuk egy matrix inverzét, és a késébbiekben linearis egyenle-
trendszerek megoldésara is hasznaljuk.

1.26. Definicié. Az alabbi matrixatalakitasokat (mtveleteket) elemi sor
(0szlop) dtalakitdsoknak nevezziik:
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1. egy matrix soranak (oszlopanak) skalarszorosat hozzéadjuk egy mésik
sorahoz (oszlopahoz),

2. egy matrix két tetszdleges sorat (oszlopat) felcseréljiik,

3. egy matrix sorat (oszlopat) zérustol kiillonbozs skalarral megszorozzuk.

1.27. Definicié. Két matrixot sorekvivalensnek (oszlopekvivalensnek) ne-
veziink, ha egyik a masikbol véges sok elemi sor atalakitassal (oszlop ata-
lakitassal) elsallithato.

1.28. Kovetkezmény. Ha B matrix az A matrixbol véges sok sor (oszlop)
atalakitassal megkaphato, akkor léteznek olyan sor (oszlop) atalakitasok,
amelyek segitségével B-bdl A-t kapjuk.

1.29. Definicié. Matrix egy soranak vezetd eleme a sor els zérustoél kiilon-
b6z6 eleme.

1.30. Definicié. Egy métrixot Iépcsds mdtriznak neveziink, ha teljesiti az
alabbi tulajdonsagokat:
1. a métrixban a zérustoél kiilonb6z6 elemeket tartalmazé sorok megelzik
a csupa nulla sorokat,
2. ha a matrixban van két olyan sor, ami tartalmaz zérustél kilonbozs
elemet, akkor a méasodikban a vezets elem oszlopindexe nagyobb vagy
egyenls, mint az elsGben.

1113 45 5

. {00 2 3 5 8 3 e e .

1.31. Példa. Az A = 00 13 43 4 matrix lépcsds alakd.
000 O0O0O0TO O

1.32. Definicié. Egy matrixot trapéz alakinak neveziink, ha 1épcsés alaki
és az egymas alatt 4llo6 sorokban a vezetd elemek oszlopindexeinek kiilonb-
sége 1.

1 2 3 4
1.33. Példa. A B = 8 (1] ? ;) matrix trapéz alaki.
0000

1.34. Definicié. Az A € M, «, matrixot hdromszdg alakinak vagy felsé
trianguldrisnak nevezziik, ha ¢ > j esetén a;; = 0, tovabba a féatloban
csupa nem nulla elem All.

1.35. Példa. A C' =

matrix felsd triangularis.

o O =
O NN W
N W Ot
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1.36. Tétel. Minden négyzetes métrix sorekvivalens (oszlopekvivalens is)
egy lépcsés matrixszal.

Bizonyitds. A lépcs6s alakra hozas algoritmusat Gauss-féle elimindcionak
nevezzik.

1. Megkeressiik a legkisebb oszlopindexti vezets elemet tartalmazd sort,
és sorcserével az elsé sorba tessziik. Tegyilik fel, hogy az elsé sor els6

. . L 9. L a;1
eleme nem nulla, ekkor az i-edik sorhoz hozzaadjuk az els§ sor —L>-
ai
szeresét, 1 = 2,...,n. Ekkor a métrix az alabbi alaki lesz:
ail a2 ... (057D
0 ax ... a9
0 ap2 ... Gnn

2. Ha @y # 0, akkor az alatta 1évS elemeket kinullazzuk, azaz az alatta

__ (o a;2 s
1év6 sorokhoz hozzaadjuk a 2. sor <—_i>—szereset, j=3,...,n.
a2
ai;] a2 ... QA1in
0 @y ... a9,
Ekkor a matrix:[ 0 0 ... a3
0 0 ... dpp

3. Hasonl6an folytatva az eljarast, véges sok 1épésben 1épcsés alaki matrixot
kapunk.

O

1.37. Definici6é. Elemi mdtrizoknak nevezziik az n-edrendd egységmatrixboél
egy elemi sor (oszlop) transzformacioval elgéllithatd méatrixot. Az elemi
matrixoknak harom tipusat kiillonboztetjlik meg aszerint, hogy milyen elemi
atalakitassal kaptuk az egységmatrixbol:

010
1. sorcserével: |1 0 0],
0 01

O = O
= o O

3
2. sor szorozva skalarral: | 0
0
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3. sorhoz hozzéadva masik sor skalarszoroséat:

SN =
O = O
_ o O

1.38. Tétel. Amilyen elemi atalakitasokkal keletkezik az E egységmétrixbdl
az € elemi maétrix, ugyanolyan elemi atalakitasokkal keletkezik az A-bdl az
€A maétrix.

1.39. Megjegyzés. A tételt nem bizonyitjuk, de példakon keresztiil jol 1at-
hato, hogy az elemi atalakitasok ekvivalensek a megfelels elemi matrixokkal
vald szorzéssal:

010 1 2 3 2 3 4
1. 100 2 3 4)=11 2 3],
0 01 4 5 6 4 5 6
300 1 2 3 3 69
2. 010 2 3 4)1=12 3 4],
0 01 4 5 6 4 5 6
1 00 1 2 3 1 2 3
312 1 0 2 3 4)=14 7 10
0 01 4 5 6 4 5 6

1.40. K6vetkezmény. A Gauss-eliminécio elvégezhets elemi matrixokkal
balrél valo szorzésokkal, vagyis minden négyzetes méatrix elemi matrixokkal
balrél szorozva lépcsés matrixsza alakithato.

1.41. Tétel. Minden elemi matrix invertdlhaté, és inverze is elemi matrix.

1.42. Megjegyzés. Ismét példékon keresztiil szemléltetjiik az allitast:

1. tipus: az ilyen matrixnak énmaga az inverze, igy visszaforditja a sor-

rendet:
010 010 1 00
1 00 1 00]=(0 10
0 0 1 0 01 0 0 1

2. tipus: ha a sor a-szorosa az eredetinek, akkor az inverzben ezt a sort
(1/cv)-val kell szorozni:

300 1/3 0 0 1 00
010 0 1 0J=1010
0 01 0 01 0 01

3. tipus: Ha az FE-bdl tgy kaptuk az elemi métrixot, hogy egy sor A-
szorosit hozzaadtuk egy masik sorhoz, akkor inverzmaétrixban ki kell
vonni beléle:
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1 00 1 00 1 00

2 10 -2 1 0]=(0 10

0 01 0 01 0 01
1.43. Tétel. Az A matrix akkor és csak akkor invertalhato, ha a vele sorek-
vivalens matrixok is azok, azaz ha B = ep---e1A is invertalhato, ahol
€1,...,E elemi matrixok.

Bizonyitds. 1. Tegyik fel, hogy A-nak létezik inverze. Ha B = e --- 1 A,
akkor B invertalhat6, mert az (A~'e; et e ) métrix az inverze:

(Atert et e (e a1 A) = E.
—_——

E
2. Tegyiik fel, hogy B = ¢ ---¢1A , és B-nek létezik inverze. Ekkor A =
51_1 e a;lB, igy A invertalhato, és az inverze B~ ley - - - €.

O

1.44. Tétel. Egy kvadratikus matrix akkor és csak akkor invertdlhato, ha
sorekvivalens az egységmatrixszal.

Bizonyitds. 1. Ha A = ep...e1E, akkor az el6z6 tétel miatt A invertal-
hato, mert az egységmaétrixnak van inverze, mégpedig énmaga. Ekkor
A inverze: Esl_l . a,;l.

2. Ha A invertalhat6, akkor Gauss-eliminéciéval haromszog alakra hozhato.
Ugyanis ha trapéz alakot kapnank, akkor lenne benne csupa nulla sor.
Az olyan matrixok, amik tartalmaznak csupa nulla sorokat, nem in-

vertalhatoak, hiszen ha C i-edik sora 0, akkor tetsz6leges D-vel szorozva:

c11 ... Cln d11 e dln €11 ... €1n
Ch=|0 ... 0 0 ... 0|=l0 ... 0]+#E.
Cnl --- Cnn dpi .. dpn €nl --- E€nn

A kapott haromszog alakt matrixban skalarszorzassal elérhetjiik, hogy a
féatloban csak 1-esek alljanak. Ezeknek az egyeseknek a segitségével ki-
nullazhatjuk a felettiik allo elemeket, igy megkapjuk az egységmatrixot.

0

1.45. Koévetkezmény. Ha egy A matrix invertalhato, akkor A és A~! is
felirhato elemi matrixok szorzataként.

Bizonyitds. Ha A invertalhato, akkor A = ¢ ...e1E. Ebbdl
F= 81_1 e 5;1 A, tehat A~! is elemi matrixok szorzata. O

A*l



2. DETERMINANS 71

1.46. Kovetkezmény. Gauss-féle szimultan eliminacié. Ha az A € M, «n
atalakithato az egységmatrixsza, akkor ugyanezen atalakitasokkal E-bsl A~1-
et kapjuk.

Bizonyitds. Ha E =¢,...e1 A, akkor €, ...e1F = A™1, O
—_—
A-1
1 01
1.47. Példa. Legyen A= |2 1 1 |. Szamitsuk ki A inverzét elemi soré-
1 20

talakitasok segitségével tigy, hogy az A matrixon végrehajtott atalakitasokat
szimultdn modon végrehajtjuk az egységmatrixon is az 1.46. kévetkezmény
szerint:

1 0 111 0 0 10 111 00
A=(2 1 110 1 0] ~[0 1 —=1/-2 1 0] ~
1 2 00 01 0 2 —1/-1 0 1
10 111 0 0 10 0—2 2 -1
01 —-1-2 1 0of~[0O 1 01 -1 1],
00 113 —-21 00 1/3 -2 1
-2 2 -1
tehat A~t=[ 1 -1 1
3 -2 1

2. Determinans

A determinansok alapvetd szerepet jatszanak a linearis egyenletrendszerek
vizsgalatdban.

s stz

manak nevezziik az I szamot, ami azt jeloli, hogy hany szomszédos elem
cseréjével allithato el a permutacio az (1,...,n)-bdl.

2.2. Definicié. Az A € M, «, matrix minden sorabol és oszlopabdl va-
lasszunk ki pontosan egy elemet, tehat Osszesen n darab elemet. Az elsG
oszlopbol kivalasztott elemet jelolje a;,1,..., az n-edik oszlopbdl kivalasz-
tott elemet pedig a;,,. Ezt az n darab szamot Gsszesen n!-féleképpen lehet
kivalasztani, mert ennyi a sorindexek (azaz az (1,...,n) szamok) Osszes
lehetséges permutacioinak szama. Az A matrix determindnsanak az alabbi
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szamot nevezzik:

det A = Z (—1)Iai11---ainm

(ily---vin)epn

ahol I az ; ; permutéicidban az inverzidk szama. Az Osszegzés
1 .- n

az (1,...,n) elemek osszes (i1,...,1,) permutacidjara kiterjed. A determi-
nansra hasznalatos még az |A| és a |aq,...,a,| jelolés is, ahol a; a matrix
i-edik oszlop vektorat jeloli.

2.3. Példa. 1. Kétszer kettes matrixok determinansa:

a1l ai12

= ai1az2 — 210412
a1  a22 ’

azaz a féatloban 1évé elemek szorzatabol kivonjuk a mellékatlobeliek
szorzatat.
2. Haromszor harmas matrixok determinansa:

a1 a2 a13

a21 Q22 Q23| =

az1 az2 ass
(11022033 + A31012a023 + 021032013 — 031022013 — 021412033 — 011032023-
A 3 x 3-as esetben is a "{6atld iranytak" szorzatainak és a "mellékatlo
iranytak" szorzatainak a kiilonbsége a determinéns.

abra

Megjegyezziik, hogy ilyen egyszert szdmoléasi szabély a magasabbrendi
determinansokra nem létezik.

2.4. Tétel. Legyen A € M, «,. Ekkor a determinans rendelkezik az alabbi
tulajdonsagokkal:

1. |A] = |AT];

2. ha A tartalmaz csupa 0 sort, akkor |A| = 0;

3. sor vagy oszlopcsere esetén a determinéns elGjelet valt:

|Q17"'agiy"'agjy"'vgn| = _|Q17"'7Qj7"'7gi7"'7gn|;
4. ha két sor vagy két oszlop megegyezik, akkor a determinédns nulla:
lay, ... a,...,a,..,a,| =0;

5. ha egy sort skalarral szorzok, a skalar kiemelhetd:

‘Qla"'v)\giu"wgn’ = A‘Q177Qn‘7
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6. ha két sor vagy oszlop linedrisan fiiggd, akkor a determinéns nulla:

@y, @y Ay ey ay| =05

7. ha egy oszlopvektort (sorvektort) két vektor dsszegére bontjuk, akkor a
determinéns is szétbonthato:

|Q17---7Qi+@i7"'7gn| = |Ql7"'7@n| + |Ql7"'7ai7"'7gn|;

8. a determinans értéke nem véltozik, ha egy sor- (vagy oszlop)vektoranak
skalarszorosat hozzaadjuk egy mésik sordhoz (vagy oszlopahoz):

’Qla"'v@iu"'v@jwwgnl = ‘Qlw”v@iw”v@j +)\Q177Qn‘7

9. trianguldris métrix determindnsa a f6atloban all6 elemek szorzata;

10. ha egy métrix sor vagy oszlopvektorai linedrisan fiiggéek, akkor a de-
termindnsa nulla;

11. ha det A # 0, akkor A oszlopvektorai linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitds. 1. A transzponalt matrixban ugyanazok az elemek vannak,
mint az eredetiben, a bel6liikk képzett szorzatok is ugyanazok. Ha az
eredeti determinansban egy tag a;,1 ... a;,n alaka, akkor a transzponalt
matrix determinansaban: aj;, ... an;, alakt lesz. Ahany elemcsere sziik-

séges az (i1,...,1,) elemekbdl az (1,...,n) sorrend eléréséhez, ugyanan-
nyi elemcserével fog kialakulni az (1,...,n)-bdl a sorindexek tényleges
sorrendje, ez éppen az (i,...,i,) permutécioban az inverziok szama.

Tehat a szorzatok elGjele sem véltozik.
Ennek a tulajdosagnak koszonhets, hogy azok az allitdsok, melyek
sorokra vonatkoznak, oszlopokra is teljesiilnek, és forditva.

2. Mivel a determinans minden tagjaban szerepel nulla, igy a tagok Osszege
is nulla.

3. Sorcserénél minden tagban a sorindexek koziil ketts fel van cserélve, igy
az inveziok szdma minden tagban pératlan szadmmal né vagy csckken
(két elem cseréje mindig paratlan sok szomszédos elem cseréjével helyet-
tesithetd). Ezért minden tag elGjelet valt, tehat a determinéns is eljelet
valt.

4. Ha a maéatrixban két sor megegyezik, akkor ezt a két sort megcserélve
a matrix nem valtozik, de az el6z8 tulajdonsig miatt a determinéns
elGjelet valt. Ez csak akkor lehet igaz, ha a determinans nulla.

5. Ha egy sort skalarral szorzunk, a determinans minden tagja pontosan
egyszer lesz megszorozva ezzel a skalarral, igy maga a determinans is.

6. Ha két oszlop linearisan fiiggs, akkor:

|aqy @iy Ay ey @] = Mag, ooy a0, 0, = A0 =0.



74 4. MATRIXOK

7. Ha az i. oszlopvektor két vektor Gsszegére bomlik, akkor a determinans
minden tagjaban pontosan egy Gsszeadés szerepel, igy:

_ I _
lar, o (@ 4T, vanl = D> (D g (@ 4 @) - @ =
(J15eesdn)EPR
I I _
Z (—1) Ajy1 -+ Qv v+ Qo + Z (—1) Ayl Qe e« Qo =
(j17~~~7jn)€Pn (jlv"wjn)epn
lay, ..y an | +lag, @,y

8. Az el6z6 tulajdonsagok alapjéan:

‘Qlwwgia 7@] + )‘Qza 7Qn’ = ’Qla "7@i7"7@j7"7@n‘ + ‘Qlwwgia 7)\Qz77gn’ =
|Q17 "7@@'7 "7@]’7 agn| + )\ |Q17"7Qi7"7@i7"7@n| = |Qla "7@7;7 "7@]’7 agn| = |A|
~~
0

9. Triangularis matrix determinédnsaban csak egyetlen tagban nem szerepel
nulla, ez éppen az atlos elemek szorzata, pozitiv elGjellel.

10. Ha egy matrix oszlopai lineédrisan fiiggGek, akkor létezik olyan oszlop,
ami a tobbi linearis kombinaciéja. Tegyiik fel, hogy ez az utolsd oszlop
(ez oszlopcserével elérhetd), ekkor:

lat, ..., gy +- -+ A1y, | = ag, - e+ ag, o A—1a, | =
)\1 |Q17'~~7Q1| + - +)\n—1 |Q17"' 7Qn—17Qn—1| = 0.
S———— ~
0 0

11. A 10. tulajdonsag kontrapozicidja.
0

A determinans fogalmét méasképpen is meg lehet fogalmazni. A kovetkezs
definiciéban a determinanst, mint bizonyos tulajdonsagokkal rendelkezé fiig-
gvényt fogjuk meghatarozni, utdna belatjuk, hogy a két definici6é ekvivalens.

2.5. Definicié. Legyen A € Myxn, A = (a;,...,qa,). Determindns fig-
guénynek nevezzik a det : M,,x,, — R leképezést, ha rendelkezik az alabbi
tulajdonsagokkal:

1. oszlopvektoraiban additiv:

det(a; +ay,...,a,) =det(ay,...,a,) + det(a,,...,a,),

2. oszlopvektoraiban homogén: det(Aay,...,a,) = Adet(ay,...,a,),
3. alternalo tulajdonsagu (mas szoval antiszimmetrikus):
det(ay, .. Qjyeevs @y ) = —det(ay, ..., a5, ..., 8.0, 0,),

4. az egységmétrix determinansa 1: det(ey,...,e,) = 1,
ahol ¢; = (1,0,...,0)7;...;¢, = (0,...,0,1)T.
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2.6. Tétel. A determinédnsra adott 2.2. és 2.5. definiciok ekvivalensek.

Bizonyitds. 1. Az els6 definiciobol bebizonyitott tulajdonsagok kozott sze-
repelnek a méasodik definicié kovetelményei.
2. A maétrix oszlopvektorai R"-beli vektorok, elsallithatok a természetes
bézis linearis kombinacioiként:
ai; 1 0
Sl =aen e tan ||
Qnj 0 1

n
vagyis a; = Zajigj. Ekkor hasznalva a 2.5. definiciébeli tulajdonsa-

j=1
gokat:
n n
det A = det(ay,...,qa,) = det < Z ajy1€5,,- - - Z ajnngjn> =
Jji=1 Jn=1
Z ajy1---aj,ndet(e; ... e; ).
(J1--50n)EPR
Mivel (e;,,--.,¢;,) az (e, ..., ¢,)-bdl oszlopcserékkel llithat6 els, még-
pedig annyival, amennyi a (j1, . . ., j, ) permutacioban az inverziok szama.
Tehat az alternal6 tulajdonsag miatt:
det(ej,,-..,¢e;,) = (=1) det(ey, ..., e,),
—— —

1
igy megkaptuk a 2.2. definicidbeli determinéns elGallitast.

0

2.7. Megjegyzés. Természetesen a determinans 2.4. tételbeli tulajdonsé-
gai bebizonyithatoak a 2.5. definicié alapjan is. Példaul a 2. tulajdonsag:

det(0,...,a,) = det(00,...,a,) = 0det(0,...,qa,) =0.

2.8. Tétel. Ha egy matrix oszlopvektorai linedrisan fiiggetlenek, akkor a
determinédnsa nem nulla.

Bizonyitds. Ha az oszlopvektorok linearisan fiiggetlenek, akkor bazist alkot-
nak, és linearis kombinéciojukként felirhatéak a természetes bazis elemei.
Ekkor

1 =det E =det(e,...,e,) = det(z Aiy1Gi s s Z Nipn;, ) =

11=1 in=1
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> At Aindet(ag,a) = Y (=D Aq1 A det(ay, - ap,).
(il,..,’in)EPn (il,..,’in)EPn
Ha det(ay,...,a,) nulla lenne, akkor az egész kifejezés nulla lenne. O

2.9. Tétel (Determinansok szorzas tétele). Matrixok szorzatanak de-
termindnsa egyenld a tényezd matrixok determinansanak szorzataval:

[AB| = |A||B]

n
Bizonyitas. Legyen AB = C = (¢i5) = (¢q,-..,¢,). Mivel ¢ = Zalibij,
i=1

n
ezért ¢; = ZQz’bij . Ekkor

i=1
det(cy,...,c,) = det <Z a; bit, ., Z Qinbinn> =
i1=1 in=1
Z bi,1.-bin det(gil, ..,gin) = Z (—1)Ibi11..b,-nn det(ay,..,a,)
(i15--1in)EPn (i1,0-yin)EPy, |A"‘
= Y (=D'bi1.. bia Al = |BJIA
(i17---7in)EPn
| Bl

0

2.10. Tétel. Négyzetes matrix akkor és csak akkor invertalhato, ha deter-
minansa nem nulla.

Bizonyitds. 1. Tegyiik fel, hogy A invertalhato. Ekkor AA~! = E . Mivel
|E| # 0, a determinansok szorzastétele alapjan |A||A~Y = |E| # 0, igy
|A] #0és |A7Y # 0.

2. Ha A determinansa nem nulla, akkor oszlopai linearisan fiiggetlenek,
igy bézist alkotnak. Ebben a bazisban felirva az e, ..., e, vektorokat

n
(a természetes bazis vektorait), azt kapjuk, hogy e ;= Z bija; , vagyis
. i=1
ej = Zbijali. Ez azt jelenti, hogy £ = BA , ahol B a b;; szdmokbol
i=1
alkotott matrix, amely kielégiti az inverzmatrix definiciojat, tehat A
invertalhato.
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]
2.11. Definici6. Legyen A € Myxpn, n > 2 és 1 < k < n. Jeloljiink ki a
métrixban k darab sort (i1,...,ix), és k darab oszlopot (ji,...,Jjk). Ezen

oszlopok és sorok metszéspontjaban allé elemek egy k x k tiptst méatrixot
alkotnak, és ennek a métrixnak a determinansat az eredeti matrix k-adrend
aldetermindnsénak nevezzziik és az |Aj| jelolést hasznaljuk ra. A matrix
azon elemei amelyek nem tartoznak a kijelolt sorokhoz, illetve oszlopokhoz,
egy (n — k) x (n — k) tipust matrixot alkotnak, amit a k-adrendd aldeter-
minanshoz tartozé adjungdlt aldetermindnsnak nevezink.

2.12. Megjegyzés. Egy A € My, matrixnak (})(}) darab kiilsnbozs k-
adrendii aldeterminansa van, és ugyanennyi az (n — k) X (n — k) tipusuak
szama.

2.13. Definici6. Egy A € M, x, matrix |Ay| aldetermindnsahoz tartozo
adjungdlt algebrai aldetermindnsnak nevezziik az |Ap|* = (—1)1H7|A,_4|
elgjellel ellatott adjungélt aldeterminéanst. Itt [ = i1+ -+1iy , vagyis az | A|
aldeterminénshoz kivalasztott sorok indexeinek Gsszege, és J = j1+ -+ + ji
ahol j1,...,jr az |Ag| aldeterminansban az oszlopok indexeit jeloli.

2.14. Megjegyzés. Egy A € M, ,, matrix esetén ha |A|* = (1) A,_4|,
akkor |A,_|* = (—1)T|Ax|, és T-ben éppen azoknak a sor és oszlopindex-
eknek az Osszege szerepel, amelyek nincsenek I + J-ben, tehat

T= 2(14---+n) —(I+J)=nn-1)—I+J),
—_—— ———
Osszes sor és oszlopindex Osszege paros

igy T paritasa megegyezik I + J paritasaval, |A,_i|* és |Ax|* el6jele mege-
gyezik.

2.15. Tétel (Laplace-féle kifejtési tétel). Az A € M, «,, matrixban jelol-

jiink ki k darab oszlopot (vagy sort), és tekintsiik az Gsszes olyan k-adrendi
aldeterminanst, amelyekben pontosan ezek az oszlopok (sorok) szerepelnek.

Jelolje ezeket az aldeterminansokat |Kg|,...,|Ky| és a hozzajuk tartozé al-
1 T
gebrai adjungélt aldetermindnsokat pedig |Kp|*, ..., |Ky|*. Ekkor
1 T

|A] = | Kp||[Kg|" + - - + | Ky || Ki]".
1 1 r r

2.16. Lemma. Tekintsiink egy k-adrendii aldetermindnst (|Ky|) és a hozza
tartozo adjungélt algebrai aldeterminanst (|Ky|*). Ekkor a |Kj| és |K|*
aldeterminansok egy-egy tetszélegesen kivilasztott tagjanak a szorzata tagja
lesz | A|-nak.
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Bizonyitds. (Lemma)

1. Tegyiik fel, hogy K az els§ k darab sorhoz és az elsé k darab oszlophoz

tartozo aldeterminans. Ekkor

’Kk‘ = Z (—1)La111...alkk,

(1,5l ) E Py

| K" = Z (=DM @y, 51 - - - Qs

(Mpgg1seeeyMn)EP,

mert az adjungalt aldeterminansban a sor és oszlopindexek éppen a k +
1,...,n szdmok. Két tetsz6legesen valasztott tag szorzata:

(—1)Lal11 . alkk(—l)MamkaH e Oy =

— (_1)M+L

ap1--- alkkamkaH c o Omym -

n darab tényez6 szorzata

L+ M éppen az (I1,...,lg, mMk41,...,my) permutacidban az inverziok
szama, mert az elsé k darab sorindex és a méasodik n — k darab sorindex
nem &allhat inverzioban egyméssal: 1 < I; < k < k+1 < mypq; < n,
tehat I; < my4; (két elem akkor all inverzioban egymassal, ha a nagyobb
megel6zi a kisebbet a permutacioban). Tehat ez a tag szerepel az A
maétrix determindnsaban.

Most tetszdleges k darab sor és oszlop esetén vizsgaljuk a két tag szorza-
tat. Legyen az aldeterminéans |K}|. Ekkor sor és oszlopcserékkel el lehet
érni, hogy az 41, ...,% sorhoz és a ji,...,jr oszlophoz tartozd aldeter-
minéns az elsG k darab sorba és oszlopba keriiljon. Minden ilyen csere
elGjelvaltassal jar, hiszen maguk az aldeterminansok nem véaltoznak, de
a sorindexek és oszlopindexek Osszege eggyel csokken. Ahhoz, hogy az
i1-edik sor az elsG sorba keriiljon i; — 1 szomszédos sor cseréréje van
sziikség. Hasonléan ahhoz, hogy az ii-adik sor a k-adik sorba keriiljon,
i, — k darab szomszédos sort kell megcserélni. Osszesen tehat

it tip i g — 20424+ k)

paros

darab sorcsere és oszlopcsere sziikséges, és az adjungalt algebrai alde-
terminans |K}|*) elgjele (—1)/77 lesz, tehdt annyi, amennyi eredetileg
volt. igy az els6 pontban leirtak alapjan az |K||K}|*-beli szorzatok is
szerepelnek a determinansban.

0
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Bizonyitds. (Laplace tétel) A lemma alapjan tudjuk, hogy a |Ky||Kk|* +
11
-+ | Kg|| Kk |* kifejezés valamennyi tagja szerepel A determinansaban. Az
T T
vilagos, hogy a |Kg||Ki|* + - - - + | Kk || Kk|*-ben szerepls tagok kiilonboznek.
1 1 T r

Belatjuk, hogy ez éppen annyi tagot jelent, amennyibdl |A] all (ez n! darab
tag). A k darab oszlop rogzitése utan a k darab sort (Z)—féleképpen valaszt-
hatjuk ki. Egy |Kk||Kk| szorzatban pedig k!(n — k)! darab tag van (hiszen

egy k x k tipusu determmansnak k! darab tagja van), igy Gsszesen

(Z) kl(n — k)! = nl

darab tag van, ami valéban a determinéns Osszes tagjat jelenti. O

2.17. Megjegyzés. A Laplace tétel leggyakrabban hasznalt specialis esete
az egy sor vagy egy oszlop szerinti kifejtés, amikor az aldeterminénsok 1 x 1
tipusuak, az adjungalt algebrai aldeterminénsok pedig (n — 1) x (n — 1)
tipusiak.

2.18. Példa. Egy 4 x 4 tipust matrix determinénsat valamely oszlopa sz-

erinti kifejtéssel 4 darab 3 x 3 tipust determinans kiszamitasara vezethetjiik
vissza. Az elsG oszlop szerint kifejtve:

;g;i 2 3 4 01 2
=1(-) 1 2 3| +2(-1)2T |1 2 3|+
0123 111 111
3111
01 2 01 2
0(—1)* 1|2 3 4| +3(-1)* |2 3 4].
111 1 2 3

2.19. Tétel (Ferde kifejtési tétel). Ha az A € M, «,, matrixot kifejtjiik
egy oszlopa (sora) szerint 1igy, hogy egy masik oszlop (sor) elemeihez tartozé
adjungéalt algebrai aldetermindnsokat hasznaljuk, akkor az eredmény nulla
lesz:
alj’An—ll* + -+ anj‘An—l‘* = 07
1k nk

ahol |A,—1|* az a;, elemhez tartozé adjungélt algebrai aldeterminéns, és
ik
k #£ j.
Bizonyitds. Vegylik észre, hogy az
ajlAn—1|* + -+ anjlAn_1|"
1k nk
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kifejezés nem mas, mint annak a matrixnak a k-adik oszlop szerinti kifejtése,
amelynek a j-edik és a k-adik oszlopa megegyezik, igy ez a determinans

nulla. O

2.20. Tétel. Egy A € My, métrix B inverzének (ha létezik) b;; elemét
kiszamithatjuk az alabbi médon:
ol

]’l

bij =
ahol |Ap—1|* az aj; elemhez tartozé adjungélt algebrai aldeterminans, vagy
Ji

mésképpen a transzponalt matrix (AT) ij eleméhez tartozé adjungalt algebrai
aldeterminans.

Bizonyitds. Az allitas egyszerd szamitassal adodik.

(AB)ij =Y ap(B)rj = \A[ Zam!z‘ln 1l
k=1

ami éppen a ferde kifejtési tétel sorokra vonatkoz6 véltozata miatt i # j
esetén nulla. Ha pedig i = j, akkor

n
Zaik\An—ll* = |4],
= ik
mert ez éppen A-nak az i-edik sora szerinti kifejtése. Tehat

( |A|Zazk|An 1| _521_( )

O
2.21. Példa. Legyen A = <z Z) Ekkor |A| = ad — ¢b, |Ap1|* =
1 d -=b
* * * : -1 _
|A12| = —C, |A21| b, |A22| a, 18y A ad — be (—C a > .

3. Matrix rangja

3.1. Megjegyzés. Az el6z6 fejezet 2.21. definicioja szerint egy (ay,...,a,)
vektorrendszer rangjan az altala generalt altér dimenzidjat értjiik:

rg(ay,...,a,) =dimL(a,,...,a,),



3. MATRIX RANGJA 81

ami tulajdonképpen a benne szereplS linearisan fiiggetlen vektorok maxi-
mélis szama.

3.2. Tétel. Az (ay,...,a,) vektorrendszer rangjat nem valtoztatjik meg az
alabbi atalakitasok (ligynevezett ranginvarias atalakitasok):

1. vektor szorzasa \ # O skalarral,

2. egy vektor skaldrszorosanak hozzaadasa egy mésik vektorhoz,

3. vektorok felcserélése,

4. olyan vektor elhagyésa, amely linearisan kombinalhaté a t6bbibdl.

Bizonyitds. Definicié alapjan kénnyen beldthato. O

3.3. Definicié. Legyen A egy n X k tipusi matrix. A matrix sorvektorai
altal alkotott vektorrendszer rangjat a mdtriz rangjdnak nevezziik.

3.4. Megjegyzés. A zérusmétrix rangja nulla, az n-edrendd egységmatrix
rangja n.

3.5. Tétel. Az A € M,y maétrix rangja egyenlé egy maximélis rendd,
zérustdl kiilonbozd aldeterminansanak a rendjével.

Bizonyitds. Az A = (a;;) € My xy matrix egy maximalis rendd, el nem tnd
aldeterminénsanak rendje legyen r, értéke |A,| = Dy, azaz az (r+1)-edrend
aldeterminénsok mind nullaval egyenlGek. Természetesen r < min(n, k).

1. El6szor megmutatjuk, hogy ha tekintjiik az |A,.| aldeterminansban sze-
repld sorokat, akkor ezek linearisan fiiggetlenek. Tegytik fel, hogy |A, |
sorai és oszlopai az els6 r darab sorban, illetve r darab oszlopban vannak,
ez sor- és oszlopcserékkel mindig elérhetd:

Q1 = (&11, arz, ... alr)
B_ by .: ((1.21, a2.27 cee (1-27")
br - (aTl7 Qr2, ... 5 arr)

Mivel det B # 0, ezért (by,...,b,) linearisan fiiggetlen vektorrendszer,
tehat

ai ari 0
B1) M| o+ AN] = esetén A\; =--- =\, =0.
air Ay 0
——
b b 0

=1 =r
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Most tekintsiik az A matrix els§ r darab sorat:

a; = (a1, a2, ... , ax)
ay = (ag1, a, ... , ag)

. . . . )
a, = (aT17 Qr2, ... ; ark)

és vizsgaljuk meg, hogy linearisan fiiggetlenek-e. Mivel a

ai ar1 0
VE BRSSO B
aik Ay 0
——
al al 0

egyenletrendszer els6 r darab egyenlete megegyezik a (3.1) egyenletrend-
szerrel amely csak nulla egyiitthaték esetén tejesiil igy sziikségképpen

A1 ==\ = 0. Ez azt jelenti, hogy (ay,...,a,) linearisan fiiggetlen
vektorrendszer.
Be kell még latni, hogy (aq,...,qa,) maximalis linearisan fliggetlen vek-

torrendszer, azaz az A méatrixnak nem lehet tobb linearisan fiiggetlen
sora. Ha r = n akkor az allitds nyilvanvalo, ha r < n akkor legyen
m,j € N olyan, hogy r < m < n, 1 < j < k és tekintsiik az alabbi
(r 4+ 1)-edrendd determinanst:

ai1 N a1y a1j
Dy =
J
Qar1 PN Qg Q4
m1  --. Omr 0amj

Természetesen ez a determinans nulla:

(a) Ha j <r, akkor a determinédnsban van két egyforma oszlop, igy
az nulla.

(b) Ha j > r, akkor ez egy (r + 1)-ed rendii aldeterminénsa A-
nak. Mivel feltettiik, hogy |A,| maximalis rendd el nem ting
aldeterminéns, igy D,,; = 0.

Ha most kifejtjiik az utols6 oszlop szerint a D,,; determinanst:

ij = alj|An—1|* + .o Fam; |An—1|* =0,
1y mj
——
Ap 0
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akkor
(Al = e gl Aeal)
Qi — ———(A15 -1 — o —— Qg -1 .
AT A
Tehét ap,; minden j € {1,...,k} esetén ilyen alakba irhato, ugyanezekkel
az egyitthatokkal, mert |A,_1[*=|A,—1|* (i=1,...,7) valojaban nem
ij i
fligg j-t6l, ezért
—|Ap—1|* [an —|Ap—1]* [ar am1
1 r
NN S R RN —— :
|Ar| ‘ |Ar|
ayg Qrk Amk
——
al al a,
Ekkor a,, linearisan kombinalhat6 az (a,...,a,) vektorokbdl, igy ezek

maximélis linearisan fliggetlen sorvektorrendszert alkotnak az A méat-
rixban, azaz A rangja r.

0

3.6. Kovetkezmény. Matrix rangja egyenlé transzponaltjanak a rangjaval,
azaz oszloprendszerének rangjaval.

3.7. Kovetkezmény. A matrix rangja Gauss-eliminéciéval meghatérozhato:
lépcsds alakra hozzuk, és a nem nulla sorok szdma adja a matrix rangjat.

Ez abbol kivetkezik, hogy egyrészt a Gauss-eliminacié nem véltoztatja
meg a matrix rangjat, masrészt egy lépcsés alakit méatrix rangja nyilvan-
valéan a nem nulla sorainak szaméval egyend.

3.8. Példa. Meghatarozzuk az aldbbi 3 x 3-as matrix rangjét.

1 2 3 1 2 3 1 2 3
rgl2 3 4] =rg|0 -1 -2]=rg|0 -1 —-2]=2
4 7 10 0 -1 -2 0 0 O

a Gauss-eliminaciot hasznalva.
Az aldeterminansokat hasznalva is megoldjuk a feladatot.

1 2 3
2 3 4|=(1-310+2-4-443-2-7)—(3-3-4+2-2-10+1-4-7) = 104—104 = 0,
4 7 10
azonban 2—1-3—2-2—1750
2 3 B '
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4. Linearis egyenletrendszerek

4.1. Definicié. Legyen A = (a;j) € Myxn, b; € T (i=1,...,k), ahola T
az R vagy a C szamtestek valamelyikét jeloli. Linedris eqyenletrendszernek
nevezziik a kévetkezd egyenletrendszert:

a1+ ... +aipz, = b1
(4.2) : :

ap1 1+ ... +FappTy = by
Az xq,...,z, szimbdélumokat ismeretleneknek nevezziik. Ha bevezetjik az
alabbi jeloléseket:

ai ain by

a=1:|,-a=1:| =],
g1 Ak, br:

akkor az egyenletrendszert vektoriélis alakba irhatjuk:
ary +... + a,x, =0
Az egyenletrendszer matrixos alakja:
x1
Ax =b, ahol x=
Ty,
Ekkor A-t az egyenletrendszer alapmdtrizanak nevezzik, az
alr ... Qip bl
(Alb) = aE
ar1r ... Qgn bk
matrix pedig az egyenletrendszer kibdvitett mdtriza.
4.2. Definicié. A ¢ =cy,...,c, szam n-est a (4.2) egyenletrendszer megol-
ddsanak nevezziik, ha x1,...,z, helyébe irva igaz egyenlGségeket kapunk,
azaz a szam n-es kielégiti a linearis egyenletrendszert.
Ha egy lineéris egyenletrendszernek létezik megoldasa, akkor megoldhat-
dnak nevezziik, ha nem létezik megoldasa, akkor pedig ellentmonddsosnak.

Ha az egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van, akkor hatdrozotinak
nevezziik, ha végtelen sok akkor hatdrozatlannak.

4.3. Definicié. Az Az = b lineéris egyenletrendszert homogénnek nevezziik,
ha b = 0, ellenkez§ esetben pedig inhomogénnek.
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4.4. Megjegyzés. Egy linearis egyenletrendszer vizsgalatanal az elsé kérdés
az, hogy létezik-e megoldasa vagy sem (megoldhato vagy ellentmondésos), a
masodik kérdés pedig az, hogy hogyan lehet megtalalni az 6sszes megoldast.
A kovetkezSkben megadunk egy eljarast, amellyel meghatarozhatjuk ezeket
a megoldasokat

4.5. Definici6é. Két lineéris egyenletrendszert ekvivalensnek neveziink, ha
a megoldashalmazuk megegyezik.

4.6. Tétel. Az alabbi atalakitasok a (4.2) linearis egyenletrendszer ekvi-
valens atalakitasai, tehat nem valtoztatjak meg a megoldashalmazat:

1. két egyenlete felcserélése,

2. egy egyenlet szorzasa zérustél kiilonbézd konstanssal,

3. egy egyenlet konstansszorosanak hozzdadasa egy masik egyenlethez.

Bizonyitds. 1. Nyilvanvalo.
2. Ha ¢ megoldasa az i-edik egyenletnek akkor a

Majizy + -+ ainzy) = Ab;, A #0,

egyenletnek is megoldésa, és forditva.

3. Ha a j-edik egyenlethez adjuk hozza az i-edik A-szorosét, és ¢ kielégiti
az eredeti egyenletrendszert, akkor az 1 egyenletrendszer j-edik egyenletét
is kielégiti:

(Aai1 + aji)zr + - - + (Aaip + ajn)Tn =
= Main@1 + -+ + ai®y) + (@j121 + -+ + @jun) = Ab; + b;.

Abi b

Mivel a tobbi egyenlet valtozatlan marad, ¢ megoldasa lesz az Gj egyen-
letrendszernek is. Megforditva, ha ¢ megoldésa az 1 egyenletrendszernek,
akkor a j-edik kivételével minden egyenlete megegyezik az eredetivel, és

Ab; + bj = ()\ail + ajl)xl + -+ ()\am + ajn)acn =

= )\(ailxl + o+ Cbmxn) +(aj1x1 + o+ ajnxn)
Ab;

miatt (aj1z1+---+ajnry) = bj, tehat az eredeti egyenletrendszer valamen-
nyi egyenletét kielégiti. O

Py

4.7. Tétel. Ha egy linedris egyenletrendszer kibévitett matrixa sorekvi-

valens egy masik linedris egyenletrendszer kibdvitett matrixszaval, akkor a
két linearis egyenletrendszer ekvivalens.
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Bizonyitds. Ha két matrix sorekvivalens, akkor egyik a méasikbol elemi mat-
rixokkal valé szorzasokkal megkaphat6. Legyen az egyenletrendszer Ax = b
és ¢ elemi méatrixok szorzata. Ekkor (A[b) sorekvivalens (eAleb)-vel, és a
hozzajuk tartozd egyenletrendszerek:

Ar = b
(eA)x = ¢b.

Lathato, hogy a két egyenletrendszernek ugyanazok a megoldésai, hiszen ha
Ac = b akkor
(e A)c = eb,
~—
b
és forditva, ha (¢A)c = eb teljesiil, akkor ¢ ~!-el szorozva Ac = b adodik (e
invertalhato az 1.41. tétel miatt). O

4.8. Tétel. Ha egy linearis egyenletrendszer kibévitett matrixa lépcsés mét-
rix, akkor az egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté6 meg, ha nincs
olyan sora, amelynek csak az utolsé eleme nem nulla.

Bizonyitds. 1. Ha van olyan sor a kibd&vitett méatrixban, amelynek csak
az utols6 eleme nem nulla, akkor az egyenletrendszer természetesen ellent-
mondasos.

2. Ha az egyenletrendszer maétrixa 1épcsGs alaki, akkor véges sok &ata-
lakitassal (oszlopcserékkel) trapéz alakra hozhato:

a1+ apxet+ ... Hdayri+ ... Faipxr, = b
0 + agxrot+ ... Hagxy+ ... “Haopr, = by
0 + 0 + +agri+ ... FapT, = b,
0 + 0 + +0+ ... +0 = 0
0 + o+ ... +0+ ... 40 = 0
ahol a1; # 0,...,a;y # 0. llyenkor az x,,...,x;11 ismeretleneknek tet-
sz6leges értéket adhatunk, ezek fliggvényében x; meghatarozhatd, ezutan
Tp,y -, T, Xy segitségével x;_1 kifejezhetd és igy tovabb. Tehét legyen
Ty =tn, ..., 1 = ti11, ahol ty,, ...t € T tetszoleges. Ekkor
b aut a
Ty = — — +75l+1—"'——ntm
ay ay ay
b a1 a—1n
-1 = - Tp— tn,

aj—11-1 aj—11-1 aj—11-1
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végiil x1 kifejezhets t,,, ..., t111, 2z, .. ., T, fliggvényében. O

4.9. Megjegyzés. Mivel Gauss-eliminaciéval minden linearis egyenletrend-
szer kib&vitett méatrixa lépcsGs alakra hozhatd, harom esetet kiilénboztet-
hetiink meg.

1. Ha a lépcs6s alaka kibdvitett matrixban van olyan sor amelyben csak
az utols6é elem nem nulla, akkor nincs megoldas, az egyenletrendszer ellent-
mondasos.

2. Ha az alapmatrix haromszog alakra hozhato (n x m-es egyenletrend-
szer esetén), akkor az egyenletrendszerben nincsenek szabadon valaszthato
paraméterek. Ekkor az x1, ..., x, ismeretlenek értéke egyértelmd, pontosan
egy megoldéas van.

3. Ha a kib&vitett matrix lépcsds alakjaban nincs olyan sor, amelynek csak
az utols6 eleme nem nulla, és az alapmatrix nem haromszog alaki, akkor
az egyenletrendszerben vannak olyan ismeretlenek, amelyeknek tetszéleges
értéket adhatunk. Ekkor végtelen sok megoldas létezik, az egyenletrendszer
hatarozatlan.

4.10. Példa. 1. Az el6z6 megjegyzés elsG esete all fenn, ha az eliminacio
utan példaul az alabbi egyenletrendszert kapjuk:

1 +x2+x3 = 3
0 = 2
Ekkor az egyenletrendszer ellentmondésos.

2. A masodik eset all fenn, ha az eliminacié utan az alabbi egyenletrend-
szert kapjuk:

1 +x2+x3 = 3
To+x3 = 2
r3 = 1

Ekkor z3 = 1-et a méasodik egyenletbe behelyettesitve o = 1 adddik,
melyeket az els§ egyenletbe behelyettesitve az x1 = 1 eredményt kapjuk.
Tehat a megoldas egyértelmd.

3. A harmadik esetet kapjuk, ha példaul:

1 +x2+x3 = 3
To+x3 = 2

Ekkor az egyenletrendszer hatarozatlan, z3 tetsz6legesen megvalaszthato,
To és x1 ennek fliggvényében adhaté meg. Legyen tehat x3 =¢, t € T



88 4. MATRIXOK

tetszdleges. Ekkor o =2 —t és 1 =3 — x0 — x3 = 1, azaz

I 0 1
ol = -1)t+ 12
I3 1 0

4.11. Tétel (Kronecker-Capelli-tétel). Az Ax = b linedris egyenletrend-
szer akkor és csak akkor megoldhato, ha az alapmatrix rangja megegyezik
a kibévitett métrix rangjaval, azaz rg(ay,...,a,) = rgla,...,a,,b) vagy
masképpen rg(A) = rg(Alb).

Bizonyitds. 1. Tegylik fel, hogy a linearis egyenletrendszer megoldhato, azaz
létezik (cq,...,c,) Ggy, hogy a c1 + - +a,c, =b. Ekkor b € L(ay,...,a,),
tehat L(ay,...,a,) = L(ay,...,a,,b), igy rg(a;,...,a,) =rg(a,...,a,,b).

yYnsy ¥

2. Harg(ay,...,qa,) =1g(ay,...,a,,b), akkor definicié szerint
dim L(ay,...,a,) =dimL(ay,...,a,,b),
—— ———
n db n+1db

de ez L(ay,...,a,) C L(ay,...,a,,b) miatt csak akkor lehetséges, ha

yYnmH ¥

L(ay,...,a,) = L(ay,...,a,,b). Ekkor b € L(ay,...,a,), tehat b linearisan

kombinalhat6 az aq, ..., a,, vektorokbdl, igy léteznek olyan cy, . .., ¢, szdmok,
hogy b = a,c1 + -+ + a,,cn, ami azt jelenti, hogy a cy,...,c, szdm n-es
megoldasa a linearis egyenletrendszernek. O

4.12. Megjegyzés. Az Ax = 0 homogén linearis egyenletrendszernek a 0
mindig megoldésa.

Ha A € M,y és A invertalhato, akkor z = A~10 miatt csak a nullvektor
lesz megoldésa az egyenletrendszernek. Ha A nem invertalhat6, akkor alap-
métrixat nem lehet haromszog alakra hozni, igy a 4.9. megjegyzésben leirtak
alapjan lesz nem trivialis megoldasa is. Ez akkor és csak akkor teljesiil, ha
|A| = 0.

Altalaban, ha A € My, akkor Az = 0-nak akkor és csak akkor van nem
trivialis megoldéasa, ha A oszlopai linearisan fiiggsek, azaz rg(A4) < n.

4.13. Tétel (Cramer-szabaly). Egy Ax = b, n ismeretlenes n darab
egyenletbdl 4ll6 linedris egyenletrendszernek akkor és csak akkor van pon-
tosan egy megoldasa, ha az alapmatrix determinansa nem nulla. Ekkor az
egyetlen (x1,...,x,) megoldast az

d;

=—  (i=1,...,n)
|A]

Zi
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alakban kapjuk, ahol d; azt az n X n-es méatrixhoz tarozé determinénst jeloli,
amelyet tgy kapunk, hogy az alapmétrix i-edik oszlopat kicseréljiik a b osz-
loppal.

Bizonyitas. 1. Ha Az = b egyértelmiien megoldhato, akkor a 4.9. megjegy-
zés miatt matrixa haromszog alakra hozhato, tehat sor- és oszlopvektorai
linearisan fiiggetlenek, igy |A| # 0.

2. Ha |A| # 0, akkor A invertalhato, és A~'-gyel szorozva az Az = b
egyenletrendszert, azt kapjuk, hogy & = A~'b, és ez a feliras egyértelmi.

Tehat
_Z|A| |A|Z N |’

mert Z(A) jibj éppen annak a determinansnak az i-edik oszlop szerinti ki-

fejtése, amelyben az i-edik oszlop helyén a b oszlopvektor szerepel. O

4.14. Példa. Az alabbi egyenletrendszert Cramer-szaballyal is megoldhatjuk,
hiszen az alapmatrix determinansa nem nem nulla:

201 + 12 =
r1+x9 = 3
Ekkor
4 1 2 4
3 1 1 3
T =1 és x9 = 2
2 1 2 1
11 11

4.15. Tétel. Lineraris egyenletrendszer megoldashalmazanak geometriai in-
terpretacioja.

1. Az Az =0, A € My, homogén linearis egyenletrendszer megoldashal-
maza alteret alkot T"-ben, melynek dimenziéja n — rg(A).

2. Az Ax = b, A € My, inhomogén linearis egyenletrendszer megoldasai
linedris sokasagot alkotnak T"-ben, melynek irdnytere megegyezik az Ax = 0
homogén linedris egyenletrendszer megoldashalmazaval.

Bizonyitds. 1. Legyen az Az = 0 homogén lineéris egyenletrendszernek x;
és z, megoldasa és A\, € T tetszoleges. Belatando, hogy Az, + pxg is
megoldas. Mivel
A(Azy + pzy) = A (Azy) +p (Azy) =0,
0 0
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igy a megoldasok halmaza zart a linearis kombinécié képzésre nézve, tehat
altér.

2. Legyen az Az = b linearis egyenletrendszernek y 1Yy megoldasa. Ekkor
Agl =b és Ay2 =b, igy

Aly, —y,) = Ay, — Ay, =b—-b=0.

Ez azt jelenti, hogy az Y, — Yy vektor benne van az Az = 0 homogén
linearis egyenletrendszer H megoldés alterében, igy Y, €Y, + H. Természete-
sen minden y megoldasvektorra y € Y, + H telJesul vagyis az inhomogén
lineéris egyenletrendszer megoldasai egy H iranyteri linearis sokasag elemei.
Tovabbé, ezen linearis sokasig minden eleme megoldéasa az egyenletrendsz-
ernek: ha y € y, + H, akkor y = Y, + h, ahol h € H, igy

Aly) = A(y, +h) = Ay, + Ah = Ay, =b.
iy

3. Most megmutatjuk, hogy az Ax = 0 homogén linearis egyenletrendszer
megoldasaltere (n —rg(A))-dimenzios. Ehhez megadunk egy megoldasokbol
allo linearisan fiiggetlen rendszert, amely generélja ezt az alteret. A 4.8. té-
tel bizonyitasaban leirtak alapjén, ha tekintjiik az egyenletrendszer 1épcsGs

alakjat, akkor abban az x;11,...,z, ismeretleneknek tetsz6leges értéket ad-
hatunk. Itt a lépcss alakban [ darab nem nulla sor szerepel, tehat [ = rg(A).
Ha ugy valasztjuk meg az x;41,...,x, értékeket, hogy az egyik 1-el egyenld,
a tobbi nullaval, akkor az igy kapott
5] = ( T11, €12, R Z1i, 1707 '70)7
Uy = ( €21, €22, R Z2l, 0717"'70)7
Up—p = ( Ln-D1y L(n=02> -+ L(in=b 0,0,..., 1)

megoldasvektorok linearisan fiiggetlenek. Vegyiik észre, hogy minden megol-
das elGall ezen vektorok linearis kombinacidjaként, hiszen példaul az x;11 =
QUitls- .-, Ty = Qo értékekhez tartozd u megoldasvektor sziikségképpen u =
41y + -+ + apu,_; alakban &ll eld. (Hiszen az utols6 n — [ koordinéta
rogzitése utdn a megoldas egyértelmd.) Tehét az w,_;,...,u, vektorok gen-
eraljak a megoldasalteret, és a vektorrendszer rangja n — I = n —rg(A), igy
az altaluk generalt altér is (n — rg(A))-dimenzios. O

A fenti tétel és a bizonyitasa alapjan adodik a kovetkezd. Ha Ax = b
megoldhato6, akkor "altalanos megoldéasa"

T = x4+ h,
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ahol z egy (partikularis) megoldas, h pedig a megfelel6 homogén egyenlet-
rendszer "altalanos megoldésa".

4.16. Megjegyzés. T" minden H alteréhez létezik olyan homogén lineéris
egyenletrendszer, amelynek megoldashalmaza a H altér.

4.17. Példa. Az
ax + by = c,

linearis egyenlet(rendszer)nek b # 0 esetén y = g — %x a megoldésa. Ez egy

L egyenes R ben:
L

H

[Sallel

Ez elgall mint a (0, (—;) vektor (azaz az egyenlet egy partikularis megoldasa)

és a homogén egyenlet megoldasat jelent6 H = {(:17, —%x) ‘x € R} altér

(azaz egyenes) Osszege.






5. fejezet
Linearis leképezések

1. Vektorterek linearis leképezései

1.1. Definici6. Legyen Vi, V5 vektortér a T test felett (itt T vagy az R vagy
a C szamtestet jeloli). A ¢ : Vi3 — Vs leképezést linedrisnak nevezziik, ha
barmely z,y € V7 és tetszsleges A € T esetén teljesiil, hogy

1. o(z +y) = (z) + ¢(y), azaz a leképezés additiv,

2. p(Az) = Ap(z), vagyis a leképezés homogén.

1.2. Megjegyzés. Az 1. és 2. tulajdonsagot helyettesiti az alabbi tulaj-
donséag:

3. oAz + py) = Ap(2) + pply) Yo,y € Vi, VA peT,
tehéat 1. és 2. akkor és csak akkor teljesiil, ha 3. fennéll.

1.3. Definicié. Egy ¢ : Vi — Vb linedris leképezést izomorfizmusnak
neveziink, ha bijektiv. Ilyenkor azt mondjuk, hogy Vi és Vo izomorf vek-
torterek. Jele: Vi = V5.

1.4. Példa. 1. A ¢ : V — V, ¢(z) = z identikus leképzés linearis és
bijektiv, tehat izomorfizmus.

2. Az O :V; — {0}, O(z) = 0 leképezés linearis.

3. Ha A € Myy,, akkor a ¢ : R" — Rk, o(x) = Az leképezés linearis.
Val6ban,

all ... QA1n T Z a1;T;
: = : )
agl ... Qkn T > agi;
igy

Yo ani(xi + i) Yoanuz + Y any;
plz+y) =Alz+y) = : = : =
> aki(zi + i) Yo agiri+ Y akiyi
93
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Yo anz; > a1y

+ = Az + Ay = oz + ¢y,

> ki > AkiYi
tehat ¢ additiv. Hasonlén igazolhatd a homogenitas.
4. Legyen (a) = (ay,...,a,) bazis a V vektortéren, (e) = (e,...,e,) a
kanonikus bazis R"-ben, és legyen az x vektor elgallitasa ebben a bazisban
z =10, + -+ zna,. Ekkor a

(1.3) k:V —R" k(z)=mze + - +zne, = (21,...,29)

leképezést koordindtaleképezésnek nevezziik.

5. R"-ben az origora tiikrozés, origon atmendé egyenesre tiikrozés, illetve
az origd korili forgatés linearis leképezések.

6. A szabad vektorok terében a pont koriili forgatas, pontra tiikkrozés és a
tengelyes tiikrozés linearis leképezések.

1.5. Tétel. A ¢ : Vi — V5 linedris leképezés a Vi zérusvektorat a Vs
zérusvektordba viszi at:

(0 )=_0 .
=~
e eV
Bizonyitds. Mivel p(0) = ¢(0+0) = ¢(0)+¢(0) = 2¢(0), igy ¢(0)-t kivonva
mindkét oldalbol (0) = 0 adodik. O

1.6. Tétel (Linearis leképezések elss alaptétele). Legyen o : V3 — V5
lineéris leképezés és (aq,...,a,) béazis Vi-ben. Ha a ¢ : Vi — V; linedris
leképezés olyan, hogy ¢(a;) = ¥(a;) (i = 1,...,n), akkor ¢ = v, azaz
o(z) =¢(x) barmely z € V; esetén.

Bizonyitds. Ha ¢ és 1 a bazisvektorokon megegyezik, és az x € V7 vektor
eléallitdsa ebben a bazisban z = z1a; + - - - + zna,,, akkor

o(z) = p(r10) + - + Tpa,) = 210(a1) + - - + 2p(a,) =

w1(ay) + -+ antla,) = Y(e1g + - + 2ng,) = P(2),
tehét ¢ és ¢ azonosak. O

1.7. Tétel (Linearis leképezések masodik alaptétele). Ha (aq,...,qa,)
bézis Vi-ben és (uy,...,u,) tetszoleges vektorrendszer Va-ben, akkor egyér-
telmten létezik olyan ¢ : Vi — Vy lineéris leképezés, melyre

ola,)=u; (i=1,...,n).
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Bizonyitds. Legyen x € Vj tetszbleges, x = x1ay + - - - + xpa,, és definialjuk
a @ : Vi — Vs leképezést az z vektoron a kovetkezSképpen:
P(z)=T10) + -+ + Loy

Belatjuk, hogy ¢ lineéris.
Hay=wy1ay + - +yna, A\ pc T, akkor

Az +py) = ¢ (A Z Tia; + p Z yi%) = <Z()\l‘i + N%‘)QZ) =
=1 i=1 i=1

n

Do Owi+ pyuy = Ny w0y yiwg = Ap() + pe(y),

i=1 i=1 i=1
tehat teljesiil az 1.2. megjegyzésben szerepld 3. tulajdonsag. O

1.8. Tétel. Legyen Vy és Vo véges dimenzios vektortér a T test felett. A
V1 és a Vo vektorterek akkor és csak akkor izomorfak, ha dimenziéjuk meg-
egyezik, azaz V1 = Vo <= dimV; = dim V5.

Bizonyitds. 1. Tegyiik fel, hogy V1 = Vb, ekkor 1étezik kozottik ¢ : Vi —
Vo izomorf leképezés. Megmutatjuk, hogy ha (a) = (ay,...,q,) bazis Vi-
ben, akkor ¢((ay),...,¢(a,)) bazis Va-ben, azaz V dimenzidja szintén
n.

(a) Linearisan fiiggetlenek. Ha Ay,..., A\, € T és
0=Xip(a) + -+ Anpla,) = p(Aiag + - + Angy),

a

akkor @(a) = 0 = ¢(0) , igy ¢ injektivitdsa miatt a = 0. Mivel az (a)

béazisban a nullvektor elGallitisa egyértelmd, ezért A\ = --- = A, = 0,
tehat a (¢(a;),...,p(a,)) vektorokbdl a nullvektor csak trivialis linearis

kombinacioként allithato eld.

(b) Generatorrendszer. Legyen b € V; tetszoleges. Ekkor ¢ sziirjektivitasa
miatt létezik olyan a € Vi, hogy ¢(a) = b, éslegyen a = \a; +---+ A\,
az a vektor felirdsa az (a) bazisban. Mivel

b=¢p(a) =p(Ma; + -+ Ma,) = \iplay) + -+ Anp(a,),

igy (¢(ay),...,p(a,)) valoban generatorrendszer.
2. Tegyiik fel, hogy dim V; = dim V3, és legyen (a) = (ay,...,q,) bazis

Vi-ben, (b) = (by,...,b,) pedig bazis Va-ben. Ha az a vektor elgallitasa

az (a) bazisban a = Aja; + -+ + A\pa,,, akkor definidljuk a ¢ : Vi — V4
leképezést gy, hogy

wla) = pMag + -+ Aay,) = by + - + Anby,.
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Megmutatjuk, hogy ¢ izomorfizmus.
(a) Linearis. Az el6z8 tétel bizonyitasaban szerepld modszerrel: Legyen
T =m0y + -+ Tpa, 68y =y10; + - + Yna,. Ekkor

p(Az + py) </\Z$za + szz ) = (Z()\l'i + uyi)gi) =
i=1
> (i + pyi)u )\Z$zu +u2yzu = Xp(z) + pe(y)-
i=1
(b) Injektiv. Legyen z = z1a; + - + TnQp, Y = Y141 + - + YnQy,, &
indirekt tegyiik fel, hogy ¢(x) = ¢(y ) de z # y. Ekkor

0=z Zmb—z%b—z i~ ik
=1

tehat =, —y; =0 (i =1,... ,n) mert a (b) bazisban a nullvektort csak
egyféleképpen lehet linearis kombinéacioként elgallitani. Innen z; =y; (i =
1,...,n) miatt z =y .

(c) Sziirjektiv. Ha b € V; felirasa a (b) bazisban b = Aiby + --- 4+ Anb,,,
akkor b éppen annk az a € V; vektornak a ¢ altali képe, amelynek elGallitasa
az (a) bazisban: a = A\a; + -+ + Ana,,. O

1.9. Kovetkezmény. A x: V3 — R" koordinataleképezés (1.3) izomorfiz-
mus, tehat minden R f6l6tti n-dimenzidés vektortér izomorf R"-el.

1.10. Megjegyzés. Az 1.8. tétel és az 1.9. kdvetkezmény jelentGssége ab-
ban 4ll, hogy igy a vektorterekben toérténd szamolasok R"-ben elvégezhetdk,
és teljesen mindegy szamunkra, hogy a vektor milyen geometriai vagy alge-
brai objektum. Bézis rogzitése utdn a vektorokat egyértelmten jellemzik a
koordinataik, és ez a megfeleltetés a koordinata n-esek és a vektorok kozott
mitivelettarto.

1.11. Definici6. Legyenek Vi, V5 véges dimenzios T feletti vektorterek és
Vi — V5 linearis leképezés. A

Kerp = {v € 11 | p(v) = 0}
halmazt a leképezés magterének vagy nullterének nevezziik.

1.12. Tétel. A ¢ : V3 — V5 linedris leképezés Kerp C Vi magtere altér.

Bizonyitds. 1. Kerp zart az Osszeaddsra nézve. Legyen x,y € Keryp, azaz
o(z) = w(g) =0 . Ekkor

plx+y)=p@)+ely) =0+0=0,
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tehat (z +y) € Kerp.
2. Kerp zart a skalarszorzasra nézve. Legyen z € Kerp és A € T. Ekkor

p(Az) = Ap(z) = A0 =0,
igy Az € Kerp. O
1.13. Definicio. A ¢ : Vi — V5 linearis leképezés képtere a
V1) ={yeVa| Fz eV : p(z)=y}
halmaz.
1.14. Tétel. A ¢ : Vi — V5 lineéris leképezés (V1) képtere altér.

Bizonyitds. 1. ¢(Vy) zéart az Osszeadasra nézve. Legyen Y.y, € (V).
Ekkor létezik z, 25 € V1 gy, hogy ¢(z;) =y, ¢(zs) = y,, igy

Y, Ty, = (@) +p(@2) = (21 + 22) € p(V1).
e

2. (V1) zart a skalarszorzasra nézve. Legyen A € T és y € (V1). Ekkor
létezik x € V1 gy, hogy o(z) =y, ezért

Ay = Ap(z) = p( Az ) € (V7).

Az
~—
%1

O

1.15. Definicié. A ¢ : Vi — V5 lineéris leképezés magterének dimenz-
i6jat a leképezés defektusanak nevezziik, a képterének dimenziojat pedig a
leképezés rangjanak nevezziik. Jele: dim Kerp = defp, dim (Vi) = rgp.

1.16. Tétel. A ¢ : Vi — V, linearis leképezés akkor és csak akkor injektiv,
ha Kerp = {0}.

Bizonyitds. 1. Tegyiik fel, hogy ¢ injektiv és a € Kery , azaz ¢(a) = 0.
Mivel ¢(0) = 0, igy ¢(a) = (0), ami ¢ injektivitdsa miatt csak akkor
lehetséges, ha a = 0. Ekkor ¢ magtere csak a nullvektort tartalmazza.

2. Indirekt tegyiik fel, hogy Kery = {0}, de ¢ nem injektiv, azaz létezik

z,y € Vi gy, hogy = # y, de ¢(z) = ¢(y). Ekkor
0=¢p(x) —p(y) = ez —y),

azaz (r —y) € Kerp = {0}, tehat z —y =0 miatt 2z =y adodik, ami
ellentmondas. O
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1.17. Tétel (Homomorfia tétel). Legyenek Vi, Vs véges dimenziés vek-
torterek a T test felett. Ekkor

Vi/Kerp = (1),
azaz V1-nek a ¢ nulltere szerinti faktortere izomorf ¢ képterével.
Bizonyitds. Legyen ® : Vi /Kerp — o(V1), ®(z + Kerp)=p(z). Belatjuk,

hogy ez a ® leképezés izomorfizmus.
1. Linearis. Ha z,y € V1, A, u € T, akkor

P(A(z + Kerp) + pu(y + Kerp)) = ®((Az + Kery) + (uy + Kery)) =
((A\z + py) + Kerp) = p(Az + py) =
Ap(z) + pp(y) = A®(z + Kerp) + u®(y + Kerp).

2. Injektiv. Az 1.16. tétel alapjan elegendd belatni, hogy Ker® = {0 +
Kerp}. Ha z + Kery € Ker® , akkor

0 = ®(z + Kerp) = ¢(z),
tehat x € Kerp. Ekkor z + Kerp = 0 4 Kerp.

3. Sziirjektiv. Ha y € o(V1), akkor létezik x € Vi gy, hogy ¢(z) = y.
Ekkor a V} /Kergp faktortér x+Kery elemének a ® altali képe: ®(z+Kerp) =
pla) =y m
1.18. Kovetkezmény (Nullitas és rangtétel). Legyenek Vy, Vs véges di-
menzios vektorterek a T test felett és ¢ : V3 — V5 lineéris leképezés. Ekkor

dim V; = dim Kery + dim ¢(V1),
vagyis dim V; = defp + rgep.
Bizonyitds. A homomorfia tétel szerint V7 /Kerp = ¢(V7), tehat dimenz-
i6juk megegyezik: dim(V;/Kerp) = dim ¢(V1). A harmadik fejezetbeli, fak-
torterek dimenziojara vonatkozo 4.9. tétel szerint dim(V; /Kerp) = dim V; —
dim Kery, innen

dim V) = dim(V; /kery) + dim Keryp = dim ¢(V7) + dim Kerep.

2. Bazis- és koordinatatranszformacio

Vektorokkal tényleges szamitasokat a koordinatédk felhasznalasaval szok-
tunk végezni. Gyakran a kiindulo ("régi") bézis helyett egy masik ("aj")
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béazis hasznalata a célszerd. A "régi" bazisban kifejezve az "uj" bézis ele-
meit, kapjuk a bazistranszformacié S matrixat. Ha most egy vektor "ij"
koordinatait akarjuk meghatérozni, akkor a "régiek" oszlopvektorat S ~!-gyel
kell szorozni. Ennek levezetése ezen szakasz célja.

2.1. Definici6. Legyen V egy n-dimenzios vektortér, (a) = (ay,...,q,) és
(b) = (by,-..,b,) pedig két bazis V-ben. Ezen két bazis kozotti bazistransz-
formdcic matrixa az az S = (s;j) € Myxy, matrix, amelynek j-edik oszlopa

tartalmazza a b; vektor koordinatait az (a) bazisban. Tehat, ha

sua;+ ... +spia, = by S11 .- Sin
: o, akkor S=1| : .. |,

Sin@+ o +Suna, = by, Spl .-+ Snn
n
azaz b; = Zsijﬁz‘ (j=1,...,n). Jele: (a) 5, (b).
i=1

2.2. Tétel. Legyen (a) = (ay,...,a,) és (b) = (b,...,b,) bazisaV vek-
tortéren, az (a) — (b) bazistranszformécié méatrixa S. Ekkor S invertalhaté

matrix, és a (b) — (a) bazistranszformacié matrixa S™! .

n n
Bizonyitds. Legyen (b) z, (a), gy b; = Z sija; s a; = Ztkibk' Ekkor

i=1 k=1
egyrészt
n n n n n
b= sija;=> s <Z tkibk) =D sijtriby, =
i=1 i=1 k=1 i=1 k=1
n n n
DD twisibe =Y (TS)ksby,
k=1 i=1 k=1
———
(TS)n;
masreészt
n n
by = kb =D (E)kjby,
k=1 k=1
ami minden j = 1,...,n estén teljesiil. A baziselGéllitas egyértelmiisége

miatt ez csak akkor lehetséges, ha T'S = F, vagyis S invertalhato és inverze

T. U
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2.3. Tétel. Legyenek (a) = (ay,...,a,) és (b) = (by,...,b,) bazisok a
V' vektortéren és S a bazistranszformaciéo matrixa: (a) 35, (b). Hox € V
felirdsa az (a) béazisban x = xiay + --- + xpa, és a (b) bazisban z =
T1by + -+ + Tpb,, tovabba X és X jelli az x vektor (a)-ra, illetve (b)-re
vonatkozé koordinatainak oszlopvektorat:

I I
X = ., X = ,
Tn T
akkor
X =5"1X.

Bizonyitds. Felirjuk az x vektort kétféleképpen az (a) bazisban: egyrészt
n

x = E Tia;, MAasrészt

i=1

Mivel a megfelel§ koordinatdkanak meg kell egyezniiik, azt kapjuk, hogy
T, = Zsijfj (i=1,...,n), tehat X = SX, illetve X = S~1X. O
j=i

2.4. Definici6. Ha (a) és (b) bazisok a V' vektortéren, és a bazistranszfor-

YA . S — P P
mécié métrixa, azaz S : (a) — (b), akkor az S~ métrixot az (a) és (b)
bézisokhoz tartozd koordindtatranszformdcio métrixanak nevezziik.

. 9 _ [cosp _ (—sinpg W e 1
2.5. Példa. Legyen R“-ben a; = <sinﬁ>’ ay = ( cos 3 > a "régi" bazis,

és by = <(1)>, by = <(1)> az "aj" bazis.
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Y

Ekkor a bazistranszformacié méatrixa ugy kaphato, hogy a "régi" béazisban
kifejezziik az "aj" bazis tagjait:

g_ ( cos 3 sinﬂ)

—sinf3 cos(

A koordinatatranszformacié matrixat pedig (azonkivil, hogy a 2.3. tétel
miatt éppen S™1) gy kapjuk, hogy az "4j" bazisban fejezziik ki a "régi"
bazistagjait:

a; = cos Bby +sin by,  ay = —sin by + cos Bby,

g1 _ <cosﬂ —sinﬂ)

tehat

sing cospf

Ha az x vektor a "régi" bazisban z = cosaa; + sinaa, alaku, akkor az
"0j" (azaz a "természetes") bazisban z = cos(a + 3)b; + sin(a + )by alaku.

Hasznalva a koordinatatranszformécié S—1 matrixat

cos(a+ )\ _ [cosf —sinf\ (cosa
sinfa +3) ) \sinf cosf sin a

adodik. A szorzast elvégezve, az ismert addicios képletekhez jutunk.

3. Linearis transzformaciok

3.1. Definici6é. Legyen V egy véges dimenzios vektortér a T test felett.
A ¢V — V linearis leképezést linedris transzformdcidnak vagy linedris
operdtornak nevezziik. A V vektortéren értelmezett linedris transzforméciok
halmazat Ty -vel jeloljiik.
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3.2. Definicié. Legyen (a) = (ay,...,a,) a V vektortér bazisa. A ¢ :
V — V lineéris transzformdcio mdtriza az (a) bazisra vonatkozoan az az
A € Mpx, matrix, amelynek j-edik oszlopaban a ¢(a;) vektor (a) bazisbeli
koordinatai allnak. Tehat ha ¢(a;) = >0 aja; (j=1,...,n), azaz

ana -+ .. tania, = () ai ... Qi
, akkor A=

ana+ ... Fapna, = ¢(a,) api .. Gpp

3.3. Tétel. Legyen (a) = (ay,...,q,,) bazisaV vektortérenésp:V — V
lineéris transzformécié, melynek matrixa A. Ha z = x1a; + - -+ + xna,, 6s
o(z) = 2la; + -+l a,, tovabbd X és X' jeloli z illetve p(x) koordinatéait
az (a) bazisra vonatkozoéan:

akkor
X' = AX.

Bizonyitds. Felirjuk a ¢(z) vektort az (a) baziban kétféleképpen: egyrészt
n

o(z) = E Tha;, masrészt
i=1

J=1

n n n n
plz) = ¢ Zl‘jﬁj = Zl’jsﬁ(gj) = ij <Z aiij) =
= =1 =1
n n
Do 2w | 4

i=1 \ j=1

n
A megfelels koordinatakat egyenlsvé téve: zf = Zaijiﬂj (i=1,...,n),
j=1
tehat X' = AX. O
3.4. Példa. Legyen ¢ : R?® 5 R%aza leképezés, ami minden vektorhoz hoz-

zarendeli annak merd&leges vetiiletét az [x,y| sikra, azaz p(z,y,2) = (x,y,0).
Ekkor ¢ méatrixa a természetes bazisra vonatkozbdan

1 00

A={0 1 0],
000

1
0
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ez a métrix tartalmazza oszlopaiban a bazisvektorok képét.

3.5. Tétel. Bazistranszformécié és linearis transzformacié kézotti kapcso-
lat. Legyenek (a) = (aj,...,a,) és (b) = (by,...,b,) bazisok a V vek-

Un ' In

tortéren, a bazistranszformédcié matrixa pedig S : (a) 5, (b). Legyen
¢ V. — V linedris transzformacié, melynek az (a) bézisra vonatkozo
métrixa A, a (b) bazisra vonatkoz6 méatrixa pedig B. Ekkor

B=57"14s.
Bizonyitds. Felirjuk a ¢(b;) vektort kétféleképpen az (a) bazisban: egyrészt

b;) = Z;bijbi = Z;bij <; 3kiQk> = Z <Z Ski zg) ay,
- P -

k=1
(SB)k;

masrészt

n n n
Y < sijQz‘) Z sijp(a Z Sij <Z aki@k) =
i=1 i=1 k=1

n n
5 Qi Sij
k=1 z 1

Mivel ez minden j = 1,...,n esetén teljesiil, igy SB = AS, vagyis B =

S—1AS. -

3.6. Példa. Ha a 3.4. peldaban szerepld leképezés matrixara vagyunk ki-
1

vancsiak az | 0 bézisra vonatkozoban, akkor az alabbi
1

modon szamithatjuk kl
0 -1 1 100 1 01 0o -1 -1

StAs=1[-1 0 1 01o0]fo11]=]-1 0 -1
11 -1 0 00 111 11 2

3.7. Definici6. Az A, B € M,,«,, madtrizokat hasonlonak nevezzik, ha létezik
olyan C' € My, regularis (|C| # 0) matrix, amelyre B = C~1AC.

3.8. Kovetkezmény. Hasonld matrixok determinansa és rangja megegyezik.
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Bizonyitds. 1. A determinansok szorzastételét alkalmazva:

|B| = |07 AC| = [CcTH|Al|C| = | C_IC||Al = |A].
E

2. A rangra vonatkozo allitds annak a kovetkezménye, hogy egy reg-
ularis matrixszal valé szorzés nem valtoztatja meg egy maétrix rangjat. Ha
A= (ay,...,q,), ahol g, itt az A méatrix i-edik oszlopvektorat jeloli, akkor
CA = (Cay,...,Ca,). Igy ha A oszlopvektorai linearisan fiiggék, akkor C A
oszlopai is azok:

C.
ara; + -+ apa, =0 &L a1Cay + -+ apCa, =0

és megforditva, ha C A oszlopai fiiggsk, akkor A oszlopai is azok:

c—L
aCay +---+ap,Ca, =0 =>/ ara; + -+ aga, = 0.
O

3.9. Kovetkezmény. Az M, «, halmazon a matrixok hasonlésiga ekviva-
lencia relacio (tehat indukal egy osztéalyozast, az egymaéssal hasonloé métrixok
azonos osztalyba keriilnek).

Bizonyitas. Jeldlje A ~ B azt, hogy az A méatrix hasonlé a B méatrixhoz.

1. Reflexiv. A~ A, mivel A= E~1AE.

2. Szimmetrikus. Ha A ~ B, akkor létezik C tgy, hogy B = C1AC.
Ekkor A= (C~1)"!BC~! tehat B ~ A .

3. Tranzitiv. Ha A ~ B és B ~ D, akkor léteznek C,S matrixok ugy,
hogy B =C~'AC és D = S~!'BS. Ekkor

D=58"1BS=5"YC1AC)S = (S71C~HA(CS) = (CS)LA(CS),
tehat A ~ D. O

3.10. Definicio. A ¢ : V — V lineéris transzformaciot automorfizmusnak
nevezziik, ha bijektiv (vagyis izomorfizmus).

3.11. Tétel. A ¢ : V — V linedris transzformacié akkor és csak akkor
automorfizmus, ha matrixa tetszéleges bazisban regulris.

Bizonyitds. Az 1.18. kovetkezmény szerint dim V' = dim Kery + dim ¢(V),
igy o(V) =V akkor és csak akkor teljesiil, ha dim Kerp = 0, ami az 1.16.
tétel alapjan azzal ekvivalens, hogy ¢ injektiv. Tehat ¢ pontosan akkor
injektiv, ha sziirjektiv. Ekkor

¢ bijektiv <= (V) =V <= rgp=n.
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Viszont egy linearis transzforméacié rangja pontosan akkor lesz n, ha mér-
tixdnak rangja n, vagyis regularis. (p(xz) = y azt jelenti, hogy Ax =y,
és pontosan akkor létezik minden y € V esetén ilyen z, ha A invertalhato:
r=A"1y) O

3.12. Tétel. Ha ¢ : V — V automorfizmus, akkor p~!

és ha ¢ matrixa A, akkor p~! matrixa A~!.

is automorfizmus,

Bizonyitds. Ha ¢ automorfizmus akkor bijektiv, ezért invertalhatd, és in-
verze szintén bijektiv. Jelolje o~ matrixat B. Mivel pp~! = Id, ezért
AB = E, tehat B= A~ a

3.13. Tétel. Ha ¢ : V — V linedris operator, akkor az alabbi allitdsok
ekvivalensek:

@ automorfizmus,

@ injektiv,

@ sziirjektiv,

Kerp = {0},

(V) =V,

g =n,

¢ métrixa reguléris (tetszéleges bazisban).

NSOk L=

Bizonyitds. A tétel a 3.11. tétel bizonyitasban leirtaknak a kévetkezménye.

0

3.14. Definici6. Legyen V egy véges dimenzids vektortér. A V-n értelmezett
linearis transzformaciok 7y halmazan bevezetjiik az aldbbi miiveleteket: ha
o, €Ty és A €T, akkor barmely z € V' esetén

L (¢ + ¢)(z)=p(z) + ¥ (z),

2. (Ap)(z)=Ap(z),

3. (po)(a)=p(¥(z)).

3.15. Tétel. Egy V véges dimenzibs vektortér Gsszes linedris operatorainak
T v halmaza az dsszeadésra és a skalarszorzasra nézve vektorteret alkot.

Bizonyitds. A 3.3. tételbenben leirtak alapjan minden linearis transzformé-
ci6 méatrixszaval valo szorzasként hat (rogzitett bazisban) és minden (n xn)-
es matrixszal val6 szorzas linearis transzformécio, igy a linearis operatorok
reprezentalhatok a matrixukkal. A T y-beli miveletek pedig a megfelel§
maéatrixmiiveleteket jelentik: ha ¢,1 €Ty maéatrixa A illetve B, akkor

L (p+9)(z) = p(z) + ¢(z) = Az + Bz = (A + B)z,

2. (Ap)(z) = Ap(z) = (AA)z.
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Mivel az (n x m)-es matrixok halmaza a maéatrixok Osszeadasara illetve
skalarszorzéasara nézve vektortér, ezért a linearis transzforméciok is teljesitik
a vektortéraxiomakat. g

3.16. Megjegyzés. A V n-dimenzids vektortér linearis transzformacidinak
vektortere n2-dimenziés, mivel az M, ., vektortér n?-dimenzios volt.

3.17. Definici6. Egy ¢ : V. — V lineéris operatort (illetve matrixat) diag-
onalizalhaténak neveziink, ha létezik olyan bazis V-ben, amelyre vonatkozo-
an ¢ matrixa diagonalis.

3.18. Kovetkezmény. FEgy matrix diagonalizalhato, ha hasonld egy diago-
nélis matrixhoz.

Bizonyitds. A 3.5. tétel szerint egy linearis transzformécioé kiilonbozd béa-
zisokra vonatkoz6 matrixai hasonldak. ([

3.19. Definicio. A 0 # =z € V vektor a ¢ : V — V linearis operator
sajatvektora, ha létezik A € T ugy, hogy ¢(z) = Az. Ekkor a A € T szamot
az x sajatvektorhoz tartozo sajatértéknek nevezziik.

3.20. Definicié. A H C V alteret a ¢ : V — V lineéris oprator invarians
alterének nevezziik, ha ¢(H) C H , azaz barmely h € H esetén ¢(h) € H.

3.21. Példa. 1. AV és a {0} trivialis alterek mindig invariansak.

2. Kery invarians altér, mert ha z € Kery , akkor p(z) = 0 € Kergp.

3. ¢(V) invarians altér, mert ha y € (V) C V, akkor ¢(y) € p(V).

4. Egy x sajatvektor altal generalt altér invarians, mert ha H = {pz |
w€ T} és az x-hez tartozo sajatérték A, akkor

o(pz ) = pp(z) = p\ z € H.
~— —~—

eH T

5. R%-ben az orig6 koriili forgatasnak illetve a két dimenzios szabad vek-
torok terében a pont koriili forgatasnak nincs sajatvektora, és nincs nem
trividlis invarians altér.

6. A A-nyujtasnal (p(z) = Az) minden vektor a A sajatértékhez tartozo
sajatvektor, és minden altér invarians.

3.22. Tétel. A ¢ : V — V lineéris oprator matrixa akkor és csak akkor
diagonalizalhaté, ha V-ban létezik p sajatvektoraibdl dll6 bézis.
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Bizonyitds. 1. Ha ¢ matrixa diagonalis az (a) = (ay,...,qa,) bazisban,
azaz

A0 .0

0 A ... O

ol 0|

0 0 ... X

akkor ¢(a;) koordinatai az (a) bazira vonatkozoan éppen az A méatrix i-edik
oszlopaban szerepls szdmok. Ekkor

p(a;) = 0ay + -+ Nig; + -+ + 0a,, = Nig;,

tehat a; sajatvektora a ¢ lekepezésnek (a A; sajatértékkel) minden (i =

1,...,n) esetén, igy (a) sajatvektorokbol allo bazis.

2. Ha (a) = (aj,...,q,) sajatvektorokbol &ll6 bazis, és a megfelels
sajatértékek Aq1,..., A\, akkor belatjuk, hogy az (a) bazisra vonatkozoan
¢ matrixa diagonalis. Mivel ¢(a;) = Aja;, ezért ¢(a;) koordinétai az (a)
bazisban (0,...,\;j,...,0), és ¢ matrixa a bizonyitas elsd részében szerepls
A matrixszal egyezik meg. O

3.23. Tétel. Ha a ¢ : V — V linearis leképezésnek \ sajatértéke, akkor a
A-hoz tartozé sajatvektorok

Ly=Aze V] ¢(z) =z}
halmaza (kiegészitve a nullvektorral) invaridns alteret alkot.
Bizonyitds. 1. Ly altér. Ha z,y € L) és a,p € T, akkor

plaz + py) = ap(z) + pe(y) = adz + pry = Aoz + py),
tehdt (az + py) is sajatvektor.
2. L invarians altér. Ha x € £, akkor ¢(z) szintén sajatvektor:
p(p(z)) = p(Az) = Ap(z).
]

3.24. Definicio. Legyen Aa ¢ : V. — V lineéris transzformécio sajatértéke.
A L) altér dimenzidjat a A sajatérték geometriai multiplicitasdnak nevezziik.

3.25. Tétel. A ¢ : V — V linedris transzformacié kiilonb6z6 sajatértékei-
hez tartozo sajatvektorai linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitds. A bizonyitast a kiillonbo6zs sajatértékek szama szerinti teljes in-
dukciéval végezziik.

n = 1 esetén igaz az &llitas, hiszen egy sajatértékhez tartozo sajatvektor
lineéris figgetlen, mivel nem lehet nullvektor.
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Tegyiik fel, hogy n-re igaz a tétel: A1,..., A, kiilonboz§ sajatértékek és
Zi,...,%, hozzajuk tartozd linedrisan fiiggetlen sajatvektorok. Vegyilink
most egy An11 sajatértéket, amely kiilonbozik az el6z6ektdl és legyen z,, 4
egy hozza tartozo sajatvektor. Belatjuk, hogy (zy,...,2,,2, ;) lineirisan
fliggetlen vektorendszer. Ha

a1xy + -+ apy, +app12,, =0,
akkor
plarzy+ - Aoz, +an12,11) = p(xy)+ - Fane(z,) Fon19(z,41) = 0.
Felhasznalva, hogy xy,...,z,,; sajitvektorok:
oM xy + -+ ap AT, + a1 A1, =0

adodik. Ha az els§ egyenl@séget megszorozzuk A, 1-el és kivonjuk beléle az
utolsé egyenletet, akkor

(Ant1 — A1) arzy + -+ (Aag1 — M) any, + (Aag1 — Ang1) 12,41 = 0,
20 20 =0
vagyis
(Ant1 = A1) aazy + -+ (Apg1 — An) anz, = 0.

#0 #0

Mivel a feltevés szerint z;,...,z, linearisan fiiggetlen vektorok, igy a; =
- = a, = 0. Ekkor az elsé egyenletbél ay412,,1 = 0 marad, amibdl
2,1 7 0 miatt a1 = 0. Tehat az zy,...,2,,, vektorokbol a nullvaktor
csak trivialis linearis kombinacioként allihato eld, igy linearisan fliggetlenek.

0

3.26. Kovetkezmény. Egy n-dimenziés vektortéren értelmezett linearis op-
eratornak legfeljebb n darab kiilonbo6z6 sajatértéke lehet.

3.27. Kovetkezmény. Ha egy n-dimenzios vektortéren értelmezett lineéris
operatornak pontosan n darab kiilonbo6z§ sajatértéke van, akkor létezik
a vektortéren sajatvektorokboél all6 bazis, ebben a bazisban az operator
métrixa diagonalis és a féatloban a megfelels sajatértékek szerepelnek.

3.28. Definicié. Egy ¢ : V' — V linearis operator karakterisztikus egyen-
lete:

det(A — \E) = 0,

ahol A linearis operator matrixa, és a det(A—AE) A-ra vonatkozo polinomot
a ¢ karakterisztikus polinomjénak nevezziik.
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3.29. Tétel. A ¢ :V — V linedris operator sajatértékei a karakterisztikus
egyenlet megoldésai a T testben.

Bizonyitds. A X € T szam akkor és csak akkor sajatértéke a ¢-nek, ha létezik
x € V ugy, hogy p(z) = Az, és jelolje X az x vektor koordinataibol képzett
vektort. Ekkor

AX =E(\X) <= AX-)IEX=0 <<=
(A—AE)X =0.
Ez egy n egyenletbdl allo n ismeretlenes homogén linearis egyenletrendszer:

al] — A a2 . A1p I 0
a1 a2 — AL aon ) 0

. = 9
an1 An2 B T 0

amelynek pontosan akkor van a zérusvektortol kiillonb6z6 megoldéasa, ha az
alapmatrix determindnsa nulla. Tehat A\ akkor és csak akkor sajatértéke

¢-nek, ha det(A — AE) = 0. O

3.30. Megjegyzés. A ¢ : V — V lineéris operator karakterisztikus egyen-
lete egy n-edfoku egyenlet, amelynek megoldéasai a ¢ sajatértékei. Egy A
sajatértékhez tartozo sajatvektorokat az (A — AE)X = 0 homogén lineéris
egyenletrendszer megoldasaval tudjuk meghatarozni. (Ennek az egyenle-
trendszernek a megoldastere éppen az L) altér, melynek a zérusvektor kivé-
telével minden vektora sajatvektor.)

3.31. Tétel. A ¢ : V — V linedris operator karakterisztikus polinomja
nem fligg a bazis vélasztasatol.

Bizonyitas. A 3.5. tétel alapjan egy lineéris operator kiilonb6z6 bazisokban
felirt matrixai hasonloak, tehat azt kell belatnunk, hogy hasonlé matrixok
hoztartozé karakterisztikus polinomok megegyeznek. Legyen ¢ métrixa az
(a) bazisra vonatkozoan A, a (b) bazisra vonatkozoan B és a bazistranszfor-

méacié matrixa S : (a) R (b). Ekkor B = S71AS, és
det(B — AE) = det(S71AS — AE) = det(S71AS — ASTIES) =
det [(s—l)(A - )\E)(S)] = det (S719) det(A — AE) = det(A — \E).
——

E
O

3.32. Tétel. Minden C feletti vektortér és minden paratlan dimenziés R
feletti vektortér linedris operdtoranak van sajatértéke.
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Bizonyitds. 1. Az algebra alaptétele kimondja, hogy minden C feletti n-
edfokitl egyenletnek van gyoke, igy az operator karakterisztikus egyenlete
megoldhato.

2. Ha egy n-edfoku egyenletnek a z komplex szam gyoke, akkor Z is gyoke.
Ha n paratlan, akkor az n darab gyoke kozott kell hogy legyen olyan, amelyre
z = Z, vagyis valés megoldas is 1étezik. O

3.33. Definici6é. Egy ¢ : V — V linearis operator \ sajatértékének alge-
brai multiplicitdsan azt a szamot értjiik, ahényszoros gyoke A\ a karakter-
isztikus egyenletnek.

3.34. Példa. Ha a karakterisztikus egyenlet (A —2)2(A+ 1) = 0, akkor két
sajatértéke van az operatornak, a A\; = 2 sajatérték algebrai multiplicitasa
2, mig a Ao = —1 sajatérték algebrai multiplicitéasa 1.

3.35. Definicid. Egy ¢ : V — V lineéris operétor spektruma a sajatértékei-
nek olyan sorozata, amelyben minden sajatérték annyiszor szerepel, amennyi
az algebrai multiplicitasa.

3.36. Példa. A 3.34. példa esetén a spektrum: 2,2, —1.

3.37. Definicio. Legyen V egy n-dimenzios vektortér. A ¢ : V — V
lineari s operator spekruma teljes, ha pontosan n taghol all.

3.38. Kovetkezmény. Komplex szamtest feletti vektortéren értelmezett li-
neéris operator spektruma mindig teljes.

3.39. Tétel. Legyen \ egy sajatértéke a ¢ : V. —— V linedria transzfor-
maciénak. Ekkor A geometriai multiplicitdsa kisebb vagy egyenlé mint az
algebrai multiplicitasa.

Bizonyitds. Ha Ao geometriai multiplicitasa dim £y, = k, akkor L), egy
k dimenziés invaridns altér. Ennek az altérnek egy z,,...,x; sajatvek-
torokbdl allo bazisat kiegészithetjiikk V' egy bézisava, és ebben a bézisban ¢
matrixa illetve a karakterisztikus polinom:

Ao 0 0 A—A 0 0

0 Ao 0 0 X—A 0
A=|0 o Ao , P()\) 0 0 Ao — A

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

Tehat P()\) = (Ao —A)*- P*(\), igy X algebrai multiplicitasa legalabb k. O
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3.40. Kovetkezmény. Egy C feletti vektortéren értelmezett linearis opera-
tor akkor és csak akkor diagonalizalhato, ha minden sajatértékének algebrai
multiplicitdsa megegyezik a geometriai multiplicitaséval.

3.41. Kovetkezmény. Egy R feletti vektortéren értelmezett linearis op-
erator akkor és csak akkor diagonalizalhatd, ha spektruma teljes és min-
den sajatértékének algebrai multiplicitdsa megegyezik a geometriai multi-
plicitasaval.

3.42. Tétel (Jordan-féle normal alak). Minden C feletti vektortéren
értelmezett linedris transzformaciéhoz létezik olyan bézis, amelyben az op-

erator matrixa az alabbi, (igynevezett Jordan-féle t6mbdékbdl allé) Jordan-
téle normal alaku:

M0 ... 0

1 XN ... 0

0o ... 1 X\
YR 0
1 A 0
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