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1. Bevezeteés

Az operaciokutatas, mint fogalom a masodik vilaghaboru alatt alakult ki. A
szovetségesek vezérkarainal szerveztek el6szor olyan kulonb6z6 szakmaja
emberekbdl all6 kutatécsoportokat, amelyeknek az volt a feladatuk, hogy
tudomanyos eszkozok segitségével javaslatokat dolgozzanak ki killénb6z6
hadmuveleti dontések megalapozasahoz. Innen ered az elnevezése is: az
operacio sz6 alapjelentése katonai mavelet, hadmuvelet. Ezen tevékenység
legfontosabb tanulsiga az volt, hogy a problémak Osszetettsége, az isme-
retlenek nagy szama, az egymasra hat6 tényezS8k kozotti 6sszefiiggések
bonyolultsaga miatt nagy jelentésége van a team munkanak és a problé-
mak matematikai eszk6zokkel valé megkozelitésének.

Amikor az emberek a tarsadalmi-gazdasagi élet problémai felé fordul-
tak, természetes volt e bonyolult problémak megkozelitése matematikai
modszerekkel.

A gazdasagi rendszerekkel kapcsolatos dontések elékészitésében a
kvantitativ matematikai médszerek dominalnak. Ezen modszerek gazda-
sagi alkalmazasanak harom iranyzatat kiilonboztetjiik meg:

Okonometria az a tudomanyos irinyzat, amely a kozgazdasagi elmélet
altal megallapitott torvényszeriségeket multbeli tényadatok alapjan és ma-
tematikai statisztikai modszerek felhasznalasaval szamszersiti. Jellemzé
eszkGzei az Aagazati kapcsolati elemzések, tObbvaltozés Osszeftiggés-
vizsgalatok és az id6sorok analizise.

Operaciokutatas szikebb értelemben olyan tudomanyos modszer, amely
a dontések elSkészitéséhez, a gazdasagi optimum meghatarozasahoz
tobbnyire valamilyen matematikai széls6érték feladatot alkalmaz. Jellemzé
eszkozei a linearis és nemlinearis programozasi modellek, készletgazdasagi
modellek és a halétervezés.

Kibernetika olyan tudomanyos iranyzat, amely a bonyolult rendszerck
felépitését és mikodését, valamint a rendszerek szabalyozasat és vezérlését
tanulmanyozza. Jellegzetes eszkozel kozé tartozik a szamitégépes szimula-
cio.

Az o6konometria, az operacidkutatis, a gazdasagirendszer-szimulacié a
gazdasagi modellezés tudomanyagait alkotjak.
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Befejezésiil lassuk a két leggyakrabban idézett operacidkutatasi megha-
tarozast:

Az egyik az angol operdcidkutatisi tdrsasdg meghatdarozasa (BEEKR, 1966): ,,Az
operaciokutatas tudomanyos modszerek alkalmazasa az iparban, kereske-
delemben, allamigazgatasban és a honvédelemben olyan komplex problé-
mak megoldasara, amelyek emberekbdl, gépekbdl, anyagokbdl és pénzesz-
k6zokbol allo nagy rendszerek iranyitasaban és vezetésében Iépnek fel.

A masik (HOWITZ, 1966): ,,Az operacidkutatas a tudomany azon tertilete,
amely az optimalis dontések komplex el6készitésével és a dontési valtoza-
tok legjobb realizalasi moédjanak meghatarozasaval foglalkozik, féként
gazdasagi, szociologiai, muszaki és katonai tertleten, elsésorban matema-
tikai modelleket hasznal fel és szoros kapcsolatban all az elektronikus
adatfeldolgozassal”.

Az operacidkutatassal foglalkoz6 gazdasagi szakember tevékenységének
egyik fontos jellemz&je az optimalis dontések elésegitése. Az tzleti gya-
korlatban gyakran a vallalatvezetés a dontéshozatalkor egy-egy fix gazda-
sagi tényadatot hasznal fel, és nem gondol arra, hogy a jelenségek Gssze-
figgenek. E mondand6é megvilagitasira nézzik a kovetkezé esetet. Az
tzletemberek gyakran végeznek piackutatast, hogy megbecsiiljék, mennyit
tudnak a gyartott termékeikbdl a jovében eladni. A ,,piackutatas”-nak ne-
vezett adatok alapjan déntenek arrdl, hogy mennyi nyersanyagot vegyenek,
hany munkast foglalkoztassanak stb.

Az operaciokutatasnak mas a gondolkodasmoédja. Abbdl indulunk ki,
hogy a vasarlok nem fix mennyiséget ,,akarnak megvasarolni”’, hanem az
értékesitett mennyiség fligg az artdl, a reklamkiadasoktol és mas tényezék-
t6l, amelyeket az tizletember befolyasolhat. Ez a gondolkodasméd feltéte-
lezi, hogy példaul a reklamkoltség, a termék ara és mindsége visszahatnak
az értékesitett mennyiségre.

Az optimalitast keresé tzletember (dontéshozo, operacidkutatd) nem-
csak egyetlen lehetéséget, dontést vizsgal meg, mintha ez volna az egyetlen
lehetséges valasztasi lehet6sége. Altaldban is igaz, hogy az tizletember el6tt
tobb lehet6ség all és ezek kozul vannak olyanok, amely a céljai elérésére
jobbak a tobbinél. Ezeket nevezziik optimalis megoldasoknak. Tgy az tiz-
letember kolthet kevesebbet vagy tébbet a termék reklamozasara, novel-
heti vagy csokkentheti készletei mennyiségét ¢és a termék arat, novelheti a
termék mindségét. Az operacidkutatd arra tud tanacsot adni, hogy a don-
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tések melyik egytiittese kozeliti meg az tzletember céljat (céljait), vagyis
mely dontések a legjobbak a cél elérése érdekében vagy masképpen szolva
mely megoldasok optimalisak.

Nem azt allitjuk az alkalmazott operacidkutatasi munkaban, hogy meg
tudjuk talalni a lehet6 legjobb dontési valtozatokat, hiszen a rendelkezésre
all6 adatok korlatozottak és altalaban pontatlanok (hibaval terheltek), az
elemzési eszkozok tulsagosan bonyolultak, nehézkesek, tovabba az opera-
cidkutatéd tajékozottsaga a vallalat mikodésérdl altalaban nem kielégits.
Ezzel egyiitt azt allitjuk, hogy az operacidkutatasi médszerek kovetkezetes
alkalmazasa nagy valdsziniséggel jobb eredményeket adnak, mint a kap-
csolatokat nem feltard tapasztalati szabalyok.

A piacgazdasagban a verseny révid id6 alatt megsemmisitheti azokat a
vallalatokat, amelyeknél a dontésel6készités hianyaban vagy hibas célok
kitlizése miatt a dontések rendszeresen rosszak és megerésodhetnek azok
a vallalatok, amelyek optimalis megoldasokhoz kozeli dontési valtozatokat
részesitik elényben.

Modellezés és a modell

Az operacidkutatas a gazdasagi valosag lényegét, annak mennyiségi és mi-
néségi Gsszefiiggéseit elsésorban matematikai modellek segitségével vizs-
galja.

Definici6: A modell az objektiv valésagnak az ember altal alkotott leegy-
szerUsitett képe. A leegyszerusités a lényeg megragadasat és kiemelését
szolgalja. A modell igy a vizsgalt objektum legfontosabb alkotérészeit,
tulajdonsagait, kapcsolatait tartalmazza.

A modellegés a kovetkez6 1épésekre oszthato:

e a probléma megfogalmazasa,

e 2 matematikai modell és mddszer kivalasztisa,

e 2 modell paramétereinek (valtozoéinak, konstansainak) meghataro-

z4sa,

e a modell szamszer( felirasa,

e a modell megoldasa,

e amegoldas gyakorlatban val6 megvalositasa,

e asziikséges korrekceid elvégzése.
A probléma megfogalmazisa azt jelenti, hogy a széban forgd rendszert alapo-
san tanulmanyozzak az operacidkutatas részvevoi és e végén a probléma
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jol meghatarozott megfogalmazasat adjak. Ez a folyamat magaba foglalja a
gazdasagi célok, a betartandd kényszerfeltételek, a vallalat vagy intézmény
vizsgalandé teriiletei kézotti kapesolatok, a lehetséges cselekvéssorozatok
stb. meghatarozasat. Ez a folyamat dont6, mert nagymértékben befolya-
solja a lényeg megragadasat. Ebben a fazisban az operacidkutatok megke-
resik a vizsgalt rendszer legfontosabb alkotérészeit, tulajdonsagait és kap-
csolatait. A probléma verbalis megfogalmazasat — a hagyomanyos opera-
ciokutatasi megkozelités szerint — olyan matematikai modell megalkotasa
koveti, amely a probléma lényegét tiikrozi.

Definicié: A matematikai modellek idealizalt reprezentaciok, amelyek
matematikai jelekkel és szimbolumokkal vannak kifejezve. Egy tizleti
probléma matematikai modellje az az egyenlet- és egyenlGtlenségrendszer
és azok a kapcsolodo matematikai kifejezések, amelyek leirjak a probléma
lényegét.

Igy, ha n tevékenységgel kapcsolatban déntést kell hozni, akkor ezeket a
tevékenységi vagy dintési viltozdkkal (mondjuk xi, x,, ..., x,) reprezentaljuk és
ezek értékét kell meghataroznunk. A tevékenység soran eléallitott haszon
mérészamat a valtozok fuggvényeként fejezhetjiik ki:

Példiul z = 2x, + 5%, + ... + 7x,.
Ezt a fuggvényt célfiiggvénynek nevezzik, mert a tevékenység céljat fejezi ki.
A dontési valtozokra és a felhasznalt er6forrasokra vonatkozo kényszer-
feltételek rendszerint egyenletek vagy egyenl6tlenségek segitségével irha-
tok le. Példaul x, + 3x, + 5x, < 10.

A feltételekben és célfiigevényben szereplé allanddkat (egytitthatdkat,
a jobb oldal konstansait) a modell paramitereinek nevezzik.

A kérdés az, hogyan kell megvdlasztani a dintési valtozokat, hogy az adott felté-
teleke mellett a célfiiggveny értéke a lehetd legnagyobb legyen.

Az ilyen jellegd modellek felallitasaval, megoldasaval és elemzésével
foglalkozik az operacidkutatas.

Ezen jegyzet soron kovetkezé fejezetei az emlitett modellek jellegze-
tességeivel, megoldasi algoritmusaval és elemzésével foglalkozik.

A matematikai modellnek a probléma verbalis leirasaval szemben az az
elénye, hogy

e a matematikai modell toméren irja le a problémat,

e konnyebb attekinteni az ok-okozati 6sszefiiggéseket,

e cgyidejlleg tudjuk kezelni az 6sszes kapcsolatot,
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e lathatéva valik, hogy milyen tovabbi adatok kellenek az elemzés-
hez

e koénnyen moédosithato,

5

e kozvetlen lehet6vé teszi a szamitogépes programcsomagok haszna-
latat.
A matematikai modellek és midszerek kivalasztasakor célunk a valdsagos 6sz-
szefuggések, torvényszerliségek legjobb megkozelitése. Ezért jol kell is-
merni az egyes matematikai modellek és modszerek jellemz6 tulajdonsaga-
it, valamint az alkalmazhatdsag feltételeit, tovabba ismerni kell a vizsga-
lando tertilet szakmai vetiileteit.

Ebben a tananyagban csak bizonyos tipusu gazdasagi dontések el6ké-
szitésére alkalmas matematikai modellekrdl és modszerekrdl lesz sz6. Azt
vizsgaljuk meg, hogy hogyan lehet matematikai modszerekkel helyes gaz-
dasagi elhatarozasok meghozatalahoz, mas néven j6 gazdasagi programok
kidolgozasahoz hozzajutni.
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2. Linearis programozas

,»A ktilonboz6 tudomanyok
matematikai megfogalmazasa annyira
hasonléak egymashoz, hogy
ismeretiik az egyik tudomanyban igen
nagy segitséget nyujthat egy masik
tanulmanyozasanal”

J. C. Maxwell

2.1. Bevezetés a linearis programozasba

Gazdasagi rendszerek matematikai vizsgalataira mar a 19-edik szazadban
tettek kisérletet. A francia Walras az egész gazdasagi mechanizmust pro-
balta sok ismeretlenes linearis egyenletrendszerrel leirni az 1870-es évek-
ben. Nyomaban sokan alkalmaztak linearis modelleket. Neumann Janos
1937-ben kidolgozott gazdasagi egyensuly-modellje mar altalanosabb alak-
ban vizsgalta az amerikai gazdasagot, lényegében mar a linearis programo-
z4s keretei kozott.

Nagy el6relépést jelentett az orosz L. V. Kantorovics munkassaga. ,,A
termelés szervezésének és tervezésének matematikai modszerei” cimi
1939-ben megjelent mivében leirta, hogy a legfontosabb termelési felada-
tok nagy része kifejezheté matematikai alakban. A problémak megoldasa
olyan matematikai szélséérték feladatokhoz vezet, amelyek linearis fiigg-
vényekkel irhaték le. Ezen feladatok megoldasara Kantorovics a megoldé
egyltthatok modszerét alkalmazta. Maga a feladattipus késébb —
G. B. Dantzig eredményei alapjan — linearis programozas elnevezéssel valt
kozismertté. A munkassaga elismeréseként L. V. Kantorovics 1975-ben
T. C. Koapmans-sal egyttt kozgazdasagi Nobel dfjat kapott. A masodik
vilaghaboru alatt az amerikai hadvezetés légi, vizi, szarazfoldi szallitasi,
bombazasi stb. feladatok tervezésére hasznalta fel. Eppen ezért akkoriban
nem hoztak nyilvanossa a kutatasok eredményeit. G. B. Dantzig 1947-ben
dolgozta ki az un. szimplex modszert, amely jol gépesithetd, ezért altala-
nosan elterjedt. Ma mar mindennapos eszkéz, amely segitségével az ipari
orszagok vallalatai sok pénzt takaritanak meg. Hasznalata az élet killonbo-
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z6 tertletén gyorsan terjedt. B témakorbdl tobb tucat konyv jelent meg. A
szamitogépek elterjedése tette lehet6vé a mindennapi alkalmazasokat.

M is valgiaban a linedris programozds?

A jegyzetben talalhaté példak és feladatok megoldasa soran valaszt
kaphatunk erre a kérdésre, de roviden a kévetkez6képpen fogalmazhatjuk
meg:

Korlatozottan rendelkezésre all6 gazdasagi eréforrasok leheté legjobb
(optimalis) elosztasa egymassal versenyz6 tevékenységek kozott a minél
nagyobb gazdasagi haszon elérése érdekében.

A linearis sz6 arra utal, hogy a modellben szerepl6 fiiggvények mindegyike
linearis. A programozas szé itt nem a szamitogépes programozasra utal,
hanem inkabb a tervezés szinonimajaként szerepel.

Ezt a fejezetet olyan szemlélteté példakkal kezdjik, amelyek elég kis
méretiek ahhoz, hogy grafikusan is szemléltetni tudjuk a megoldasokat, s
igy az alapvetd fogalmakat is konnyebben érthetévé tehetiink.

2.2. Linearis modellek grafikus megoldasa

A probléma targyalasahoz induljunk ki kétvaltozos feladatokbdl. Ezek a
feladatok nagyon egyszertek, s megoldasukhoz elegendéek a koézépiskolai
matematikai ismeretek. A kétvaltozés feladatok grafikus megoldasa pedig
lehet6vé teszi a linearis programozas hatterének szemléltetését.

2.2.1. Példa maximumfeladatra

A csokkend bevételek miatt a Ferencgy & Fia Miianyag Kft. vezetése a tet-
melési szerkezet atalakitasa mellett dontott. Tobb veszteséges termék gyar-
tasat besziinteti és az igy felszabadult harom eréforrast két 4j termék gyar-
tasara kivanjak forditani. A marketing osztaly véleménye szerint a cég
mindkét termékbdl (,,bukoé-nyilé™ és ,,nyil6” ablakok) el tudna adni annyit,
amennyit a jelenlegi kapacitas mellett meg tudnak termelni.

A termelés harom muhelyben folyik. Az 1. mdhelyben az ablakkeretek
ontése folyik, naponta 160 kg mutanyagot tudnak felhasznalni. A 2. md-
helyben az ablakok szerelését és tivegezését végzik, naponta 120 munka-
ora all rendelkezésre. A 3. tizemben a ,,buké-nyilé” ablakok tovabbi szere-
1ését végzik. Itt a specialis zarszerkezetb6l naponta 60 db tudnak beszerel-
ni.

Kérdés az, milyen mennyiségben gydrtsik a ket 1y termeéket, hogy a profit a lebetd
legnagyobb legyen?

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 12 )p



Operaciokutatas Linearis programozas

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 3)p

Az operacidkutatasi osztaly megvizsgalva a termékek technologiai ter-
vét latta, hogy — a termelés modelljének felirasahoz — a termelés folyama-
tat harom mozzanatra ,,egyszerasitheti”, azaz harom eréforras felhaszna-
lasaval irhatja le a gazdasagi tevékenységét:

e a termékek Ontését mianyagbdl (napi 160 kg).

e atermékek 6sszeszerelése (napi 120 munkaora).

e A buké-nyilé ablak tovabbi szerelése, specialis zarszerkezet szere-

lése (napi 60 db).
Tovabba ismert, hogy az elsé termék egy darabjanak eléallitasahoz 2 kg
muanyag, 3 munkaora a szereléshez és az tivegezéshez valamint 2 db spe-
cialis zarszerkezet kell, a 2. termékhez pedig 4 kg muianyag, 2 munkadra
kell, de nincs sziikség specialis zarszerkezetre. Az elsé termék 1 egységé-
nek termelése 60 ezer Ft, a masodik termék pedig 80 ezer Ft arbevétel
realizalasat teszi lehetévé.

Meghatarozando, hogy a kétféle terméket hany egységben célszerii ter-
melni, hogy a lehetd legnagyobb (maximdlis) legyen az arbevétel!

Itjuk fel a fenti széveges feladat matematikai modelljét!

Jelolje x, a buké-nyilo, illetve x, a masik ablak egyenlére ismeretlen
mennyiségét. Tehat x, és x, a modell dontési valtozéja. Ekkor a célfiige-
vény igy irhato fel:

z = 60 x, + 80 x, és ennck keressiik a maximumat.

A termeléshez sziikséges eréforrasok pedig:

Az elsé eréforrasbdl 2x; + 4x, kg, a masodik er6forrasbdl 3x, + 2x,
munkadra és a harmadik er6forrasbél 2x; db sziikséges.

Igy a feladat feltételeit és célfiiggvényét a kévetkezSkben foglalhatjuk

ossze:

a) Xy, X, > ()
b) 2%, + 4x,<160
3x; + 2x,<120
2X1 <60
o) z = 60x; + 80x, - maximum

(Mivel a feladat kétvaltozos, ezért az x,, x, tengelyl derékszogt koordina-
tarendszerben vizsgalhatjuk a feltételeknek megfelel6 pontok halmazat.

Az a) feltétel a koordinatarendszer els6é negyedére, tehat a pozitiv fél-
tengelyek 4ltal hatarolt stknegyedre korlatozza a megoldasi halmazt.

A b) feltétel egyenlStlenségeinek mindegyike egy-egy egyenes és az
alatta levé teriilet pontjait hatarozza meg.
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A ¢) feltételben szerepld z figgvényt célfiigevénynek nevezzik. A fel-
adatban a célfuggvény maximuma — ha az létezik — adja az optimalis meg-
oldast (vagy megoldasokat).

Abrazoljuk a koordinatarendszerben az egyeneseket. (1.2.1.1 4bra)

Az egyenl6tlenség feltételnek az egyenes és az ,,alatta” 1évé pontok fe-
lelnek meg.

A lehetséges megoldasok L halmazat a bevonalkazott OABCD sok-
sz0g bels6- és hatarpontjai adjak, mert ezek eleget tesznek mind az a)
mind a b) feltételeknek. Ebbél a zart teriiletbdl kell kivalasztani azt a pon-
tot (vagy pontokat), amelyeknek x;, x, koordinatai az optimalis termékosz-
szetételt adjak, tehat amelyeket a z célfuggvénybe helyettesitve annak ma-
ximumat kapjuk.

X
60
50+
40
0E C (20:30)
207 %, \[B (3015)
10 1 \
AR30:0)
| | 3— — | |
0| 10 20 30 40 50 60 70 80 90 %

1.2.1.1 abra

Vizsgaljuk meg a célfiiggvényt.
Rendezzik at x, = —% X, +é alakba, igy konnyen lathatd, hogy a z

fuggvény egy —60/80 irdnytangensl egyenes-sereget hatiroz meg, ha z-
nek killonb6z6 értéket adunk.

Legyen z = 2400. (Ez a figgvény lathaté az abran). Ezt az egyenest
o6nmagaval parhuzamosan félfelé eltoljuk, akkor az L. olyan pontjain megy
keresztiil, amelynél a z értéke névekszik. Tehat a z maximumat az L hal-
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maz legszélsé pontjan veszi fel. Ez a pont egy csucspont. A C pont koor-
dinatai adjak tehat az optimalis megoldast.

Az elmondottakrol gy6z6djiink meg a csucspontok koordinatainak is-
meretében. A pontok koordinatai egy-egy termékosszetételt adnak.

0O(0;0) pont Fel nem hasznalt kapacitas
x, =0 20+ 4-0<1 u; =160
x, =0 3:0+2-0<51 u, = 120
20 < u; = 60

z=060-0+80 0=
A(30;0) pont

x, = 30 230+ 4-0< 1 u, = 100
x,= 0 3:30+ 2-0< 1 u, = 30
2 30 = u, = 0

2=60 -30 + 80 -0 = 1800
B(30;15) pont

x, = 30 230+ 4-15< 1 u, = 40
x, =15 3:30+ 2-15= 1 = 0
230 = u= 0

2 =60 -30 + 80 -15 = 3000
C(20;30) pont

x, = 20 220+ 4-30= 1 0= 0
x, = 30 320+ 2-30= 1 wn,= 0
2 20 < u,= 20

2 =60 -20 + 80 -30 = 3600
D(0;40) pont

= 0 204+ 4-40= 1 u= 0
X, = 40 30+ 2-40< 1 u, = 40
20 < u; = 60

z =060 -0+ 80 -40 = 3200
Szamitassal is meggy6zédhettiink arrol, hogy C pont az optimalis megoldas.

2.2.2, Példa minimumfeladatra

Tegyiik fel, hogy egy gazdasagban bizonyos allatok takarmanyozasi el6ira-
sa szerint egy-egy allatnak az A tapanyagbdl legalabb 36, a B-bdl legalabb
8, a C-bdl pedig legalabb 12 egységet kell kapnia naponta. Az etetésre két
kilonb6z6 takarmany all a gazdasag rendelkezésére. Ezeknek egy-egy
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sulyegysége az egyes tapanyagbdl a kovetkez6 tablazatban feltintetett
mennyiségeket tartalmazza:

Tépanyag |I takarmdny (¢/ke) |II. takarmany (g/kg)
A 12 2
B 1 1
C 1 3

A kérdéses takarmanyfajtak fajlagos 6nkoltsége 40, illetve 80 pénzegység.
Hatarozzuk meg azt a programot, amelynél az 6nkoltség minimalis értéket
veszi fel.

Ha az els6 takarmanybdl felhasznalt mennyiséget x,-gyel, a masodikbol
felhasznaltat pedig x,-vel jeloljik, akkor a megadott feltételeket igy is felir-
hatjuk:

a) X, x> 0
b) 12x, + 2x,> 36
X+t x> 8§
x; + 3x,>12
) z = 40x, + 80x, - minimum
Az a), b) feltételeknek eleget tevs lehetséges takarmanyozasi programok
L halmazat a 1.2.2.1 abra mutatja.

A ©)-t atrendezve x, = —ﬂxl += kapjuk.
80 80

Latjuk, hogy egy — 40/80 meredekségii gorbesereget hatiroz meg. Ab-
razoljuk a z = 240 esetben.
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1.2.2.1. abra

Ezt az egyenest 6nmagaval parhuzamosan eltolva kilonb6z6 z értékeket
kapunk. Kénnyen meggy6z6dhetink réla, hogy az origdtol valé tavolo-
daskor a z értéke névekszik, az origbhoz kozeledve a z értéke csokken.
Tehat a z minimumat az L halmaz egyik szélsé pontjan veszi fel. A felada-
tunk esetében ez a C pont. Tehat az optimalis programot a C pont koor-
dinatai adjak meg.
Szamitassal is ellenérizzik az elmondottakat.
A(0;18) pont
x,= 0 12 -0+ 2 -18= 36
x, = 18 1-0+ 118> 8
10+ 3-18> 12
z=40 -0+ 80 -18 = 1440

B(2;6) pont
X, =2 12 -2+ 2 :6= 36
X, =6 1-2+ 1:6= 8
12+ 36> 12
z=40 -2+ 80 -6 =560
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C(6;2) pont
X, =06
X, = 2

D(12;0) pont
x, =12
x,= 0

12 -6+ 2 -2 > 36
1-6+1-2= 8
1-6+ 32 = 12

z=40 -6+ 80 -2 =400

12 12+ 2 -0 > 36
112+ 1-0 > §
1-12+ 3:-0 = 12

z=40 -12+ 80 -0 =480

Vissza

4 8)p

Tehat valoban az L. halmaz C csicspontjan legkisebb a z fiiggvény értéke.
Ha az L halmaz barmely mas pontjat vizsgaljuk, akkor annak koordinatai
kielégitik az a) és b) feltételeket, de a z figgvénybe helyettesitve a z = 400

minimumnal minden esetben nagyobb értéket kapunk.

2.2.3. Optimalis megoldas vizsgalata
A gyakorlatban el6fordulnak olyan feladatok is, amelyek az el6bbiektdl
eltérd feltételekkel, igy eltér6 tulajdonsagokkal is rendelkeznek. Vizsgal-
junk meg néhany lehetséges esetet, mely jellemzi a z célfiiggvény és az L

halmaz viszonyat a sfkon.

Egy optimalis megoldas esete
Nézziik a kévetkezé feladatot:

2)

b)

0

X, X > 0
X, +x, <70
Xy <50
X, <40
X, 210
z = 2x; + - maximum
X

Az L halmazon a z célfiiggvény a maximumat csucspontban veszi fel.

Ebben az esetben a feladatnak egyetlen megoldasa van.
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X

50
70
50
50
40

<
TN
0 f— xﬂ \

1.2.3.1 abra

Alternativ optimum esete
Moédositsuk az el6z6 feladat célfiggvényét

z = 2x, + 2x, = maximum -ra,

azaz megvaltoztattuk a célfiiggvény meredekségét. Igy parhuzamos lett az
egyik oldallal.
X2
B0 1
70 1
60 Zrmax
50

40 -
30 + \\
s0 L

10

1] } } 1] \ t K1
0 20 40 60 1] 100

1.2.3.2. abra
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Ha egy maximum — vagy minimumfeladatnal — a célfiiggvény parhuzamos
a lehetséges megoldasok halmazat hatarol6 valamelyik egyenessel, akkor —
mivel parhuzamos eltolas esetén az egész szakaszt lefedi — az optimalis
megoldast nem egy szampar (egy extremalis pont), hanem egy szakasz (két
extremalis pontot Osszekot6 szakasz) Osszes pontja adja. Bzt az esetet az
swalternativ optimum” esetének nevezzik.

Célfiiggvény nem korlatos
A feltételeink legyenek a kévetkezok:

a) X,  X> 0
b) 2%, + X, > 60
X, > 20

X~ X,Z20

c) z = 3x; + 4%, - max.
Az L halmaz felilr6l nem korlatos. Ezért a célfiigegvénynek nincs maxi-
muma, hiszen a célfiiggvény barmilyen értéket is felvehet az L. halmazon,
azaz a célfiggvény nem korlatos. Viszont jol lathat6, hogy ilyen megol-
dashalmazon is értelmezhetd a célfiigegvény minimuma.

X2

20
70
60
=0
40
30
20
10

0

0 10 20 30 40 =0 60 70 K0 920 100

1.2.3.3 abra
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Ellentmondo feltételek esete
Adottak a kovetkezd feltételek:

a) X X, >0
b) 2x, + 4x, > 200
2x, + 2%, < 80

¢ 2z=3x 1t X, max.
Az egyenl6tlenségek altal meghatarozott félsikoknak nincs kozos résziik.
Nincs egyetlen olyan pont sem, amely minden feltételnek eleget tenne.
Ilyenkor azt mondjuk, hogy az L halmaz tres, igy a feladatnak nincs meg-
oldasa.

X2
70

60 +
=0 4
40
30
20
10

0

I I I I I 1 Xl

0 10 20 30 40 50 &0 70 S50 920 100 110 120
1.2.3.4 abra

2.3. Linearis programozasi feladat altalanos
megfogalmazasa

Definici6o: Olyan matematikai programozasi feladatot nevezink linearis
programozasi feladatnak, amelyekben az I halmazt meghatarozo feltételek
els6 foku egyenletek és egyenlétlenségek, a célfuggvényiik linearis, és a
benntk szerepls valtozok valds szamértéket vehetnek fel.

Jelolje n egy gazdasagi szervezet tevékenységeinek, m az er6forrasainak
szamat,
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Xy, Xp +-05 X, ..o, X2 tevékenységek terjedelmét, (melyek értelemszer(-

Ik

en csak nemnegativak lehetnek),

by, by, ..., b, ..., b, az eréforrasok kapacitasat,
a; a j-edik tevékenység fajlagos sziikségletét az i-edik eréforrasbol,
Ci, Cy +++5 Cjy -+, C, A tevékenységek fajlagos gazdasigi eredményeét,

akkor a gazdasagi szervezet tevékenysége a kévetkez6 modellel hatarozha-
t6 meg: Az
apX; tapx, .. tax . tax <b,

4%, T ayX, o Fayx + . +a,x <b,

am1Xy tamexp o Fagx o T agx, <by,
feltételrendszer mellett keressiik az

fx) =coxp texo+ o Foxt L e,
linearis figgvény, az un. célfiiggvény maximumat.

Vektor- és matrixszimbdlumokkal feladatunk sokkal tdmorebben irha-
to fel. igy megoldandé6 az

a) 0

b) A "x<b (vagy =, =
T ,

C) Z = C '— extrém

A

>
<

1A

feladat.
A linearitas megkotése a gazdasagi feladatok esetében elég szigorunak
latszik. A tapasztalat azonban azt mutatja, hogy szamos gazdasagi problé-

ma valoban leirhaté — a gyakorlatot kielégité pontossaggal — linearis mo-
dellel.

2.4. Linearis programozas matematikai modelljei

A 1.2. részben kilonbo6z6 gazdasagi vonatkozasu feladatokat oldottunk
meg grafikus modszerrel. A feladatok megoldasat az jelentette, hogy kiva-
lasztottuk a lehetséges megoldasok halmazabdl az optimalis programot. A
feladatok feltételeit minden esetben linearis fuggvényekkel adtuk meg.

A gyakorlatban nemcsak két, hanem jéval tobb valtozot is tartalmaz-
hatnak a feladatok és a feltételek szama is joval nagyobb lehet. Ilyen eset-
ben a grafikus moédszer nem alkalmas a feladatok megoldasara, mas mod-
szert kell alkalmaznunk. Ha a valtozok és a feltételek szama igen nagy,
akkor csak szamitogéppel érhetiink el eredményt. Mind a kézi, mind a
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szamitogépi megoldashoz az sziikséges, hogy a feladatot megfelel6 mate-
matikai formaba Ontsik, tehat a gazdasagi problémat atfogalmazzuk a
matematika nyelvére. A gazdasagi feladattdl fuggben kilonb6zé matema-
tikai modelleket fogalmazhatunk meg.

2.4.1. Maximumfeladat

Definicié: Maximumfeladatrél akkor beszélink, ha egyenl6tlenségei <
értelmiiek és a célfiigegvény maximuma jelenti az optimumot.

alapforma kanonikus forma
a) x20 x20,uz0
b) A x<b Ax+u=b
o) Z:QT X — max ZZQT'§—>maX

A kanonikus alak abban kilénbézik az alapfeladatokban megadott forma-
kétol, hogy bevezeti az u un. hianyvaltozékat, melyeket dual valtozoknak
is szokas nevezni.

2.4.2. Minimumfeladat

Definici6: Egy modellt akkor neveziink minimumfeladatnak, ha egyenl6t-
lenségei = értelmiek és a célfiiggvény minimuma jelenti az optimumot.

alapforma kanonikus forma
a) x>0 x20,v=0
b) Ax>p A-x—-v=b
o z=c¢" ‘X5 min. z=c¢ "X min.

A v valtozot tibbletvaltozinak nevezzuk.

2.4.3. Normalfeladat

Definici6: Egy maximumfeladatot normalfeladatnak nevezzik akkor, ha 4
=0 feltétel is teljestl.

alapforma kanonikus forma
a) x20,b>0 x20,u>20,b>0
b) A x<b Ax+u=b
0) ¢ "X - max. ¢ "X - max.
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Példa:
3.) Xls Xz 2 O Xls XZ: u1> u29 1132 0
b) 4x, + 0%, <60 4x, + Ox,+ y, =60
X <9 X +u, =
3x,< 24 3x, +u,= 24
c) z = 40x, + 20x, — max. z = 40x, + 20x, — max.

2.4.4. Modositott normalfeladat

Definicié: Egy modellt médositott normalfeladatnak nevezzik, ha egyen-
l6tlenségei < értelmuek, tartalmaz egyenleteket és célfiiggvény maximumat
keressiik, tovabba a §, és b, vektorok minden koordinataja nemnegativ.

alapforma kanonikus forma
2) x>0,b;20,b,20 x20,u20,b;20,b,20
b) Al'KSh1 Al '§+H:bl
A, 'x=Db, A, 'x=Db,
) z=¢' ‘X — max. z=¢ ‘Xx—> max.
Példaul:
a) Xp o X X;20 X5 X2 X35 W 2=0
b) 2%, — X, <10 2%, — X, +u, = 10
2x, + 2x, =36 2x, + 2x, =36
X, — 2X; — 20 X, — 2%, =20
9) z = 0x, — 3x, +15x; =& max.  z = 0x, — 3x, + 15x, — max.

2.4.5. Altalanos feladat

Definici6: Egy linearis modellt altalanos feladatnak neveziink, ha feltételei
kozott a kapacitasok (b)) nemnegativitasa mellett 2> relaciok is szerepelnek
és maximum a cél

a) alapforma kanonikus forma

b) x>0 x>20,u>0,v>0,
A, 'x<b,b20 A rx+u=b =20
A, 'x=b,20 A, 'x=b,20
AaXZbgzg Ag'X_Y:h3ZQ

C) z:gT X — max z:gT X — max
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Példa:
a) X, X,, x> 0 X, X,, X5, u, = 0
b) 5%, + 5x < 80 5%, + 5x; + u, =80
-, + x,— x=10 -, + x,t+ x =10
X1+ X2+ x =18 X1+ X2+ X, —x:18
¢ z=10x, +30x, +10x; - max z =10x, +30x, +10x, — max

Minden linedris modell felirbatd normal, médositott normail, vagy dltalanos feladatként.

2.5. Linearis modellek megoldasanak numerikus
modszerei

2.5.1. Normalfeladat megoldasa
Foglaljuk 0ssze a vektor-, matrixszimbolumokkal megadott

a) x20,b20
b) A x<pb
o z=c" "X max

normalfeladatrdl mondottakat.

Definicio: A feladat lehetséges megoldasainak nevezziik azokat az x vek-
torokat, amelyekre A - x <b és x > 0 feltételek teljesiilnek. Ezt a kovetke-
z6képpen irhatjuk le a halmazelmélet jeleivel:

L={x/A x<béx=>0}

Definici6: A feladat optimalis megoldasanak nevezzik az L-nek azon x,
vektorait, amelyekre I X, = dox Vx el teljestl, azaz
L,={x,/x,elésc'x, >c'x Vx €L}

Definici6: Bazismegoldasnak nevezink minden olyan x; vektort, amely
eleme az L halmaznak és az .4 matrixnak az x; pozitiv komponenseihez
tartoz6 oszlopvektorai linearisan fuggetlen rendszert alkotnak.

Keresstink numerikus modszert az L, meghatarozasara:

A kétvaltozos linearis programozasi feladatok grafikus megoldasanal azt
tapasztaltuk, hogy a lehetséges megoldasok halmaza mindig konvex hal-
maz volt, az optimalis megoldast mindig az L hataran talaltuk (ha létezett).
S6t azt is tapasztaltuk, hogy mindig létezett optimalis megoldas, ha az L
halmaz konvex poliéder volt. Ebben az esetben az optimalis megoldas az
L halmaz valamelyik csucspontjan volt. Csak akkor nem volt optimalis
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megoldas, ha az I. halmaz tres volt, vagy pedig nem volt korlatos. Ezeket
és a linearis algebrabdl tanultakat figyelembe véve a tébbvaltozos linearis
programozasi feladatok numerikus megoldasanal kévetkezSkre tamasz-
kodhatunk (felhasznalva a linearis algebra jeloléseit és fogalmait):

1. Az L lehetséges megolddasok halmaza konvex. Ezért: ha a z=¢" - x cél-
fiiggveny az L halmaz valamely x, pontjaban felveszi szélsé értékeét, ak-
kor biztosan felveszi egy csucspontjaban is.

2. Az L halmaz csucspontjait az A - x + u = b egyenletrendszer bazismeg-
oldasaibol hatarozhatjuk meg az x > 0; u > 0 feltételek figyelembevéte-
lével.

Ennek megfelel6en alakitsuk at az 1.2.1. pontban targyalt maximumfeladatot:

2x, +4x, +u, =160
3x, +2x,+ u, =120
2x, +0x, + u, = 60

Oldjuk meg a linearis algebraban tanult szimplex tablazat segitségével.

B, Xy ‘ Xo ‘ Yy ‘ Yy ‘ Us b

€ 2 4 1 0 0 160
I 3 2 0 1 0 120
€, 2 0 0 0 1 60

Ha u,, u, vagy u; oszlopaban valasztunk generalé elemet, akkor u,, u,, u;-
hoz tartoz6 vektorok tgy keriilnek a bazisba, hogy a tablazat mas elemei
nem valtoznak meg (mert a general6 elem soranak és oszlopanak minden
eleme 0), azaz

X, X, b
u, 2 4 160
u, 3 2 120
u, 2 0 60

lesz. Ezért a normalfeladatok targyalasanal ezt tekintjiikk indul6tablazatnak.
Ha tovabbi bazistranszformaciokat hajtunk végre, akkor megkapjuk — a
grafikus megoldasnal megismert — L lehetséges megoldasok halmazanak
csucspontjait. A célfiigevény értékének valtozasait is nyomon kovethetjik,
ha a tablazathoz hozzacsatoljuk az egyutthatok sorvektorat és ezekre is
elvégezzik az elemcserét.

Igy kimondhatjuk:
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3. A normalfeladat indulotablazataban, a By bazisban az u dudl valtozok
szerepelnek. Igy a normalfeladat indulo szimplex tablazata a kévetke-
Z0:

Bo x'
u A
T

z

e |lon

ahol: a primalis valtozok sorvektora,

az egyenl6tlenségrendszer egytitthatéinak matrixa,
a célfiigevény egyutthatéinak sorvektora,
dualis valtozok vektora,
b  kapacitasok vektora.
4. A szimplex tablazatbol a kévetkezdk olvashatok ki:
a) A bazisban lévé valtozok értékei mindig az utolso oszlopban olvasha-
tok le.
b) A bazisban nem lévd viltozok értéker nulldk.
¢) A jobb alsé sarokban mindig a program célértékének —1-szerese olvashatd le.
5. 4 feladat bazismegoldasait oszlopvektor transzformdcioval allithatjuk
eld.

Ezen ismeretek birtokaban oldjuk meg 1.2.1 pontban leirt feladatot.

o IE 10, b

a) X, %= 0
b) 2%+ 4x,<160
3x, + 2x,<120
2X1 < 60

C) z = 60X1 + 80X2 — max.
Az indul6 szimplex tablazat:

B, X X, b

u, 2 4 160
u, 3 2 120
u, 2 0 60
—z 60 80 0

Az indulétablazatbol egy lehetséges megoldas (program) olvashato le:
x; =0 u, = 160
x, =0 u, = 120 z=0.
u, = 60
(grafikus megoldasnal ez a program az origéban levé cstcspontnak felel
meg).
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A program javitisa gy torténik, hogy az egyik terméket bevonjuk a
termelésbe. Azt a terméket célszerd bevonni a termelésbe — mivel a cél-
figgvény maximumat keressik —, melyiknek az egységre juté tiszta hoza-
ma nagyobb. Vagyis azt a valtozot vigyiik a bazisba, amelynek a célfiigg-
vény soraban 1évé értéke a legnagyobb pozitiv szam. Igy azt varhatjuk,
hogy olyan cstcsponthoz jutunk, ahol a célfiggvény értéke jobban novek-
szik, mintha mas csucsponthoz jutnank. (Nem biztos!). Ezt figyelembe
véve célszerti a masodik terméket bevonni a termelésbe. Itt azt a megfon-
tolast kbvethetjiik, hogy a termelésbe bevont termékekbdl azt a maximalis
mennyiséget programozzuk, amennyit az eréforrasok kapacitasa megen-
ged. Bzt a maximalis mennyiséget az eréforrasok legszikebb kapacitasa
hatarozza meg. Ezek kézul a maximalis mennyiségek kozil a legkisebbet
sk keresztmetszetnek nevezzik.

Hatarozzuk meg a sz(k keresztmetszetet: A masodik termék tiszta ho-
zama (80) a nagyobb, ennek egy egységének elballitasahoz az elsé eréfor-
rasbol 4 egység szikséges ezért 160 : 4 = 40 egység lenne termelhetd az
els6 er6forras miatt. A masodik er6forrasbdl 2 egység sziikséges a maso-
dik termék egy egységének termeléséhez, ezért 120 : 2 = 60 egység lenne
termelheté a masodik er6forras miatt. Vagyis a sziik keresztmetszetet az
els6 eréforras jelenti. Ha tehat az x,-t az u, kicserélésével vonjuk be a
programba, akkor x, = 40 és u; = 0, vagyis az elsé er6forrast teljes egé-
szében kihasznaltuk. Matematikai értelemben ezzel a valasztassal azt biz-
tositjuk, hogy a b vektor elemei tovabbra is nemnegativak maradnak. Tgy
egy Uj bazist is eléallitottunk. Az 4j bazisra (Gj programra) valé attérés
mindig két valtozo szerepének felcserélését jelenti.

Az 1) bazisvektor az L lehetséges megoldasi halmaz egy 4j cstcspont-
jat jelenti. Ezt a baziscserével hatarozhatjuk meg. De nekiink az kell, hogy
biztosan tudjuk, melyik csticspont adja az optimalis megoldast (ha van!).

Ezt a kévetkez6 moédon érhetjiik el:

1. Pozitiv celelem felett valasztunk generdlo elemet. (Ezzel biztositjuk,

hogy a célfiiggveny értéke novekszik).

2. Pozitiv szdmot valasztunk generadlo elemnek (a;; > 0).

3. Sziik keresztmetszetnél valasztunk generalo elemet.

. b
(min a—i‘i , 25 2 0)
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Az a; general6 elemet bekeretezziik. (Tételezzik fel, hogy a general6 elem
egyértelmien meghatarozhatd. A 2., és 3. feltételek teljesitése biztositja,
hogy az x és u vektorok nemnegativak lesznek).

4. Végrehajthatjuk az elemcserét a kovetkezoképpen:

a) A generdld elem helyébe annafk reciprokdt irjufk.

b) A generild elem 4y sordt 1igy kapjuk meg, hogy a régi sorat szorox3uk a
generdlo elem reciprokdval.,

c) A generdld elem 7ij os3lopat gy kapiuk meg, hogy a régi oszlop elemeit
s0r0%30k a generdld elem reciprokdnak —1-szeresével.

d) A tablazat tibbi elemeét ag ismert bagistransformacioval hatdroz-
Uk meg.

5. Optimalis megoldast kaptunk, ha

a) ag utolsd sor elemei (c-k) nem pogitivak
(a célfiiggvény értéke tovabb mar nem novekszik) és
b) azg utolsd oszlop elemei nem negativak
(a megoldasok sem negativak).
Az elmondottakat kévessiik végig a kijelolt feladaton:
Jeloljik By-val az indulé szimplex tablazatot, B, B, stb. a javitott tab-
lazatokat.

B, X, X, b B, tablazatban leolvashaté egy lehetsé-
u, 2 | 4 | 160 ges megoldas:

u, 3 2 | 120 =0 u =160

u, | 2 0 60 x, =0 u,=120

z | 60 80 0 z=0 u= 060

General6 elemet az x, oszlopban valasztunk, mert a z soraban itt van a
legnagyobb pozitiv szam. Megallapithatjuk a szik keresztmetszetet. Az
utols6 oszlop elemeit osszuk el az x, oszlop megfelel6 elemével. A legki-
sebb hanyadost ad6 elem lesz a general6 elem.

160:4 =40, 120:2 =60

Tehat 4 lesz a general6 elem. Keretezziik be a B, tablazatban.
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Uj bazisra tériink ra, x, és u; helyet cserél

B, X1 Wy

B, tablazat kit6ltése:
A general6 elem helyébe annak reciproka kertl.

A general6 elem 1j sora: a generald elem régi soranak elemeit szoroz-
zuk meg a general6 elem reciprokaval:

1

2 '—21,160 A =40
4 2 4
A general6 elem 4 oszlopa: a régi oszlop elemeit szorozzuk meg a genera-
16 elem reciprokan —1-szeresével: 2 - (—%) = —% , 80 - (—%) =-20

A t6bbi elemet a bazistranszformaciénal megismertek szerint szamit-
juk.

3-2-2 A =2,2-0-2 A =2,60-2 -80 A =20
4 4 4
120 - 160 -2 A =40, 60 -0 -160 Lo 60, 0 — 160 -80 A = -3200
4 4 4

Tehat a B, tablazat a kovetkez6képpen néz ki:

B, X, u, Egy lehetséges megoldas:

X, Yo Ya 40 x= 0 uy = 0

u, 2 —1, 40 x, = 40 u, = 40

uy 2 0 60 e 60

—, | 20 20 [-3200 2

A programot még javithatjuk, mert az utolsé sorban van pozitiv elem és
van felette pozitiv szam, amelyet generalé elemnek tudunk valasztani.
A szik keresztmetszet:

40:%:8(),40:2:20,60:2:30
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Tehat a generald elem a 2 lesz. Keretezziik be. Az elébbi szamitast meg-
ismételve kapjuk a B, tablazatot:

B, u, u, b Egy masik lehetséges megoldas:
X, - % 30 x, = 20 uy= 0
% Ve =Y 20 = 30 u=0
u -1 Ve 20 u;, =20
3
z = 3600
—z —10 =15 | —=3600

A B, program tovabb nem javithaté, mert a tabla utolsé soraban nincs
pozitiv elem. Tehat az optimalis megoldas:

20 !
Xy = , 2o=3600 u=10
30 20

Ha 0Osszehasonlitjuk a szamitassal kapott eredményt a grafikus megoldas-
nal kapott eredménnyel, lathatjuk, hogy az optimalis megoldashoz az ori-
g6bdl kiindulva a szomszédos D(0;40) csucspontokon keresztil haladva
jutottunk a C(20;30) csucspontig, az optimalis megoldasig.

Megjegyzés: ha nem az x, oszlopaban valasztottunk volna el6szor gene-
ral6 elemet, akkor az A(30;0) csicsponton keresztil jutottunk volna el a
C(20,30) csucsponthoz.

A feladatmegoldasok soran az induld, majd a javitott szimplex tablaza-
tokat egymas mellé, vagy egymas ala is irjuk.

Nézziik a tablazatokat egymas mellé {rva:

BO X1 X2 b Bl X1 uq b BZ u2 uq b

w | 2 4110 = | v 1 ol | -v % 30
w| 3 211200 w _2| VA w0 x Ve _1/ 20
u3 2 0 60 u3 2 0 60 u3 -1 1 20
— |60 80 ol =2 | 20 —20 | —3200] =2 | =10 —15| —3600
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Alternativ optimum

Az 1.2.3 pontban grafikusan szemléltettik az alternativ optimum esetét.
Vizsgaljuk meg, hogy a szimplex tablazatban hogyan veheté észre ez az
eset. Oldjuk meg a kovetkez6 feladatot.

a) X, X X3, X, X5 > 0
b) X, H2x,  +x, +x; < 100

Xy + x5 +x, < 50

X, *Tx5 *x, tx < 80

o z= 2x +x, +3x; +2x,+2%; — max
A feladat normalfeladat, ezért az indulé szimplex tablazatabdl kiindulva a
mar leirt eljarast kell megismételni.
Az egyes javitott programok az alabbi tablazatban lathatok.

Bl x, x x x X b Lehetséges megoldas:
wl T2 1 0 0| Lo T Ty
w10 L0 500 1y =100, u, = 50, u, = 80
u, 0 1 1 1 1 80

—~| 2 1 3 2 2] o]|[*7Y

B|lx x u x X b

X, =X,=x=%x=0

5
0o 2 -1 -1 1 50
i 0 X, = 50

50
wl-1 1 -1 0 30 22:_1%0“1‘50"13‘30
2
U,
-1
0
1

—150
b

X, =x,=%x,=0

x; = 50, x; = 30

u, = 20,u, =0,u; =0
z =210

20
50
30
2| 1 -1 -1 =1 =2 |-210

Biluy x u x u b

x| 1 1 o0 -1 -1 20
x; -1 —1 1 1 30
x| 1 2 -1 -1 0 50
—z| -1 -2 -1 0 —1]-230
Ez egyben optimalis megoldas is, mert a B; tablazat utolsé soraban nincs
pozitiv szam. Igy a program tovabb nem javithat6. Viszont talalhaté ben-
ne nulla. Ez jelenti, hogy tébb megoldas is van, hiszen ha nulla felett va-

x,=x,=0
x, = 20, x5 = 30, x; = 50
uy=u,=u;=0

z = 230

lasztunk general6 elemet, akkor a —z sora nem valtozik a baziscsere foly-
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tan, de a bazisban egy elem kicserél6dik és az értékiik is valtozik. A B;-as
tablazatban a nulla felett csak egy pozitiv szam van; ez lesz a generald
elem.

B,luy x, u x5 u Egy masik optimalis megol-
Xy V2 Y2 Vo Voo =2 35 das:

Xy Yo = Vo Y2 Ya 15 X = 35, Xy = 15, X5 — 65

X5 Ya % Y2 Ya Y 65 Xy, = X3 = 0

- -1 -2 -1 0 -1]-230||w=w=u=0

z =230

A B, tablazatbdl lathatd, hogy optimalis megoldast nyertiink, mert nincs
pozitiv szam. A szamolast folytatni lehet, mert a nulla felett van pozitiv
szam, de akkor a Bs-as tablazatot kapjuk. Tehat két alternativ optimum
van. Az dsszes optimalis megoldast ag alternatiy optimumork konvex linedris kombi-
ndcidja adja:

10
X, = Z/li “Xg; » ahol

i=1

10

0<A <1és lei =1, x,; az i-edik alternativ optimum vektora és p az
i=1

alternativ optimum szama.

A grafikus megoldasnal lattuk, hogy alternativ program esetén az optimalis

megoldasokat egy szakasz pontjai adjak.
Feladatunk esetében példaul legyen A, = 0,4 és A, = 0,6 akkor:

20 35] [8 2101 [29
0 0 0 0 0
x,=04 {30 +06 |0 [=]|12|+|0 |=|12
0 15| o 9,0 9
50 | 165 [20] [390] |59

egy 4j optimalis megoldast kapunk.
2=229+312+92+4+ 259 =58+ 18 + 118 = 230
A célfiiggvény nem korlatos

Tegytk fel, hogy egy normalfeladat megoldasa kozben a kovetkezd tabla-
zathoz jutottunk:
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B, X, u, u, u,
Xy 0 2 -1 -1 20
X, -1 1 0 0 30
X, —2 0 -1 1 60
-z 2 —1 —1 -2 —250

Az utolsé sor elsé eleme itt pozitiv. Ez azt jelenti, hogy a program értéke
még novelhet6 lenne. Azonban a szamitasokat nem tudjuk folytatni, mert
general6 elem csak pozitiv lehet. Mar pedig az x, oszlopaban nincs pozitiv
szam.

Megmutathat6, hogy ilyen esetben a célfiigegvénynek nincs felsé korlat-
ja, vagyis a célfuggvény értéke tetszés szerint névelhets. Ilyenkor azt
mondjuk, hogy a cé/fiiggrény nem korldtos, a teladatnak nines optimalis megol-
dasa.

Degeneracio

Degeneraltnak nevezzik a linearis programozasi feladatot, ha optimalis
megoldasaban x; = 0 ugy fordul el6, hogy a hozzatartoz6 oszlopvektort
bevontunk a bazisba.

Bz az eset kétféleképpen allhat elé:
a) Az indulétablazat utolsé oszlopaban eleve 0-ak szerepelnek.
b) A megoldas soran legalabb egyszer nem talalunk egyértelmdien ge-
neral6 elemet, mert tobb egyenld értékd keresztmetszet allt el6.
Nézziik az a) esetre a kovetkezé példat:

B, | x X, Xy b Lehetséges megoldas:

X, b

u, 6 0 -4 1 30 X =%=%=x,=0

u, -4 -1 0 1 40 u, = 30,u, =40,u;, =0
0

u, 1 -1 0
—z 6 -1 —4 1 01[z=0
Vilasszunk general6 elemet az elsé oszlopban. Ez csak a 2 lehet, mert:
0:2=0
30:6=5
Tehat a sztk keresztmetszet a harmadik sorban van.
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Igy az 4j tablazat:

B, | u o % 9 b Lehetséges megoldas:

u | 3 -3 -1 30 | [x,=0

u, 2 1 -2 1 40 X, =x,=%x,=0

X, Y2 Voo =2 0 0 ] |u =30,u,=40,u;=0
-z -3 -4 -1 1 0]|z=0

Lathat6, hogy hidba hajtottuk végre a cserét, a célfiigevény értéke, sét
maga a program is valtozatlan maradt.

Még javithat6 a program: x, oszlopaban valaszthatunk generalé elemet

B, | u X, e u, Lehetséges megoldas:
x, | -3 -3 -1 1 30 X, =%, =0

u, 5 4 -1 -1 10 x, = 0,x, = 30

X, 2 Vo =2 0 0 u, =uy;=0,u,=10
-7 0 -1 0 —-11]-30 z = 30

Ez egyben alternativ optimum is.
A b) esetre példa a kovetkez6:

Dol X = b Generalé elemet most csak az elsé
El é B ] 2 oszlopban tudunk valasztani. Mivel
uz 1 1 ) Azonban 2:1 és 6:3 egyenld, ezért 1
- ¢és 3 is valaszthat6 general6é elemnek.
_Z 4 1 0 Ezért barmelyiket is valasztjuk gene-
Bl u X2 b ral6 elemnek a kévetkezé tablazat b
i 1 3 2 oszlopaban megjelenik a nulla. Es ez
2 -3 10 0 valéban degeneralt programot szol-
u, 4  —11 10 giltat.
—z| —4 11 -8

A degeneraci6 csak a gépi szamitasoknal jelent komoly problémat, mert a
gép — ellentétben a gondolkod6 emberrel — nem veszi észre, hogy gyakor-
latilag nem is végez tényleges munkat, hanem csak egy meghatarozott cik-
lust ismétel. Természetesen a degeneracié gépi szamitasok esetén is meg-
oldott.
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2.5.2. Médositott normalfeladat megoldasa
A 1.3.4. pontban megfogalmaztuk ezt a feladattipust. Matrix- és vektor-
szimbolumokkal {gy irhato le:

a) XZQ,blzg,bQZQ
b) Ay x=b
AZ X< bz
C) z=c" "X - max
A feladat kanonikus formaja:
a) x20,b;20,b,20
b) A §+gj=l_)1 =b,
Ay rxtuw =b,
0) z=c "X — max

Ebbdl a formabél latszik, hogy az u, vektornak egyenlének kell lenni a

nullvektorral.
irjuk fel a normalfeladatnal megszokott szimplex indulé tablazatot:
B, x'
W | A | b
U, Az bz
7 c’ 0

A normalfeladatnal mar itt leolvashaté volt egy lehetséges bazismegoldas.
Most nem, mert itt az olvashaté le, hogy u, = b,, holott u, = 0 a kéve-
telmény. Tehat el6szor azt kell megvizsgalni, hogy az L lehetséges megol-
dasok halmaza nem tres-e, azaz van-e egyaltalan lehetséges megoldas.
Megtelel6 bazistranszformacioval ugy kell atalakitani a tablazatot, hogy a
csillaggal jelolt valtozok kikeriiljenek a bazisbdl (ekkor értékiik nulla lesz).

Ha ez nem sikertl, akkor a feladatnak nincs megoldasa.

Célul tazzik ki, hogy a feltételek kozott szerepld egyenletek teljestlje-
nek, azaz 1" A X = 17 ‘b, teljesiljon. (lT az Osszegz6 vektor.) Ezért
egy ugynevezett madsodlagos célfiigovényt vezetink be és ennek teljestilését
vizsgaljuk. Igy a feladatot visszavezetjiik normalfeladatra.
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Az indul6 szimplex tablazat igy médosul:

B, x'

5 A b
U, A, b,
—z c’ 0

7 1" A, 1" . b,

Az utolsé sor a masodlagos célfiigevény egytitthatoit tartalmazza. Ha a
masodlagos célfiiggvény szerint végezzilk a szamitast és csillaggal jelolt
valtozok kikeriilnek a bazisbol (értékik nullava valik), valamint az utolso
sor Osszes eleme 0 lesz, akkor a feladatnak van lehetséges megoldasa. Ez-
utan mar az elsédleges célfiiggvény szerint végezziik a szamitast.

Oldjuk meg példaként a 1.3.4. pontban felirt feladatot:

a) X, Xy X320
b) 2%, — X, <10
X, + x,=18
X, — 2x; =20
o) z = 2%, — X, t 5% = max

Maisodlagos célfiiggvény a két egyenlet Gsszege lesz, azaz
X, + X%, —x; =38

Az induld tablazat:

B, X, X, Xy b
u, 2 -1 0 10
u, 1 0 1 18
u; 0 1 -2 20
= 2 -1 5 0
z 1 1 -1 38

General6 elemet a masodlagos célfiiggvény szerint a csillaggal jelzett val-
tozok soraban a szik keresztmetszet mentén valasztunk. (Ezzel elérjik,
hogy az u'-ok értéke nulla, a valtozok értéke pozitiv lesz.)

General6 elemet az x, és x, oszlopaban valaszthatnank. Ha x; oszlop-
ban vilasztunk, akkor a szik keresztmetszet

10:2=5
18:1=18
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az u, sordban van. Igy nem a csillagos valtozok keriilnek ki a bazisbél. Igy
nem kertilnénk kozelebb egy lehetséges megoldashoz. Ezért probalkoz-
zunk az x, oszlopdban: Itt csak az u; sordban van pozitiv elem, ezért 1
lesz a generald elem. (Ha itt sem talaltunk volna generalé elemet, akkor a
harmadik oszlopban vizsgalédunk, ha ott sem talalnank a szik kereszt-
metszetet a *-os sorban, akkor a feladatnak nem lenne lehetséges megol-
dasa sem!)

B | x u, % b
u, 2 -2 30
ul 1 1 18
) 0 —2 20 Az x, és u; helyet cserél. Hagyjuk iire-
—z 2 3 20 . . .
= 1 1 18 sen u, oszlopat, hogy ne tudjunk a
B kovetkez6 1épésben itt general6 elemet
2| X1 u, u b . . . , .
3 2 valasztani. (Ha nem igy tennénk, visz-
U 4 66 szajohetne a bazisbal)
X, 1 18
X, 2 56
-z | —1 —34
7 0 0

Lathatjuk, hogy u, = u, = 0 és az utols6 sor minden eleme nulla. Tehat a

feladatnak van lehetséges bazismegoldasa, amely a tablazatbol leolvashato:

X, =0 u;, =0
X, = 56 u, =66 2= 34
X3:18 u;:o

Ez egyben optimalis megoldasa is a feladatnak, mert a z sorban mar nincs
pozitiv szam.
Ez a program az eredeti feladat feltételeit kielégiti.
Osszefoglalva az elmondottakat 2 megoldas technikaja a kévetkezé:
1. Az indulotablazatot kibovitjiik az egyenletekbdl szerkesztett masodlagos
célfiiggvénnyel, bevezetjiik a csillagos jelolést az egyenletek soraban.
2. Generdlo elem valasztas:

®  yudsodlagos célfiigovény eleme felett valasgtunsk
o pogitiy s3amot

o 53Uk keresgtmetset mellett

® ssak a csillagos sorokban
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o g kicserdlt 0 os3lopot elhagyjuk.
3. Ha masodlagos célfiiggvény elemei mind nullik, akkor a feladat egy le-
hetséges bazismegoldasa olvashato le a tablazatrol.
4. Ezt a lehetséges bazismegoldast javitjiuk az elsédleges célfiiggvény sze-
rint.
5. Nincs optimalis megoldasa a feladatnak, ha

®  incs lebetséges bazismegoldds (a csillagos sorok nem cserélhetik ki)

®  uz elsddleges célfiiggvény nem korlitos.

2.5.3. Az altalanos feladat megoldasa
Az altalanos feladatot kénnyen atalakithatjuk médositott normalfeladatta.

Ugyanis az

a) x>0
b) A ‘x<b >0
A, 'x=b,20
Ay rx2Db; 20
0 z=c" ‘x> ma
feladat A; - x = b; egyenl6tlensége egy v; > 0 obbletvaltozo bevezetésével
egyenletté alakithato:
A;x—v;=Db,

igy mar modositott normalfeladatta alakult a feladat.
Oldjuk meg a kévetkez6 altalanos feladatot.

a) X, X, X322 0
b) x,+ x; <160
-x, + x,+ x; =100

x,+ x,+ x;=180

C) zZ = ZXl + 6X2 + 2X3 — max
Bevezetve a v; 2 0 segédvaltozoét, a feladat modositott normalfeladat lesz:
X, t X, < 160
-x, t X, + X5 =100
x,+ x,+ x;—v; =180
z = 2x, + 0x, + 2x, —> max
z = 2x, + 2x; — v; = 280
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Tehat az induld tablazat:

B | x,{ x, x4 vy b

u 0 1 1 0 | 160

u, | -1 1 0 | 100

u; 1 1 1 -1 | 180

—z| 2 6 2 0 0

z 0 2 2 -1 | 280

Bl x o x5 Vs b

u, 1 0 0 60 Itt még nem olvashat6 le a fel-
x, | —1 1 0 100 adatnak egy lehetséges megolda-
u, 0 -1 80 sa sem.

—z 8 —4 0 | =600

z 2 0 -1 80

Bilwy, u, % Vs b Lehetséges megoldas:

u, 0 |x 20 x, = 40 u, = 20

X, 1 =% | 140 x, = 140 u, =0

X, 0 - 40 X, =0 uy =0

-z —4 4 [ —920 z =920

z 0 0 0

B, u, u, 5 u, b Lehetséges megoldas:

V3 0 2 40 X1:60 uZ: u;:u1:0
X, 11 160 x, = 160 v, = 40

X, 1 60 x; =0

-z —4 —8 | —=1080 z = 1080

Ez egyben optimalis megoldas.

2.5.4. Minimumfeladatok megoldasa
Az elmondottak alapjan elvileg barmely linearis programozasi feladat
megoldhatd, ha annak egyaltalin van megoldasa. Ahhoz azonban, hogy

modszertinket alkalmazni tudjuk, tgy kell atfogalmazni az adott feladatot,

hogy az eleget tegyen az alabbi két kovetelménynek:

o A feltételi egyenl6tlenségek jobb oldalan nemnegativ szam szere-

peljen.

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 40 p



Operaciokutatas Linearis programozas

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 41 p

e Az optimumot a célfiiggvény maximuma jelentse.
Mivel barmely feladat atalakithaté e két kovetelménynek megfelel6en,
ezért modszeriinket (a primal szimplex modszert) valoban alkalmazhatjuk
barmilyen linearis programozasi feladat megoldasara.

Példaként tekintstik a kévetkezé feladatot:

a) X, X, x> 0
b) X+ x+ x< 120
—x; + 2%, + 2%, < —60

©) z=x ~ 4%~ X3 —min
Koénnyen atalakithatjuk az eddig megismert maximumfeladatok valame-
lyikévé. Felhasznalhatjuk azt a kozismert tényt, hogy egy f(x) fuggvény
minimuma ott van, ahol a —{(x) fliggvény maximuma, tovabba azt, hogy

min f(x) = —max (—f(x))
Tehat a feladatunk igy alakithat6 at:

a) X, Xy X35> 0

b) X, + X+ x3<120
X, — 2%, — 2%, > 60

c) —z=-x; t 4%, + X3 — max

Most mar alkalmazhatjuk az eddigi szamitasi eljarasunkat. Ez egy altalanos
maximumfeladat. Az indul6 szimplex tablazat bal als6 sarkaban a —z mi-
nusz egyszeresét irjuk, azaz z-t. Igy a tablazat jobb alsé sarkdban az eredeti
célfuggvény eldjelhelyes értékét olvashatjuk le!

By X1 X2 X3 V2 b
w 1 1 1 0 120
u* -2 -2 -1 60
Z =1l 4 1 0 0
z" 1 =2 =2 =1 60
B uy X2 X3 V2 b
uy 3 1 60
X1 -2 -2 -1 60
7z 2 =1l =1l 60
z" 0 0 0 0
B, ug X3 V2 b
X2 1/3 1 1/3 20
X1 2/3 0 -1/3 100
z -2/3 =3 -5/3 20

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 41 p



Operaciokutatas Linearis programozas

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 2
Az optimalis program tehat:  x; = 100 uy =0

x,= 20 uw*=0

x;,= 0 v, =0

z= 20

2.5.5. Korlatozott valtozoju feladatok

A gazdasagi feladatok linearis programozasi modelljében gyakran vannak
olyan korlatozasok, amelyek egyetlen valtozéra vonatkoznak. Ha pl. x
jelenti az /~edik termékbdl gyartandé darabszamot, akkor el6irhatjak, hogy
ebbdl a termékbdl legalabb k; darabot kell gyartani (hiszen mar szerz6dést
kotottiink ennyi darabra). Ekkor azt mondjuk a k; az x; valtozé alsé korlat-
ja. Ezt a feltételt

x. 2 k

1 1

formaban irhatjuk fel.

Ha pedig tudja az operacidkutatasi osztaly, hogy az 7edik termékbdl
legfeljebb f; darabot tud a piacon értékesiteni, akkor ennek a feltételnek a
matematikai formaja

x = f

1 1

¢és azt mondjuk, hogy f; az x; valtozoé felsé korlatja.

Ha a feladatban szerepld valtozok legalabb egyikének van alsé korlatja
— a szokasos nem negativitasi feltételt biztosité x; = 0 korlaton kivil —,
akkor alulril korldtozott valtozdji vagy alsé korldtos linedris programozdsi feladat-
6l beszélink. Ennek matrix-vektor szimbdélumokkal kifejezett alakja:

ahol k vektor elemei a valtozok alsé korlatjai. Az eddigi ismereteink alap-
jan ezen feladatok is megoldhatok a szimplex moédszerrel. A problémat
csak az okozza, hogy a = relacié miatt a szimplex tablazatba be kell irni a
u’-os sorokat és be kell vezetni az als6 korlatok mindegyikéhez egy v elté-
résvaltozot. Ez azonban nagymértékben megndoveli a tablazat méretét és a
szamitast is nehezebbé teszi. Még a szamitégépes megoldasnal is elényos,
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ha kisebb modellt kell kezelni. Ezért igen elény6s lenne, ha az egyedi kor-
latok nem névelnék a sorokat és az oszlopokat sem.
Nézzik a matematikai modellt. Vezessik be egy y >0 vektort ugy,

hogy az x >k egyenl6tlenséget egyenletté alakitsa a kévetkezoképpen:
x=y+k

Ezt irjuk be a modell x valtozoja helyébe.
Ekkor kapjuk:

IN

A(y+K)<b

y+k=>

|

z=c'(y +k)— max,

a kijelolt szorzasok elvégzése és a rendezés utin a koévetkezd rendszert
kapjuk:

|

Ay<b-A-
>

T

z=c' -y+c' -k — max,

<

Mivel ¢'k egy skalar szorzat és elemei konstansok, ezért ez egy szam lesz.
Hasonl6 okok miatt az A -k szorzat egy konstans elemeket tartalmazé
vektor. Ezért a szimplex modszernél megszokott formaba irhatjuk a mo-
dellt, ha b'=b-Ak és z'=c’ -y jelolést alkalmazzuk:

Ay <b'

12

y 2

Ennek a megoldasa a mar jol ismert szimplex modszerrel el6allithato.
Ha ennck a modellnck az optimalis megoldasa y , akkor az eredeti

feladat optimalis megoldasa az X, = Y, +k és z, =c" -x, lesz.

Lathat6, hogy az alulrdl korlatozott valtozoja feladatnak és az atalaki-
tott feladat feltételrendszerében ugyanaz az A matrix szerepel és a cél-
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fiiggvényben szerepld ¢’ vektor is azonosak. Igy nem névekedett az indu-
16 tablazat mérete.
Az elmondottak illusztralasara nézzik a kovetkezé feladatot:

x, +4x, +x, +2x, < 90
3x, +x, +2x; < 50
x, +2x, +x, +x; = 060
X, +x,4 +x; = 80
x, =2 40
x, =2 0
x, = 20
X, = 2

X: 2

5

z = 80x, + 60x, + 20x; + 100x, + 20x;, —> max

Az elmondottak szerint a valtozok alsé korlatait tartalmazé vektor

1o
0
k=20
2
_O_
a1 2 0™ res
Ay Aol 301 2] ;g |2 ’
=1 2011 42
1010 1 60
1o
0

illetve <" -k=[80 60 20 100 20]-|20|=3800
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Igy a megoldandé modell:

V1 +4y, +y, +2y, <26

3y, +vy, + 2y, <48
Vi +2y, Ty, Vs =18
Vi +ys tys =20

z'=80y, +060y, +20y, +100y, +20y; — max
A feladat optimalis megoldasa
5]

; 2y = 1600

S W vt O

Az eredeti feladat optimalis megoldasa x, = Y, k szerint pedig:

[15] [40] [55]

0 0 0
x,=| 5 [+]|20|=]25

3 2

0] [0 0]

Valoban kielégiti az eredeti feladat feltételeit és
2y =zy +¢' -k =1600+ 3800 = 5400

A felilr6l korlatozott valtozoju linearis programozasi feladatok minden
nehézség nélkil megoldhatok a tanult szimplex moédszerrel, csupan az
egyedi feltételek bévitik a tablazat sorait, de az oszlopait nem. Igy nem
okoz akkora méretvaltozast.

2.6. A linearis programozasi feladatok
megoldasanak logikai sémaja

A 1.5. részben elmondottakat 6sszefoglald és a linearis programozasi fel-

adatok megoldasahoz utmutatast adé folyamatabra lathaté a 1.6.1. abran.

A jelolések megegyeznek a 1.5. pontban hasznalt jelolésekkel, ezért e feje-

zetet attanulmanyozonak igen értékes segitséget nyujt a linearis programo-

zasi feladatok megoldasa folyamataban.
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A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 46 p



Operaciokutatas Linearis programozas

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 47 )

2.7. A szimplex moédszer valtozatai
A szimplex modszer négy alapmuveletre éptl és jol algoritmizalhaté. A
most targyalt modszer az un. primal szimplex modszer. Az alapmuvele-
tek szama a feladat méretétdl, az adatstriségtdl (a matrix nullatél kilon-
b6z6 adatainak az Gsszes adathoz mért aranyatol), az egyenletek és egyen-
l6tlenségek megoszlasatdl figg.

A linearis programozasi feladatok egyes tipusai kedvezébb muveleti ra-
forditassal oldhatok meg a kévetkez6 szimplex modszerekkel:

e Dual szimplex algoritmus

e Korlatozott valtozos szimplex algoritmus

e Moddositott szimplex algoritmus
Az érdekl6ddk a jegyzet végén talalhatod irodalmakban megtalalhatjak ezen
modszerek targyalasat.
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3. Dualitas

3.1. Dualitas fogalma

A linearis programozasi feladatoknal mind elméleti, mind gyakorlati szem-
pontbdl nagy jelentésége van a dualitas elvének. Ez azt jelenti, hogy
ugyanazon az adathalmazon két feladatot értelmezhetiink. Minden linearis
programozasi feladathoz hozzarendeliink bizonyos szabaly szerint egy
masik linearis programozasi feladatot, amelyet a kiinduldsi feladat
dualjanak neveziink.

Definicio: Az

x20 220
Ax <b Aiu =¢
)= c'x —max és ag g)=b"y — min

feladatok egymasnak dualjai. A kiindul6é feladatot primal, a beldle
szarmaztatott feladatot dual feladatnak nevezzik. A maximumfeladat
kanonikus alakja Ax + # = b, a minimumfeladaté pedig ATJ -—w=c

A dual feladat valtozoinak szama a primal feladat feltételeinek szamaval, a
feltételi egyenleteinek szama a primal valtozok szamaval egyezik meg. A
primal feladatban szereplé < relaciok helyett a dualban > relaciok szere-
pelnek. A dudl feladat egyiitthaté matrixa megegyezik a primal feladat
egyltthatdé matrixanak transzponaltjaval.

A duadl feladat megismerése szamos el6nnyel jar:

o felhasznalhato a primal feladatok optimalis megoldasanak meghata-
rozdsdara
e fontos gazdasagi jelentést hordoz az optimalis megoldasa

3.1.1. Egy termelésprogramozasi feladat dualjanak gazdasagi
értelmezése
Nézzik az 1.2.1. pontban felvetett problémat: adott kapacitasok mellett a
legnagyobb hozamot biztosité termelésszerkezetet kellett meghatarozni.
Ez a kovetkez6 feladathoz vezetett:
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2x, + 4x,< 160
3x, + 2x, <120
2x, < 60

f(x) = 60x, + 80x, — max

A feladattal kapcsolatban felmertlhet az a kérdés: mennyit ér a vallalatnak
az eréforrasok egységnyi mennyisége, vagy masképpen fogalmazva, ha
valaki (pl. kiilsé termeltetS) az eréforrasokat le akarna kotni, vagy meg
akarna vasarolni, akkor milyen arajanlatot készitsiink. Ha az eréforrasok
egységarat rendre y,, v, y5 jeloljuk, akkor a vasarlénak a

g(y)= 160y, + 120y, + 60y,

fiigavény értékének csokkentésére kell torekedni. Masrész, az eladd azt
tartja szem elStt, hogy az egyes termékekhez felhasznalt er6forrasok Ossz-
értéke nem lehet kisebb, mint a széban forgd termék ara, mert akkor nem
éri meg eladni az eréforrast, azaz:

2y, + 3y, + 2y, =2 60
4y, + 2y, =80

korlatozza az eladas-vétel szandékot.
Igy az eredeti feladat dualja:

Yi> Yo MEE P 0
2y, + 3y, + 2y, > 60
4y, +2y, > 80

g(y)=160y, +120y, +60y, — min

3.1.2. Példa minimumfeladat dualjara

Nézziik az 1.2.2. példaban ismertetett takarmanyadag problémat. Tegytk
fel, hogy a szamba vett 3 tapanyag értékesitésével egy masik cég (verseny-
tars) foglalkozik. Tudja, hogy annyi tapanyagot tud eladni (naponta és
allatonként) amennyi a takarmanyadagban el6irtan benne van. Ha a tap-
anyagok egységarat rendre y,, y,, y; jelenti, akkor a cég célfiiggvénye
g(v)=30y,+8y,+12y; — max lesz. (Az értékesitett tapanyagok arainak 6sz-
szege maximalis legyen). Az arak azonban olyanok lehetnek csak, hogy az
ezen tapanyagokbdl késziilt takarmanyadagok ne kertiljenek tobbe, mint
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az 1.2.2. feladatban meghatarozott eladasi ara. Vagyis teljestlni kell a ko-
vetkez6 feltételeknek:

12y, +y, + y;, <40

2y, +y, + 3y; <80
Ez a feladat az eredeti feladat dudlja.

Matrix-vektor sgimbolumokkal felirva a probléma:

a primal feladat és a dual feladat
x20 ¥=20
Ax>b Alry<e
f(x) = ¢' x — min g =b" "y - max

Matematikai szempontbdl teljesen mindegy, hogy melyik a primal és me-
lyik a dudl feladat. (Gazdasagi szempontbdl persze nem mindegy).

3.2. A dualitas felhasznalhato elonyei

3.2.1. Minimumfeladatok megoldasa
Egy minimumfeladat dualparja egy maximumfeladat. Ezt felhasznalva
bizonyos minimumfeladat tipus konnyebben megoldhaté a dual parjan
keresztil, mint a 1.5.4. pontban ismertetett médon.

Nézziunk erre egy példat:

dudlja:
a) X, X2 0 a) U, W U, Uy >0
b) 2%+ x%,>10 b) 2u,+ u, + u, <5
X+ x> 7 u + u, + wu <4
X1 > 2
X2 4

¢ z=5x *+4x,— min ¢) z=10u, + 7u, + 2u; + 4u, - max
Ha a 1.5.4 pontban ismertetett megoldast alkalmaznank a minimumfeladat
megoldasara, akkor még be kellene vezetni a v tobblet valtozokat és a ma-
sodlagos célfiiggvényt. gy 6 sorbél és 6 oszlopbdl 4ll6 tablazatot kapnank.
Ha a dualjan kereszttl oldjuk meg, akkor a 3x5 tablazatot kapunk csak.
Nézziik a megoldas 1épéseit:

B, u, u, U, u,

X, 2 1 1 0 5
X, 1 1 0 1 4
z 10 7 2 4 0
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B, 5% u, u, u,
u, Vs Ya Yo 0 %
X, = Y2 = 1 %
Z -5 2 -3 4 —25
B, 5% X, u, u,
u, 1 -1 1 -1 1
u, -1 2 —1 2 3
Z -3 —4 —1 0 —31

A B, tablazatbdl leolvashaté mind a primal, mind a dual feladat megolda-

sa:

o A primdl feladat valtozoinak értéke a z sor értékeinek —1-szerese.
o A dudl feladat valtozoinak értéke az utolso oszlopban olvashato.

Primal feladat megoldasa:

Dual feladat megoldasa:

x, =3
x, =4
v =1
y,=3
y; =0
v, =0

3.2.2. A dual gazdasagi jelentése
Négy terméket allitsunk elé négy eréforras felhasznalasaval. Az egyébként
normal maximumfeladat alapadatai a kévetkez6 szokasos tablazatban lat-

Hianyvaltozok
uy,=0,u,=0,u;,=1,u,=0

Zpin = 31

hato.
B, X, X, X, X, b
u, 1 1 0 1 120
u, 0 1 1 1 80
u, 1 1 1 0 50
u, 1 0 1 0 60
-z 12 12 10 8 0

A harmadik bazistranszformacié utan a kévetkez6 tablazatot kaptuk:

B, us X2 Y oy b
X, 75
X4 5
X, 45
u, 10
-z =7 -3 -3 -5 —1190
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A tiablazat bels6 elemei nem hordoznak most informaciot, ezért nem irtuk
kil A tablazat utolsé soraban negativ szamok, az utolsé oszlopaban pedig
nemnegativ szamok vannak, tehat leolvashaté mind a primal mind a dual
feladat optimalis megoldasa:

Primal feladat optimalis megoldasa:

x,'=[45,0, 5, 75] és u'=[0, 0, 0, 10] z, = 1190.
Dual feladat optimalis megoldasa:
v'=1053,7,01ésw =1[0,3,0,0] z,=1190.

Definici6é: A dual feladat optimalis megoldasanak komponenseit az er6-
forrasok elszamolhat6 aranak, vagy arnyékaranak nevezzuk.

A szamitogépes programcsomagok egy része arnyékar helyett a dual ar
(dual price) elnevezést hasznalja.
Az arnyékar vagy dudl ar gazdasagi jelentése:

Az i-edik feltétel (az i-edik eréforras) dual ara (arnyékara) megmutatja,
hogy mennyivel javul (maximum feladat esetén né, minimum feladat ese-
tén csokken) az optimalis célfiiggvény értéke, ha b, egy egységnyivel né.

A feladat gazdasagi értékelés:

o Az elsé er6forras arnyékara 5 forint. Bz azt jelenti, ha 1 egységgel
névelnénk az elsé eréforras kapacitasat, akkor a célfiiggvény érté-
ke 5 forinttal novekedne. Ha van a kapacitas bévitésére lehet&ség
és annak 4ra kisebb mint 5 forint, akkor azt érdemes bdviteni,
mert a célfiggvény névekménye nagyobb a koltségnél.

e Ugyanez mondhat6 el a 2. és a 3. er6forrasrdl (ez a yg vektor

komponenseibdl olvashato ki).

e A 4. er6forras arnyék ara 0, tehat bévitése nem noveli a célfigg-
vény értékét.

e Az egyes termékek fajlagos 6nkoltségét megkapjuk, ha az eréfor-
rasok arnyékarainak vektorat szorozzuk az A technolégiai matrix-
szal.

[5370] = [12, 15, 10, §]

_ o O -
[ SN SN N
—_ =, ) O
S O = -
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Lathato, hogy az x, termék fajlagos 6nkéltsége 15 forint, nagyobb, mint a
modellben adott hozama (12), ezért nem is szerepel az optimalis megol-
dasban.
Az er6forrasok arnyékarai a kovetkezé fontos informaciot adjak:
e Ha a termék arnyékaron szamolt 6nkoltsége nagyobb, mint a ho-
zama, nem szerepel az optimalis programban
e Az optimalis megoldasban szerepl6 termék arnyékaron mért rafor-
ditasa egyenl6 a hozammal.
e FEréforraskészlet arnyékaron szamolt Gsszértéke egyenlé az opti-
malis megoldas célfiiggvény értékével:
120

80
[5370]- = 1190 Ft.
50

60

3.3. Egyenletet tartalmazé feladat dualja
Eddig a dualis feladatpart olyan feladatokra fogalmaztuk meg, ahol vagy
csak < (maximum feladat eset) vagy csak a = (minimum feladat eset),
relacik  fordultak el6. Ha egyenléség fordul el6, példaul
3x, + 5x, — 7x; = 8, akkor ezt helyettesithetjik két egyenlétlenségi felté-
tellel a kévetkez6képpen: 3x; + 5x, — 7x; = 8 illetve 3x, + 5x, — 7x; = 8.
Szorozzuk meg —1-gyel az els6 format, kapjuk —3x, — 5x, + 7x, = —8. Igy
mar csak = relacié fordul el, amely minimum feladatok esetén el6nyos.
Az elmondottakat szemléltessiik a kovetkezé példan:
Irjuk fel az alabbi feladat dualjat ugy, hogy minden duélis valtozora is
fennalljon a nemnegativitasi feltétel!

Xy, X,, X5, Xy >

X, +5x, -—-x; +2x, <

2x, +x, +4x; -x, = 10

X, +3x, —X, +x, > 12
z=06x, +8x, +x; +7x, —> min

Alkalmazzuk az elmondottakat:
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-X, -5x, +x; —2x, =2 -8
- 2x, -x, —4x; +x, = -10
2x, +x, +4x, -x, = 10
X, +3x, —X, +x, = 12

z=06x, +8x, +x; +7x, — min

Igy a modelliink egy altalinos minimum feladat lett, amelynek a dudlpéarja
egy normal maximum feladat:

u,, u,, u;, u, > 0
—u, —2u, +2u, +u, < 6
—5u, —u, +u, +3u, < 8

u, —4u, +4u, —u, < 1
—2u, +u, — Uy +u, < 7

z=-8u;, —10u, +10u; +12u, — max

Igy mar egy normal maximum feladatot kell megoldani!

3.4. Dualitassal kapcsolatos tételek
A linearis programozasi feladatok indulé szimplex tablazata nemcsak a
primal, hanem egytttal a dual feladat Osszes adatat is tartalmazza.

T
X

A

T
<

[I=1

lon

A tovabbiakban be fogjuk latni, hogy ugyanannak az eljarasnak a kereté-
ben alakul ki mind a primal, mind a dual feladatnak a megoldasa. Ha meg-
talaltuk a primal feladat optimumat, akkor mar ismert dualisanak is az
optimuma.

Tegytk fel, hogy elemi transzformacidk sorozataval sikertlt a primal
feladat bazisat alkoto els6 r darab vektort (jelen esetben a r darab egység-
vektort) kicserélni az elsé r darab primal valtozonak megfelel6 vektorral.
Az igy kapott tablat matrix algebrai jelolésekkel, attekintheté formaban
csak akkor tudjuk felirni, ha magat az indul6 tablat az alabbi particionalt
formaban adjuk meg.
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T T
X X

u [ Ay Ay | by
u, | Ay A, | by

T T
< [ 0

Az A, matrixblokk — a transzformacionak megfeleléen — rxr tipusa
nemszingularis matrix, mert a jelzett transzformacié csak igy hajthat6 vég-
re.

A tablazatban szereplé tobbi matrixblokk és vektor tipusa ennek meg-
feleléen értendd. A tablazat jobb alsé sarkaba zérust irtunk. Ennek jelen-
tésével a késébbiekben foglalkozunk. Most mar fel tudjuk irni a transz-
formacio kovetkeztében megvaltozott szimplex tablat

(Bazistranszformaciot alkalmazva A, generdl6 elem reciproka A7} .):

T T
uy X,
N A7l ATTA A[lb
21 11 114312 11 21
-1 -1 -1
u, _A21A11 Azz _A21A11A12 1_32 _A21A11l_31
T A -1 T T 5 -1 T A -1
—c Ay €y~ A A, —¢; Ab

Ezen tabla alapjan kimondhatjuk a kovetkez6 harom tételt:

1. Tétel: Ha a tabla utols6 oszlopaban nincs negatfv elem, akkor az
x,=Aj'b, vektor a primél feladatnak egy megvalésithaté megoldasa,

amely mellett az elsé r darab feltétel egyenléség formajaban teljestl és a
tobbi feltételnél a baloldal éppen annyival kevesebb a jobb oldalon allé

mennyiségnél, mint amennyit a b, — A, A} b, vektor megfelels kompo-
nense mutat.
Bizonyitds:

Mivel a tabla utolsé oszlopaban nincs negativ elem — a feltétel szerint —
ezért

Ajlb, >0, amibél kévetkezik x, > 0.

Most még azt kell bizonyitani, hogy x, eleget tesz az Ax, =b feltételnek
is. Az A matrixot particionalt alakba irva, valamint felhasznalva a

b, = A, Ajb, >0 egyenl6tlenséget, kapjuk:
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A _{An AQ}A:@ _[ b, }[bl}b
21 T - — — -
A21 A22 Q A21A111b1 l_)z

Ezzel a tételt bizonyitottuk.

Lathat6 az is, hogy az els6 r darab feltétel egyenléség formajaban telje-
sul.

Az X, lehetséges megoldasnal a célfiiggvény értéke pedig:

A7'b
§T§1 = [&T,g;{ 15_1} = g;rAl_llbl

Ez a kifejezés is megtalalhat6 a tablazatban, mégpedig a tablazat jobb alsé
sarkaban ellenkez6 elGjellel. Most mar azt is megmondhatjuk, hogy az
indulé tablanal a jobb als6 sarokba azért irtunk zérust, mert ehhez a tabla-
hoz tartozo lehetséges programnal a célfiiggvény értéke zérus.

Lathat6 tehat, hogyha egy szimplex tibla utolsé oszlopdaban nines negativ elem,
akkor ag a primal feladatnak mindig egy lehetséges megolddsat adja, melyet a —
linearis algebraban tanult — egyenletrendszerek megoldasahoz hasonléan
olvasunk le a tablabol. Azon x; vdltozok értéke, melyeknek megfeleli oszlopvekto-
rok bekeriiltek a bazisba, megegyezik a tabla utolsd oszlopanak i-edik elemével, mig a
t5bbi viltozd értéke érus.

2. Tétel: Ha a tabla utols6 soraban nincs pozitiv elem, akkor az
ul = [ngA[f,QT] vektor a dualis feladat egy megvaldsithatdé megoldasa,
amely mellett az elsé 7 darab feltétel egyenléség formajaban teljestl, mig a
tobbi egyenl6tlenségben a bal oldal éppen annyival nagyobb a jobb oldal-

nal, mint amennyit a ¢/ A]]A,, —c) vektor megfelel6 komponense mutat.

Bizonyitds:
A bizonyitast az el6bbi tételhez hasonléan végezziik el. Vagyis bizonyita-

nunk kell egyrészt azt, hogy ng >0", masrészt u, A=c'. Mivel a tabla

b
utolso6 sordban nincs pozitiv elem, azért
T —
-< Anl <0
amibél kévetkezik

T —
S1A1129
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és igy ul >0. A feltétel értelmében c) —c/ AjJA,, <0 amibél kévetkezik:
T T A -1
S S ApAg,.

Ennek alapjan irhatjuk:

AL A
O ) R P S P s e
AZ] AZZ

Ezzel a tételt bizonyitottuk.

A tablahoz tartozé lehetséges dualis megoldas itt is leolvashaté a tab-
labol.

A bizisbol kikeriilt u; eltérés viltogok, jelen esetben dudlis valtoxdk értéke meg-
egyezik a tibla utolsd sordanak j-edik elemének ellenke3d eldjellel vett értékével, mig a
tobbi dudlis viltozd értéke érus.

Ehhez az u, lehetséges megoldashoz tartozo6 célftiggvény érték:

=2

b
urb= [g?A;fbl,QT[; } =ciAyby

3. Tétel: Ha a tabla utolsé oszlopaban nincs negatfv elem és az utolsé
ALb

soraban nincs pozitiv elem, akkor az §0=|: “—1} a primal és az

uy = [g;FA;f,QT] a dual feladat optimalis megoldasa, melyekhez tartozé

100 , ;s T : T T A -1
célfuggvényértékek azonosak, azaz maxc x, =minu, b=c¢,; A; b,.

Bizonyitds:
Az 1. tétel értelmében az x, a primal feladatnak, a 2. tétel értelmében az
u, a dudl feladatnak egy megvalésithaté megoldasa. Tehat csak azt kell
bizonyitani, hogy mind a kett6 optimalis megoldas.

Legyen

a primal feladat egy tetszéleges megoldasa.
Ehhez a megoldashoz tartozoé primal feladat célfiigevény értéke:
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Mivel y 20 és ey <clAJA,,, azért fennall a kovetkezs egyenlStlenség

sorozat:

T T T T

Z2=¢ X1+Ezzzggl y, TG A11A1222:
T 5 —1 T, -1

=ci Ay lA11X1 +A1222JSS1 Aypby=2z,.

Tehat bebizonyitottuk, hogy a primal feladat barmelyy , lehetséges megol-

dasahoz tartozo célfiigevényérték nem nagyobb, mint az x, megoldashoz
tartozo célfuggvényérték, amibdl kovetkezik, hogy x, valoban optimalis
megoldasa a primal feladatnak.

Hasonléan bizonyitjuk, hogy az adott feltételek mellett u; a dual fel-
adat optimalis megoldasa. Legyen t' = [gT, g;] a dual feladat egy tetszéle-

ges megvalosithaté megoldasa. A hozzatartozé célfiiggvényérték:

b
g)=t'b= [zf ,ﬁ Lﬂ =t/ b, +t, b,.

=2
Mivel t" >0 és b, > A, A]/b,, azért fenndll a kovetkez6 egyenlStlenség
sorozat:
sW=t;b +t;b, 2t/by + 5 Ay Ayb, =
['E1TA11 +EgAz1 1_11b1 ZE;FA;H_% =g(u,)-

A tételt ezzel bizonyitottuk.
Az is lathat6, hogy a primal és dual feladat optimalis megoldasahoz
tartozo célfuggvényértékek egyenlSk, azaz

2o =g(ug) -
A most bebizonyitott 3 tétel alapjan belathaté az un. dualitas tétel:

Ha a primal és dual feladatok kozil valamelyiknek van megvalésithatd
megoldasa és véges optimuma, akkor a masiknak is van megvaldsithaté
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megoldasa és véges optimuma, tovabba a két feladat optimum értékei
egyenl6k.

A 3. tételbdl kovetkezik, hogy amennyiben a feladatpar barmelyikének van
optimalis megoldasa (ez csak véges lehet), akkor a dualisanak is van. Hi-
szen a feladatpar barmelyikének optimalizalasdhoz az szikséges, hogy a
tablaban két olyan lehetséges megoldas szerepeljen, amely megfelel az elsé
két tétel alatti feltételeknek. Ugyancsak a 3. tételbdl kévetkezik, hogy a két
feladat optimum értékei egyenl6k.

4. Tétel: Amennyiben mind a primal, mind a dual feladatnak van megva-
l6sithaté megoldasa és a megoldasoknak megfelel6 célfiiggvény érték z,
illetve g, akkor z(x) < g(u).

Bizonyitds:
Legyen x a primal feladatnak, u a dual feladatnak egy tetszéleges megol-

dasa. Ezek utan {rhaté:
Ax<b illetve u"A>c".

Szorozzuk meg a primal feladatra vonatkozo egyenl6tlenség mindkét olda-

lat balr6l u” -vel és a dudlra vonatkozoét jobbrdl x -vel, akkor
u'Ax<u'b illetve u'Ax >¢"x.
Ezen két egyenl6tlenség alapjan irhatjuk:
z=c'x<u'b=g.

5. Tétel: Ha a primal feladat célfiggvénye nem korlatos az L halamazon,
akkor a dual feladatnak nincs megvaldsithaté megoldasa.

Bizonyitds:
Ha z — o0, akkor nincsen olyan g, melyre a fenti egyenl6tlenség teljesiilne.
Mivel g a dual feladat megvaldsithatd —megoldasahoz tartozo
célftigevényérték és ez nem létezik, {gy nem létezik lehetséges megoldas
sem.

Az 5. tétellel kapcsolatban meg kell mondanunk, hogy ez a tétel nem
megfordithat6. Ha ugyanis a feladatpar egyik oldalanak nincs megvaldsit-
haté megoldasa, akkor abbdl még nem kovetkezik, hogy a dudlisanak van,
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de a célfiggvény ott nem korlatos. Ugyanis, elé6fordulhat olyan eset, hogy
sem a primal, sem a dual feladatnak sincs megvalésithaté megoldasa.

3.5. Egyenletet tartalmazé linearis programozasi

feladat dualja

Az eddigiek soran a dualis feladatpart az altalanos alaku feladattal kapcso-
latban fogalmaztuk meg. Vagyis, ha egy feladat dualisat fel akartuk irni,
akkor azt el6szor altalanos alaku feladatta kellett atalakitani, amennyiben
eredetileg nem ilyen alakd volt. Utana dualisanak felirisa mar nem okozott
nehézséget. Ezzel a modszerrel minden feladat dualisa felirhat6. Elénye
abban van, hogy a dualis valtozokra is ki kell kétni a nemnegativitasi felté-
telt. Van azonban hatranya is. Nézziik ugyanis a kovetkezé linearis prog-
ramozasi feladatot:

X2

o 1O

A

_ T
7z =C X —> max

1A

Itjuk fel ennek a feladatnak a duélisat. El6szor altalinos alaku feladatta kell
alakitanunk:
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Ez a feladat igy is irhato:

T T .
[El —EZ]b—)rmn

(Vegyiik észre, hogy u, és u, elemeinek a szama egyenld.)
Ha az A matrix mxn tipusy, akkor a dualis feladatban 2m szamu dualis

T T -

valtozo szerepel. Vezessiik be az u' =u] —u, jelolést. Ezzel a dudlis fel-

adat a kovetkezd alaku lesz:
HT A> gT
u'b— min

Itt azonban az u' vektorrél nem kéthetjiik ki a nem-negativitast. A dudlis
feladat ily médon vald felirasanal az el6ny az, hogy ebben a formaban csak
m szamu dualis valtozo szerepel és igy a feltételrendszer mérete csékken.

3.6. Gyakorloé példak
A dualitassal kapcsolatban elmondottakat gyakoroljuk a kévetkezé példa-
kon!

3.6.1. Példa
Egy normalfeladat optimalis megoldasat mutatja a kovetkez6 tablazat:

B, | x X, u, u,
10 0| 8
u, 3 1 0 1 18
X, 1 2 0 1 6
u, | -1 1 -1 0 2
-z |-12 -4 =17 -10|-196

Feladat:

a) Irja fel a primal feladat optimalis megoldasat a hianyvaltozokkal egyiitt.
b) Irja fel a dual feladat optimalis megoldasat!

¢) Irja fel az eredeti feladat modelljét!
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d) i’rja fel a dual feladatot!
e) Ertekelje az er6forrasokat!
f) Irja fel a termékek arnyékaron szamolt 6nkoltségét!
Megoldas:
a) x.=[0, 0, 8 6 u" =[0, 18, 0, 2] z =196
b) y =17, 0, 10, o] w'=[12, 4, 0, 0] z=19
c) a generalo elemeket visszafelé valasztva:
By |xy x; x5 w4
u, |1 0 0 8
u, | 3 1 1 18
x, [1 2 6
u, | 0 1 0 | 10
-z |5 =4 17 —=10|-60
B, | x;, x, x5 x4
u |10 0|8
w2 -1 0 -1]12
u, [ 12 0 6
uw, |0 1 1 0 |10
-z |15 16 17 10 | O
)
X, +x, < 8
2x, -X, —X, < 12
X, +2x, +x, < 6
X, +x,4 < 10
z=15x, +16x, +17x; +10x, — max
d) Dualfeladat:
Vi 2y, tys z 15
-y, +2y; +y, =z 16
Y1 +y, > 17
-v, +v,4 > 10
¢g=8y, +12y, +6y, +10y, — min
A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 62 P



Operaciokutatas Dualitas

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 63 )p

e) Az er6forrasok arnyékara a dual feladat optimalis megoldasanak kompo-
nensei. Tehat, ha az elsé er6forras kapacitasat 1 egységgel noveljiik, azaz
9 lesz, akkor a célfiiggvény értéke 17 egységgel novekszik. A masodik
er6forras arnyékara 0, tehat a kapacitas novelése nem modositja a cél-
fliggvényt stb.

f) A termékek onkoltsége arnyékaron szamolva.

10 1 0
2 -1 0 -1

[17, 0, 10, o]-1 , 0 =[27, 20, 17, 10]
0 1 1 0

Lathat6, hogy az elsé és masodik valtozé azért nem jelent meg az op-
timalis megoldasban, mert 6nkoltsége nagyobb, mint a hozama.

3.6.2. Példa
Egy altalanos linearis programozasi feladat megoldasa soran az alabbi tab-

lazatot kaptuk:

B, X, X, >l<u1 v,
X, 0o 1 -1 6
u, 11 -1
uy | -2 1 =1 2
—z |—-22 5 —11 11 |-66

Feladat:

a) Ertékelje a tablazatot!

b) Olvasson le, vagy allitson el6 egy lehetséges megoldast, ha Iétezik.
c) Allitsa el6 a feladat optimalis megoldasat.

d) Irja fel a dual feladat optimalis megoldasat.

e) irja fel az eredeti feladatot!
f) Irja fel a dual feladatot!

Megjegyzés:
Ha a dual feladat megoldasat is értelmezni kivanjuk, akkor a * oszlopokat
is ki kell tolteni.

Megoldas:

a) Még nem olvashato le egy lehetséges megoldas.
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b) Valasszunk general6 elemet a v, oszlopban!

B, X, X, *u, *u,

x;, | 1 1 0 1 8

u, 20 1 10

v, | -2 1 -1 1 2

-z 0 -6 0 —11 |-88

Vissza

4 64 p

¢) Itt mar leolvashatdo a primal feladatra egy lehetséges megoldas, amely
egyben optimalis is.

Xy =

0

8

0|z, =88. Alternatfv optimum.

Ekkor a hianyvaltozok: u = [0, 10, 0]", v,=2.
d) A dualis feladat optimalis megoldasa:

0

11

y, = 0 |z, =88. Degeneralt.

Ekkor a tébblet valtozok: w=]0, 6, 0]".
A primal feladat egy masik optimalis megoldasa:
Valasszunk general6 elemet az x, oszlopban!

B, | u, x, *u *u, b
x; [-0,5 0 0 -05]| 3
x, | 05 1 0 0,5 5
v, 1 3 -1 2 12
-z| 0 -6 0 —11]-88

Primal megoldis: x,, =[5, 0, 3], z,, =88, u=[0, 0, 0]
A duadl feladat optimalis megoldasa:

Yo © [O’ 0, 11]T’ Zopt = 88, w= [O: 0, O]T.

e) Visszafelé valasztva generald elemeket kapjuk a kiindulo tablazatot

Xl XZ X3 Vl
*u, | 3 0 1 -1 |6
u 1 1 —1 2
*u, |1 1 1 8
—z |11 5 11 0
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Igy az eredeti feladat algebrai formaja:

3x, +X4 >
X, +x, — X, <
X + X, + X3 =
z=11x, +5x, +11x; — max
A dualparja:
Rendezztik a relacé jeleket a szokott formaban:
Xy, X,, X, < 0
- 3x, — X, < -6
X, +x, — X, < 2
X, +x, + x5 < 8
-X, -X, — X, < -8
g=11x; +5x, +1lx; — max
Ekkor a dual feladat:
Yi» Y2 ¥3» Y4 2 0
—3yi ty,  tys oy, 2 1
Yo tys Ty 2 5
V1 -y, ty; -—y, 2 11
g=—6y, +2y, +8y, -8y, — min

4 65 p

Ha y; —y, = y helyettesitést végziink, akkor a dudl feladat igy irhato fel:

v, = 0,y, 2 0, y el6jel kotetlen,

=3y, +v, +y = 11
Y, +y =2 5

=¥ -y, +y =z 11
g=—-06y, +2y, +8y — min
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4. Erzékenységvizsgalat

Az operacidkutatasi csoport munkaja nem ér véget az altala megfogalma-
zott modell optimalis megoldasanak meghatarozasaval. Gyakran tanulma-
nyozni kell azt is, milyen hatdssal van a szimplex modszerrel eléallitott
optimdlis megoldasra az, ha a modell paraméterei (b, ¢; €s a;) kilinbid lebetséges
értékeket vesznek fel.

A gyakorlat azt mutatja, hogy mindig van néhany olyan paraméter,
amelynek barmilyen értelmes értéket adhatunk anélkiil, hogy befolyasolna
az optimalis megoldast. Lehetnek azonban olyan paraméterek, amelyek
kismértékd valtozasa is egy 4j optimalis megoldashoz vezetnének.

Az optimalis megoldas valtozatlansaga azt jelenti, hogy a bazisvaltozok
tovabbra is bazisvaltozok maradnak. Ez egy termelésprogramozasi fel-
adatnal azt jelenti, hogy az eddig nem gyartott termékeket tovabbra sem
gyartjuk, mig a korabban az optimalis megoldasban szereplé termékeket
esetleg mas mennyiségben gyartunk és a célfiiggvény értéke is valtozhat.

Kilonosen figyelemreméltd az a helyzet, ha a célfiiggvény értéke lényege-
sen rosszabb lesz. Ezért az érzékenységvizsgalat alapvetd célja ezeknek a
kilonosen érzékeny paramétereknek az azonositasa és a gyakorlat szamara
fontos értékeinek feltarasa.

Definici6: Frzékenységvizsgalat olyan elemzé eljaras, amely soran felde-
rithet, hogy milyen hatassal vannak az optimalis megoldasra a modell
paramétereinek (b, ¢ é5 ay) értékeiben bekovetkezett valtozasok.

Kilonosen fontos ez a tevékenység akkor, ha a modell egy jovébeni don-
tés megalapozasat szolgalja. Ekkor ugyanis csak becstlt adatokkal lehet a
modellt szamszerGsiteni. Gyakorlatban legtobbszor a kapacitasok és a cél-
Jiiggvény egyiitthatdi valtozasainak hatasat kell vizsgalni.

4.1. Erzékenységvizsgalat lényegének
szemléltetése
Vizsgaljuk meg a kovetkez6 linearis modell grafikus megoldasat!
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x, + x, < 140
2x, - X, 2 40
X, < 100
x, < 60

z=30x, + 50x, — max
A grafikus megoldas a 3.1.1. abran lathato.

80
Optimalis megoldasa a D pontban van: x, = {60} és z,=5400.

H2 &

o BXE=(100:60)
r
160

: /
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7=3000-. 80 T misle o D(80:60 £,
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I T I "
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3.1.1. abra

Valtoztassuk meg az, elsd erdforrds kapacitdsat!

Ez grafikusan azt jelenti, hogy az f; egyenest 6nmagaval parhuzamosan
eltoljuk. Ekkor az optimalis megoldas is valtozik (végig szalad a D pont az
t, egyenesen a (100;60) pontig. Ha f, elhagyja ezt a pontot, akkor az opti-
malis megoldas mar nem valtozik a b, tovabbi névelésére, hiszen mar nem
jatszik szerepet az L lehetséges megoldasi halmaz csicspontjainak kialaki-
tasaban. Ez azt jelenti, ha az elsé eréforras kapacitasa 160-nal nagyobb
lesz, akkor ez az er6forras mar nem korlatozza a termelést. Tehat a b, ér-
zékeny paraméter, de csak 160 értékig.
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Vizsgaljuk meg a by paramétert!

Jol lathato, hogy az f; egyenest hiaba toljuk el parhuzamosan, egyaltalan
nem valtozik az optimalis megoldas. A harmadik eréforras novelése (a
tobbi eréforras kapacitasanak valtozatlan hagyasa esetén) nem noveli a
célfiigevény értékét.

Vizsgaljia meg az olvasd a tibbi erdforrds kapacitis-valtogdsinak hatdsat!

Algebrai uton is vizsgalhatjuk ezt a problémat. Az els6 kapacitast néveljik
(most még ismeretlen) p,=20-val, azaz az elsé korlatozo feltétel igy alakul:

x; +x, < 140 + p,.
Atalakitva tgy, hogy az ismeretlenek a baloldalon legyenek:
x; +x, — p; < 140.

A megoldandé modell pedig a kévetkez6 lesz:

x, + x, — p; < 140

2x, - X, > 40

X, < 100

X, < 60

z=30x, + 50x, —  max

Az optimalis megoldas: x,=100, x,=60, p,=20, z,,=6000.

Az eredmény azt meséli el, ha az elsé er6forrast 20 egységgel megno-
veljiik, akkor az optimalis termelési szerkezet megvaltozhat és a célfigg-
vény értéke novekedhet 600 egységgel. Ha a bévités koltsége 600-nal ki-
sebb, akkor érdemes az eréforrast ndvelni.

Ha két vagy tobb er6forras kapacitasanak valtoztatasara is van mod
(pl. az els6 eréforras maximum 20%-kal, a masodik legfeljebb 40%-kal,

azaz 0 < p, <28, 0 < p, < 106), akkor a megoldand6 modell:
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x, + X, — Py < 140
2x, - X, - p, = 40
X, < 100
X, < 60
Py < 28
p, < 16
z=30x, + 50x, —  max

A 3.1.1. abran szemléltetve, ez azt jelenti, hogy az f, és f, egyeneseket tol-
juk el 6nmagukkal parhuzamosan és vizsgaljuk az L. halmaz valtozasat.

Gyakorlatban gyakran el6fordulé probléma a célfiiggvény egytitthatoi-
nak (a termék fajlagos haszna, koltsége, ara stb.) valtozasa. Kérdés az, ho-
gyan valtozik az optimalis megoldas (adott er6forrasok mellett), ha a cél-
fligovény egy vagy tobb egytitthatdja megvaltozik.

A 3.1.1. dbran szemléltetve ezt a problémat azt jelenti, hogy a célfiigg-
vény meredekségének megvaltozasa hogyan befolyasolja az optimalis meg-
oldast.

Hozzuk y= mx+b alakra a célfiiggvényt, azaz:

30 H
—x, +—.
50 50

XZ =
A célfigevény meredeksége —3/5. Ekkor az optimalis megoldas a
D(80;60) pont és mindaddig a D lesz az optimalis megoldas, amig a mere-
dekség —1 < m < 0. Ha m = —1, azaz a két termék azonos hasznot hoz,
akkor a C és a D pont is optimalis megoldas. Viszont, ha az elsé termék
haszna nagyobb lesz, mint a masodik terméké, akkor mar C lesz az opti-
malis megoldas.

4.2. Az érzékenységvizsgalat esetei
Az érzékenységvizsgalat alapvetd célja a modell érzékeny paramétereinek
meghatarozasa, azaz azon paraméterek meghatarozasa, amelyek nem na-
gyon valtoztathatok meg anélkil, hogy az optimalis megoldas ne valtoz-
nék.

Az érzékenységvizsgalat soran a kovetkezd kérdésekre keresiink va-
laszt:

1. 4 kapacitasvektor mely komponenseit és milyen mértékben valtoztathat-
Juk meg anélkiil, hogy az optimalis bazis ne valtozzon?
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2. Milyen mértékben modosithatjuk a célfiiggvény egyiitthatoit, hogy az op-
timalis bazis ne valtozzon?

3. Hogyan valtoztatia meg az optimalis megoldast, ha vj feltetelt irunk a
modellbe?

4. Hogyan valtoztatja meg az optimalis megoldast, ha vj valtozot vezetiink
be a modellbe?

4.2.1. A kapacitasvektor komponenseinek valtozasa
Hogyan hatdrozhatik meg ag érzékeny paraméterek?

A b, paraméterek esetén mar belattuk, hogy erre vonatkozo informaci-
6t az optimalis szimplex tablazatban is lathaté dualis valtozok értékei ad-
jak, amelyeket az er6forrasok arnyékaranak neveztiink el. Megallapitottuk,
hogy

e ha az optimalis megoldasban az i-edik eréforras arnyékara pozitiv

és értéke y,, akkor b, egy egységnyi valtozasara a célfuggvény érté-
ke yy-val valtozik, azaz b, érzékeny paraméter.

e ha y,=0, akkor az optimalis megoldas nem valtozik a b, valtoztata-

sara.
E két tulajdonsagbol kovetkezik, hogy azon er6forrasokra figyeljiink, ame-
lyekhez pozitiv arnyékar tartozik (kiilonsen akkor, ha az arnyékar nagy
pozitiv szam).

A kérdés tovabba az, hogy milyen intervallumban valtozhat a széban
forgd paraméter, hogy kézben optimalis maradjon a megoldas? Ez tgy is
felfoghat6, hogy egy b, véltoztatasakor djabb és djabb modellt oldunk
meg.

Igy az érzékenység vizsgalatnak igen nagy szamitasi igénye lenne, ha az
egyes paraméter minden egyes 4j valtozasanal elolrdl kellene kezdeni a
szimplex modszert.

Szerencsére rendelkezéstinkre all a dualitasnal a 2.4. pontban leirtak,
amelybdl kévetkezik:

An AAp e[ [ O] Ank
Ay AI11 Agp = Ay 'A(fAu 0 lﬁ b, _A21A1_11 E ’
ahol a baloldali matrix a szimplex tablazaton a bazistranszformacié utan
kapott matrix, b, a bazistranszformacié soran a bazisbdl kikertlt dual

valtozokhoz tartozé b -beli komponensek, b, a bazisaban maradt u dual

valtozokhoz tartozé b -beli komponensek,
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Ajrb,
b, - A21A1_11 E

} a baziscsere utan a tablazat utolsé oszlopa.

Az elmondottakat alkalmazzuk az 1.5.1. pontban megadott feladatra.
Az eredeti feladat:

2x, + 4x, < 160 b,
3x, + 2x, < 120 b,
2x, < 60 b,

z=060x, + 80x, — max!

€1 €

A megoldas soran a B, szimplex tablazatban kapott tablazatot egészitstik
ki a széban forgd paraméterekkel:

b, b,
B, | u, Uy
1 3
CZ X, —Z g 30 O

¢ | x |05 —025[ 20
0fuy | =1 05 | 20 |b,
—2[-10 —-15 |-3600

0 0
Ekkor a felirt egyenletek:
I
1 3 b, 0 30
05 —0.25[ *|+| 0 |=(20
—1 =05 |- " |by| |20

Megjegyzés:
Ezek az Osszefiiggések nem csak optimalis tablazatra igazak, ezért felhasz-
nalhatok a szamitasok ellenSrzésére is.

Vizsgaljuk meg, hogy a b,, b, b; kapacitasok illetve a ¢, ¢,
célfuggvényértékek milyen hatarok kozott valtozhatnak, hogy a tablaza-
tunk tovabbra is optimalis maradjon.
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Mint tudjuk, az optimalitas feltétele: a tablazat utols6 oszlopanak ele-
mei nem negativak, a tablazat utolsé soranak elemei nem pozitivak legye-

nek, azaz
-0,25 é 0 0
8 b,
0,5 —-0,25]- N +| 0 |=]|0].
-1 405 |7 |by| |0

Ha feltételezzik, hogy csak az elsé eréforras kapacitasa valtozik, (a tobbi
az eredeti feladatbeli értéket veszi fel), akkor

-0,25 3 0 - 30 +é b, 0 0
8 120 8
05 —0725| +| 0 [=| 60 025 b, |+| 0 |>]0]lesz
-1 405 "2 le0] [-120 05 b, | |60| [0
Ebbél adédik, hogy

3
30 42 b 0 = b, > 80,

60 —025 -b, > 0 = 240 > b,
~120 40,5 -b, +60 = 0 = b, > 120.

\

Tehat, ha 80 <b, = 240, akkor az optimalis megoldas szerkezete nem
valtozik és

120
7, =10, 15]-[ }:1200+15b1,
b]

ezért 2400 < z, < 4800 lesz.

4.2.2. A célfiiggvény egyiitthatéinak valtozasa
Itt is a dualitdasnal megismert tételekre hivatkozhatunk és felhasznalhatjuk
az ismert Osszefuiggést:

b -k ﬂ[ A }

_A21 A1_11 Azz _A21 'A1_11A12

_ T A-1 T T -1
—[_91 -A“, & 'A11 'Alz >
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ahol ¢ a bazisba bekeriilt valtozok célftigevény egyiitthatoi, ci a bazisba

be nem kerilt célfiigevény egytitthatoi, [— ¢ Ay, o

baziscsere utan a tablazat utolso sora.
Alkalmazzuk ezt az elébbi feladatra:

1 T

T A1
- Ay 'A12] a

—ops 2
[0, 0]-[c,, ¢, 0] 05 —-025|=[-10, —15].
-1 -05
Az optimalitas feltétele:
_0p5 2
[0, 0]-[c,, <, 0] 05 —025[<[0, 0] legyen.
1 40,5

Ha feltételezziik, hogy csak az elsé valtozé egyttthatdja c, valtozik, akkor

az optimalitasi feltétel szerint:

—ops 2
[0, 0]-[80, ¢, 0]] 05 -025|<[0, 0].
-1 05
Ebbdl adédik, hogy
-80-(-0,25) — 05c, < 0 = 40 < ¢,
—80% — ¢(-025) < 0 = ¢ < 120

Tehat, ha 40 < ¢, = 120, akkor az optimalis megoldas szerkezete nem
valtozik és a célfiiggvény értéke:
30
z,=[80, ¢,, 0]-|20|=2400+20c,,

20

ezért z, =3200 < z, < 4800 lesz.
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Hasonléan kaphatjuk meg a tobbi komponens értékeinek korlatait is.

Lathato, hogy ez az eredeti feladatok wjra optimalizalasa nélkil is elég
munkaigényes a szamitas. Viszont a tényleges gazdasagi modellek ilyen
fajta elemzése nagy haszonnal jar. A linearis programozasi modellek meg-
oldasara kidolgozott szamitégépes programok valamilyen moédon tartal-
mazzak az érzékenység vizsgalati eredményeket is. Ezek j6 informaciot
adnak a probléma tovabbi elemzéséhez. Ezért a kovetkezd fejezetben
bemutatjuk a linearis programozasi feladatok megoldasara kidolgozott
EXCEL tablazatkezel6ben talalhaté Solver programot, amely érzékenység
vizsgalata az el6bb bemutatott matematikai elveken alapul.

4.3. Paraméteres programozas
Az érzékenység vizsgalat soran azt a kérdést tettiik fel, hogy miképpen
valtozik meg a feladat optimalis megoldasa, ha a feladatban szereplé pa-
raméterek (a;, b, c)egyikét vagy tobbet megvéltoztatunk. Ez t6bb szem-
pontbdl is fontos:
e sokszor a modellben szereplé paraméterek egyike vagy masika be-
csult adat, ezért feltehetjiik: mi volna, ha ez és ez volna az értéke,
e ¢rdekelhet bennunket, hogy az eréforrasok névekedése (bi-k valto-
zasa) mennyire valtoztatja meg a termelési szerkezetet,
e valamint a termékek piaci drdban (c-k) bekovetkezd valtozasok
mennyire befolyasoljak az optimalis megoldast.

Definicié: Paraméteresnek nevezzik azokat a linearis modelleket, ame-
lyeknek A, b, ¢ elemei kézott fliggvények is szerepelnek. Ha ezek a fiigg-
vények egyvaltozosak és elsé fokuak, akkor a modellt egyparaméteres line-
aris modellnek nevezzuk.

Ilyen feladatok akkor adédnak, ha példaul ugyanazon fajlagos mutatdkat
tartalmazé A matrix esetén tobbféle b (kapacitas-), illetve ¢’ (egységar-)
vektorhoz kell az optimalis programot meghatarozni. Ilyenkor nem sziik-
séges az egész programozast minden b-re és c-re kilon-kilon elvégezni,
hanem csak az optimalis program stabilitasat kell megvizsgalni.

Két olyan esettel foglalkozunk, amelyek primal szimplex moddszerrel
megoldhatok.

4.3.1. Paraméter a célfiiggvényben szerepel:
A szokadsos matrix-, vektorszimbdélumokkal a kovetkezé formaban irhaté
fel:
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ahol a t skalar paraméter értéke valtozhat o < t < f3 intervallumban.

Definicié: Egy parametrikus programozasi feladatot megoldani annyit
jelent, mint meghatarozni azokat a bazisokat és ~nek azon intervallumait,
amelyekben a feladat optimalis megoldasai vannak.

Megoldds algoritmusa:

1. Tételezziik fel, hogy a fenti feladathoz tartozé induld tablazat a feladat
egy lehetséges bazis megoldasat adja. Ha a feladat nem normalfeladat, ak-
kor a médositott normalfeladat és az altaldnos feladatnal elmondottak sze-
rint eléallitunk egy lehetséges megoldast (masodlagos célfiiggvény segit-
ségével), azaz vizsgalhatjuk a kdvetkezo szimplex tablazatot.

T

b
-t |0

u

-z |p

p:S
A
T+qT

2. Korabbrodl tudjuk, hogy ez a tablazat akkor ad optimalis megoldast, ha az
utols6 soraban nincs pozitiv elem. Mivel itt az utolsé sor elemei a t para-
méter fliggvényei és igy a t értékétdl fiiggden is negativak lehetnek. Ezért
azt kell vizsgalni, hogy meg tudjuk-e a t paramétert gy valasztani, hogy a
tablazat utolsé soraban ne legyen pozitiv elem.

Nyilvanvalo, hogy erre a valasz a

p +9q t<0

egyenl6tlenség-rendszer megoldasa.
A jobb érthet6ség miatt térjink at a vektor koordinatara, azaz oldjuk
meg a

ptq-t=0,aholj=1,...,n

)

egyenl6tlenségrendszert.
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b)

d)

Ha minden j-re, q; < 0 akkor osztva q-vel és dtrendezve kapjuk a

q;

aris fuggvények mindegyike nem pozitiv. Ez azt jelenti, hogyha t ezen
intervallumban mozog, akkor a tablazatban optimalis megoldas olvas-
haté le.

Pj . P; . . .
——L<t, vagyis 2 max| —— | < t < +00 intervallumban az emlitett line-
j

Ha minden j-re q; > 0, akkor ts—&, vagyls a —o0 <t < min [—&]
9i di

intervallumban az emlitett linearis figgvények mindegyike nem pozi-

tiv.

Ha a q; szamok kozott pozitivak és negativak is vannak, akkor g; <0

esetben a max {—&} adja a karakterisztikus intervallum als6, g, > 0
q;

esetben min [— &J adja a fels6 hatarat.
q;

A q = 0 esettel azért nem kell foglalkozni, mert p; < 0 esetén a j osz-

lop dgysem vonhat6 be a bazisba, tehat a karakterisztikus intervallu-

mot nem befolyasolja. Ha pedig p; > 0, akkor a téblazat biztosan nem

optimalis.

Az elmondottak alapjin a karakterisgtikus intervallum alsd és fels hatdrinafk érté-

ke:

—o0,ha q; >0 minden j-re

%) max [— %j egyébként
j

+,ha q; <0 minden j-re

b= min (— %J egyébként
j

lgy leolvashatd egy karakterisztikus intervallum és a modell egy optimdlis megolddsa:

xo(6)ug(t)zg(t); £, <t <t

(Az optimlis megoldasok a parameter fiiggvényet.)
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3. Ha a 2. feltétel nem teljesiil, akkor primal transzformdacioval probaljuk
kielégiteni.

4. Ha egy (to; t1) karakterisztikus intervallumot meghataroztunk, akkor meg-
vizsgaljuk, hogy a t > t; paraméter értekek mellett a célsor aktualis elemei
koziil melyik valik pozitivva a t megvaltoztatasara. Az ehhez tartozo osz-
lopvektort transzformalva vagy teljesiil a 2. és akkor 0ijabb optimalis
megoldast nyertiink, vagy a 3. szerint jarunk el és jutunk el a (t;; t;) inter-
vallumhoz feltéve, hogy ez még része az (o; ) intervallumnak.

A 4. lepés ismétlését addig folytatiuk, mig (o B) intervallum minden pontjat be nem

soroltuk valamelyik karakteristikus intervallumba, vagy meg nem dllapitottuk, hogy

ott nines megoldds.
A Fkritikus pontok kinnyebb megkeresése érdekében a tablizatot érdemes dtalafki-
tani a kovetkezdképpen:

T
X
" A b
z pT 0
T
d 0
r szamu transzformacié utan a tablazat igy néz ki:
u > > ur Xr+l > > Xn b
Xy
1 1
Xr a ij b i
ri+1
um
z pl b > p| ) > P
9 Q
P1 P;
t, — -
9 q]
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A tablazat t_ sordban feltiintetett b hdnyadosok megadjak a karakteris3tikus
9

intervallum alsd és felsd hatdrat. Egyben azt is megadjdk, hogy melyik osglopban kell

generdld elemet vilasztani a tovdabbi optimdilis megoldasok elddllitdsa érdekében.

(A max [— &] , ha q < 0; vagy a min (— &j , ha q > 0 értékek oszlo-

q] ql
paban.)
Példa
Nézzik a kovetkez6 altalanos feladatot:
Xy, X, x; 2 0
8

X, 2%, — X5 2
<

- x, +x, + 2x, 12

z=(=5+t) x, + 8—t)x, + x;—>min

A t értéke a [0; 10] intervallumban valtozhat.
Alkalmazzuk a szimplex modszert:

B, | x X, X, v,

u 2 -1 -1 8
u, | -1 1 20 12

z | 5—t t—8 -1 0 0

z | 1 2 -1 -1

B, uY X, X5 v,

X, -1 -1 8
u, 3 1 -1 20

z i —18+3t 4—t 5—t|—40+8t

Itt mar leolvashat6 egy lehetséges megoldas:

X1:8a X2:Oa X3:0>
u, =0, u, = 20, v, =0
z = —40 + 8t

Vizsgaljuk meg, hogy optimalis-e? Ez itt nem latszik, mert a g soraban
szerepld értékek t-nek fuggvényei.

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 478)p



Operaciokutatas Erzékenységvizsgalat

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 719 Pp

Ha ez optimalis megoldas, akkor teljestilni kell a

-184+3t < 0 = t < O,
és 4-t < 0 => 4 <
és 5-t < 0 = 5 < t
egyenl6tlenségeknek.
Tehat, ha 5<t<6, akkor az x=[8, 0, 0] optimalis megoldas és
Zy = —40 + 8t

Ha 6 =< t, akkor —18 + 3t pozitiv lesz, tehat itt valasztunk generalé ele-
met.

B, uf X4 X3 Vi
1 1 1
X, — —— —— 4
2 2 2
1
u, —é 2 — 8
2 2 2
Z +9-15t —=5405t —44+0,5t|32—-4t

Leolvashat6 egy lehetséges megoldas:

x, =0, X, = 4, x; = 0,
u, =0, u, = 8, v, =0,
z =32 — 4t
Optimalis, ha
9-15t < 0 —> 6 < t,
és =5+05t < 0 - t < 10,
és —44+05t < 0 > t < 8.

Tehat, ha 6<t<8, akkor az x=[0, 4, 0] optimalis megoldas és
Zop = 32 — 4t.

Ha 8 = t, akkor —4 + 0,5t pozitiv lesz, ezért itt valaszthatunk general6
elemet:

B, uT X4 X3 U,

X, P 2 1 12
v, P =3 5 2 16

z i =3 15-2t 8—t|96—-12t
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Leolvashat6 egy lehetséges megoldas:

x, =0, x, = 12, x5 = 0,
u, =0, u, =0, v, = 16,
z =96 — 12t.
Optimalis, ha
1
15-2t < 0 — ?5 < ot
és 8—t < 0 > 8 < t

Tehat, ha 8 <t =< +00, akkor optimalis az x= [O, 12, O] megoldas és
Zop = 96 — 12t.
Oldjuk meg a feladatot az ajanlott tablazat segitségével is!

A feladat indul6 tablazata:

B, %) S X3 Vi b
u, _ 2 -1 -1 8 Itt még nem olvashaté le
u 1 1 5 0 12 egy lehetséges megoldas.
p 5 -8 -1 0 0
q -1 1 0 0 0 Eléallitjuk a 7z -t és e sze-
z 1 2 -1 -1 8 rint valasztunk generald
B, u, X, X5 elemet.
X, -1 -1 8 A 7 cltint, tehat egy
lehetséges megoldas ol-

- > i 20 vashat6 le.
p —18 —40 )
q 3 -1 -1 8 Allitsuk el6 a t, = —p/q
7z 0 0 0 értékeket!

t, = 6 4 5

—p/q

t, = max A t, = min _B=g,
g<0\ g >0\ g

Tehat a feladat leolvashaté lehetséges megoldasa a 5 < t < 6 intervallum-
ban optimalis és az optimalis megoldas:
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.
Xopi1 = |05 Zgpe = —40 + 8t.
0

Generalé elemet a min (—E értékek oszlopaban valasztva, a B,-es

>0 g
tablazat:
B, ) =, v, b
X, Y2 —V2 —V2 4
u, -% P Y2 8
p 9 -5 —4 32
q - V2 Y2 —4
t. = —p/q 6 10 8
A t,sorbdl latszik: max | -2 | =6 =1t ést,= min | -2 | =8, tehat
g<0 q >0 q
6 < t < 8 esetén az optimalis megoldas:
0
Xop2 = | 4[5 2o = 32 — 4t
0
A general6 elemet megint a min — P ¢rteknel valasztva:
g>0\ g
B, b = u, b
X, -1 2 1 12
v, -3 5 2 16
p -3 15 8 96
q 0 —2 —1 —12
t= —p/q — P
Tehat a 8 < t < + 00 esetén az optimalis megoldas:
0
Xopis = | 12| 2y = 96 — 12t
0
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Ezzel el6 is allitottuk az Osszes karakterisztikus intervallumot és a hozza-
tartoz6 optimalis megoldast is.
Osszefoglalva a megoldast:

A t értékei 5<t<6 6<t<8 8<t<10
Optimalis program (8, 0,0) (0, 4, 0) 0,12, 0)
Célfiiggvény értéke —40 + 8t 32 — 4t 96 — 12t

4.3.2. Paraméter a b vektorban
Maitrix- és vektorszimbolumokkal a feladat:

x>0
A x<b+d -t
z=c" 'x — maximum,

ahol o <t < .

Ilyen tipust feladatot a dualparjan keresztiil oldhatjuk meg. Igy a t pa-
raméter a célfiiggvénybe kertl és a 3.3.1. pontban foglaltak szerint jarha-
tunk el.

4.4. Erzékenységvizsgalat EXCEL tablazatkezelovel
A linearis és a nemlinearis programozasi feladatok megoldasara és az op-
timalis megoldas utéelemzésére jol felhasznalhaté a gyakorlatban igen
elterjedt EXCEL tablazatkezel6. Ebben a pontban egy konkrét feladaton
azt mutatjuk meg, hogyan lehet a SOLVER makrét programozasi feladok
megoldasara és érzékenységvizsgalatra felhasznalni.

4.4.1. Solver program bemutatasa

Az operacidokutatas kilonb6zé modelljeinek tényleges megoldasa hossza-
dalmas, szamitogép nélkil sokszor reménytelentl megoldhatatlan feladat.
Ezért ezen megoldasi eljarasokra kiilonb6z6 szamitogépes programcso-
magokat készitettek, amelyek kiilonb6z6 szamitégép kornyezetben kilon-
b6z6 hatékonysaggal hasznalhatok. Ezek egyike az EXCEL tablazatkeze-
16n talalhaté SOLVER beépiilé makro.

Az operacidkutatassal foglalkozé munkak ismertetik a kilénb6z6
optimumszamitasi modelleket, azok 6 jellemzdbit és megoldasi algoritmu-
sait. Lattuk, hogy a modellek egy j6 részének megoldasa visszavezethetd
linearis modell megoldasara. Ezért kitlintetett szerepe van a megoldasi
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algoritmusok ko6zott a linearis programozasi feladatok megoldasi algorit-
musanak. Ennek ismeretét altalaban megkovetelik a hallgatoktol. Egyes
specialis modellek (szallitasi, hozzarendelési, egészértékli, hiperbolikus
stb.) megoldasara tobb (egyszerisitett?) matematikai modszert és eljarast
dolgoztak ki és oktatnak a felsGoktatasi intézményekben. Ezek lehet6séget
adnak hatékony szamitégépes programok megirasara.

Ebben a fejezetben azt ismertetjiik, hogy hogyan lehet felhasznalni a
matematikai programozasi feladatok megoldasara a szinte minden munka-
helyen rendelkezésre all6 EXCEL tablazatkezel6t. Az EXCEL kézikony-
vek legtobbje csak emlitést tesz arrdl, hogy az EXCEL tablazatkezel6
SOLVER beépiild' makrd programja alkalmas linearis programozasi feladatok
megoldasara, de nem foglakozik a feladatok megoldasaval, mert ,ezek
megértése és alkalmazasa magasabb szintd matematikai ismereteket felté-
telez”.

Azok a hallgaték és azok a mérnékok, kozgazdaszok stb., akik tanul-
manyoztak  és  megértették az  operacidkutatisban  hasznalatos
optimumszamitasi modelleket — a modellek szamszerGsitése utan — igen
eredményesen hasznalhatjadk az EXCEL tablazatkezel6t a problémak
megoldasara, mert nemcsak a szamitasokat végzi el, hanem zigeneteivel segiti
a probléma megoldasat.

Az EXCEL alapfoku ismeretét feltételezve fogjuk ismertetni matema-
tikai programozasi feladatok EXCEL-beli megoldasat.

A munkat kezdjik azzal, hogy tervezzik meg a programozdsi feladat
megoldasanak EXCEL kornyezetét.

Tervezzik és hatarozzuk meg:

e a modell vdltozdit és azok helyét a munkatablazaton,

®  korldtozd feltételefet és azok helyét a munkatablazaton,

® 2 célfiiggvény kiszdmitasi modjat és helyét a munkatablazaton.
Sokféleképpen helyezheték el a széban forgd értékek, ezért most Ossze-
foglaljuk azokat a f6 tartomanyokat, amelyeket a feladatok SOLVER-rel
torténé megoldas soran ki kell jel6lni:

e Vilasszuk ki azt a cellatartomdnyt (sort vagy oszlopot vagy kétdimen-
zi6s tombot), amelyben a vdltozok értékes jelennek meg. Minden val-
tozoénak feleltessink meg egy cellat, igy a tartomany annyi cellabol
fog allni, ahany valtozé van a feladatban. Téltstik fel ezek értékét
0-val.

o Helyezzik el az alapadatokat: az egyiitthatd madtrixot, a_jobb oldal vekto-
rdt, a célfiiggvény egyiitthatd vektordt stb.
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e Jeloljik ki azokat a cellakat, ahol elhelyezzik a korlitozd feltételeket
kifejexd egyenletek és egyenlitlenségek bal oldalit. (A feltételeket megfo-
galmazhatjuk matrix—vektor szorzassal, de lehet a valtozok és az
egyutthatok szorzatanak Osszegével is. Az Ax szorzas elvégezheto
a figgvényvarazslo segitségével: MSZORZAT(A; x), vagy a valto-
z6 cellak és az egyiitthatokat tartalmazo cellak szorzatosszegeként,
vagy ha nem taroljuk az adatokat a munkatablazaton, akkor a val-
tozé cellak és az egytitthatok szorzatanak 6sszegeként).

o Jeloljink ki egy cellit a célfiiggvény képletének.

A probléma definialasa a SOLVER-rel:

A fenti el6készités utan hivjuk meg az Eszk6z6k ment SOLVER paran-
csat. Ha a SOLVER nem jelenik meg az Eszk6z6k lenyilé meniiben, ak-
kor a Makrobeépit6vel telepiteni kell!

= Microsoft Excel - Mappal vl —
= | Fajl Szerkesztés MHNézet Besziras Formatwum EEFIOEHIE Adatok Ablak
Siagb Helyesiras... F7 *
0 =1 = = [ e B
X 0| [ Qélén_ék—ktfnlasés...
A | B | C | D | E | Esetvizsgald... 1 r
1 ] Solwver...
2 védelem >
| 3 | Makrihe&pitd...
4
= Makrb...
6 Makrorigzités »
| 7 |
| & | Egyebek...
| 2 | Adatelemzés...
10
11
12
13
| 14 |
15
16 >
4] 4] [ #. Munkal ;/ MunkaZ # Munka3 § Munkad 7 Munkas J[«] ] =1
A modell megteleld es optimalis megoldasanak keresése

—_

Vilasszuk a SOLVER parancsot!
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= Solver paraméterek
Célcella: [sA$1 |
Legyen ® Max O Min () Ernték: II]

~Modosuld cellak:

| | Ajantat |

Korldtozé feltételek: | Beanitas... |

- Felvesz._ .. I
ngkeszt_._l Alaphelyzet I

Torlés I Sigd I

A Célcella mez6be irjuk be a célcella cellahivatkozasat vagy nevét vagy
alljunk a kurzorral a célcellara.

Ha azt szeretnénk, hogy a célfuggvény értéke a leheté legnagyobb le-
gyen, a Max, ha azt, hogy a célfiiggvény értéke a lehetd legkisebb le-
gyen, a Min valasztokapcsolot jeloljuk be. Ha pedig a célértéket egy
adott értékre akarjuk beallitani, akkor az Erték valasztokapcesolot jelol-
jik be és irjuk be a mez6be a kivant értéket.

A Médosul6 cellak mezébe irjuk be a valtozokat tartalmazoé cellatar-
tomany nevét vagy hivatkozasat, vagy jeloljik ki a kurzorral. Ha azt
szeretnénk, hogy a SOLVER ajanljon valtozo cellakat, akkor kattint-
sunk az Ajanlat gombra. Legfeljebb 200 valtoz6t adhatunk meg.

A Korlatozoé feltételek mez6t a kovetkezSképpen toltetjik ki: Nyom-
juk meg a Felvesz gombot, ekkor megnyilik a kévetkezé parbeszédab-
lak:

= Korlatozd feltétel felvétele

Cellahivatkozas: Korlatozo feltétel:

[ [<=[%] ]
| 1] 4 I |Hégsem| |EE|"||'ESZI | Sidga I

A Cellahivatkozas mez&be irjuk be azt a cellacimet vagy jeloljik ki,
ahol a korlatozé feltétel baloldala van, majd valasszuk ki a relaciét az
alabbi modon:
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= Korlatozd feltétel felvétele

Cellahivatkozas: Korlatoza feltétel:
| <= &/ |
*

| 1] 4 l |Hégsen4:= Eelveszl | Sdgo I

lintl #

4 % p

A relaciok kozott az int a valtozok egészértéklségét biztositja. A Kor-
latozo feltétel mezdébe irjuk be a korlatozo feltételek jobb oldalat tar-
talmazo cella cimét vagy jeloljuk ki, vagy irjuk be a jobb oldal értékét.
A Felvesz lenyomasaval a feltétel bekeril a kialakitandé modellbe.
Végezziik el ezt a mtveletet annyiszor, ahany korlatozo feltétel van. Itt

kell megadni a valtozok nem negativitasi feltételt is! Minden valtozo

cellahoz két (egy als6 és egy felsd) korlat tartozhat. Egy problémaban
legfeljebb 1000 cellahoz rendelhetiink korlatot. Az utolsé korlatozo
feltétel felvétele utan az OK-val 1éphetiink vissza a Solver paraméte-

rek panelhez.

Ha a problémat az elmondottak szerint definialtuk a SOLVER program
szamara, akkor gondolhatunk a megoldasra. Az eddig elmondottakbdl
viszont nem dertl ki a modell megoldasanak korilményei: Mennyi 1d6t
szanunk a megoldasra, legfeljebb hany iteraciot végezzen a program (hi-
szen végtelen ciklusba is kertlhet a megoldas soran), milyen pontossaggal

kivanjuk el6allitani a valtozo értékét (hiszen kozelité szamitast végziink!),

linearis-e a modell stb.?

Ezeknek a nem lényegtelen koriilményeknek a figyelembevételére szolgal a

Beallitasok parbeszédpanel, amelyet a Beallitas gomb megnyomasaval

nyithatjuk ki:

= Solver beallitasok

Max_ idi: Imﬂ. masodperc I

0K

Lépésszam: |1 11] | Mégzem

Pontossag: ||].|]|]|]|]|]1

|
|
A Modell betoltéze. .
Tiirés: |5 4
|
|

[C Linearizs modellt feltételez | Modell mentese...
[ Lépészenként kijelzi
[ Magysagrendek felismerése | Sugé
Kozelités - rDifferenciak —— Keresés

(@ Erintd (® Haladd (% Newton

! Kwadratikus ! Centralis ) Konjugalt
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A parbeszédpanelen megjelend beallitasok olyan alapértékeket jelentenek,
amelyek a legtobb probléma megoldasanal megfelel6k. A beallitasokat
most nem részletezzik (a Sugd gomb megnyomasara részletes magyaraza-
tot kapunk), konkrét feladatok esetén magyarazzuk a konkrét feladathoz
szitkséges beallitas okat. Viszont minden esetben sziikséges figyelembe
venni, hogy linearis-e a modell vagy nem, ha igen, akkor a Linearis mo-
dellt feltételez-t x-re kell allitani. Az OK megnyomasaval visszatérhetiink
a Solver parbeszédpanelhez és kérhetjitk a megoldas eléallitasat a Megol-
das gomb megnyomasaval. A modell nagysagatol fiigeben révidebb-
hosszabb id6 mulva kiilénb6z6 tizenet jelenik meg a képerny6n.

4.4.2. Példa érzékenységvizsgalatra
Az elmondottakat alkalmazzuk a kovetkez6 feladat megoldasara:

X, X,, X5, Xy, Xy 2 0
x, + 4x, x; + 2%, < 90
3x, + x, + 2x; < 50

x, + 2x, + X, + X = 60
X, +  x, + x; = 80
8x, + O6x, + 2x; + 10x, + 2x; — max

Helyezziik el a feladat egyutthaté matrixat a tablazat egy kijelolt helyén. A
célfiigevény egyiitthat6it a megszokott modon az egytitthaté matrix ala, a
jobb oldal értékeit a matrix mellé.
Fogalmazzuk meg a korlatozoé feltételeket és a célfiggvényt:
o Az egyenlitlenségrendszer bal oldalit Ggy kapjuk, hogy Osszeszorozzuk
az egyiitthatd matrixot az ismeretleneket tartalmazo oszlopvektorral, ame-
lyet a C11:C15-ben talalhaté vektor reprezental. Az eredmény a
H12:H15-ben lathato.
e A célfiiggvény képlete a H9 cellaban lathato.
e A kapacitasvektor G5:G8-ben lathato.
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A B C|D|E| F G H I
Linearis programozas
Valtozé
X1 X2 [X3|X4|X5|REL|KAPAC
1 4 112(0]<= 90 Eréforrasl 90
0 3 0]11]2]<= 50 Er6forras2 50
1 2 0171 = 60 Eréforras3 60
1 0 1]10(1 = 80 Eréforras4 80
8 6 2 [10] 2 |max| CEL =MSZORZAT(A9:E9;C11:C15)
Célegyii|tthaté
X1 55 A*x
X2 0 =MSZORZAT (a5:e6;c11:c15)
X3 25 =MSZORZAT(a5:¢6;c11:c15)
X4 5 =MSZORZAT(a7:e8; c11:c15)
X5 =MSZORZAT (a7:e8; c11:c15)

Ezen el6készités utan hivjuk meg a SOLVER programot! A lenyilé6 meni-
be irjuk be a kért paramétereket a kévetkez6 modon:

Célcella: [sHss |

Legyen @ Max ' Min ' Erték: 0

~Madozuld cellak:
[sc$11-3C315 | aiantat |

= Solver paraméterek

Megoldas
Zaras

~Korlatozd Feltételek:

| Beatitas... |

$137:3138 = $G37:3G38

Szerkeszt I

Alaphelpzet I

$CE$11:3C$15 =10 Yy
$135:3136 <= $G35:3G36 I Felvesz. . I

+] Torlées I Sidgd
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A Megoldas gomb benyomasa utan kilonb6z6 tizenet jelenik meg:

= Solver eredmények

A Solver megoldast talalt. Az ozszes
eltiras és optimalizalasi feltétel teljesult.

Jelentézek

Eredmény
Erzékenység

(® A kiszamitott értékekkel

' Az eredeti éntékekkel Hatarok

l | Hégseml | Ezel mentéze._ .. I | Sigo I

Ha megoldast talalt, akkor a Solver eredmeények parbeszédpanelon kijel6léssel
kérhetjik az eredményeket. Kérhetjik mind a harom jelentést, egészértékd
feladatok esetén nem készithetd Erzékenység és Hatdrok jelentés. Az OK
gomb megnyomasara tobbszori képernyé valtozas utan a jelentéseket el-
helyezi a munkaftizetiink azonos nevii munkalapjara.

Nyissuk fel az Eredmeény jelentés munkalapot:
Microsoft Excel 5.0 Eredmény jelentés Késziilt: 97.2.15 18:17
Célcella (Max)

Cella Név Végérték Modosulo cellak

$1$9 CEL 540 Cella Név Végérték
$D$11 X1 55
$D$12 X2 0
$D$13 X3 25
$D$14 X4 5
$D$15 X5 0

Ebben leolvashato a célcella és a médosuld cellak eredeti és a végértéke, a
korlatozo feltételek teljestilése.
Korlatozo feltételek

Cella Név Cellaérték Képlet Allapot Eltérés
$J$5 er6l 90 $J$5<=$H$5 Eppen 0
$J$6 er2 5 $J$6<=$H$6 Béven 45
$J$7 er63 85 $J$7=$H$7 Eppen

$$8 eré4 80 $J$8=$H$8 Eppen 0
$D$11 X1 80 $D$11>=0 Béven 80
$D$12 X2 0 $D$12>=0 Eppen 0
$D$13 X3 1,20437E—11 $D$13>=0 Eppen 0
$D$14 X4 5 $D$14>=0 Béven 5
$D$15 X5 0 $D$15>=0 Eppen 0
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Az Ergékenység jelentés munkalapon elemz6 tablazatok talalhatok:

Az egyik tablazat a valtozok redukdlt vagy csikkentett kiltségét adja meg és
azzal kapcsolatos értékeket. Ebben a tablazatban 6sszefoglaldan lathatok a
c;€s a b, paraméterek valtozasanak kovetkezményei:

Microsoft Excel 5.0 Erzékenység jelentés
Moédosul6 cellak

Csokkentett 0 Megengedhet6 | Megengedhetd
Cella Név | Végérték koltség Célegyiitthaté névekedés csokkenés
$D$11 X1 55 0 8 4 2,666666667
$D$12 X2 0 —14 6 14 1E+30
$D$13 X3 25 0 2 8 4
$D$14 X4 5 0 10 8 4
$D$15 X5 0 -4 2 4 1E+30

A redukalt kiltség a bazisba nem kertlt valtozokat értékeli. Ha a valtozo
bekertlt a bazisba, akkor a redukalt kéltség értéke 0, ha nem, akkor nega-
tiv vagy pozitiv.

Maxcimum cél esetén értéke negativ és agt jelzi, hogy legalibb ennyivel kellene ni-
velni ag eredeti célegyiitthato értékét ahhoz, hogy ez a valtozd bekeriiljon a megolddsba.

Min cél esetén értéke pozitiv és agt jelzi, hogy legalabb ennyivel kellene csikkenteni
az eredeti célegyiitthatd értékeét abhoz, hogy ex a viltozd bekeriiljon a megolddsba.

A masik tablazat az erdforrasok drnyékdrat adja meg és ezekkel kapcsola-
tos értékeket. Az dmyékdrak az eréforrasokat értékelik

0 Feltétel Megengedhetd | Megengedhetd
Cella Név | Végérték Arnyékar jobb oldala noévekedés csokkenés
$J$5 Er61 90 2 90 90 10
$J$6 Er62 5 0 50 1E+30 45
$J$7 Er63 60 6 60 25 55
$J$8 Er64 80 0 80 10 50

Az arnyékarak értékei akkor nem nullak, ha egyenléség formaban teljestil
az er6forrasra eloirt feltételi relacion.

Azt jelzi, hogy a teljesen kibasgndlt erdforrds kapacitdsinak (végtelen kicsiny)
egységgel valo nivelése maximum cél esetén mekkora célérték noveléssel jar, minimum
cél esetén azg erdforrds kapacitasanak (végtelen kicsiny) egységgel vald csikkenése mefk-
kora célérték csokkenéssel jar.

Az arnyékarak mellett lathatok azok a megengedhet6 valtozasok, ame-
lyek koévetkeztében még lehetséges megoldasokat kapunk. Példaul a har-
madik eréforras arnyékara 0, ezért ez érzékeny paraméter és az eréforras
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novelheté 25 egységeel, igy azt varhatjuk, hogy 150-nel névekszik a cél-
fuggvény értéke. Errdl agy gybézédhetiink meg, hogy az eredeti feladat
jobboldalanak vektoraban a harmadik eréforras értékét 85-re valtoztatjuk
és yjra inditjuk a SOLVER programot. A Megoldas gomb megnyomasa
utan djra elkésziti a mar bemutatott médon az optimalis megoldast és az
érzékenységjelentést.

Hasonlé moédon elemezheté a célfiggvény egyiitthatoiban torténd val-
tozas kovetkezményei is. Addig folytathatd a vizsgalat, amig a gyakorlat-
nak megfelel6 megoldast nem kapunk.
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5. Szallitasi feladatok

5.1. A feladat megfogalmazasa

Adott m szamu telephelyen t;, t,, ..., t,, mennyiségi homogénnek tekint-
heté termék van, amelyet n szamu megrendel6khéz kell elszallitani, akik-
nek az igénytik rendre r, r,, ..., r,. Ismertes az i-edik felad6tdl a j-edik
megrendel6hoz a fajlagos szallitasi koltség, c;.

hetd legkisebb legyen?

Tételezziik fel, hogy a feladoknal tarolt mennyiség egyenl6 a rendelt
mennyiséggel. A modell felirasihoz vezessik be az x; (1=1, 2, ..., m;
j =1, 2, ., n) dontési valtozokat, amelyek a F; felad6tol a R, megrendels-
hoz széllitott mennyiséget jelenti. Akkor az x;2>0 valtozokat ugy kell
meghataroznunk, hogy mindeni=1,2, ..., m-re

Xy T xp ot X, =g (4.1,
é¢smindenj=1,2, ..., n-re
Xy Xy Het X = 1 teljestiljon 4.2)
és
2= Xy Xy T Xy T X

mn®Tmn

a lehet6 legkisebb legyen.

A (4.1.) egyenl6ség azt fejezi ki, hogy az i-edik feladotdl a killonb6z6
megrendel6knek elszallitott mennyiségek Gsszege pontosan t; legyen, a
(4.2) egyenl6ség szerint pedig a j-edik megrendelének a killonb6z6 feladd-
tol elszallitott mennyiség t, legyen.

Az alapfeladatban megkdoveteljik, hogy
t, +t,++t, =1 +1,++r azaz a készletek 6sszege egyenld legyen az
igények Osszegével.

Tomoren {gy fogalmazhatjuk meg a klasszikus szallitasi feladatot:

Definicié: Szallitasi feladatoknak nevezzik azon linearis programozasi
feladatokat, amelyek matematikai modellje:
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a) x3;=20 (i=12,...m;j=1,2,...,n),
b) z Xij = ti > 0,

m
e) z Cij Xjj — min

alaku, vagy ilyen alakra hozhato.
A modellbdl lathat6, hogy a klasszikus szallitasi feladat Znedris programozis
mddositott normal teladatanak felel meg.
Matrix-vektor szimboélumokkal megfogalmazva:

ahol A, az elsé m db, A, a kévetkezé n db egyenlet egyiitthaté matrixa,
x=[x,,%, %, " az mn db ismeretlen vektora, ¢* =[c;),cpp, e |
a fajlagos koltségek sorvektora, t=[t,,t,,-,t, |" a feladok készletének

vektora, r=[r,,1,,--,r,|" a megrendelSk igényét kifejezd vektor.

5.2. Példa egy klasszikus szallitasi feladatra

Tegyiik fel, hogy harom gazdasag napi 50, 30, 20 t zoldséget termel egy
szezonban, amelyet négy konzervgyar vasarol fel 40, 30, 20, 10 t/nap ka-
pacitasanak megfeleléen. Az integrator érdekelt abban, hogy az 6sszes
szallitasi koltség a lehet6 legkisebb legyen, mert jelentés koltséget jelent a
termelési koltségek mellet. Kérdés az: honnan, hova és mennyit szdllitsanak,
hogy a szallitdsi koltség a lebetd legkisebb legyen?

Egy tonna szallitasi koltségét a kovetkez tablazat mutatja:
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Rendeltetési helyek
R, R, R, R, Készlet (t)
F, 8 10 9 2 50
Feladok F, 1 6 4 10 30
I, 3 4 5 1 20
Igény(t) 40 30 20 10 100 t

Példaul a tablazatban az els6é sor elsé oszlopaban 1év6 8-as azt jelenti,
hogy az I, feladohelyrél az R, rendeltetési helyre 8 ezer forintba keril az
egy tonna termék szallitasa.

Jeloljik az i-edik feladohelyrdl a j-edik rendeltetési helyre egyenlSre
ismeretlen szallitand6 mennyiséget x;-vel €s a feltételrendszer felirasahoz
azt a megszoritast tesszik, hogy minden felad6tdl el kell szallitani a ter-
méket, valamint minden megrendel6 igényét ki kell elégiteni, akkor az
el6bbi feltételeket a kovetkezé matematikai formulaval fogalmazhatjuk
meg:

a)  x;20,aholi=1,2,3:=1,2,3,4
b)  x; +x, x5+ x, =50
X+ Xy + Xp5 + x5, = 30
X3 T Xq + X535 + x5, = 20
0 Xy T xy +x5 =40
Xy F Xy + %5, =30
X3+ X5 x4 = 20
Xyt X, x5, = 10
A szallitasi koltséget pedig a K = 8x,; + 10x,, + x5 + 2x, + x,; + 0x,, +
4x,; + 10x,, + 3x5 + 4x4, + 5x55 + x5, linearis fiiggvény fejezi ki.

Ennek a fiiggvénynek keresstik a minimumat a felirt feltételek mellett.
Lathato, hogy ez a feladat megfelel a 4.1 pontban megfogalmazott alapfel-
adatnak.

Szallitasi feladattal allunk szemben akkor is, ha meg kell hatarozni egy
gépcsoport munkatervét egynél tobb termék gyartasa esetén, egy munka-
helyen a munkak szétosztasat, beruhazasok szétosztasat, az ipari feldolgo-
zasra szant termékek (cukorrépa, napraforgd, tej, vagoallat stb.) feldolgozd
tizemek kozotti elosztasat.

Itjuk fel a 4.2 pontban ismertetett feladat szimplex tablazatat: a fel-
adokhoz tartozé feltételek dual valtozoit jeldljuk u,, u,, us, illetve a meg-
rendel6khoz tartozo feltételek dual valtozoit vy, v,, v;, v,-gyel.
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X11 X12 X13 X14 X221 X22 X23 X24 X31 X32 X33 X34
fur | 1 1 1 1 0 0 O 0 0 0 0 0 50
| 0 0 0 o0 1 1 1 1 0 0 0 0 30
“uz| 0O 0 0 0 0 0 O 0 1 1 1 1 20
vi| 1 0 0 0 1 0 O 0 1 0 0 0 40
ol O 1 0 0 0 1 O 0 0 1 0 0 30
va| O 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 20
“va| O 0 0O 1 0 0 O 1 0 0 0 1 10
z| 8 -10 -9 -2 -1 -6 4 -10 -3 -4 -5 -1 0
Z | 2 2 2 2 2| 2 2 2 2 2 2 2 200
Jegyezziink meg egy-két olyan észrevételt, amelyre majd kés6ébb hivatko-
zunk.
a) Eszrevehetjik, hogy az egyiitthatématrix x;-k feletti oszlopvektora
minden i és j mellett [:l} alakban irhat6, ahol g egy (mx1), g pedig
j
(nx1) tipusu egységvektor.
b) Az m db felado6t és n db igényl6t tartalmazo feladatban nm db primal
és m + n db dual valtozo van.
c) Az egyutthaté matrix rangja: m+n—1. Ez agy lathaté be, hogy az elsé

m sor 0sszege egyenld a tovabbi n sor 6sszegével, azaz linearisan 6sz-
szefliggb rendszert alkot, ezért biztos, hogy a rang legfeljebb m+n—1

lehet.
d) A feladat dual parja a kévetkez6:
u + v < 8
u + v, <10
u, + v <9
u, + < 2
u, + Vi <1
u, + v, <6
U; T < 4
u, + <10
ut v < 3
u, + v, < 4
u, + vy < 5
Us + <1
z= 50u; + 40u, +20u, + 40v, + 30v, + 20v, + 10v, — max
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A dualitasnal targyaltuk, hogy ebben az esetben a dual valtozok eljel
kétetlenek.

e) Tudjuk, hogy a primal feladat azon valtozéihoz tartozé dudlegyen-
l6tlenségek, amelyek bekeriltek a programba egyenl6ség formajaban
teljestilne, vagyis u, + v; = ;.

Ebben a modellben feltételeztiik, hogy a feladok 6sszes készlete egyenld
az igényl6k Osszes igényével. A gyakorlatban ez nem mindig van igy. Ek-
kor a relaciok helyes megvalasztasaval tudjuk a linearis programozasi mo-
dellt felirni. Ha a készlet nagyobb, mint az igény, akkor a készletre felirt
feltételekben < relaciot kell {rni, mert lesz olyan felado, ahol készlet marad.
El6fordul a gyakorlatban az az eset is, amikor nem lehet szallitani bizo-
nyos felado6tol bizonyos megrendelének technikai okok miatt (pl. egy hidat
lezartak stb.). Ebben az esetben az x;-t vagy nem irjuk be a modellbe, vagy
x;=0 egyenlSséget is feltiintetjitk. Ekkor a hozzitartozo szillitasi koltség
nulla. Ez a modell akkor is linearis programozasi feladat, amelynek megol-
dasa semmilyen elvi problémat nem jelent.

A szallitasi feladatokat kiemeljik a linearis programozasi feladatok ko-
zul, mert lattuk e feladatok specialis strukturajat és ez lehet6vé teszi a
szimplex modszernél egyszeribb, de legalabbis annal kisebb szamitas- és
memoriaigényd modszer kidolgozasat.

5.3. Szallitasi feladat megoldasa disztribucios

modszerrel

A szallitasi feladatok linearis programozasi modelljének és megoldasanak
gyenge pontja a viszonylagos nagy méret, mert m darab feladé és n darab
megrendel6 esetén a modell m + n feltételt és m x m valtozot tartalmaz.
(Mar 10 feladot és 10 igényl6t tartalmazé modell esetén 20 x 100 mérett
matrixot kell kezelni a szimplex tablazaton gy, hogy kézben a tablazatban
igen sok 0 szerepel. Ezért a matematikusok a fent emlitett specifikumokat
kihasznalva dolgoztak ki a sgdllitdsi szimplex modszer, amely a magyar szak-
irodalomban disgtribiicids mddsger néven terjedt el.

5.3.1. Disztribucios modszer lényege és indulotablazata

A disztribucios modszer lényege, hogy a x;, ¢, t €s t, ,,peremadatokbol”
telépitett induldtablazaton jeldl ki egy lehetséges bazismegoldast a primal
feladatra anélkil, hogy szamon tartana a szimplex tablazatbeli transzfor-

maciés valtoztatasokat és fokozatosan el6allitja a dual feladat egy lehetsé-
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ges bazismegoldasat. Bzt az eljarast akkor lehet csak alkalmazni, ha
Xt =21,

A szallitasi feladat disztribucios induld tablazata:

R, R, R,
Fioley cp Cin 4
Ey ey ¢ Con )
Fn le Cm2 Cmn tm
ot r, | Xt =2r
A konkrét feladatunk esetében:
R, R, R, R,
F, 8 10 9 2 50
F, 1 6 4 10 30
F, 3 4 5 1 20
40 30 20 10 100 = Xt, = Zr,

Ha X t > X 1, azaz a készletek nagyobbak, mint az igények, akkor ugy
jarunk el, hogy egy fiktiv megrendeldt allitunk be r, ., = X t; — X r; megrende-
léssel.
Tehat az indul6 tablazatot kiegészitjik egy 4j oszloppal, melynek az oszlo-
paban csupa nulla all (fiktiv szallitas koltsége nulla), az r,, peremérték
pedig a X t; — X r-vel egyenl.

Nézzink erre egy példat:

R, R, R, R,

F, 3 4 2 1 100

F, 2 5 10 4 80
10 20 60 50

A tablazatbdl leolvashato, hogy a felad6 helyen 180 egység all rendelkezés-
re, mig a rendeltetési helyek igénye csak 140 egység. Tehat bevezettink egy
fiktiv (névleges) megrendelSt 40 egység igénnyel. Igy az indulé tablazat a
kovetkezd lesz.

R, R, R, R, R,

F, 3 4 2 1 100

F, 2 5 10 4 0 80
10 20 60 50 40 180
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Ha a rendeltetési helyek igénye nagyobb, mint a feladohelyek készlete,
azaz 2, t, < 2, 1, akkor fiktiv (névleges) feladot vezetink be t,,, = > 1 — 2t
készlettel. Természetesen errdl a feladohelyrdl torténd szallitasi koltség
minden rendeltetési helyre zérus.

Példaul, ha az el6bbi feladatban a feladdk készlete 60, 50 lennének,
egyéb adatok valtozatlansaga mellett, akkor a disztribucios tablazat:

R, R, R, R,
F, 2 4 2 1 60
F, 2 5 10 4 50
F, 0 0 0 0 30
10 20 60 50 140

Gyakran merdl fel olyan probléma, hogy valamely felad6é valamely meg-
rendelének nem szallithat (természeti, miszaki stb. akadalyok). Ilyenkor
ugy jarhatunk el (tekintettel arra, hogy csak a koltségmatrixot ismerjik),
hogy a megfelel viszonylatok szallitasi koltségét a disztribucios tablazat-
ban végtelen nagynak tekintjiik. Ezt a végtelen nagy koltséget a szakiroda-
lomban M-mel szokas jel6lni és #ititarifanak nevezik.

5.3.2. Lehetséges bazismegoldas eldallitasa

A bazisvektorok kivdlasztdsdt a hoxzdjuk tartozd cjj elemek generald elems3eri beke-
retexésével jelexziik és a hoxzdjuk tartogd bazisvaltozok konkrét értékét a keretre
injnfk:

X

C;
A bézisviltozok értéke x; = min (t, 1)) legyen. Az igy kivilasztott ¢; eleme-
ket kdtitt helyeknek nevezzik. A kotott helyek szama az egyttthatomatrix
rangjaval egyenld, ami m+n—1.

Lehetséges bazismegoldas el6allitasara szolgalé médszerek kozil har-

mat ismertetink.

»Eszaknyugati sarok” modszer
Kiindulunk egy elosztasi feladat disztribiicios tablazatabol: Az elsd felado készletébil
kielégitiiik az elsd, mdsodik stb. megrendeld teljes igényét, ha az elsd feladonak kimeriil
a készlete, folytatink a mdsodik feladd készletével az elsd kielégitetlen megrendelinél és
igy tovdbb, amig ag utolso feladd készletébil ag utolsd megrendeld igényét is ki nem
elégityiik.

Igy egy m+n—1 kétott helyet tartalmazé bazismegoldashoz jutunk 4l-
talaban.
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El6fordul, hogy egy felad6 és megrendelé készlete egyszerre egyenli-
tédik ki, akkor a feladat degenerdlz. Ilyenkor is m+n—1 kotott helyet jelo-
lunk ki; nullat {frunk a general6 elem folé.

A konkrét feladat esetében:

2 50

F, 20 10 10 30
F, 4 10 10 20
40 30 20 10 100

Az eljaras elénye, hogy gyorsan eléallithatd egy lehetséges bazismegoldas.
Hatranya az, hogy altalaban messze esik a kapott bazismegoldas az opti-
malis megoldastol.

A szallitasi koltség:

K=40-8+10 -10+20 -6+ 10 -4+ 10 -5+ 10 -1 =040 ¢ Ft.
»dor- és oszlopminimum” modszer
Ezzel a médszerrel olyan bazismegoldast kerestink, amely a célt is igyek-
szik figyelembe venni.

Lényege, hogy a legkisebb kiltségii helyeket vilasztink generdld elemnek és a feltéte-
leket igyeksziink kielégitent. Az, eljarist a legnagyobb peremadatnal célszersi kezdent.

R, R, R, R,
B8]« 10— 9— 01«50
F, 0 N \L 10 20 10 30

%

F, 3 [4]” 5 1 20

40 30 20 10

Szallitasi koltség: K =40 -8 +10 -2+ 0 -1+ 10 -6+ 20 -4+ 20 - 4=
580 e Pt

Ez a bazismegoldas degeneralt, mert van olyan bazisvaltozo6, amelynek
értéke nulla.

»vogel-Korda” moédszer
Most is a disztribicios tablazatbdl indulunk ki.
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Képezzitk mindegyik sor és oszlop két-két legkisebb koltség-elemének
killonbségét. Trjuk ezeket az értékeket a tablazat mellé, illetve al4.

A legnagyobb differencidhoz tartozé sor, vagy oszlop legkisebb elemét
lekotjik ugy, hogy a hozzatartozé megrendelSt, vagy feladot elégitjitk ki.
x; = min(t;r) értékkel kotjik le.

A kielégitett sort, vagy oszlopot elhagyjuk és a maradék tablazattal
megismételjik az eljarast, korrigalva a peremadatokat is.

Alkalmazzuk az elmondottakat a feladatunkra:

R, R, R, R

3 4

F, 8 10 9 ol 50
F, 1 0 4 10 30 |3
E, 3 4 5 1 20 |2
40 30 20 10
d, 2 2 1 1
Hagyjuk el az R, oszlopot és korrigaljuk az I, készletet!

d,
6 <— a legnagyobb kiilonbség

Rl RZ R3 d 2
F, 8 10 9 40 |1
F, * 6 4 30 |3 <« alegnagyobb kiilonbség
F, 3 4 5 20 |1
40 30 20
d, 2 2 1
Hagyjuk el az F, sort és korrigaljuk R, igényét!
R, R, R d;
F, 8 10 9 40 1
F; 3 20 5 20 1
10 30 20
legnagyobb
kilonbség
Hagyjuk el az I, sort és korrigaljuk R, igényét!
Itt mar csak egy sor van, ezért a lehetséges program:
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R R R,

1 2 :
10 10 20 40
10 10 20

e

A tablazatokat nem szikséges a kihagyott sor és oszlop utan ujra leirni,

elegendd a kihagyott sort és oszlopot athuzni. Ezt mutatja a kovetkezd
tablazat:

40 10 30 10 20

R, R, R, R, d 4, d,
FITs] [o]° [o]” [2]{]%0 %0 0] ¢ 1t 1
= 120 £ 4 10 20 2 2
l2 m U = IU IJU J J
P a5 ; 5t >———+
3

10

1

4, 2 2 1
d,| 2 2 1
4| 5 6 4

Tehit egy lehetséges megoldas:
x;; = 10, x;, = 10, x;5 = 20, x,, = 10, x,; = 30, x4, = 20, a t6bbi értéke 0.
A szallitasi koltség:
K=10-8+10-10+20 -9+ 10 -2+ 30 -1+ 20 -4 =490 ¢ Ft.

A modszer elénye, hogy a megadott példak nagy szazalékanal a kapott
bazismegoldas egyben optimalis megoldas is. Ezért a nagyméretd felada-
tok kozelité megoldasat gyakran igy hatarozzak meg.

5.3.3. Optimalitas-vizsgalat
Lehetséges bazismegoldast mar elé tudunk allitani. De nem tudjuk, hogy
az optimalis-e. A szimplex tablanal a dualis valtozok leolvashatok és abbol
tudjuk eldonteni az optimalitast. A dual valtozok értékei itt nem lathatok,
de kiszamithatjuk értékiiket, mert a primalbazisban 1év6 valtozokhoz tar-
toz6 dudl feltételek mindig egyenl6ség formajaban teljesiilnek.

Az optimalitas vizsgalatihoz felhasznalhatjuk a 4.3. pontban b), c), d)
megallapitasokat és kimondhatjuk a kovetkezé tételt.
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Tétel: A szallitasi feladatx " =[x“’x12) ---,xmn] lehetséges megoldasa és a

, SRS T T , ,
dudl parjanak|u ,v ]Z[ul,uZ,---,u v, “',Vn] megoldasa akkor és csak

m?
akkor optimalis, hau; +v; =| c;
Bizonyitas: Ha x ¢s [ET, KT] optimalis megoldas, akkor a dualitas tételé-

bél kovetkezik: [u”,v" ] [1 =c’x

I

, Ay R . . T T T
Felhasznalva A |2 Osszefuiggést, kapjuk [u ,v |- X=C ‘X.
5 t

Mivel x>0, ezért

Ratérve a koordinatikra:

i j ij|»

ahol ¢; k6tott elem, hiszen a feladatnak u, €s v; lehetséges megoldasa.
A fenti tételt a kovetkez6képpen alkalmazhatjuk az optimalitas ellen-
Orzésére.

1. A kotott értekehez felitjuk az u; +v; = feltételi egyenlete-

ket. igy egy m + n — 1 egyenletbdl all6é m + n ismeretlent tartalmazo
egyenletrendszert kapunk.
2. Az egyik ismeretlen értéke szabadon megvalaszthaté. Legyen u, = 0,

akkor a tébbi —u, vagy — v, szerint szamolhato.

3. Ha az igy kapott u;, v; értékek minden (i, j) parra kielégitik a dudl-
feladat tobbi feltételeit is, azaz: u; + v; < c; teljesiil, amit gyakorlatban
¢; — (w + v) = 0 alakra hozhatunk, akkor a primal feladat lehetséges
bazismegoldasa egyben optimalis is.

4. Az optimalis megoldashoz tartozé koltséget a chiixﬁ kifejezéssel

i=1 j=1
szamoljuk ki. ’

5. Ha van olyan c;, hogy ¢; = (u; + vj) =0, akkor a primdl feladat cél-
figgvény értéke csokkenthetd. (A program javithato.)
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Az igy meghatarozott dual valtozokat potencidloknak nevezi a szakirodalom.

Az optimalitas kritériuma tehét: ¢; — (u, + v;) 2 0.

Vizsgaljuk meg, hogy a 4.3.2.2 pontban eléallitott bazismegoldas op-
timalis-e! (Tudjuk, hogy nem optimalis, hiszen a Vogel-Korda médszerrel
kapott koltség kevesebb.)

Induljunk ki a lehetséges bazismegoldasbol:

R, R, R, R,
F, 40 10 9 10 50
F, 0 10 20 10 30

3 20 5 1 20

40 30 20 10

Itjuk fel a potenciilrendszert! Felirhat6, mert a kotott helyek szama 6 és ez
egyenlé az m+n—1 kritikus szammal.

u +v, =8
u +v,=2
u,+v, =1
u,+v,=06
u, +vy=4
u, +v,=4

Legyen u, = 0, akkor v, =8, v, =2,u, = -7,v, = 13, v; = 11, u; = -9.
Szokas szerint ezt a disztiribucids tablazat szélén tintetjiik fel és igy
egyszertbb is a szamitasuk.
Nézztk: A tablazatban csak a kotott elemeket hagyjuk meg és induljon
ki az u, = 0-bdl:

vi=8 v,=13  v,=11 v, =2 uytv,=8—>v,= 8
u, =0 8 2 wytv,=2->v,= 2
u, = —7 1 6 4 w,t+v=1->u,=-7
u; = —9 4 w,+v,=6—>v,= 13

u,tv;=4—->v,= 11
ut+tv,=4—->u,=-9
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Vizsgaljuk meg a ¢; — (u; + v) értékeket, ehhez csak a koltségelemekre és
potencilokra van sziikség ¢€s indexként c;-hez irjuk. c;

u, 8 13 11 2 10-0+13) =-3
0 10, 9, 9—(O+11) =-2
-7 10, 10-(-7+2 = 15
-9 | 3, 5, 1, 3-(-9+8) = 4
5-(9+11) = 3
1-(-9+2 = 38

A libindexek azt mutatiak, hogy mennyivel viltozik a szdllitisi kiltség, ha arra a
helyre egy egységgel tobb szdllitdst terveziink.
Lathat6, hogy van olyan (i, j) par, amelynél

i — (u, + Vi) <0

teljestl, tehat a program nem optimilis.

5.3.4. Huroktranszformacio
Tovabbi transzformacioval kell javitani a bazismegoldast. A transzforma-
ci6 (vektorcsere) egy sajatos moédjara ad lehet6séget a szallitasi modell
specialis struktaraja.

Tegyiik fel, hogy a disztribtcids tablan egy nem optimalis megoldas
lathat6. Az eddig elmondottakbol tudjuk, hogy minden x; bizisvaltozéhoz
tartozik egy n kotott elem és forditva. A javitast célzé bazistransz-

formaciot ugy végezzik el, hogy a kotott elemek kozil egyet szabadda
tesziink és egy szabad elemet lek6tiink. A valtoztatast agy kell megtenni,
hogy a szallitott mennyiségek 6sszege sor és oszlopiranyban ne valtozzon.
Ezt a kévetkez6 1épéssorozattal érhetjiik el:

a) Induljunk ki egy szabad c; elembdl és ezt kossiik Gssze egy ugyanab-
ban a sorban 1évé ¢, kotott elemmel, amelynek az oszlopaban tovabbi
kotott elem van!

b) Ezt a ¢, elemet késsiik 6ssze az oszlopanak egy olyan ¢, kétott ele-
mével, amelynek soraban még van tovabbi kotott elem!

©) A c,-bdl folytatva addig ismételjiik az a), b) lépést, mig vissza nem
jutunk a c; elemre.

Az gy kapott alakzatot kérnek vagy huroknak nevezi a szakirodalom.

Definicié: A disztribicios forma olyan vektorrendszerét, amely a disztri-
bucids tablazat barmely sorabdl és oszlopabdl tartalmaz elemeket, ponto-
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san kettOt, huroknak vagy komek nevezzik. Kor vagy hurok a disztribtcios
tablazaton olyan torétt vonal, amely egy szabad helyrdl indul ki és dgy jut
oda vissza, hogy a téréspontokban csak kotott elemek vannak.

Egy lehetséges bazismegoldast kijelolé tablazatban — amelyben m+n—1
kotott elem van — minden szabad elemhez egyértelmien szerkesztheté egy
hurok.

Példaul a feladatunk esetén: a ¢, c,,, C,y, ¢;; csicspontokhoz tartozé hurok

lathato:

8 10 9 2
) J
] . ©
3 4

5 1

egy szabad elem, a tObbi kotitt hely.
E cstcspontokhoz tartozé vektorrendszer a 4.3 pontban ismertetett
szimplex tablazatban lathato:

|:€1:| [ez} {ez} |:€1:|

5 5 5 .

€2 c2 €1 €1

Az ilyen hurok vektorai linearisan nem fliggetlen rendszert alkotnak, tehat
cstucspontjai kozil legalabb egy nem tartozhat a bazis vektorai kozé (sza-

bad hely). A vektorcserét ezért a hurkon fogjuk elvégezni a kovetkezd
modon:

1. Olyan hurkot készitiink, amelynek a szabad helyéhez tartozé c; — (w
+ v) negativ. Ilyen hurok mindig van, ha pontosan m+n—1 kotott
helyet jeloltink ki.

2. Az elemi baziscserét a hurok téréspontjain végezzuk.

3. Legyen egy hurok négy cstcspontja ¢, ¢, Cy, €4, ahol ¢; szabad hely,
a tobbi pedig xy, x,, X, bazisvaltozokkal van lekotve. Ha ¢; oszlop-
vektora bazisvaltozé lesz és értéke d értéket vesz fel, akkor ez a val-

tozas végigeylrizik a hurkon. Ezért a valtozok értékei:
x; =d,x; —d,x, +d,x; —d

A koron szemléltetve az elmondottakat:

d X, —d
Cjj -
x,:—d X +d
’.“ < C rli]

g g
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A valtozas ilyen médon valé végiggylriztetése maga a transzforma-
cio.

4. A transzformaci6 csak akkor felel meg a vektorcsere kovetelményé-
nek, ha d szamértékét a szabad elembdl kiindulva a paratlan szamu
torésponthoz tartozé bazisvaltozok legkisebbikével, azaz d =
min(Xy,, X,,--,) azonositjuk. Bz adja a mar korabban értelmezett szlik

keresztmetszet.

A transzformacié utan kapott lehetséges bazismegoldas optimalitasat Gjbol
vizsgalni kell.

Az elmondottakat szemléltessiik a feladatunkon.

A tablazatban lathat6, hogy tébb negativ index is van, véalasszuk a na-
gyobb abszolat értékit és ez legyen a hurok szabad helye: A szabad elem
szomszédjai és utana minden masodik cstucshoz tartozé x-k legkisebbike
d=min(10;40)=10, ezért tizzel tudjuk valtoztatni a hurok mentén az érté-
keket.

40 - 10 3() - 10
T s = T s

o 10 10 « 6

Igy a 10 kotott hely, a 6 szabad hely lesz. Az Gj bazismegoldast jeldljiik egy
4j disztribicids tablazaton és ellendrizzik, hogy ez a lehetséges 4j megol-
das optimalis-e? Ellenérizziik a kétott helyek szamat és Gjbol szamoljuk ki
a potencialokat és a labindexeket!

U 8 10 11 2

0 30 10 9., 10 50
—7 10 6 30
-6 3, zo 5, 1. 20

40 30 20 10

w
H
N}
S
—_
(e}
—_
15
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Lathato, hogy a c;; helyen van negativ labindex, ezért még mindig nem
optimalis a megoldas. Keressiink kort vagy hurkot a 9-es koltségelemhez,
allapitsuk meg a d értékét és hajtsuk végre a vektorcserét a hurok mentén!

5\9\10 S 9]
1 \
}S\Z'O «— 45&

Az 4j bazismegoldas a hozzatartozé potencialrendszerrel és labindexekkel:

v 8 10 9 2

]

0 3 T e 2 S 1

~7 w6, 4, 10 5 30

-6 3, [4]” 5, 1, 20
40 30 20 10

Az iteracio sorozata maris véget €rt, mert ¢jj — (uj + vj) minden (i, j) parra
nemnegativ.

A feladat optimalis megoldasa: x,; = 10; x,, = 10; x5 = 20; x,, = 10;
X, =30; x5, = 20; a tobbi értéke nulla.

K=10-8+10 -10+20 -9+ 10 -2+ 30 -1+ 20 -4 = 490.

Ez a megoldas megegyezik a 4.3.3.3 pontban ismertetett ,,Vogel-Korda”
téle kozelité megoldassal, tehat ezzel a modszerrel most is optimalis meg-
oldast nyertiink.

5.3.5. Alternativ optimalis megoldasok
Ha egy elosztisi feladat optimalis  tablajaban gy, vagy 1tobb szabad belyen
cij = (i T vj) = O reldcid teljesiil, akkor alternativ megolddsok léteznek, amelyeket
tovdbbi transzformdcioval kell meghatdrozni.

Oldjuk meg a kovetkez6 feladatot:

R, R, R, R,
F, 5 3 1 1 60
F, 1 4 2 4 40
F, 4 3 6 6 20
10 30 50 30 120
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Jeloljink ki egy lehetséges megoldast a ,,Vogel-Korda” modszerrel:
R) d, d, d,

30 20 0 O o]

R R,
I —1 3
J J 1 |_| \VJ \VJ Z
OO [0 [2]7 40 3001 2 2 2
4 4
1(
3

2

N &

,_
D
P
[ €8]
P

i 120 4 20 1 2 2
E. & 6 20 3 3
10 20 3( 120

d, 0 1 3
d, 0 1 3
d, 0 1
d, 1 1

A kotott helyek szama 6, ez megegyezik az m + n — 1 kritikus szammal:
Tehat ez egy lehetséges bazismegoldas.

Vizsgaljuk meg, hogy optimalis-e ez a megoldas. Hatarozzuk meg a
potencialrendszert és a labindexeket:

v, 0 3 1

]

0 5. 3, [i]” BE 60

=]

1 10 10 20 4, 40
0 4, 20 64 64 20
10 30 50 30 120

Mivel a labindex értékek c; — (u; + v)) 2 0 koz6tt nincs negativ szam, ezért
a program optimalis.
Az optimalis megoldas:

x5 = 30, x,, = 30, x,; = 10, x,, = 10, x,5 = 20, x5, = 20.

Vektor formaban: x,, = [0, 0, 30, 30,10, 10, 20, 0,0, 20, 0, 0] .
A hozzatartozo koltség:

K=1-30+1-30+1-10+4 -10+2 -20 + 3 -20 = 210.

Viszont c,-h6z tartozé labindex 0, tehat alfernativ optimuma van.
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Készitsiink a 0 labindex® helyre hurkot, az Gj lehetséges megoldashoz
a potencialrendszert és labindexeket:

u; 0 3 1 1
Vi
0 5 s 10 20 30 60
1 10 4, 30 4, 40
0 4, BE 65 6 20
10 30 50 30 120

Itt egy masik optimalis megoldas lathato:
x,, = 10, x5 = 20, x,, = 30, x,, = 10, x,5 = 30, x5, = 20.
Vektor szimbélummal: x,, =[0,10,20,30,10,0,30,0,0,20,0,0].
A koltség pedig:
K=3-10+1:20+1-30+1 -10+2 -30 + 3 -20 = 210.

Az 6sszes optimalis megoldas:
x" = [0, 0, 30, 30, 10, 10, 20, 0, 0, 20, 0, 0,] + (1 — 1).[0, 10, 20, 30,
10, 0, 30, 0, 0, 20, 0, 0], ahol 0 < A < 1.
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5.3.6. A disztribuciés megoldas Iépéseinek 6sszefoglalasa

1. Felinjuk a feladat disztribicids induldtablizatat (4.3.1).

2. Megvizsgiljuk, hogy a feladdhelyek kapacitisa egyenld-e a rendeltetési helyeik
igényével (X t, = X 1).

3. Lebetséges bazismegolddst készitiink (4.3.2).

4. Meghatirozzuk az elsd potencidlrendszert (4.3.3).

5. Megvizsgaljnk ag optimalitast (c; — (w, + vy) 2 0).

6. Ha nem teljesiil az optimalitas kritérinma, akkor kivalasgink a3t a vektort,

amelyre ¢;; — (0, + v)) < 0 a legkisebb, és a hozzdtartoxd ,,hurkon” elvégez-

ik a vektorcserét.

e Megrajzoljuk ehhez a szabad elemhez tartozé ,hurkot” és azok
csucspontjait elGjellel latjuk el.

o Vgrehajtink a javitast 7gy, hogy a negativ sarkon levd mennyiségek kol
a legkisebbet programozzuk dt.

e Uj tablazatra irjuk at az Gj programot. Mindig tigyelni kell arra,
hogy az 4j tablazatban m+n—1 kritikus szamnak megfelel6 sza-
mu kotott hely legyen.

7. Az iterdciok sorogata akkor ér véget, ha az optimalitds feltétele teljesiil. Ext a

tabldzatot optimalis tablazatnak nevezziik.

Az optimalis megoldds kiirdsa.

9. A szallitasi kiltség a kiltségfiigarénybol hatdarozhatd meg (Rotitt elemek és a
bazisvdltozok s3orzatosszege).

&0

5.4. A szallitasi feladat altalanositasa és Solver

programmal valé megoldasa.
Eddig azt az esetet targyaltuk, hogy a feladok készlete megegyezett a meg-

rendel6k igényével. Ez altalaban nem teljestl.

Tegytk fel, hogy a 4.2. pontban talalhat6 példaban a masodik feladonak
40 tonna a készlete és azt, hogy az els6 feladotdl a 2. megrendelének tech-
nikai okok miatt nem lehet szillitani. Viszont szeretnénk, ha a 3. felado6tdl
minden arut elszallitanank (hiszen az a ségorom!).

Ekkor biztos, hogy valamelyik feladénal marad aru, ezért nem egyenléség

formajaban kell megfogalmazni a feltételi egyenleteket!
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Igy tehat a modell:
X, +x, +x; +x, < 50
Feladokra: Xy tXx, +Xx, +Xx, < 40 Azért =, mert mind-
Xy tXx;, +xy; +txy, = 20
et el kell szallitani.
X, +x, +x,; = 40
Rendel6kre o txp tap = 30
X; +X,; +x3 = 20
X, +x, +x, = 10

Itt minden igény teljesithetd, hiszen a készlet tobb mint az igény!

Valamint X, =0, mert az els6 feladé nem szallithat a 2. megrende-
l6nek.
Célfiiggvény:

8x,, +10x,, +9x,; +2x,, + x,, +6x,, +4x,; +10x,, +3x;, +4x;, +5x;; +x;,, > min
Ha az igény nagyobb, mint a készlet, akkor az igényt kifejez6 relaciok (az-

az a rendel6kre felirtak) lesznek < értelmaek!

A szallitasi feladat specialis linearis programozasi feladat, ezért az EXCEL
tablazaton az adatokat és a valtozdokat is érdemes tomoren, matrix forma-
ban kijelolni. A kévetkez6 EXCEL képerny6 mutatja ezt a célszerti elhe-
lyezést.

Kilon vegytink fel koltségmatrixot és a valtozok matrixat is.
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14 - e
A E | C D E | F ceetkesméec[ T H
1 |=zallitasi feladat
2 K altzégFtit
3 | Rendeldk
4 Feladsk R k2 R3 R4 K észlet
5 F1 2 10 9 2 50
& Fz 1 & 4 10 40
7 F3 3 4 5 1 20
g [Tatny 40 30 20 10
9 Waltozdlo: 304
10 Feladdl Rl RZ R3 R4 Egyenlet baloldala
11 F1 10 0 20 10 40
12 F2 30 10 0 0 40
13 F3 0 20 0 0 20
14 40 30 20 10[Egyenlet baloldala
15
16 |Oszzes széllithsi ksltzég 450
17
18
I; 4 ¢ H[\Munkal ¢ MunkaZ & Munkas / KR

Rajz~ [p | Alakzatok~ ™. ™ [] 2 Al ==
.EE‘Startl I Microsoft Excel - 5.0 L...

Legyen a valtozok matrixa a C11:F13 tartomany, a felhasznalt egyenletek

baloldala pedig a matrix melletti G11:G13 illetve alatti C14:F14 tarto-
manyban, a célfiigevény képletét pedig D16 cellaba irjuk be. Ez elhelyezés
azért célszerd, mert a szoban forgod egyenlStlenségek baloldalat a )’ fiige-
vénnyel irhatjuk le.

Ezutan kell meghivni a Solver programot és értelemszerden elhelyezni a
modell elemeit.

Ne feledkezziink meg az x,,=0 egyenl6ségrol és a beallitasokrdl sem!
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5.5. Médositott maximumfeladat
Ha egy szallitasi feladatban a célfiiggvény maximumat kielégité megoldast
kerestink, vagyis

z Z C; X —> maximum a cél,

i=1 =1

akkor maximumfeladatrél beszélunk. Ekkor a disztribuciés modszernél
célszert ugy eljarni, hogy a célfiiggvény —1-szeresét vessziik és annak ke-
ressik a minimumat. Ez azt jelenti, hogy a disztribicios tablazatban a
koltségelemek negativok lesznek. Az optimalizacios eljarast erre a tablazat-
ra végezzik el.

Természetesen a Solver programnal a maximumot kell bejel6lni.
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6. Egészértékii programozas

6.1. Az egészértékii programozasi feladat fogalma
Az eddig targyalt programozasi modelleknél feltételeztiik, hogy a valtozok
barmely nem negatfv valés értéket felvehetnek.

A gyakorlatban sokszor el6fordul, hogy a programozasi feladatban a
vdltozik csak egész, értéket vehetnek fel (pl. a modellben egy nagy értékd gép
valtozoja, egy-egy beruhdzasi valtozat stb.). Ha a modellben szereplé min-
den valtozora elbirjuk az egészértéklséget, akkor #is3ta egészértékii feladatrol
beszéliink, ha viszont csak a valtozok egy része egészértékd, akkor a fel-
adatot vegyes egészértékii programozasi feladatnak nevezzik, ha pedig azt is
eléirjuk, hogy a valtozok csak 0 vagy 1 értékeket vehetnek fel, akkor 0-1
egészértékii vagy bindris feladatnak mondjuk.

Vizsgaljuk meg kozelebbrdél a kovetkez feladatot:

) x>0
[x]l=x; =1,...,n)
b) A-x <b

C) gT * X —> max.
Ez lényegében egy linearis programozasi feladat azzal a kikétéssel, hogy a
valtozok adott feltételeken belill is csak egész értékeket vehetnek fel. (Egy
valtozé egészértéklségét az [X]] = xj egyenlSséggel fogalmaztuk meg, ahol
— az analizisbdl jol ismert — [x] jel azt a legnagyobb valés szamot jelenti,
amelyre [x] < x. Példaul [3,6] = 3; illetve [0, 2] = —1).

Tovabba kikétjiik, hogy az A elemei és a b komponensei egész sza-
mok. (Ezt elérhetjik megfelel6 konstansokkal valé szorzassal.)

A megoldas elsé fazisaban figyelmen kivil hagyjuk a valtozdkra
vonatkozé egészérték kikotést. Igy megkeressiik a modell Gn. folytonos
optimumat. Ha folytonos modellnek nincs optimalis megoldasa, akkor az
cljarasunk véget ért, mert akkor az egészértékd feladatnak sincs
megoldasa.

Ha van optimalis megoldasa a folytonos modellnek, akkor két eset
lehetséges:

e Az optimalis megoldas valtozo6i mind egészértéklek. Ekkor a diszk-

rét optimum megegyezik a folytonos optimummal.
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e Nem minden valtozé értéke egész szam.
Ez utébbi esetben a lehetséges megoldasok halmazat addig szakitjik, mig
a folytonos optimumhoz ,legkézelebb levé” olyan programhoz nem ju-
tunk, amelyben a valtozék mar mind egész értékek (racspontok).

A problémat a kovetkezé abran szemléltetjitk

C a folytonos modell optimélis megoldasa

Lathatjuk, hogy a folytonos megoldas optimum helye C, nem racspont. A
halmazt sztkiteni kell. Ezt ugy végezhetjik el, hogy alkalmas médon 4j
korlatozo feltételek bevezetésével az eredeti halmazbdl lemetszink egy
részt. A szlkitést mindaddig folytatjuk, amig egészértékli megoldashoz
nem jutunk. Két médszert mutatunk be a szlkités elvégzésére:
e Gomory-féle vagasi modszer tiszta egészértékd feladat megoldasa-
ra
o Szétvalasztas és korlatozas modszere vegyes egészértékd feladat
megoldasara

6.2. Egészértékii feladatok megoldasa Gomory-féle

vagasi modszerrel
Az eljaras Iényege:

1. A sgimplex tablazatban eldallitiuk a ,folytonos” optimalis megolddst (ha léte-
Zik!). Ha nem léteik, akkor nincs egészértékii optimalis megoldds sem.

2. Ha az optimlis megolddsban minden viltozo egész, akkor megkaptuk a feladat
egésertékii optimumat is.
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3. Ha nem minden viltozd egész a folytonos optimalis megolddsban, akkor valamely
1irt értékii bazisvaltozd sorabdl mets3d feltételt készitiink és csatoljuk ag optimi-
lis tablazathoz,.

4. A kiegészitett tablazatban elddlliink az 1y optimalis tablazatot. Mayd folytatjuk
a 2. vagy 3. lépéssel.

A metszési feltétel elGallitasa:
Tegyiik fel, hogy az x; nem egész, azaz a b, nem egész és az /~edik soranak
az alabbi feltétel felel meg:

%, ta,x, + ... +a,x, <b,
akkor ehhez tartoz6 Gomory-féle vagasi feltétel:
{ail - [ail]}xl + {aiz - [aiz ]}Xz +..F {am - [am ]}Xn 2b; — [bi ]a

ahol | | a szam egész értékét, a { |} pedig a szam tort részét jelenti.
Példaként oldjuk meg a kovetkezd egészértékd linearis programozasi
feladatot.

X(,X,,X5 20, és egész

2x, +x, +3x, <7

X, +x, + X5 <11

z=4x, +1x, +3x; +5x, —>max

Irjuk fel a feladat szimplex tblazatat és allitsuk elé a folytonos modell
optimalis megoldasat!

B, [ x;, x, x; x,
u, 2 1 0 7
u, 1 1 1 0 11
-z | 4 1 3 0
B |x x, X3 Wy
2 1 1 7
X, | = = 0 — —
3 3 3 3
uw, [1 1 0| 11
2
1z z, 5>
3 3 3
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Itt még nem olvashat6 le egy optimalis megoldas, mert —z soraban van
pozitiv szam.

B, | x4 X5 U,
2 1 1
N IR G
3 3 3 3
;[ 1 +1 1 0] 11
7 11 5 134
=L 2 3 22T
3 3 3 3
Ez a tablazat mar optimalis megoldast tartalmaz.
0
0 134

A folytonos modell optimalis megoldasa x. = [,z =——

A Gomory-féle vagasi feltétel az x, valtozora:

(B

¢ 2 1 1 1
Atrendezve: —x, +—x, +—u; = —.
3 3 3 3

Az 4j, kiegészitett tablazat:

B3 X1 X7 u, u; vy
2 1 1 7
x, | = = 0 = 0 -
3 3 3 3
x| 1 +1 1 0 0| 11
12 1 1 1
= — 0 - 1 -
1 3 3 3 3
S T S P BN S
3 3 3 3
L2 1 1
12 Lo Loyl
3 3 3 3
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B, 4’1* Xy U, W Vi

Xy 0 0 0 1 2
1 1 3 21

X, — 1 —— = —
2 2 2 2
1 1 3 1

X, — 0 - —= —
2 2 2 2
15 1 7 261

-z -—— -3 —— —— | ———=-435
6 2 2

P . ) 1 21 ,
Itt optimalis megoldas olvashaté le: x, =2 % =0, x, =5 % =2 és

z, = 43,5.

A B, tablazatban lathat6, hogy x, mar egész, de az x; és x, nem ¢és
z, = 43,5.

Ha csak az x,-re irtuk volna el6 egészértékiséget, akkor ez adna az op-
timalis megoldast. Az egészértékiség elbirasa a célfiiggvény értékének
csokkenésével jart.

Alkalmazzuk a Gomory-féle vagasi feltételt az x, valtozoral

e

1 1 1
azaz —x, +0u, +—u, +—v, =2 —
2 2 2 2

Kiegészitve ezzel a B-es tablazatot, kapjuk:

B, X, U, W Vi V2

X, 0 0 0 1 0 2
1 1 21

Xy | — 1 - El 0 —
2 2 2 2
1 1 1

X, — 0 — —é 0 —
2 2 2 2

% 1 1 1 1

_ 0 _ B | _

6 2 2 2 2
1 1

-z ——5 -3 —— —Z 0 | —43,5
6 2 2

- l 0 l l -1 l
2 2 2 2
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B, 52* U W vy Vo
X, 0 0 1 0 2
X5 1 -1 2 1 10
X, 0 1 -2 1 0
X, 0 1 1 =2 1
-z -3 -2 -1 - L 41
6

B, |u, x, v, v,

x, | 0 0 1 0 2

x, | 1 1 3 =1 11
x, | O 0o -2 1 0

u, | O 1 1 =21 1

-z |-3 -2 -1 —-1]|-43

Tehat a tiszta egészértékd feladat optimalis megoldasa:

x,=0,x,=0,x;, =11, x, = 2,7,= 43

6.3. Vegyes égész értéki linearis programozasi
feladatok megoldasa korlatozas és
szétvalasztas modszerével

6.3.1. A korlatozas és szétvalasztas modszer lényege
A modszer alapelve az, ha egy feladatot nehéz megoldani, akkor bontsuk
részekre és oldjuk meg azokat kilon-kiilon.

A szétvalasztas arra utal, hogy a feladatot részfeladatokra bontjuk agy,
hogy a részfeladatok lehetséges megoldasainak halmaza részhalmaza az
eredeti feladat lehetséges megoldasi halmazanak, a célfiiggvénye azonban
az eredeti feladat célfiiggvényével azonos.

A kotlatozas a maximumfeladat esetén azt jelenti, hogy a részfeladatok
optimalis célfiggvény-értékére valamilyen modszerrel korlatokat hataro-
zunk meg. Ha egy résgfeladat célfiiggrényéneke felsd korldtia nem nagyobb az eredeti
feladat ismert lebetséges megolddsathoz tartozd célfiigovény-értékeknél, akkor a résyfel-
adat tovabbi vigsgdlatatdl eltekintiink.
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Nézziik a kdvetkez6 példan a grafikus szemléltetésben az elmondotta-
kat:
X,,X, 20, és egész
4x, +2x, <20
-x, +2x, <4
z=8x, +5x, —> max

%
\2=40

5.3.1. abra. Szétvalasztas és kotlatozas

Az eredeti feladat célfiggvény értéke:
z=8-32+5-3,6=2506+18=43,6

Tehat az eredeti feladat megmutatta, hogy a részfeladatok
célfiigevényértékek felsé korlatja 43.

Az abran lathatd, hogy az L, részfeladat optimalis megoldasa egyben
egészértékl megoldas is. (4; 2), z(L,) = 32 + 10 = 42.

Az L, halmazon (részfeladat) egészértékd optimalis megoldasa (3;3) le-
het (a célfiiggvényt az origd felé kell mozgatni) és z(L,) = 24 + 15 = 39.
Ez kisebb, mint az el6z6 megoldas, ezért az eredeti feladat optimalis meg-
oldasais x; = 4,x, = 2 és 7, = 42.

A részfeladatokra bontas tébbféleképpen is elvégezhets. Az egyik leg-
gyakoribb mddszer, hogy a folytonos optimalis megoldasnak valamely tort
értékl valtozojaba irunk alsé és felsé korlatot.
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Binaris valtozéju feladatoknal az x; = 0 vagy x, = 1 feltételek csatolasa-
val kapunk 1) részfeladatot.

6.3.2. Vegyes egészértékii feladat megoldasa
Nézziik tehat a vegyes egészértéki feladat modelljét:
A -x+A,y<b
X,y Q_
y vektor komp(_)nensei egész sza-

mok.

T T
z=¢C; 'X t¢C, -X—)max

(Tovabbiakban y;-val jeloljik az egészértékd valtozokat.)
A megoldas gondolatmenete:

1. Elddlliink a feladat ,folytonos” optimdlis megolddsat. (ha létezik). Ha nem
letezike, akkor azg; egészértékil feladatnak nines optimidlis megolddsa.

2. Ha a ,folytonos” optimlis megoldisban ag y; viltozok egészek, akkor megkap-
tuk a kitiizott feladat optimalis megolddsdt.

3. Ha van nem egés3 a3 )y, vdltozok ko3itt, akkor exen viltoxdkra irunk eld als
és felsd korldtot: 'y, < [yon illetve y; = [inJ+l és exeket az eddigi feltételrend-

szerhez csatolva két 1ij 1653 feladatot kapunk:
Ez a szétvdlasztis alapja:

Az egyik feladat: a masik feladat:
Ap-x+A,y<b Ap-x+A,y<b
Yj < [Y()jJ Y 2 [YO;J+1
y egész y egész
z=g1T-§ +g§-y—)max z=g1T-§ +g§-y—)max

4. Megoldjuk az igy kapott feladatokat, mint folytonos nodellt.
5. Agzon az dgon haladunk tovdbb, ahol a célfiiggvény nagyobb és folytatink a 2. vagy
3. lépéssel.
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A modszer gyakorlasara nézzik a kévetkezé feladatot:

+ +

xlax29x3€R 9y1€N
2x, +x, +3y, <7
X, +x, +x, <11

z=4x, +x, +3x; +5y, —>max

Tehat azt varjuk el, hogy y, valtoz6 egész szam legyen.
Folytonos megoldas optimalis tablazata:

B, | x4 X2 u, Uy
2 1 1 7
ul _ 0 _ L
s 3 R E
X, 1 1 1 0 11
N A I B
3 3 3

Az optimalis folytonos megoldas:

7 . . .
x,=0,%x,=0,x; =11, y, :g ez még nem egesz, ezert

7 7
y1ﬁ[g}=2, ylz[g}n.

A szétvalasztasra irjuk fel a két feladatot:

2x, +x, +3y, <7 2x, +x, 3y, <7
X, +x, +X, <11 X +x, +y; <11
Vi <2 v, >3

7y =4x, +x, +3x, +5y, —>max Zh=d4x, +x, +3x, +5y, —>max
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majd oldjuk meg:

A szétvalasztas egyik aga: y; < 2

Vissza

4123 p

A szétvalasztas masi aga: y; = 3

B, | xy x5, x5 'y By |xy X x5y vy
u, 2 1 0 3 7 u (2 1 0 3 7
w, |11 1 0 |1 w, |1 1 1 0 1
u, [0 0 0 2 ay [0 0 o [1] -1]3
-z 14 1 3 5 |0 -z 4 1 3 5 010
B, |x;, x, x; u, A szik keresztmetszet nem az u;-
u, |2 1 0 =31 ban van, a feladatnak nincs lehet-
w, |1 1 0 1 ségﬁs meg()ll((iiésa, tehat nincs opti-
s lo o 0 1 ) malis megolddsa sem.
-zi 4 1 3 =5]-10
B, X4 Xp Uy U;
a, [[2] 1 0 =3| 1
x, |1 1 1 0|11
v, lo 0o o 1] 2
-z |1 -2 -3 -5|-43
By |y x u, wuy
1 1 3 1
X, — — 0o —-——=| —
2 2 2 2
1 1 31 21
x5 |-— = 1 +=2] =
2 2 2 2
v, |0 0 o 1] 2
£ 1 5 7 87
-zl | —=— == -3 ——|-—
2 2 2 2

A Bj; tablazatbol lathatd, hogy a feladatnak van optimalis megoldasa:

0,5
x=| 0 y=2.
10,5

Lathato, hogy ez a megoldas kielégiti a feladat feltételeit.
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6.4. Hozzarendelési feladat

A linedris programozdsi feladatoknak azon specidlis tipusdt nevezziik hogzdrendelési
feladatoknafk, amikor minden egyes erdforrdst (pl. munkaerd, gép, tarolohely stb.)
egyetlen egy adott tevékenységhez; rendeliink hozzd.

6.4.1. Alapfeladat és megoldasa
A hozzarendelési feladat alapmodellje a kovetkez6 gazdasagi feladat for-
majaban fogalmazhaté meg:

Egy dizemben n munfkds dolgozik és a mithelyben ngyanannyi munkafeladat van.
Mindegyik munkds elvileg képes barmelyik munka elvégzésére, de a kiilonbozd mun-
kafeladatot kiilinbozd koltségekkel tudjak elvégeni.

Kérdés: Melyik munkas melyik munkafeladatot kapja, hogy a munkdk
elvégzésének Osszkoltsége a lehetd legkisebb legyen?

A probléma matematikai modellje a kovetkez:

Vezesstik be az x; viltozot azzal a feltevéssel, hogy x;=1, ha az i-edik
munkas a j—edﬂf munkit végzi és x;=0, ha az i-edik munkds nem a j-edik
munkat végzi. Igy az x; véltoz6 csak két értéket vehet fel, O-t és az 1-et.
Ha c; jelenti azt a koltséget amellyel az i-edik munkas j-edik munkafelada-
tot végzi el, akkor keressiik a

n n
ZZCUXU linearis figgvény minimumat a

i=l j=1
>x;=1 (= 1.2,..,n),
i=1

D oxy =1 (i=12,..n),
j=1

x; =0 vagy x; =1
feltételek mellet.

Lathatd, hogy ez egy specidlis linedris egészértékii programozdsi feladat,
amely egyben egy specidlis szallitdsi feladat is, amely nemcsak szimplex méd-
szerrel, de disztribtciés modszerrel is megoldhat6. Azonban a megoldas
mindkét esetben hosszadalmas és nehézkes a fellépé degeneraciok miatt.
Joval egyszerGibb a hozzarendelési feladat megoldasa a sgétvdlasgtdas és
korlatogas mddszerével.

A modszer alapjat képezé fogalmakat és eljarasokat egy konkrét pél-
dan mutatjuk be:

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4124 p



Operaciokutatas Egészértékl programozas

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 125 p

Tegytk fel, hogy 6t munkas kozott kell felosztani 6t munkat agy, hogy
mindegyik munkas egy és csakis egy munkat kapjon.
Legyen a kdltségmatrix:

(8 10 7 8 13
7 8 7 11 15
C,=|16 13 9 5 8
1 10 7 7 13
115 8 10 11 18]

Konnyebben tudnank a szétvalasztast elvégezni, ha jol lathaté volna a
legkisebb koltségt hely soronként és oszloponként. Ezt elérhetjik, ha az
egyes oszlopok minden elemébdl vonjuk le az illet6 oszlop legkisebb ele-
mét (7, 8, 7, 5, 8). Bzt redukciénak nevezzitk. Igy a redukci6 értéke
k,=7+8+7+5+8=35.

5
-
0
5

Hﬁ

Il
X H~ O O =
S D Ul O N
W O NN O O
AN N O &N W

10

A sorok szerint mar nem kell redukalni, mert minden sorban a legkisebb
érték 0.

Ha a hozgzdrendelést azon a helyen tudnank elvégezni, ahol most 0 all,
akkor megkapnank a feladat optimalis megoldasat, azaz k =35 értéket te-
kinthetnénk a célfiggvény alsé korlatjanak.

Probaljuk meg a hozzarendelést! Talan ,,ranézéssel” is megallapithat-
juk, hogy melyik hozzarendelés a legjobb: Keretezzilk be a programba
bevont értékeket (a general6 elem mintajara):

1 2 5
[0] o 7
9 5 2 o] o

2 o] 2 s

'8 [o] 3 6 10]
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Tehdt négy olyan helyet taldltunk, ahol ¢;=0, az 6tédiket kell csak ugy
megkeresni, hogy a lehet6 legkisebb legyen a koltség. Itt kényszerlépésben
vagyunk, mert ez a hely csak az els6 sor utolsé eleme lehet. Igy nem tud-
hatjuk, hogy ez a megoldas optimalis-e.

Alkalmazzuk a szétvdlasztis és korlatozds modszerét.

Ennek a modszernek a lényege ag, hogy a lehetséges megolddsi halmazt, azg Lt
két részre bontiuk és becsléssel megdllapitink, melyik tartomdny tartalmazhatia ag
optimalis megolddst.

Az eljirds linyege és menete:

A redukdlt C, matrix minden c;=0 elemére meghatiroxzuk a sordban és a3 0s3-
lopdban talilhatd legkisebb ek 0ss3egét. Exeket ti-vel jelolve, példankban a
kovetkezbk: 1,,=1, 1,,= B, 15,=3, 1,,=1, 13,72, 1,,=2.

Ezek kozul kivalasztjuk a legnagyobbat, ez rs;. Ez jelzi, hogy a koltsé-
gekben itt a legnagyobb a kilonbség, ha x;; értékét O-nak, vagy 1-nek va-
lasztjuk.

Ha x,;=0-nak valasztjuk, akkor ez azt jelenti, hogy a 3. munkasra nem
bizzuk az 5. munkat. Ilyenkor ennek a viszonylatnak a koltsége helyébe
egy végtelen nagy szamot irhatunk, M-t (tilt6 tarifa). Ekkor viszont a kolt-
ségmatrix 5. oszlopat lehet ismét redukalni 5 egységgel. Ez megegyezik az
1,5=5 értékkel. Igy az Gsszes koltségredukcei6 k,= 35+5= 40 lenne. Ez a
célftigevény also korlatjat 40-re emelné. Miel6tt ezt a valtoztatast megten-
nénk, vizsgaljuk meg a masik lehetéséget.

Ha x;; = 1. Ez azt jelenti, hogy a 3. munkasra bizzuk az 5. munkat.
Ebben az esetben torolhetjik is a 3. sort és az 5. oszlopot, hiszen ebben a
viszonylatban mar kiosztottuk a feladatot.

(1 2 0 3 ] 1 2 0 1
000 6 . 00 0 4
Az fgy kapott matrix C, =| . . . . .[>Cy=|. . . .
4 2 0 2 . 4 2 0 0
8 0 3 6 8 0 3 4

A C, matrix 4. oszlopa redukalhat6 2-vel. Ez azt jelenti, hogy itt a kolt-
séanévekedés csak 2 egység. Igy a célfiiggvény alsé korlatja 35-r61 k,=37-
re emelkedik. Az optimalis megoldast tehat a megoldashalmaz abban a
részében (L,) keressiik tovabb, amelyekben az x;,=1.

Szamoljuk ki 4jbol az r; értékeket a C; matrixbol:

1,7 140, 1£,70+0, £, =040 (5= D H0= 3, 1, =0+1, 1, =040, 1, =0+1
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Tehat az x;, értéket O-nak vagy 1-nek valasztjuk.
Ha x,,=0, akkor a koltség k,=37+3 lesz.
Ha x,,=1, akkor elhagyva a masodik oszlopot illetve 5. sort:

1. 0 1
0. . 0 4

C,= . és
4 0 0

k,=37+0=37 lesz, mert itt 0 a koltségredukcid lehetdsége. Tehat ezen az
agon folytatjuk a vizsgalédast.
A C,-re Gjra meghatirozzuk az r; értékeket:

t,,=1+0=1, 1,,=0+0=0, r,,=0+1=1, r,, =0+1=1, r,, =0+0=0.

Itt tobb r érték is azonos. Valasszuk az r; relaciot. Ekkor x,;=0 vagy
x;;=1 esetet valaszthatjuk:
Ha x,;=0, akkor a koltség k;=37+1=38 lesz.

Ha x,;=1, akkor elhagyva az elsé sort és a harmadik oszlopot

0. . . 4

Co=|. . . . .| ésakkor k=37+0=37 lesz, mert megint nem le-

het redukalni a maradék matrixot.

A kg kisebb, mint k;, ezért az optimalis megoldast az x5,=1, x,;,=1
x,3=1 részhalmazban keressiik.

A C, matrixnal egyértelmten latszik, hogy x, =1 és x,,=1 valasztas

b

nem néveli a koltséget.

Tehat az optimalis megoldas: x;;=X:;,=X,;=X,; =x4,=1 és a tobbi valto-
z6 értéke 0.

Meggy6z6dhetink a  C, matrixbol, hogy a koltség ekkor:
8§+8+7+7+7=37.

Ez azgt jelents, hogy ag elsé munkds végzi a harmadik munkdt, a mdisodik mun-
kds azg elsd munkdt, a harmadik munkds ag 0tidik feladatot, a negyedik munkds a
negyedik, az 6todik munkds a mdsodik munkdt és ekkor a koltség 37 egység.
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Az elmondottakat kovessiik végig a kovetkez6 folyamatabran:
A korlitozds és sgétvalasztds midszere:

Ly
Xi]'

Li=1,...0n

\_.___\_'_'__./

ky=35+5 . ky=35+2=37
ky=37+3=40 . k=37H0=37

ke=37+1=38 . ke=37+0=37
k7 =37+8=45 ‘ bkg:r/

5.4.1.1. abra. A kotlatozas—szétvalasztas modszere

;=35

v

v
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6.4.2. A modszer altalanos leirasa
Legyen C= lcijJa koltségmatrix, €s y; a modell valtozéja. Akkor a cél a

kovetkez6formaban fogalmazhaté meg:

mm{zz 1,Y1,|Y1]€{01 Z Vi 12}7”—1}

A szétvalasztas és korlatozas moédszerének lényege:

1.

2.

Redukaljuk a C matrixot. Ezt jeloljik Cy-val. Meghatarozzuk a k,-t. Ez
lesz a koltség also korlatja.
A Cyp matrix minden c;=0 elemére nézve meghatirozzuk az

£, = min{cik [k=1..,j—-1j+ l,...,n}—i— min{ckj [k=1..,i-1i+ 1,...,n} ér-

téket. Az {rii }halmazb(')l kivalasztjuk a legnagyobbat. Legyen ez a i,j;-
edik indexi hely.

A C; matrixot ugy nyerjiikk a Cy-bol, hogy 1,j; helyébe M-t irunk, (ez
azt jelenti, hogy i;-edik munkas nem végzi el a j;-edik munkat, azaz
Xi1j1=0), majd a matrix redukciojat elvégezziik. Mivel a redukci6 értéke
eppen r;; lesz, ezert az Li-hez tartozé koltség also korlatja
k, =k, + £ Ha xi;;=1, azaz az 1;-edik munkas elvégzi a j;-ik mun-
kat, vagyis az L, halmazban vizsgalodunk, akkor ugy jarunk el, hogy a
Co matrixbdl elhagyjuk i; indexti sort és a j; indexii oszlopot.

Az igy kapott C, matrixot ismét redukaljuk. Ha r;; szimbolummal je-
16ljiik a redukalas mértékét, akkor a koltség k, =k, + 11, lesz.

Az algoritmust ugy folytatjuk, hogy azt a halmazt bontjuk tovabb, ahol

a k értéke kisebb. Ezt a 1épéssorozatot addig folytatjuk, mig egyértel-
mien nem tudunk 0 koltségli helyre tervezni.

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4129 p



Operaciokutatas Egészértékl programozas

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza <4 130 p

A megoldas fastruktaraja:

k, 2 koltség also korldtja

Legyen Yij =0 Yij =1

akkor ky, =k, +1,. k, =k, +rij, .

1y 2

Ha k, <k, akkor az L, halmazt bontjuk tovabb hasonléan.

6.4.3. Specialis problémak

Munkasok szama nem egyezik a munkafeladatok szamaval

Ha a munkasok szama t6bb mint a munkak szama, akkor lesznek olyan
munkdsok akik nem kapnak munkat. Ha a munkdsok szama kevesebb,
mint a munkak szama, akkor bizonyos munkafeladatok elvégzésére nem
keril sor.

Ezekben az esetekben a fent megismert megoldasi médszert ugy al-
kalmazzuk, hogy a koltségmatrixot annyi névleges oszloppal illetve sorral
bévitjik, amennyivel a koltségmatrix kvadratikus matrix lesz. A névleges
sorok és oszlopok koltségelemei nullaval egyenldk.

Tiltotarifa a hozzarendelési feladatban.
Ez akkor 4ll el6, ha bizonyos munkakat egy vagy tobb munkas valamilyen
ok miatt nem végezhet el. Akkor is tiltotarifat alkalmazhatunk, ha a mun-
kasok szama kevesebb mint a munkafeladatok szama és bizonyos munka-
feladatokat mindenképpen el kell végezni.

Az elmondottak illusztralasara nézziik a kovetkez6 feladatot:

Hat munkafeladatot négy munkdssal kell elvégezni. Eldiras, hogy a negyedik és a
hatodik munkafeladatot mindenképpen el kell végezni, azonban ag elsé munkds a
harmadik és hatodik munkafeladatot nem tudja elvégezni, a mdsodik munfkds pedig
ag elsd és negyedik munkdt nem végegheti. Hatdirozzuk meg ag elosztdsi tervet 7gy,
hogy az, elvégzett dsszmuntka koltsége a lehetd legkisebb legyen.
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6 8 - 10 7 -
- 5 8 - 11 8

A koltségmatrix: K = .
9 117 9 9 13

8§ 13 5 8 7 11

Megoldds: A koltségmatrixot egészitsiik ki négyzetes matrixa. A két név-
leges munkas koltsége nulla. Mivel eléirtuk, hogy a negyedik és a hatodik
munkafeladatot el kell végezni ezért a névleges sorokban a negyedik és a
hatodik koltségelem értéke a végtelen nagy értéket jelenté M kertljon.
Tiltotarifa keriiljon még az elsé és a masodik sorba is.

(6 8 M 10 7 M [0 2 M 4 1 M
M 5 8 M 11 8 M 0 3 M 6 3
9 11 7 9 9 13 2 4 0 2 2 6
K= =>K,= .
8 13 5 8 7 11 38 0 3 2 6
0 0 M 0 M 00 0 M O M
| 0 0 M 0 M| 0 0 0 M 0 M|

A K, matrix minden sorat csokkentstik az illeté oszlop legkisebb elemé-
vel. Igy mar olyan matrixot kapunk, amelynek minden soriban és oszlo-
paban van legalabb egy nulla. Tehat:

o] 2 M 2 1 M]
M 0 3 M 6 [0]
2 4 0 o] 2 3
K,=
3 8 [o] 1 2 3
0 o] o M 0 M
0 0 0o M [o] M|

A K; matrixon lathaté egy lehetséges megoldas, amely egyben optimalis
megoldas is (sikeriilt 0 koltségti helyre kijelolni a megoldast). E megoldas
szerint az 1. munkis az elsé munkat, a 2. munkas a 6. munkat, 3. munkas
a 4. munkat, 4. munkas a 3. munkat végzi. Tehat a legkisebb koltséggel
akkor végezhet6 el a kijelolt feladat, ha a 2. és az 5. munkat nem végezziik
el. A négy munkafeladat 6sszkoltsége: k=6+8+9+5=28.

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4131 p



Operaciokutatas Egészértékl programozas

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 132 p

Hozzarendelési feladat a célfiiggvény maximalizalasaval

Ilyen feladat akkor fordul el6, ha a matrix elemei nem koltséget, hanem
hasznot jelentenek. Ekkor a munkak olyan szétosztiasa a cél, hogy az
Osszhaszon a lehet6 legnagyobb legyen. Az ilyen feladat is kénnyen meg-
oldhat6 a fenti moddszer valamelyikével, ugyanis a célfiiggvény —1-
szeresének ott van a minimuma, ahol az eredeti célfiggvénynek a maxi-
muma.

Példaként oldjuk meg a kovetkezé feladatot! Egy lovasversenyen egy
csapat négy versenyz6bdl all. Egy-egy 16 teljesitménye nagymértékben
fiige attol, hogy ki lovagolja. Az el6z6 versenyek eredményei alapjan tud-
juk, hogy az egyes versenyzok varhatd pontszama mennyi az egyes lovak
lovaglasa esetén. Ezt latjuk a kévetkez6 tablazatban:

Lovak

Lovasok A B C D
Tibi 980 1020 960 950
Béla 1010 990 1000 1030
Pali 1000 980 950 990
Zoli 1040 970 990 1010

Melbyik lovat ki lovagolja, hogy a lehetd legnagyobb pontszdmot érjen el a csapat? Me-

bik az a minimadlis pontszim, amelynek elérése mindenképpen virhatd?

Az elsé kérdés megvalaszolasa a célfiiggvény maximalizalasa, a maso-
dik kérdésre a hozzarendelési feladat alapmodelljének megoldasa ad va-
laszt.

Az elsé kérdés megvalaszolasa érdekében elsé lépésként szorozzuk
meg a matrix minden elemét —1-gyel. Azutan az igy kapott matrix minden
sorat csokkentsiik az illet6 sor legkisebb elemével. Ekkor egy nem negativ
elemd matrixot kapunk. Harmadik 1épésként a mar igy redukalt matrix
minden oszlopat cs6kkentsiik az illeté oszlop legkisebb elemével. Ezen a
matrixon keresstik az optimalis megoldast a sgétvdlasztds és korlatozas mod-

szerével.
-980 -1020 -960 -950 40 0 60 70
-1010 -990 -1000 -1030 p 20 40 30 O
= = = .
121000 -980 —950 —990 ! 0 20 50 10
-1040 -970 -990 -1010 0 70 50 30
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A P, els6 sorabdl levontunk —1020-t (a sor legkisebb elemét), a 2. sorbdl
—1030-t, a 3. sorbol —1000-t, a 4. sorbol —1040-t, igy kaptuk a P;-t. Latha-
t6, hogy a 3. oszlop még redukalhat6 30 egységgel. Igy kaptuk a P,-t.

40 0 30 70

20 40 0 O L
P,= . A redukci6 értéke k,= —40060.
0 20 20 10

0 70 20 30

Lathato, hogy itt nem lehet olyan megoldast kijel6lni, ahol minden leko-
tott elem O lenne. Ezért vizsgaljuk meg O helyeket.
Képezziik az r értékeket:

30F20=5Q 1,,=20+0=20, 1,,=0+10=10,  r;;=10+0=10,

Az 1, értéke a legnagyobb, ezért el6szor az 1, helyet kell vizsgalni.
Ha x,,=1, akkor Tibi lovagolja a B lovat, ekkor térélhetjiik az elsé sort
¢s a masodik oszlopot. Az igy nyert matrixot redukaljuk:

20 . 0 0

P,=
10 . 20 10
0 . 20 30

Lathato, hogy ez tovabb nem redukalhaté, tehat a k valtozasa 0, azaz k,=
—4000.

Ha x,,=0, akkor Tibi nem lovagolija a B lovat és igy a k=
—4060+50=—4010 lenne, ami nagyobb, mint k, Tehat az el6bbi dgon
haladunk tovabb. A P; matrixban sem jelélheté ki egy olyan megoldas,
ahol minden kotott elem 0 lenne. Ezért értékeljik a P; matrix 0 elemeit:

, 1,,=0+10=10, 1;,=10+0=10, r,,=20+0=20.
Ha x;;=t,akkor a 2. sor és a 3. oszlop elhagyasa utan a 4. oszlop redukal-
hat6 10-zel. Tehat k;= k,+10= —4050.

Ha x,,=0, akkor 1,;=20 miatt a ,,koltség” 20 egységgel névekedne. Te-
hat az x,;=1-t érdemes valasztani. Ekkor k,= —4060+10= —4050.

A redukalt 4j matrix: P,= O
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Ertékeljiik a P, matrix 0 elemeit: 1;,=0+0=0, r,,=0+20=20, r,,=20+0=20.
Ebbé6l mar trivialisan kovetkezik, hogy x;,=1 és x,=1. A k,= —4050.

Tehat az optimalis megoldas: Ha Tibi a B, Béla a C, Pali a D, Zoli pe-
dig az A lovat lovagolja, akkor 4050 pontot szerezhetnek és ez a legtobb.
Feladat: Készitse el az el6z6 példa folyamatabrajat!

Hozzarendelési feladatok megoldasa Solver programmal.

Helyezze el a koltségmatrixot és az ismeretlenek matrixat a szallitasi fel-
adatoknal megtanult médon EXCEL tablan, hiszen ez egy specialis szalli-
tasi feladat.

Itt a feltételi egyenletek, ha x;; jelenti, hogy az /-edik munkis elvégzi a /-
edik munkat vagy nem, az x;; egy binaris viltozo.
,»Az r-edik munkas valamelyik munkat elvégzi”

magyar mondatnak matematikai megfelelGje:
X, +x,+..+x, =1 ahol i=12,.,n

,»A j-edik munkat valamelyik munkas elvégzi” magyar mondat megfelel6je:
X+ Xyt X, = 1, ahol j =1, 2,...,n.
A célfuggvény pedig:
k =8x,, +10x,, + 7x; +8x,, +..... + 1 1xy, +18x,; — min

lesz. Bzt érdemes a SZORZATOSSZEG fiiggvénnyel el6allitani.

Hivja meg a Solver programot és jelolje be a célfuggvény cellajanak helyét,
a valtozok matrixanak tartomanyat, feltételi egyenléségeket adja hozza a
teltételekhez. Itt jelélje be, hogy a valtozok matrixanak tartomanya binaris
lehet. Ne felejtse el a beallitasokat: Linearis modell, nemnegativ feltétele-
zés.

6.5. Korutazasi vagy utazoéiigynok probléma
Adott 0 viros. A feladat az, hogy egy digynik valamelyik virosbil kiindulva hogyan
tudja felkeresi valamennyi virost 7igy, hogy minden varost csak egyszer érintve a legro-
videbb 7it megtétele utan a kiinduldsi varosba érjen vissga. (n>3).

Ismeretesek a varosok kozotti tavolsagok, amelyeket an. zdvolsdgmitrix-
ba szokas foglalni. Ennek a C, matrixnak a c¢; eleme jelenti a i-edik és a j-
edik varos ,tavolsagat”. Ennek értelmében c;=0 lenne, de értelemszeriien ez ag sit
nem serepelhet, exért a sokdsos M tiltd tarifit irjuk az, dtloba.
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Itt is érvényes a hozzirendelési feladatok feltétele: az y; valtozo6 csak 0
vagy 1 értéket vehet fel.

A feladat megoldasa mégsem egyezik a hozzarendelési feladat megol-
dasanak algoritmusaval, mert figyelembe kell venni azt, ha az i-edik varos-
ba érkeztink, akkor innen is kell tovabb indulni. Ez azt jelenti, hogy az 1
értékt valtozokat olyan sorrendbe kell allitani, hogy indexeik egy zndexiin-
cot alkossanak.

Melyik sorrend biztositja a legrévidebb utat?

Tehat adotta C= lc ijJ tavolsagmatrix. Jelolje tovabba y; azt, hogy az i-
edik varosbdl elmegytink a j-edik varosba.

Hay; = 0, akkor az azt jelents, hogy N -bol nem megyiink NV -be.

Hay; = 1, akkor a3 a3t jelents, hogy N -bil megyiink N -be.

Természetesen, hogy y; = 0 lesz mert /~b6l nem mehetiink /~be.

A feladat matematikai modellje:

min{zz%yii ly; € B’Z}’n =1= Yi;} >
i=1 j=1 i=1 i=1
ahol B =101} bindris halmaz,

Hozzarendelési feladat nem biztositja a megoldast, mert ott nem vol-
tunk tekintettel a sorrendre. Itt biztositani kell azt, ha j-edik varosba be-
mentiink, akkor innen megytnk tovabb, azaz biztositani kell az Gn. index-
sort:

PLV\V, V.V, ViV, ..,V V, V Vs azazyy =y, =y = -0 = 1
Az eljaras lényege hasonlé a hozzarendelési feladatéhoz:
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Megoldas 1épéset:

1.

Redukaljuk a C matrixot. Ezt jeldljik Cy-val.. Meghatarozzuk a k-t. Ez
lesz az ut alsé korlatja.

A €, minden ¢;=0 elemére nézve meghatirozzuk az
t; = min{e, |k = Lowj= Lj+ Luon}+minje, [k = Luyi=Li+1Lu,nf érté-
ket. Az {rij} halmazbdl kivalasztjuk a legnagyobbat. Legyen ez az ij;-

adik index hely.
C; matrixot ugy nyerjik a C,-bol, hogy ¢, helyébe M-t frunk. Ez azt

jelenti, hogy nem megytnk 1,-b6l a j, helyre. Majd végezziik el ¢, re-
dukcidjat. Mivel a redukci6 érteke éppen c;; lesz, ezért az Li-hez tar-

toz6 becslés k; =k, +1;; . (Ezt automatikusan is meghatirozhato)

L,-vel kapcsolatban ugy jarunk el, hogy a C;, matrixbdl elhagyjuk i,in-
dext sort és a j; indext oszlopot. Ezzel biztositjuk, hogy L,-ben 1,j, vi-
szonylat lesz a koratban. Ekkor viszont nem szerepelhet 1,j, viszonylat,
ezért a 1;j; elem értékét M-re allitjuk.

Az igy kapott C, matrixot ismét redukaljuk. Ha ri; szimbélummal
jeloljik a redukalas mértékét, akkor a korut hossza k, =k, +rij, lesz.

Az algoritmust ugy folytatjuk, hogy azt a halmazt bontjuk tovabb, ahol
a k értéke kisebb.

Ezt a 1épéssorozatot addig folyatjuk, mig egyértelmien nem tudunk O-ra

tervezni.

Példa:
Hatarozza meg a legrévidebb korutat. Vonjuk ki soronként a legkisebb

elemet a tobbi elembdl, majd az oszlopokra is alkalmazzuk ezt az eljarast!

™M 10 5 9 615 [M 5 0 4 1]
15 M 4 5 1|1 [14 M 3 4 0
C=l4 6 M 5 3351 3 M 2 0
0 5 1 M 71 9 4 0 M 6]
19 4 8 2 M2 |7 2 6 0 M|

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 136 p




Operaciokutatas Egészértékl programozas

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 137 p

Igy eléallitjuk a redukalt C, matrixot:

M 3 0 4 1]
13 M 3 4 0
Co=l0 1 M 2 0].Ak,=13+ 3 =15 érték als6 becslés a
8 2 0 M ¢
6 0 6 0 M|
kérutakhoz.

Minden ¢; = 0-hoz szamoljuk ki az t;-t:

t3=1,6:=3,15,=0,1,:, =0, 1, =2, 1, = 1, 1., = 2.
Az 15, = 6 a legnagyobb, ezért L;-hez tartozik ys,, ezért M-et irtunk a c;,
helyére. Ekkor a C; matrix:

M 3 0 4 1]
13 M 3 4 0
C,={M 1 M 2 0] ésazutals6 korlaga: k, =k, +6 =21
8§ 2 0 M o
6 0 6 0 M|

Az L,-hoz tartozo lehet6ség, azaz ha y,, = 1, akkor elhagyva a 3. sort és 1.
oszlopot és M-re allitva a c; értékét, kapjuk:

3 M 4 1 .2 M 3 0]
M 3 4 0 .M 3 4 0
C,=|. . . .~ .
2 0 M 6 .2 0 M 6
0 6 0 M| [. 0 6 0 M|

Ez redukalhato6 1-gyel az els6 sorban, ezért k, =k, + 1 = 16.
Mivel k, <k, ezért ezen az agon folytatjuk az eljarast:
Az -k értékei a ¢;=0 helyeken:
s =2,1,,=3+0=3,1,=2+3=5r,,=2+0=2r,,=0+3 =
3.
Az r,; = 5 alegnagyobb, ezért L; agon folytatva az eljarast, azaz ha y,; = 0,
akkor ky =k, + r,, = 16 + 5 = 21 lesz.
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Ha L, agon megytnk, azaz ha y,; = 1, akkor elhagyva a 4. sort és 2.
oszlopot és c;,-t M-re allitva kapjuk:

2
M

.0 .0 M|
és nem lehet redukalni, ezért k, =k, + 0 = 16 + 0 = 16.

Mivel k, < ks, ezért L, halmazt bontjuk tovabb:

Meghatirozzuk az r; értékeket: 15 = 2, 1,5 = 4, 15, = 2, 15, = 3.

Az 1, =4 ¢érték a legnagyobb, ezért ha y,, =0 lesz, akkor
ks =k, + 1,; = 16 + 4 = 20.

Ha y,; = 1, akkor elhagyva a 2. sort és 5 oszlopot és az cs,-t M-re allit-
va kapjuk:

] ]
A C, redukalhat6 2-vel, ezért k, =k, + 2 =16 + 2 = 18.
Mivel k, < ks, ezért ezen az agon folytatva az eljarast: Itt leolvashato
egy trivialis megoldas Vi, = 1 ésys, =1, valamint k = k, = 18.
Ezzel az eljaras befejez6dott. Ha végignézzik a megoldaslancot, kap-
juk az
Y31 = Va3 = Vo5 = Y2 = Ysu = 1

megoldast. Az indexlanc szerint az ut:

Yio = Yos = Y4 = Va3 = Y31 = 1,

azaz az utazo utja: V,V, - V,V; > V.V, 5> V,V, -5 V.V, — lesz.
Kozben megtettut: £ =10+ 1+2+ 1+ 4 =18.
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6.6. Néhany egészértékii modell a gyakorlatban

6.6.1. Hatizsak probléma
A hatizsak probléma cgy egyfeltételes 0-1 egészértékd linearis progra-
mozasi. feladat. Az elnevezést onnan kapta, hogy egy turazé problémajan
szemléltette el6szor a szakirodalom a feladatot. A tarazé n szamu haszna-
lati targy kozil Ggy akarja Gsszerakni a felszerelését, hogy a megengedett
teherbiras (térfogat) mellet a legnagyobb hasznalati értéket vihessen maga-
val.

Ha a, a j-edik targy sdlya (térfogata), c; pedig a hasznalati értéke, b a ti-
razé ,,teherbirasa” (a hatizsak térfogata), akkor az

ax,+ax,+...+ax <b

x,=0vagy1(G=1,2,...,n)

Z =X, T X, + ...t cX, > max

algebrai feladat megoldasa adja meg turazé problémajara a valaszt.
Az x; = 1 esetében a tiriz6 magaval viszi a j-edik tirgyat, x; = 0
esetében pedig nem.

6.6.2. Hajorakodasi probléma
A két feltételes terbelési feladatokat hajorvakodasi problémanalke is nevezik, mert
a hajorakomany iss3edllitasandl figyelemmel kell lenni a silyra is és a térfogatra is.

Tegyiik fel, hogy adott sulya és térfogatd hajot kell megrakni bizonyos
nem oszthaté arucikkekkel. Meghatarozandé az a legnagyobb értékd ra-
komany, amelyet a hajo elszallithat.

Legyen:

n — a kulénbozé arucikk szama,

a; — a j-edik arucikk sulya,

b, — a j-edik drucikk térfogata,

t, — a j-edik elszallitand6 drucikk darabszdma,

¢; — a j-edik arucikk értéke,

V — a hajo rakodasi térfogata,

G — a haj6 rakodasi sulya.
Ha x; jeloli a j-edik arucikkb6l szillitandé darabszamot, akkor feladatunk
az
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x>0, [x] =x,)=1,2,...,n
41X1 + 32X2+ . aanfG
b1X1 +b2X2+ +ann§V

xiSrj

f(x) = ¢1x1 + coxp + ...+ cpX, —> max
tiszta egészértéki feladat megoldasat kivanja meg.

6.6.3. Beruhazasi probléma

Tegyiik fel, hogy egy cég tizeme m db er6forras felhasznalasaval n db ter-
méket kivan eléallitani. A b vektor komponensei jelentik a jelenleg rendel-
kezésre allo er6forrasok mennyiségét (kapacitasat), A pedig a technologiai
egyutthatok matrixat.

A vallalat vezet6sége béviteni szeretné az eréforrasokat és erre p Ft all
rendelkezésre. Az er6forrasok bévitésére £ db kilénb6zé beruhazasi val-
tozat jOhet széba. Jelentse ezen valtozat megvalositasahoz sziikséges kolt-
ségeit egy r vektor komponensei (k komponenst vektor).

Ha y vektor jelenti a beruhazasok megvalositasat (komponensei 1-0

érték, beruhazas megvalésul vagy nem) akkor nyilvan teljesiilni kell a

T

r -ys<p

Osszefliggésnek.
Nyilvan ez a beruhazas néveli az egyes er6forrasok kapacitasat is. Je-
loljik a névekedés mértékét a g(y) vektorral (a g vektor y-tol fiiged).

Ekkor az 4j rendelkezésre all6 eréforras b+g(y)lesz. Ha x>0 vektor az

lizem tevékenységi vektora és ¢’ a tevékenység arbevétele, akkor a feladat
matematikai modellje:
x>0,y (0vagy 1 komponensu vektor)

[y.]=v., v, <1, y,20

A-x<b+gly)
oy < p
z= gT-g — max

Ez egy vegyes egészértéki feladat.
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6.6.4. Fixkoltség probléma
Eddigi modellekben a termelés felmertlt koltségei k6z6tt nem szerepeltet-
tik a termelés soran felmertlt an. fix koltségeket. Ebben az esetben felté-
teleztiik, hogy a célfiggvényben szereplé hozamok aranyosak a termelt
mennyiséggel.

A tovabbiakban tegyiik fel, hogy a termék eléallitasi koltsége két részre
bonthato:

® cgy a termelési szinttdl fiiggd,

e cgy a termelési szinttdl fiiggetlen részre.
Az elsé részt valtozo koltségnek, a masodikat pedig allando, vagy fix kolt-
ségnek szokas nevezni. A j-edik termék koltsége tehit: k(x) + d;, ahol k(x)
valtozo koltség, d, pedig a fix koltség.

Olyan modellt allitsunk most Ossze, ahol a koltségftiggvény

( ) O, haXiZO
PE= k(s )+ d, ha x>0

Ez a megfogalmazas tartalmazza azt a kikotést, hogy a fix koltség csak
akkor Iép fel a j-edik terméket illet6en, ha ténylegesen folyik termelés, azaz
akkor érvényesiil 2 modellben, ha x; > 0-ndl. Természetesen, ha a vizsga-
lédasainkat minden termékre kiterjesztjiik, akkor attérve a vektor jelolésre
az Osszes koltséget az 1" -k(x)+d" -y fiigevény fejezi ki.

A modell csak akkor mikodSképes, ha a feltételi egyenlétlenségek ko-
zOtt is szerepel az y valtozo. Bz pedig ugy valosithaté meg, hogy el6irjuk
minden termékre a kovetkezd feltételt: xj < ry; (minden j-re), ahol r; kife-
jezheti azt, hogy az j-edik termékbdl maximalisan mennyit termelhetiink.

Igy a modelliink a kévetkez6 formaban irhato fel:

x20, y20 ésy, 0 vagy 1 ért€k minden j-re.

A-x<b

x;—1y; <0 (minden j-re)

1T1§(xi)+ c_lT Yy min
Ha a célfiggvény a haszon maximalizalasat fejezi ki, akkor elészor célsze-

rd a termék fedezetét és belble a termelés fedezeti Osszegét kiszamitani és
abbdl levonni a felmeriil6 altalanos koltséget.
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Ekkor a célfuggvény:
Z=Z:ci "X, _Zdi "y, = max,
=1 =1

ahol ¢ jelenti a j-edik termék fedezetét.
A probléma skalaris formaban:

Legyen:

e na termékek szima,

o m az erGforrasok szama,

e b, az er6forrasok kapacitasa i =1, 2, ..., m),

* 2, az j-edik termék egy egységének el6allitasahoz sziikséges er6for-

ras az i-edik er6forrasbol (j=1, 2, ..., n),

* ¢ aj-edik termék fedezete,

® k atermék termelésének fix koltsége,

* 1 atermékbdl gyirtandé mennyiség felsé korlitja,

* x; aj-edik termékbdl gyirtandd — egyenl6re ismeretlen — mennyisé-

)

® vy, binaris véltozo,
akkor a maximalis nyereséget a kévetkezé modell megoldasaval hataroz-
hatjuk meg:

x20,y,20,[y] =y;i=12,...mi=1,2,...,m
a;x, tay,x, + ... +a,x <h
X, — 1y, <0
Vi <1

z=cx T ox, + ... tex, — ky +ky, + ... +ky,) > max

Megregyzés: a megfogalmazas szerint az y; értéke 0 vagy 1 lehet és ekkor x-t
termeljliik vagy nem. Ez biztositja, hogy a k; fix kéltség csak y; =1 esetben
lép fel. A modellhez természetesen tobb feltétel is megfogalmazhato.
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7. Tobbcélu linearis programozas

Eddig mindig feltételeztiik, hogy a linearis programozast alkalmazé valla-
lat, intézmény vezetése egyetlen célfiiggvénybe meg tudja fogalmazni a
tevékenység céljat, mint példaul a teljes haszon maximalizalasa vagy a tel-
jes koltség minimalizalasa. Pedig a vallalatok vezetése gyakran tobb mas
cél figyelembevételével hozza meg dontését.

llyenek lehetnek a profit fenntartisa, a piaci résgesedés novelése vagy megtarti-
sa, stabil drak elérése, a dolgozok hangulatinak javitdsa, a villalat tekintélyének
novelése stb.

A 15bbeélii linedris programozds elmélete lehetévé teszi, hogy egyidejileg
tobb cél elérésére torekedve adjunk optimalis megoldast. Az e/drds lényege
azg, hogy minden egyes verbdlisan megfogalmazott célt eliszor szamszerdsitiink, azag
mindegyike célhoz felallitunk egy célfiiggvényt, majd egy olyan, megolddst keresiink,
amely valamilyen sginten minden célfiiggvénynek megfelel.

Altalaban az a jellemz6, hogy a kiillonboz6 célfiiggvényhez nem ugyan-
az az optimalis termelés szerkezet tartozik.

A problémat szemléltessiik egy kétvaltozos termelési feladattal:

X, %20
x, + 2x, < 80
X+t X,<60
X, <30
2y = 2% + 4%, — max

z, = Xy —> max
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Abrazoljuk a feladatot grafikonon!

X2

60

50T

40 7

D(20:30)

30

C (40;20
20 1+ (10:20)

L
10+
B (0:60)
——t—F

Al 10 20 30 40 30 60 70 80 90 X

Ha a feladatot csak a z, célfiigevény figyelembevételével optimalizaljuk,
akkor eredménytil a D és a C pontokat 6sszek6td szakaszt kapjuk (alterna-
tiv optimum), ha z, szerint optimalizaljuk, akkor eredménytl a B pontot

kapjuk.

Bzt szamitassal is ellen6rizhetjik:

El6szor z, szerint optimalizalunk, ezért
z, szerint valasztunk generald elemet
ugy, hogy a valtozasokat a z,-re is el-
végzem.

A lehetséges megoldas nem optimalis,
ezért folytatjuk a bazistranszformaciot.

B, o 5% b
u, 1 2 80
u, 1 1 60
u, 0 1 30
-z, 2 4 0
—Z, 1 0 0
B, X, u,
u, 1 -2 20
u, 1 -1 30
X, 0 1 30
-z, 2 —4 | —-120
—Z, 1 0 0
B, i Us
X, 1 -2 20
u, -1 1 10
X, 0 1 30
-z, | -2 0 | =160
-z, | —1 21 20

A z, szerint optimalis megoldast kap-
tunk, mégpedig alternativ optimumot:
xp =[2030],
2)(x0) =160, 2, (x(;) = 20.

Lathato, hogy z, szerint ez nem optima-
lis, ezért folytassuk az eljarast z, szerint.
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B, u, u,
X, -1 2 40 A 7z, szerint tovabbra is optimalis a
u, -1 1 10 megoldas. A z, értéke nem valtozott, a
X, 1 —1 20 z, értéke novekedett, de még nem op-
-z, | —2 0 | =160 timalis.
-7, 1 -2 | —40
B, X, u, Most mar z, szerint optimalis a megol-
X, 1 1 60 das,
u, 1 0 30
u, 1 -1 20 XE)2> = [60;0]’Zl<§f)2>) = 120,22(;)2>) =60.
B 2 —2 | 7120 Lathato, hogy z, értéke novekedett, de
-z, | —1 -1 | =60 . N

z, értéke csokkent.

Abrazoljuk a célfiiggvénytérben az eredményt:

v
60 | B'(120:60)
40— C'(160:40)
20| D'(160,20)
[ S S Y I - =l IS
I [ | | [ I I
20 40 60 80 100 120 140 160

Megfigyelhetjiik, hogy az x értékeket az L. halmaz hataran a B és D ko6zott
valasztjuk meg, akkor a Z halmaz hataran a B' és D pontok kozotti érté-
kek mozognak.

A BC szakaszt el64llité x termelési vektorok olyan megoldasok, ame-
lyeket megvaldsitva és attérve egy masik megoldasra az egyik cél szerinti
névekedés a masik cél szerinti csékkenéssel jar egyiitt. Viszont a D'C’ sza-
kasz pontjaihoz tartozé x értékek olyanok, hogy ha egyik x vektorrdl atté-
runk egy masikra, akkor az egyik célfiiggvény értéke nem valtozik, a masik

pedig jobb lesz.

Definicié: Efficiens pontoknak vagy Pareto-optimalis pontoknak
nevezzilkk azokat a megoldasokat, amely rendelkeznek azzal a
tulajdonsaggal, hogy nem talalunk hozzajuk egy masik — a feltételeket
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kielégit6 — pontot, amelyeket a célfiiggvénybe helyettesitve minden cél
szerint ugyanakkorat és legalabb az egyik cél szerint jobbat kapunk.

Definicié: Az x eLpontot L efficiens pontjanak nevezziik, ha nincs

olyan xeL, amelyre cx <cx, és a két oldal legalabb egy megfelel6

komponensénél a szigoru egyenl6ség teljestil.

Tétel: Az x el akkor és csak akkor efficiens pontja a tébbcéld feladat-
nak, ha optimalis megoldasa a kovetkezé tObbparaméteres feladatnak:

x2c
A-x<b

z=X\, ( )+X 2Zy (x)+ 4+ A l{zk(§)—>max,

k
ahol Zk =165 1 ;20 mindeni-reés z,(x)=c.x,,i=1,2, ...,

1240
i=1

k.
A grafikus modszerrel megoldott példara alkalmazva:
X{, X, > 0
X, +2x, < 80
X, +x, < 60
X, < 30

7 = 1(2X1+4X2) +(l—ﬂ,) X, —> max,

azaz
2x A —Ax; +4x,4 +x, =(2—/1 —i—l)xl +44x, Z(Z +1)X1 +41x,—>
max, ahol 0< A4 <1.
Ennek a paraméteres linearis programozasi feladatnak a 4 karakterisztikus
intervallumai adjak az efficiens megoldasokat. Tébb célfiiggvény esetén
elég nehézzé valik ez a numerikus szamolas, mert tobb paraméter is szere-
pelne.
Visszatérve a példankra a C pont efficiens vagy Pareto-optimalis pont.
Az elmondottakbdl lathato, hogy ha a célfiggvények kozott fontossagi
sorrendet tudunk felallitani (preferencia szerint irjuk fel és indexeljik a
célfiigevényeket) és az elsé célfiiggvény szerint tébb optimalis megoldas is
van, akkor ezen optimalis megoldasi halmazon keressiik a masodik cél-

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 146 p



Operaciokutatas Tobbcéll lineéris programozas

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 147 )

fuggvény szerinti optimalis megoldast. Az eljarast addig folytatjuk, amig az
utolso célfiggvény szerint is el6 nem all az optimalis megoldas.

Ha ez nem lehetséges, akkor kereshetjiik a feladat Pareto-optimalis
megoldasat. Bz altalaban elég komoly matematikai eszkozoket igényel,
ezért olyan médszereket mutatunk be, amelyek segitségével visszavezethe-
t6 a megoldasi eljaras a szimplex modszerre.

Ezeket ,, kompromisszumus” megoldasoknak nevezzik.

A kompromisszumos megoldast az alabbi eljarasokkal allithat-
juk el8.

A linearitast feltételezve és a szokasos jeloléseket alkalmazva a kévet-
kez6képpen fogalmazhaté meg a tobbcélu programozasi feladat:

x<0

Ax<b

z,=Hx) = gl_Tl—nnaX.

z, = f,(x) =, x —>max.

z, = f,(x) =¢," x - max.

Rovidebben a célfiigevényeket igy is irhatjuk: z = C x —max, ahol C mat-
rix a célfiggvények egytitthatoit tartalmazza.

A kérdés az, hogyan értelmezzik a ,,&ompromisszumuns’ optimalis meg-
oldast?
Lehetséges vilaszok:

1. A lehetséges megoldasi halmazon megkeressiik az egyes célfiigevények
szerinti egyedi optimalis megoldasokat. Jeloljik ezeket x,;, Xy, -.., X
szimbélumokkal. Az egyedi optimalis megoldasok célfiiggvény érté-
kekbdl felépithets egy idedlis megoldas:

Z2o= L1, Zips Ly + -5 Ziy]

¢s ez az idealis megoldas a lehetséges megoldasok terére is leképezhe-
té. Egy ilyen leképezés lehet az optimalis megoldasok konvex linearis
kombinacioja:

A Zy+h, Zyp+ . A Ly = Zo,

Vagy Mocoxgt Ay xp o F A Ky = X
ahol M+A,+A,+...+A=1¢é A _20.
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Példaul az elébbi feladatban:
Valasszuk A, =0,7 és A, =0,3 értéket, akkor egy kompromisszumos
optimalis megoldas:

20 60 14 18 32
30 0 21 0 21
¢és ekkor z,=2-32+4-21= 64+84=148 és 2,=32.

2. Ugy is megoldhatiuk a feladatot, hogy a célfiiggvényeket helyettesitiiik egy célfiigg-
vénnyel.

a) Sulyozasi moédszer
Gyakran alkalmazhaté modszer az, hogy az egyes célfiiggvényekhez
fontossaguk szerint silyokat rendeliink. E A, > 0 sulyok ismeretében az
L lehetséges megoldasi halmazon a

g(x) = MEE) + M) + ... + A LX)

figevény maximumat keressiik. Ekkor korlatos L halmaz esetén bizto-
san kapunk efficiens pontot.

Ha a célfiiggvények dimenzidja kilonbozd, akkor a kovetkezSképpen
jarhatunk el.

o(x)= 4, f,(x)-m, + A, fz(§)_mz bt A, fk(§)_mk ,
M, —m, M, —m, M, —m,
ahol m; illetve M, az f(x) célfuggvény minimuma illetve maximuma a
lehetséges megoldasok halmazan.
Az el6z6 feladat esetében ez igy alakul:
Az 4j célfuggvény:

2=0,72,+0,3z,=
0,7(2x,+4x,)+0,3x,=1,4x,+2,8x,+0,3x,=1,7x,+2,8x,—>max.

Tehat a modell:
X, +  x, <80
x+  x, <60
x, < 30
z=1,7x, +2,8x, -
max.
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b) Kortlatok mddszere.
Megoldas lehet az is, hogy a legfontosabb célfiiggvényt vessziik csak
figyelembe, a tobbickre pedig egy megfelelé alsé korlatot adunk meg
és ezeket bevissziik a korlatozé feltételek kézé. Igy az eredeti feladat
helyett az

fx) = ngg — max

linearis programozasi feladatot oldjuk meg.
Esetinkben: Ha ismeretink van arrél, hogy a szoban forgd
célftigavényérték mekkora szokott lenni (a vallatoknal ez altaldban be-
csiilhetd), akkor a z, célfiiggvény alsé korlatjanak példaul 40 értéket
adva és a modellbe beirva kapjuk:

x; + 2x, <80

x+  x, <60

x, = 30
X, 240
z = 2x, + 4x, >

max.
Megjegyzés: ez a mddszer nem vezet feltétleniil efficiens ponthoz.

c) A legkisebb célfiiggvény értékénel maximalizalasa:
A b) pontban bemutatott alsé korlatot nem mindig lehet értelmes mo-
don megadni, mert nincs informacionk réla, illetve egyidejlleg szeret-
nénk minden alsé korlatot novelni és ezzel az eredeti célnak megfele-
16en névelni értékiiket. Ebben az esetben alkalmasnak tinhet a /egki-
sebb alsd korlit értékének maximalizdldsa.
Vezessink be egy mesterséges valtozot, y-t (amelynek értékét elére
nem tudjuk) ugy, hogy f,(x)> vy, f,x)>y, ..., {,(x)= y is teljestljon.
Egyetlen célfiiggvénynek vilasszuk a 3 =y fiiggrény maximalizdldst.
Esettinkben:

f,(x)=2x, + 4%, 2y,
L= x 2 y.
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Ezt atrendezve:
2x, +4x, —y 20,
X, —y=20.
Vagy ami ezzel egyenértéki:
—2x, —4x, +y<0,
—X; +y<0.
A linearis programozasi modell tehat a kovetkez6:
X +2%, <80
Xt X, <60
X2 <30
—2x, —4x,+y <0
- X + y <0
zZ= Y — max.
A szimplex indul6 tablazat tehat:
B, ) S y b
u, 1 2 0 80
u, 1 1 0 60
u, 0 1 0 30
u, -2 —4 1 0
us -1 0 1 0
—7Z 0 0 1 0
B, X4 X5 Us b
u, 1 2 0 80
u, 1 1 0 60
u, 0 1 30
u, -1 —4 - 0
y -1 0 0
-z 1 0 —1 0
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B, u, % u; b

u, -1 0 20
X, 1 1 0 60
u, 0 1 0 30
u, 1 -1 60
y 1 1 60
-z —1 —1 —1 —60

Optimalis megoldas olvashato le a tablazatbol:
x, =060, x, = 0, y = 60.
Ekkor az eredeti célfiggvények értéke: f,(x)=120, f,(x)=60.
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8. Nemlinearis programozas

8.1. Fogalom és példak
A linearis programozas alapveté feltevése, hogy a probléma megfogalma-
zasaban szereplS Osszes fuggvény (f(x) célfiiggvény és gi(x) kényszerfelté-
tel) linearis.
Ez a feltevés sok gyakorlati feladat esetében nem teljestil. Sok kézgaz-
dasz azt talalta, hogy a memlinearitis sok tervezési feladatnal szinte szabaly.
Csak egy példat emlitink.
Ismert az ar—keresleti gorbe: p(x)

[y

plz)

ar

it

kereslet ——»

A p(x) az az ar, amellyel a termék x egységét el lehet adni.
Ha termék egységének termeléséhez sziikséges koltség c, akkor a cég
hasznat a P(x) = x-p(x)—c-x nem linearis célfiigevény adja meg:

P(x)

hazzon Pli==lp(x)-c)

mennyiseg ———+ x

Ha a cég n termékének mindegyikének hasonlé a haszonfiiggvénye, akkor
az ered6 célfiggvény:

fx)= Y P(x,), (aholj=1,2, ..., n),
=1
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azaz nemlinearis fliggvények Osszege.

A nemlinedris programozdsi teladatok sokféle formaban jonnek el6.

Ezeknél nincs egyetlen olyan kézos algoritmus, amely egzakt megol-
dast adna a kiillénb6z6 tipusu feladatokra, hanem egy-egy — gyakorlatban
el6fordul6 — specialis tipust feladatra dolgoztak ki algoritmust.

A targyalandd nemlinedris programozasi feladatok mindegyikénél feltételezziik,
hogy a kényszerfeltételek linedris fiiggvények, igy agt is mondbatink, hogy olyan felada-
tokkal foglalkozunk, amelyeknél csak a célfiiggvény nemlinedris.

Ebben a feladattipusban az a k6z6s, hogy célfiigevényik nem linearis.
Ezen feladatokat aszerint osztalyozhatjuk, hogy a célfiiggvényik milyen
figgvény. Ha a célfuggvény masodfoku, akkor kvadratikus programozas-
rol, ha a célfiiggvény linearis tortfiggvény, akkor hiperbolikus programo-
zasrol stb. beszélink.

8.1.1. Példa egy kvadratikus célfiiggvényre
Az egyszeriség kedvéért tételezzik fel, hogy a két termék ara a forgalma-
zott mennyiségtdl figg és a kovetkezé figgvényekkel fejezhetd ki:

pi(xy) =10 — x,
pa(x) = 12 — x,,

ahol x; és x, a két termék értékesitett mennyisége, akkor az arbevételt
f(X1 ,XZ)Z (10 —xl)x1 + (12 - XZ)X2 =10x, —Xlz +12x, —Xi

figgvény adja, amely nem linearis (kvadratikus). Bzért az ilyen célfiiggvé-
nyu feladatot kvadratikus programozasnak nevezik.
Ha a termelést az

X, +x,<4,

X, —x, <2

linearis egyenl6tlenségrendszer korlatozza, akkor a probléma matematikai
modellje a kovetkezSképpen irhato fel:

Xq, X, >0
X, +x, <4
X, -x, <2

f(X],X2)=1OX1 +12x, —xlz —Xi — max.

Grafikonon szemléltethetjitk a probléma megoldasat.
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Abrazoljuk azt a célfiiggvényt, melynek értéke 40, azaz
10x, + 12x, — x,° — x,° = 40.

Atalakitva kapjuk: (x, — 5)° + (x, — 6)> = 21.

Igy mar felismerhetS, hogy ez egy olyan kornek az egyenlete, amelynek
a kézépponta (5;6) koordinatiji pont, a sugara pedig +/21 . Ha tébb kon-
centrikus kort is abrazolunk, akkor lathat6, hogy a lehetséges megoldasi
halmazbdl melyek azok a pontok, amelyek ugyanazon célfiggvényértéket
adjak. A 7.1.1. abran jol lathat6, hogy mely pontok adjak a nagyobb
célfuggvényértéket.

Ko

z =t?

7.1.1 abra

A lehetséges megoldasok kozil az a pont adja az optimalis megoldast,
amely legkozelebb van a K kozépponthoz. Ez a pont a K-bol a CB sza-
kaszra bocsatott merdleges talppontja, a T(1,5 ; 2,5) pont. Ehhez a pont-
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hoz z = 36,5 célfuggvényérték tartozik. Lathatd, hogy ag optimilis megoldds
nem csticspont. Ez altalaban is igy van a nemlinearis programozasnall

8.1.2. Egy masik gyakorlati probléma
Egy vallalat harom terméket tervez gyartani harom eréforras felhasznala-
saval. A termelést korlatozoé feltételrendszer a kovetkezd linearis egyenl6t-
lenségrendszerrel oldhaté meg, ahol x; jelenti a j-edik termékbdl elSallitott
mennyiséget.

Xy, X,, X5 >0,

X, +x, +x; <12,

X, +x, =10,

x, +x; <0

A harom termék fajlagos hozama rendre 3, 2, 1 Ft. A termelés soran a
termeléssel Osszefliggésben 3 Ft-ot be kell fizetni egy k6z6s alapba, ezért a
hasznot kifejez6 fiiggvény:

h(x,, X,, x3) = 3%, + 2x, + x5, — 3.

A termékek fajlagos koltsége rendre 1, 1, 2 Ft. Ezen raforditasok mellett a
termelésnek van még 4 Ft allando koltsége, ezért a koltséget leird figg-
vény:

k(x,, X5, X3) = x; + X, + 2x; + 4.

A vezetbség azt szeretné, ha olyan termelésszerkezet alakulna ki, hogy a
termelés egységnyi koltségére jutd hozam lenne a legnagyobb.
Az operacidkutatok ezt a kivansagot a kévetkez6 célfuggvénnyel feje-
zik ki:
3%, +2x, +x; -3

f(x1,xz,x3)= — max.
X, +x, +2x,+4

Lathato, hogy ez a célfiggvény nem linearis, hanem tort fuggvény, még-
pedig linearis tortfiigevény. (Egyvaltozos fliggvények esetén hiperbolanak
nevezték az ilyen fiiggvények grafikonjat).

Ezért az ilyen programozasi feladat 7t vagy hiperbolikus programozis.
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8.2. Nemlinearis programozasi feladatok altalanos

megoldasi modszerei

A linearis programozasi feladatok megoldasara kidolgozott szimplex méd-
szert Wofe ,,sétal6” modszernek nevezte, mert a szimplex modszer lénye-
ge az volt, hogy megkerestiik a lehetséges megoldasi halmaz egy csucs-
pontjat és a bazistranszformacioval attértiink egy szomszédos csticspontra
és az alkalmazott eljaras elvitt az optimalis megoldast ad6 csucspontra.
Mint az (7.1.1) abran lathaté volt, hogy a nemlinearis programozasi felada-
tok optimalis megolddsa nem is biztos, hogy csucsponton lesz, ezért a
csucspontrol csicspontra vald 1épegetés nem vezethet eredményre. A
szamitasi eljarasokat itt ,,sz0kdécsel6” illetve ,,maszé” modszereknek ne-
vezhetnénk.

Ezek lényege az, hogy kiindulunk egy lehetséges megoldasbdl (nem
feltétlen csucspont!) és megkeressik, hogy mely iranyba kell elmozdulni
ahhoz, hogy a legnagyobb mértékben noévekedjen a célfiiggvény. Ennek
egyik leghatékonyabb modszere az Gn. gradiens mddszer, amely a 1épés ira-
nyat a célfiggvény gradiense jeloli ki.

A nemlinedris programozasi feladatok megoldasanak egy masik mod-
szere a ,szakaszonként linedris” megkozelitést alkalmazé modszer. Ennek
lényege az, hogy a nemlinearis célfiggvény egymashoz kapcsolodd egye-
nes szakaszokkal kozelitheté és bizonyos feltételek megléte esetén vissza-
vezethetd linearis programozasi feladatok megoldasara.

Természetesen ezen modszerek legtobbszor csak kozelité megoldast
adnak.

A Kuhn-Tucher tételek lehetévé teszik nagyon sok programozasi fel-
adat (minden linearis feltételd és minden konvex (konkav) nemlinearis
célfuggvényt tartalmazé feladat) megoldasat a Lagrange-fligevény segitsé-
gével.

A matematikai programozasi feladatok felfoghatok ugy, mint feltételes
szélsiérték feladatok. Bz azt jelenti, hogy keressiink azf(x) célfiiggvény

minimumat vagy maximumat az x valtozora felirt

g1(§)= by,
g2(§)= b, ’
g.m(§)=bm
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ugynevezett mellékfeltételekkel (korlatozé feltételekkel), ahol m <n. A
feltételes széls6érték feladatok megoldasara ismert klasszikus eljaras a
Lagrange-féle multiplikatorok médszere. Ennek lényege, hogy felirjuk a

F(x, 4)=f(x)- > A4z, (x) - b, ] Lagrange-fiiggvényt.
i=1

Megmutathat6, hogy az F(x,4) tobbvaltozoés fiiggvénynek ott van szélsé-
értéke, ahol az eredeti feladatnak. (A matematika tanulmanyaikbol ismert,
hogy a széls6érték létezésének sziikséges feltétele az, hogy parcialis deri-
valtak nullaval legyenek egyenldk.)

A nemlinearis programozas szintén feltételes szélsGérték feladat azzal a
megkotéssel, hogy a valtozok nem negativ értékeket vehetnek fel. Ezért
van jelent6sége ezen feladatok megoldasa szempontjabol a Karush-Kuhn-

Tucher tételeknek.
Tétel: Ha f(x) konkav és g,(x)g,(x)...g, (x) konvex differencialhaté
figgvények, akkor az x = (xj,xz,...,xfl) csak akkor lehet optimalis megol-

dasa egy nemlinearis programozasi feladatnak, ha 1étezik #,, #,, ..., u, 7 db
nemnegativ szam ugy, hogy az alabbi feltételek mindegyike teljesiil:

1 XT >0, minden j-re, aholj=1,2,...,n,
2. ui* >0, minden i-re, ahol 1=1,2, ..., m,
ad -
3. —=>»u, =>2<0,
A TXNA

j j

i=1
4. x| i—Zui& =0,
] &i i=1 d(i

6. ui(gi(g*)—bi)zo i=1,2,..., mesetén.
A feltételekben szereplé u,—k az un. Lagrange-szorzok a linearis progra-

5. ()b, <0,

mozasnal targyalt dualis valtozénak felelnek meg. (Ezen moédszerek ma-
tematikai targyaldsa nagyon messze vezetne, ezért az érdekl6dSknek ajanl-
juk a javasolt irodalmak attanulmanyozasat).

Meg kell jegyezni, hogy a Lagrange-multiplikatorok moédszere nem tul-
sagosan hatékony modszer, mert gyakran szinte lehetetlen az ismertetett
egyenletrendszereket megoldani. Ezért is dolgoztak ki olyan eljarasokat,
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amelyek bizonyos tipusu feladatok megoldasara alkalmasabbak és valami-
lyen moédon kapcesolodik a szimplex eljarashoz.

8.3. Tort- vagy hiperbolikus program

Definici6: Hiperbolikus programozasrol beszélink akkor, ha linearis fel-
tételrendszer nemnegativ megoldasait tartalmazé halmaz felett olyan raci-
onalis tortfiiggvény maximumat keressiik, amelyben mind a szamlalo,
mind a nevezé els6 foku fuggvény.

Altalanos megfogalmazasa:

a) x>0
b) Ax<b
' X+c
c) z=——— —>max
d x+d,
Ezen tipusu feladatok megoldasara két modszert is bemutatunk.

8.3.1. Martos-féle médszer

Elsinek Martos Béla magyar matematins (1960) dolgozott ki szimplex algoritmus-
ra visszavezetd modszert a hiperbolikus programozasi feladatok megolddsdra. Ennek
lényege az, hogy a megolddst visszavezeti a linedris programozdsndl megismert szimplex

mddszerre.
A kovetkezd transzformacios tablazatbdl indult ki:
B, x'
u A b
c' —c
dT _do

ahol ¢' a szamlaléban, d" a nevezSben 1évé fiiggvény egyiitthatéinak sor-
vektorait jelenti, ¢, és d, pedig a széban forgd fliggvények konstansai.

Természetesen, ha a feltételek kozott egyenletek vannak (moédositott
normalfeladat), akkor most is képezni kell a masodlagos célfiiggvényt (2 -t)
és el6szor e szerint kell végrehajtani a baziscserét. Vagyis itt is el6 kell
allitani egy lehetséges bazismegoldast, majd vizsgalni kell, hogy ez a ba-
zismegoldas optimalis-e.
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Martos kimutatta, hogy az optimalitas kritériuma:

) >0
b) = d}]gT—cb-éTSQTvagyti=d'0-ci—c;)-dj,
ahol a vessz6 azt jelzi, hogy az aktualis tablazatban kifejezett értékekrdl
van sz6. A t el6allitisa nem része a szimplex transzformacionak, azt min-
den tablazatban szamitani kell!

A kidolgozott médszert az 7.1.2. példan mutatjuk be:

Moédositott normalfeladattal allunk szemben, ezért az induld szimplex
tablazat:

B, X, g B b

u, 1 1 1 12
uw |1 0 1 10 A tablazatbél nem olvas-
u, 0 1 1 6 hat6 le lehetséges megol-
c’ 3 2 1 3 das.

d' 1 1 2 —4

z 1 0 1 10

B, u, X, X b Itt mar leolvashaté egy
u, 1 0 2 lehetséges megoldas.

X, 0 1 10 At " kiszamitasa:

u, 1 1 0 14-2-27-1=1,

<’ 2 -2 —27 14(=2)-27-1=-55,

T
d L _ U ¢ = [1; —55] < 0"nem all
z" 0 0 0 f ha mali
. enn, tehit nem optimalis
t 1 —5 a megoldas.
B, uz* Uy X3 b A t" kiszamitdsa:

X, 1 0 2 B

< 0 1 10 16- (—2)—31(—12— -1,
o ) 1 ) 16+ (—2)=31(1)= —063,
c' -2 -2 | -31 t'=[-1,-63]<0" telje-
d’ —1 1 —-16 stl, tehat optimalis a tab-
t -1 —63 lazat.
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Az optimalis megoldas:

10

31

=2 ZO:R'
0

Megjegyzés: Ha a célfiiggvény a minimumhoz tart, akkor —1-gyel szo-
rozzuk a célfiiggvényt és a maximumat kereshetjik.

8.3.2. Linearis programozasi feladatta transzformalas
A hiperbolikus feladatot megoldhatjuk masképpen is, némileg eltéré mo-
don vezetve vissza a szimplex modszerre. Ez azért igen hasznos, mert a
szimplex algoritmust egyaltalan nem kell megvaltoztatni, csak az induld
feladatot fogalmazzuk at.

Ennek ismerete akkor hasznos, ha csak linedris programozdsi programesomag dall
rendelkezésre.

X

Vezesstk be y = dT; és t= _t jeloléseket.

x+d, d x+d,

Ekkor:y = x-t illetve x =

- |l

Iy az eredeti modell felirhaté a kévetkez6 alakra:
Ay<b-tés d_T-xH-dO t=1,
illetve a célfiiggvény: z =c' yt+eg-t.
Rendezett formaban felirva a modellt, kapjuk:

v=>0,t=20
Ay—bt<0
dy-l—dot:l

z:gT;H-cOt—)max.
Lathato, egy modositott normal linearis programozasi feladatot kaptunk.
Tétel: Ha a feladatnak [y, 7/ az optimalis megoldasa, akkor az eredeti

. . 1
feladat optimalis megoldasa x, = —- Y,
ty ~
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Feladat: Oldja meg kedves olvasé gyakorlasként az elébbi feladatot a
most bemutatott moédszerrel!

8.4. Szuboptimalis programozas
(Szeparabilis konkav vagy konvex célfiigevénnyel rendelkezé programoza-
si feladat kozelité megoldasa.)

Tétel: Olyan programozasi feladatok megoldasa, amelyekben a feltételek
linearisak, de a célfiiggvény konkav (maximum cél esetén alulrél konkav,
minimum cél esetén pedig alulrdl konvex) vagy konvex fiigegvénnyel adha-
t6 meg, akkor a megoldas visszavezethet6 egy kozonséges linearis prog-
ramozasi feladatra.

Ugy jarunk el, hogy a kérdéses konkav gorbét a 7.4.1. abran lathaté mé-
don egyenes szakaszokkal kozelitjik meg. Az eredeti x; valtozot ilyenkor
annyi Uj valtozéval helyettesitjik, ahany egyenes szakaszt alkalmaztunk a
megkozelitésnél. Mindegyik valtozohoz a megfelel$ szakasz iranytangensét
rendeljiik egyiitthaténak a célfiiggvényben. Igy az x,,, x,, stb. viltozdk
egyttthatdit tgo,, tgal, stb. lesznek.

-

fiz) |

L ]

H]

11 12 13

7.4.1. abra

Mivel a célfiggvényrdl feltettik, hogy konkav, ezért a kozelit6 szakaszok
meredekségeire fenn all:
tgo, >tgo,>tg 0y ... sth.

Ez biztositja, hogy a programozasnal az x,, csak akkor 1ép be a program-
ba, ha az x;; mar ott maximalis értékkel szerepel. A célfiiggvény irant még
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az is koévetelmény, hogy szepardbilis legyen, azaz egyvaltozos fliggvények
Osszegére felbonthato legyen.
Szeparalhaté példaul a f(x,, x,) = 3%, — x, + 2x,° + lg x,x, fiiggvény,
mivel felirhaté f (x,, x,) = 3%, + 2x,° + lg x,) + (=X, + lg x,) alakban is.
Ezért ezt a programozasi modszert szepardbilis programozdsnak is neve-
zik.
Példaként oldjuk meg a 7.1.1. pontban ismertetett feladatot:
X, X, 2 0
x, +x,<4
X, — X, <2

z = 10x, + 12x, — x,° — x,” —> max.
A feladat célfiiggvénye masodfoku és szeparalhaté a két valtozo szerint:
f(x,) = 10x, — x,%, f(x,) = 12x, — x,’,

tehat probléma csak a célfiggvény egyenesekkel valé kozelitése marad. A
feltételi egyenlétlenségbdl konnyen megallapithaté az a két intervallum,
amelyben az interpolaciot el kell végezni.

Ezek 0<x,£3és0<x,<4.

Osszuk fel az elsé intervallumot is és a masodikat is két részre az alab-
bi médon:

1 X2

=
—

Lh
LEN]

) 32

#2

Az eredeti feladatot kozelité modell felirasahoz szikséges, hogy meghata-
rozzuk a figgvények értékeit és a kozelité hurok meredekségeit.

X, 0 15 | 3 X, 0 2 4
10x,—x.2| 0 [1275] 21 125, ]| O 20 32
m, 1275-0 m, 20_,, 2-20_,
1,5 2 2
211275 _
1,5
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A szakaszvaltozokra a kovetkezd feltételek allnak fenn:
0<x,<15 0<x,<15 0<x,<20<x,<2

Tehat a kozelité modell igy néz ki:

Xy + X1, + X, + X, <
X1 + Xp - Xy - Xy, =
Xy < 1,5
X, < 1,5
Xy < 2
X, < 2

z=8,5x,, + 55x, + 10x, + 6x,, — max.

Ezen linearis feladat optimalis megoldasa:

X, = 1,5,%,=0,%, = 2,x, = 0,5,

=35,75.

Zopt
Az eredeti feladat megoldasa az el6bbi linearis modell értékeivel:

X, =X tx, = 1,5,
X, = Xy T Xy = 2,5,

Zope = 36,5.

Most egy kvadratikus programozdsi feladatot oldottunk meg kozelitd modszerrel. A
kozelité megoldas eltérése a pontos értéktdl (amely 7.1.1. grafikonrdl ol-
vashato le) 36,5 — 35,75 = 0,75.
Az elkovetett hiba relativ nagysaga:
0,75

—-100% = 2,1 %:.
36,5

Az intervallumok szamanak névelésével finomithaté a megoldas.
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9. Jatékelmeélet

9.1. Bevezetes

Az élet — kiilonosen gyermekkorban — tele van jatékkal, vetélkedéssel. A
tarsasjatékok j6 vetélkedést és szérakozast {igérnek. A szerencsejatékok, pl.
a LOTTO, a Kend, a kockajatékok fontos jellemzéie, hogy a jatékosoknak
nincs befolyasa a jatékok kimenetelére, azt mondjuk, hogy a ,,véletlent6l
figeenek”. Az igazi tarsasjatékoknak alapvets jellegzetessége az, hogy a
végsé kimenetele elsésorban az ellenfelek altal alkalmazott stratégiak
kombinaci6jatol figg. A jatékelmélet targyat képezé jatékok kimenetelét
szabalyokkal behatarolt keretek koz6tt befolyasolni tudjak a jatékosok. Ide
sorolhaté a legtobb szérakoztat6 jaték: sakk, kartyajatékok, tzleti élet
egyes mozzanatai stb. Ezeket a jatékokat stratégai jatékoknak nevezzuk.

Definicio: A jatékelmélet olyan matematikai elmélet, amely vetélkedési
helyzetek altalanos jellegzetességeivel foglalkozik.

A jatékosok szama szerint megkilonboztetunk kézszenélyes, vagy n—sgemélyes
Jatékot, ahol a jatékosok lehetnek személyek, csapatok, cégek stb.
Feltessziik, hogy a jatékosok racionalisan gondolkodnak és csak a sajat
érdekeik szempontjai szerint dontenek a jaték soran. A jaték soran a jaté-
kosok valamilyen stratégiat valasztanak anélkil, hogy ismernék az ellenfél
stratégiajat.
Definicio: A stratégia egy elére kimondott szabaly, amely teljesen meg-
hatarozza, hogy hogyan akar valaki valaszolni a jaték minden egyes szaka-
szaban minden egyes korilményre.

A szbba j6v6 stratégiak Osszességét nevezzik stratégiabalmaznak.

Definicio: Ha a jatékosok egymastdl fuggetlentl, csak a sajat érdekiket
figyelembevételével valasztanak stratégiat, akkor nemkooperativ, egyéb-
ként kooperativ jatékrol beszélink.

Jaték kimeneteleit egy értékeld fiiggvénnyel hasonlithatjuk Gssze, ezt alta-
laban egy kifizet6 matrixban adjuk meg.
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Szimbolumokkal megfogalmazva: egy G jatékot megadhatunk az S,,
S,, ..., S, stratégiahalmazokkal és az

fi(sy ooy Sy ens £(Sy5 ety 8,)

kifizet fuggvényekkel, ahol s; € §; (i=1, 2, ..., n).

Toémoren irva: G = {S,, ..., S,; f,, ..., £.}.

Ha az S,, ..., S, halmazok végesek, akkor véges jatékrol, egyébként végte-
len jatékrol beszéliink.

9.2. Kétszemélyes zérusosszegi jatékok

Ezekben a jatékokban csak két ellenfél vagy jatékos szerepel. Ezen jaték
lefolyasa a kévetkez6: az egyik jatékos valaszt egy 5, € 5, stratégiat és igy
az f,(s,s,) kifizeté fuggvény altal meghatarozott 6sszeghez jut, amelynek
nagysaga nemcsak a sajat, hanem a masik jatékos stratégiavalasztisa is
befolyasolja. A masik jatékos nyereménye f,(s,,8,) = —f,(s,s,) lesz. Zérus-
Osszegl jatékoknak azért nevezzik, mert az egyik jatékos azt nyeri meg,
amit a masik elveszit, tehat nett6 nyereségiik 6sszege nulla.

Ezen jatékelméleti modellek alapvet6 fogalmainak és jellegzetességei-
nek illusztralasara nézzik az ,,egyforma vagy kiilonbizd” jatékot.

A jaték szabalya: egy |1 jitékos és egy |2 jitékos felmutatia egyszerre egy vagy
két wijat. Ha ag wjjak szdma megegyezik, akkor |1 jdtékos nyer, ha nem, akkor
vesgit.

A jaték kifizetési tablazata az J1 jatékos szamara:

A tablazat igy olvasando:

e Ha az J1 jatékos felmutatta egy ujjat és a J2 jatékos is egyet muta-
tott fel, akkor az J1 jatékos 1 forintot nyert, ha a J2 jatékos 2 ujjat
mutatta fel, akkor az J1 jatékos veszit, azaz —1 forintot nyer.

e Ha az J1 jatékos 2 ujjat mutatta fel és a J2 egy ujjat, akkor az J1 ja-
tékos veszit, azaz —1 forintot nyert, ha a J2 jatékos 2 ujjat mutatta
tel, akkor az J1 jatékos nyert 1 forintot.
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Kétszemélyes jaték jellemzd fogalmai:

1. J1 jatékos stratégiaja.

2. ]2 jatékos stratégiaja.

3. kifizetési tablazat (matrix).
Kifizetési tablat altalaban csak az J1 jatékosra adjak meg.

Jatékelmélet elsédleges célja, hogy racionalis kritériumokat dolgoz-
zon ki 6 stratégia megvalasztasara.

Alapfeltételek:

e Mindkét jatékos racionalisan gondolkodik.

e Mindkét jatékos csak a sajat joléte szempontjabol valasztja meg

stratégiajat.

Megjegyzés: A jatékelmélet kulonbozik a dontéselmélettSl, mert ott a
dontéshozo passziv ellenféllel vagy természettel all szemben, aki illetve
amely véletlenszerden valasztja meg a stratégiat.

Matrixjatékoknak nevezziik a kétszemélyes 3érusosszegri véges jatékokat.

Nézziink egy olyan jatékot, amelyben az J1 jatékosnak 4 stratégiaja van
a ]2 jatékosnak pedig harom. A jatékosok ismerik a kifizetématrixot:

J2
1 2 3
1 —2 11 =2 Haj2jatékos 2. oszlopot vilasztja és J1
Jr o2 3 21 2 a 3. sort, akkor 2 Ft-ot fizet J2 az J1-
31-4 2 5 |-4 nak, azaz J1 jatékos 2 forintot nyert.
414 6 0] o0
4 6 5

A J1 jatékos valaszt egy stratégiat (egy sort), J2 jatékos egy oszlopot anél-
kil, hogy ismerné ellenfele magatartasat. Az J1 jatékos novelni szeretné
nyereségét, a ]2 jatékos pedig csokkenteni a veszteségét.

A jatékosok intelligensen és dvatosan viselkednek a jaték sorin. Ezért a ]2 jaté-
kos minden oszlopbdl a legnagyobb értékd szamra figyel, szamara ez a
legnagyobb veszteség, azaz 4-re, 6-ra, 5-re és most ugy dont, hogy az 1.
stratégiat (oszlopot) valasztja, mert e valasztas esetén biztosan nem veszit
tobbet 4-nél, akarhogy valaszt az ellenfele.

Az J1 jatékos mindegyik sorbol (stratégiabol) a legkisebb értéket va-
lasztja (ez a jatékos legkisebb nyeresége, azaz —2, 2, —4, 0-t. Ebbdl latja,
hogy a 2. sort kell valasztania, mert e valasztas esetén biztosan nyer leg-
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alabb 2 Ft-ot. A j2 jatékos ekkor az 1-es stratégiat valasztja, ezért ennél a
dontésparnal a jaték értéke 3 lesz.

Altalanosan megfogalmazva: Ha J1 jatékos az i-edik, a J2 jatékos a j-
edik stratégiat valasztja és a; a jaték értéke (1=1,2,3,4¢ésj=1,2, 3)
akkor

e ]2 valasztasa: m}n (rniax a;).

e J1 valasztasa: max (m}n a;).
A ]2 jatékos ,,minimalé jatékos”, az J1 jatékos pedig ,,maximalé jatékos”.

A matrixjaték egyensulyi pontja vagy nyeregpontja:
Nézzik a kévetkez6 jatékot:

]2
1 2 3 min I_m_axaij J= min[6,3,8] =3=v
Ju 116 -4 -5|-5 po
214 3 8 3 rnaX|:rn_in aij:| = max— [5’3] =3=v
i j
6 3 8

Ekkor van a jatéknak ,,egyensulyi pontja” vagy ,,nyeregpontja”
A v a ,jaték értéke”. Lehet a jatéknak tobb egyensilyl pontja, de a ja-
ték értéke csak egy lehet.

Példa:
2
J2 )
2 -3 —4|—4
3 4 —1]-1
13 8 2
3 1
5 3 2
3 4
5 8 2
nincs nyeregpont a,; €és a;; nyeregpont.

- rm

9.3. Kevert stratégiaju matrixjatékok

csv s

tékban egy oszlopot vagy egy sort valaszt a jatékos és végig ezzel a straté-
giaval jatszik.

Optimalis tiszta stratégia, ha van a jatéknak nyeregpontja. Ha egyensuly-
pont nem létezik, akkor a jatékosok a stratégidjuk valtogatasaval probaljak
novelni a nyereségiiket.
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Definici6: Kevert stratégiardl vagy sulyozott stratégiardl beszélink,
ha a jaték soran valtoztatjak a jatékosok a stratégiat.

Ha a jaték kifizeté tablazata m sorbol és n oszlopbdl all6 A matrix és x,,
Xy, ...y X, = 0-vel jeloljik a J1 jatékos stratégia valasztasanak valoszintsé-
gét, melyekre fenn all:

x, +x,+x;+ ... +x, =1, valamint

a ]2 jatékos yy, y,, ..., v, = 0 valoszintséggel valasztja meg az egyes straté-
giakat, melyekre fenn all:

yvity,+...ty, =1,

akkor a jaték varhatod értéke (vagyis az J1 jatékos nyereségének varhatod
értéke) a kovetkez6 modon hatarozhatd meg:

gTAX .
Legyen példa a kovetkez6 jaték:
J2
1| 4 -2 5 |x,

-1 3 1 |x,

Y1 Y2 Y3

Tegyiik fel, hogy ]2 bizonyos y,, v,, y; gyakorisaggal valasztott stratégiat az
J1 jatékos pedig szisztematikusan az 1. sort, akkor az J1 jatékos nyereségé-
nek varhat6 értéke 4y, — 2y, + 5y; forint lesz, ha J1 jatékos a 2. sort va-
lasztja, akkor —y, + 3y, + y; forint.

Tegytk fel, hogy J1 jatékos x,, x, gyakorisaggal valaszt stratégiat, akkor
az dtlagnyeresége:

Ny = (4Y1 -2y, +5y; )Xl + [_ yi =3y, +Y3]X2

Az J1 jatékos racionalis viselkedése abbdl all, hogy tgy valasztja meg x;,
x,-t, hogy biztos legyen » értékid nyeresége. Ha J1 jatékos x,, x, gyakorisag-
gal valaszt stratégiat és ]2 szisztematikusan az elsé oszlopot valasztja, ak-
kor vesztesége 4x, — x,, ha 2. oszlopot, akkor 2x, + 3x, a vesztesége és a
3. oszlop esetén 5%, + x, a vesztesége.

igy a kevert stratégia esetén V = (4-)(1 - X, )yl + (— 2x, +3x, )y2 + (5X1 +x, )y3
lesz a ]2 jatékos veszteségének varhat6 értéke.
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Ebbdl latszik, hogy Ny = V.
F= (Xl »X5,V15V2 ,y3)= 4%y, —2x,7, +5X,V5 —X,¥; +3X,¥, +X,¥; = gTAX
Neumann Janos bebizonyitotta: [étezik olyan x,,x, stratégia J1 jdtékos s3i-
mdra, hogy F(xf,xz )Z v .Ext a kivetkez6képpen is megfogalmazhatjuk:

Tétel: Minden matrixjatéknak van optimalis megoldasa, azaz 1étezik olyan
(§0,y0) egyensulyi stratégiapar, amelyre

x Ay SxAy, SxoAy

barmely lehetséges X, y stratégia mellett. Az gOTAy0 szamot a ja-

ték értékének nevezziik és v-vel jeloljiik.
Ez azt jelenti, hogy az x, stratégia biztositja az J1 jatékos szamara legalabb
a v nyereséget fuggetlentl att6l, hogy J2 milyen stratégiat valaszt, illetve y
biztositja J2 szamara, hogy a vesztesége nem lesz nagyobb z-nél, fliggetle-
nul J1 stratégiajatol.

A tétel bizonyitasahoz az A mxn-es kifizetématrixu jatékahoz vezes-

stk be az alabbi primal-dual feladatpart:

Primal Dual
AX <1 x"TA>1
20 x20
z= 1Ty—>max w=x"1-min

Az altalanossag megsértése nélkil feltessziik, hogy J1 matrix minden ele-
me pozitiv. Ha nem igy lenne, minden a;-hez hozzaadjuk ugyanazt az ele-
gendben nagy ¢ szamot. ekkor az optimalis stratégia nem valtozik, csupan
a jaték értéke c-vel né. Mivel a primal feladat normalfeladat ezért mindig
van megengedett megoldasa, és a pozitiv egytitthatok biztositjak a megol-
dashalmaz korlatossagat. Emiatt g felveszi az optimumat, s a dualitasi tétel
alapjan w is. Az optimalis célérték pozitiv. Az eddigi megallapitasokbdl és
az alabbi tételbdl a fenti tétel kbvetkezik.

Tétel: Ha y primal és x,a dudl feladat optimalis megoldasa, z, pedig az

optimalis célérték, akkor
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« 1 , o« 1
y =y, e X =X,
=z 20

1
a matrixjaték egy egyensulyi stratégia parja, és v =— a jaték ér-
Zy
téke.
Bizonyitas: Az LP dualitasi tételébdl tudjuk, hogy a primal-dual feladatpar
két feladatanak optimalis célfiiggvényértéke egyenld, azaz 1 Y, =% 1.

. X 1 1 , 1z :
Mivel x 1=—x,1=—2,=1 ¢és hasonléképpen 1"y =1 valamint
Zy 20 -
x 20és y >0, ezért x és y tekinthetS valészintségi vektornak. Mas-

részt a feltételekbol kovetkezik, hogy

A(Ly ]ng s (izg}\zif.
7y =" Zy Zg Zg

Szorozzuk meg minkét egyenlStlenséget értelemszerden az x és y valo-

szinlségi vektorral:

« 1 1 * 1 1
x'Ay <—x'1=— és x Ayz—1"y=—
T2 Zg Zg T2
Ezekbdl adoédik, hogy
T * l *
x Ay <—=<x Ay,
27y, L

.o, . . * * L1 . , . , , l s
ami éppen azt jelenti, hogy & ,Y )egyensuly1 stratégiapar és v =—a jaték
b 2
értéke.

9.4. Matrixjatékok megoldasa
A fenti tétel modszert ad a matrixjaték megoldasara is:

1. A kifizetomatrix minden eleméhez hoxzdadiuk ag alkalmas ¢ szamot, hogy big-
tositsuk az A > 0 egyenldtlenséget.

T
y
2. Feliguk a X | A |1 szimplex tablit és kiszdmitiuk a3, optimalis 'y  és X meg-
T
0

-z
olddsokat.

|—
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, * 1 . * 1 . s s . ’ z
3. Meghatirozzuk ax x =—x, &y =—y optimdlis stratigiapdrt és a
0 - Zy~

1 . .
v =— drtéket. Az eredeti feladatban a jdték értéke v — c lesz.
Z0

Nézziik a korabban vizsgalt feladatot és oldjuk meg a fent emlitett tételek
felhasznalasaval.
4 -2 5
A= .
{— 1 3 J

Noveljiitk ¢ = 3-mal a matrix minden elemét:

7 1 8
A= .
2 6 4
A linearis programozasi feladat:
7y, +y, +8y, <1

2y, +0y, +4y, <1

Vi Yo V3 20
Z =Y, +V, TV, —> max.
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Megoldva szimplex algoritmussal:
B, Y Yy, ys |b
X, 1 8 |1
X, 2 6 1
-z 1 1 0
B, X Yo V3 b
r 1 811
Bty 7 7 17
2 40 12 5
X, | —— —_— — —
7 7 7 7
1 6 1
—, |l -= 2 S
7 7 7
B, X ) Y3
42 B L 308 35
Y1 280 40 280 280
2 7 12 5
Yo e Y e e
40 40 40 40
O O L I i
280 40 280 280
Ebbél leolvashat6 a primal és a dual megoldas:
[ 28 6 } [ 35 5 T 70
§0 bl y = ; - ;0 5 ZO =
280 " 40 =0 280 40 280
Az optimalis stratégiapar:
280 28 6 28 42
- =[0.4:0.6]",
70 280 40 70 70
T
2
_ 80[35 5 0} {35 350} 2[110} .
70 280 40 70 70 22

T 2
A]atekerteke:v=%—3=4—3=1.

Tehat, ha az J1 jatékos 40% valoszintséggel valasztja az elsé stratégiat,
60% valoszintséggel valasztja a 2. stratégiat, akkor a jaték értéke legalabb

1 lesz.
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o 11 Y . o
Ha a J2 jatékos nem a {E ;E;O} stratégiat valasztja, akkor az J1 jatékos

biztosan 1-nél nagyobb értéket ér el és a ]2 jatékost 1-nél nagyobb veszte-
ség éri.

9.5. Kétszemélyes nem konstans 6sszegi jatékok
Eddig csak olyan jatékokkal foglalkoztunk, amelyekben a jatékosok visel-
kedésének nincs hatasa az egyittes eredménytkre. A valdédi gazdasagi
problémak altalaban nem konstans Osszegl jatékok. Példaul a gazdasagi
Osszejatszas novelheti a ,,jatékban” részt vevok Osszes nyereségét.

A szakirodalom megkilonboztet kogperativ és nem kogperativ nem kons-
tans 6sszegl jatékot.

A kooperativ jatékokban a jatékosok egyiittmikodnek minden olyan
tevékenységben, amely az egyik jatékos eredményét novelheti (feltéve,
hogy a masikét nem csokkenti). A kooperativ jatékok elemzésében a leg-
tobb Uj fejlemény az egylittes nyeremény szétosztasanak elveiben van. (A
koz6s szerzemény szétosztasanak problémaja okozza a konfliktusokat,
leszamolasokat, az egyuttmikodés megszakadasat). Ebbdl fakad, hogy a
jatékelméletért kapott kozgazdasagi Nobel-dfjasok Nash, Harsanyi Janos
(1994) is foglalkozott a ,,tisztességes elosztas” elvével és kritériumaival.

A nem kooperativ, nem konstans dsszegi jatékban a jatékosok nem miikod-
nek egyitt. Gyakran kifizet6débb, ha a jatékos el6re kozli a tervét (ellen-
tétben a zérussszegl jaték esetében). A tervek nyilvanossagra hozatala
hasznos lehet akar fenyegetésként, akar informacié atadasként.

Az olyan jatékos szamara, aki bejelenti, hogy bombat fog robbantani,
vagy hogy nyilvanossagra hoz bizonyos kompromittalé adatokat stb., az
hasznos lehet.

Erdekes médon a butasag és a keménység hire hasznos lehet az olyan
jatékos szamara, aki fenyeget, mert segit meggy6zni a tobbieket arrél, hogy
a fenyegetést komolyan gondolja. Valosagos gazdasagi példak sokasagat
sorolhatnank fel a jelen magyar gazdasagban is. Ilyen példaul a rendszeres
sztrajk fenyegetések bejelentése, utlezaras stb.

Egyes vallalatok gyakran a tervezett aremelésiiket kozhirré teszik
abban a reményben, hogy ezt az intézkedésiiket az agazat tobbi vallalatai
koveti, — mindannyiuk kélcsénds hasznara — a piaci versenyszellemmel
szemben. Példanak mondhaté a cukor aremelés szandékanak el6zetes
bejelentése. Ezt ugyis mondhatnank: informacié a kwvdzi-isszejdtszis céljara.
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A gazdasagban gyakran addédik olyan helyzet, hogy az 6nérdek mind-
két jatékost olyan dontésekre készteti, amely mindkét fél szamara hatra-
nyosak. Példaul sok boltos nyitva tartja boltjat (pékséget) vasarnap is, —
annak ellenére, hogy jobban szeretne pihenni, — mert attél fél, hogyha
nem tart nyitva vasarnap, akkor elveszti vevéit, akik a vasarnap is nyitva
tarté versenytarshoz partolnak at. (Pedig éltalaban az Osszhaszon ezzel
nem novekszik!)

Ezt a nem zérussszegl kooperativ jatékot a ,,rabok dilemmaja” neve-
zetl jatékon szemléltetjiik:

Két rabot (gyilkost) egyidejlleg gyanusitjak. Kulon-kiilon kihallgatjak
mindkettét. Mindegyik tudja, hogy mindketten kiszabadulnak, ha egyik rab
sem vall. Mindkettének megmondjak, hogy ha az egyikik bevallja cselek-
ményiiket, akkor a vallomast nem tevé sulyos biintetést kap, a bevallo
pedig kedvezményeket.

Ebben a helyzetben mindkét jatékos gy donthet, hogy vallomastétel-
lel védekezik vagy kooperaciot hoz létre és nem vall. Itt az 6nérdeknél
fontosabb a kozérdek.

Hasonlo példanak mondhat6 az ad6zas problémaja.

Az allampolgar szemszogébdl az adok megfizetése csokkenti a hasznat
és hatranyba kertil a piacon azzal szemben, aki nem fizeti meg az adot. Az
allampolgarok és a gazdasagi egységek tobbsége abban érdekelt, hogy jol
mukods allam legyen, amely biztositja a tarsadalom és a gazdasag miko-
dési feltételeit. Frdekes médon az énérdek igy érvényesil, holott nincs
biztositék, hogy a tébbiek is igy fognak viselkedni, mint azt a k6z6s érdek
kivanja.
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10. Készletezési modellezés

10.1. Bevezetés

Az uzleti életben fontos feladat az aruk a beszerzéstdl az értékesitésig valo
tarolasa. A kis- és nagykeresked6k valamint a gyartétizemek altalaban ren-
delkeznek bizonyos raktarkészlettel. Milyen ,készletezési politikat” foly-
tasson egy ilyen Uzem, azaz mikor, mennyit kell termelni (rendelni) egy
bizonyos arubdl, hogy az ezzel kapcsolatos Osszes koltség a lehetS legki-
sebb legyen.

A probléma megvilagitasara nézziink két példat:

10.1.1. Példa

Egy autéradié-magnot gyartd cég maga allitja el a késziilékbe beépitett
hangsz6rot is. A autéradidkat folyamatosan szerelik 6ssze, havonta 7000
darabot. A hangszordkat szakaszosan gyartjak, mert rovid id6 alatt sokat
tudnak eléallitani. Donteni kell a cég vezetSjének arrdl, hogy mikor és
mennyit gyartson a hangszorékbol, hogy az autéradié-gyartas folyamatos
legyen és a hangszordk gyartasakor fellépé koltségek Gsszege a lehet6 leg-
kisebb legyen.

A dontéshez az operacidkutatok a kovetkezSket vehetik figyelembe:

e A hangszorok gyartasanak beinditasakor fellép 50.000 Ft un. ,,be-
inditasi koltség” a nyilvantartas, az izemképes allapot megszerve-
zése stb. miatt. Bz a koltség azt indukalja, hogy nagy mennyiséget
gyartsanak egyszerre, mert igy egy hangszorora kis koltség esik.

e A hangszorokat a felhasznalasig készletezni kell. Ha sokat gyarta-
nak egyszerre, akkor hosszu ideig készletezni kell. El6zetes becslés
szerint egy hangszoro tarolasa havonta 30 Ft-ba kertl. Ez a koltség
magaba foglalja a lek6tott tke, a tarolasi hely, a biztositas, az adé
stb. koltségét. Bz a koltség azt sugallja, hogy kis tételben gyartsa-
nak.

e Loy hangszord elballitasi koltsége (anyagkoltség, munkabér, ener-
glakoltség stb.) 500 Ft.

e A cég elvben nem engedi meg a hianyt, azonban idénként enged
ebbdl és igy a hangszorohianyt is megengedi. EbbSl adédo koltség
hangszéronként és havonta 50 Ft kortli érték. Ez abbol adodik,
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hogy késébb szerelik be a radiokba a hangszérokat, igy Gjbdl el
kell venni azokat és tarolni is kell stb.

10.1.2. Példa

Egy kerékpar-nagykereskedének az a problémaja, hogy a legnépszeribb
tipus olykor hianycikk, ezért feliilvizsgalja az eddigi készletezési politikajat
erre a tipusra. A kereskedd ezt a tipust havonta szerzi be egy gyart6tol és
ezutan szallitja az tzletekbe. A kereskedé megvizsgalja a koltségeit és
megallapitja, hogy a kovetkezéket kell figyelembe venni:

1. A hianybol eredi koltsége
Az tuzletek elfogadnak némi késedelmet a szallitasban, de gy érzi a ke-
reskedd, hogy a hiany miatt veszteség éri, kerékparonként 2600 Ft. Ez
a koltség a bizalom elvesztésébdl, a tobbletlevelezésbdl és a jovedelem
kiesésb6l adodik

2. A fenntartdsi koltség
A hoénap végén a készletben 1évé kerékparok utan 200 Ft koltség ter-
heli a keresked6t. Ez tartalmazza a lekotott téke, a raktarozasi terilet,
a biztositas, az ado stb. koltségét.

3. A rendelési koltség
Ez két részbdl all: a rendeléssel kapcsolatos koltségbdl és a kerékpar
aktualis arabol: 4600 Ft, 28.000 Ft.

10.2. A készletezési modell 6sszetevoi

A készletezési politika nyilvanvaléan befolyasolja a cég pénziigyi eredmé-
nyét. A példaban felsorolt koltségeket vegytik csak figyelembe. Jeloljiik az
egyes koltségelemeket a szakirodalomban hasznalatos betikkel:

1. Beinditasi koltség: k, a gyartas beinditasakor illetve rendeléskor 1ép
fel.

2. Termelési koltség: c, a termelt (megrendelt) cikk fajlagos ara.

3. Tarolasi vagy raktarozasi koltség: h, a tarolt cikk idGegységre jutd
fajlagos koltsége.

4. Hiany miatti karosodas koltsége: p, id6egységre jutd fajlagos kolt-
ség.

5. Osszkoltség: K.

Egyszerre gyartott (megrendelt) mennyiség: Q.

7. Id6egység alatt a raktarbdl elfogyott mennyiség: r.

o
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8. A periddus elején meglévé készlet, ha a hiany megengedett: s.
9. Feltoltési id6: t.
10. Diszkonttényezé.

Az eredményt befolyasold koltségeket értelemszerien hol beépitjik a
készletezési modellbe, hol kihagyjuk.

Optimalis készletezési politikarol akkor beszéliink, ha a figyelembe
vett koltségek 6sszege a lehetd legkisebb.

A készletezési modelleket altalaban aszerint osztalyozza a szakiroda-
lom, hogy a kereslet ismert-e egy id&szak alatt (determinisztikus kereslet) vagy
pedig a kereslet értéke valoszinlségi valtozé ismert valdszintiségi eloszlas-
sal (sxtochasztikns kereslet). Az elsé példaban szereplé hangszorégyartas
determinisztikus kereslet, mert ismert, hogy havonta 7000 darab sziiksé-
ges. A masodik példaban — mint a kereskedelemben altalaban — ismeretlen
az igény mennyisége.

Egy masik osztalyozas torténhet aszerint, hogy folytonosan vizsgaljuk
feltl a készletezést vagy periodikusan.

Osszefoglalva az elmondottakat a kévetkez6képpen osztalyozhatjuk a
készletezési modelleket:

e Determisztikus modellek: ha a kereslet ismert és adott nagysagu.

a) Folytonos leltarozasu készletezési modell: a figyelembevett cikk
r sebességgel egyenletesen fogynak.
b) Periodikus leltarozasi modell: ha a kereslet periodikus (szezona-
lis).
e Sztochasztikus modellek: a kereslet pontos értéke nem ismert,
csak az tudhato, hogy milyen valoszintséggel vesz fel értékeket.

10.3. Determinisztikus kisérletezési modell

10.3.1. Folytonos leltarozasu egyenletes keresletii modell,
hiany nincs megengedve
Feltevés:

o A kereslet egységnyi id6 alatt. PL. havonként r darab.

e A megrendelt Q darab egyszerre érkezik. Figyelembe vett koltsé-
gek: k beinditasi koltség, ¢ rendelési (termelési) fajlagos koltség, h a
fajlagos raktarozasi koltség.

e A hidny nincs megengedve: p = 0.
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e Periodusidé a két beinditas (megrendelés) kozotti idé: — .
r
Ezen feltevések figyelembevételével a modellt a kévetkez6 1épésekkel ir-

hatjuk fel:

A0 készlet

idé

!
T
Q 2Q
r r

9.3.1.1 abra. Készlet alakulasa az id6 fuggvényében
(hidany nincs megengedve)

IdGegységre es6 6sszes koltség meghatarozasa
Egy periddusra es6 termelési koltség: k + ¢ - Q, ha Q > 0.
Egy periddusra esé tarolasi koltség meghatarozasa:
- , , Q+0_Q
Egy periddus alatt az atlagos készlet: ——=—, mert kezdetben 0 a

készlet, a periddus végén pedig Q, ezért egy idGegységre esé tarolasi kolt-

ség: h % .
2
Igy egy periddus id6 alatt a tarolasi koltség: h %g =h 2— .
t r
2
Tehat az Osszes koltség a periddus alatt: k+c-Q+h oo
r
h-Q?
k+c-Q+ Q Q

2t =£+r-c+h-—.
2

Id6egység alatti koltség pedig: K = 5

T

Lathato, hogy az 6sszes K koltség a Q rendelési mennyiség fiiggvénye.
Keressiik, hogy melyik Q mennyiségnél lesz a K(Q)) minimalis.
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T , w1 , dK
A széls6érték 1étezésének sziikséges feltétele: o =0.

k h
Esetiinkben: dﬁ:—r—2+—=0,azaz ~2rk+Q*-h=0.
d Q° 2
. . , . ., 2rk
Ebbdl az optimalis rendelési mennyiség: Q = e

Ezt a rendelést t idonként kell feladni, vagy a termelést beinditani.

_Q_ [
t th

A 9.1.1. példara alkalmazva a kapott eredményt:
2-7000 - 50000

Optimalis rendelési mennyiség: Q.= — ~ 4830 db.

Periédus idé: Q_ 0,69 hoénap = 21 nap.
r

Osszes koltség: K = % +5000-7000 + 50 &230 =3693214 Tt.

10.3.2. Folytonos készletezési modell, a hiany megengedett
Hasznos lehet, ha megengedjik a hianyt, mert a periédus idejének névelé-
se csOkkentheti a beinditasi koltségek egy darabra esé részét.

Ha a periddus elején a készlet S és r darabot hasznalnak fel egy id6egy-

, S .., .
ség alatt, akkor — 1dé mulva lesz a készlet 0.
r

készlet

w
1

T
0 s
r

=[O

2Q ids
r

9.3.1.1 abra. Készlet alakulasa az id6 fuggvényében
(hiany megengedett)
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. S+0 S
Ekkor az atlagos tarolas mennyisége: )

5

Ezért az egységnyi id6 (nap, honap stb.) alatt a tarolasi koltség: h %

> e oSS S
Egy periddus alatt a tarolasi koltség h LT h oo
r t

Ahidny 232275 jqcig 1¢p fel
tr

T r

Egy id6egység alatt a hiany atlagosan: Q-

, ezért a hiany koltsége

id6egység alatt: p- % .

A hianybdl ad6do koltség a periddus alatt:

p-(Q-S) Q-5

2 r
b pr(Q-S)
2t 2t
b, pQ-s)
2 2t

Periddusra esé Osszes koltség tehat: k+c-Q +

k+c-Q+

Id6 egységre esé 6sszes koltség: K =

Q

hs’ pQ-S)

o , , k
A kijelolt osztast elvégezve: K = = +cr+ + 20

Ez egy kétvaltozos fuggvény, Q rendelési mennyiség és S maximalis
készlet tigevénye: K(Q, S). Keresstk azon Q és S értékeket, ahol a K(Q,
S) fiiggvénynek minimuma van. Egy kétvaltozos figgvény széls6értékének

szitkséges feltétele, hogy a parcialis derivaltak (%} és (%) zérussal le-
gyenek egyenlok.

Parcialis derivaltak: % =0+0+ % + M (=1)=0,

QR Q@ 2Q 4Q?

azaz a kévetkez6 egyenletrendszert kell megoldani:

K_ ko hS? +2p(Q—S)2Q—2p(Q—S)2 0

bl
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hS-pQ+pS=0,
—4ﬂv—ﬂ62+4pQ2—4pQS—2pQ2+4pQS—Aﬁ2=O.
Kifejezve az elsé egyenletbdl az S =——-Q ¢és behelyettesitve a masodik
h+p
p3Q2 B

egyenletbe: — 41k —2h———— P’ Q% +4pQ* —2pQ* -

(h+p) (h+p)
2p’h 2p°
Rendezve: lop-—P 2 P |y
endezve Q [ p (h+p)2 (h+p)ZJ t

, 2ph” +2p°h

A ko6z6s nevezére hozas utan: T =4rk.
(h+p)
, . . Yo 2 2ph
Elvégezve a kiemelést és az egyszerdsitést:  Q o 4tk .
TP
Ebbdl kifejezve a Q-t, kapjuk az optimalis rendelési mennyiségre:
2tk h+
Qopt = - —p '
hp
Ezt helyettesitve az S= L -Q Osszefiiggésbe, az optimalis készlet
h+p
. 21k
mennyisége: S = LI
P h h+p
Ekkor a maximalis hidny: Q, =S, -

Petidus id pedig: ¢ = 22— |25 p+h
t r-h p
Alkalmazzuk a kapott eredményt 9.1.1. példara:
Havonta r = 7000 db fogy egyenletesen, beinditasi koltség k =
50.000 Ft, tarolasi koltség h = 30 Ft, termelési kdltség ¢ = 500 Ft, hidny-
koltség: p = 50 Ft

2. .
<20t=?J 7000-50000 30450 _ 0o g
P 30
o ope _ 6110
Periodus id6: t=—— Qope _ =0,87387 honap ~ 26 nap.
¢ 7000
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A maximalis készletnagysag:

_ |2tk p :\/2-7000-50000_@z?)glgdlD
h h+p 30 80

opt

A maximalis hidny: Q =S, =6110-3819=2291 db.

Osszes koltség egy periddus alatt:
-3819%  50-2291
K=50000+500-6110+3O 5819 +SO ) =
2-7000 2-7000
=50000 + 3055000 + 31253 + 18745 = 3154 998 T't.

10.4. Sztochasztikus készletezési modellek

A kerékparok eladasardl szolé példankban és altalaban a kereskedelemben
a kereslet nagysaga valészintségi valtozo, azaz egy idSegységre esé eladott
darabszam a véletlentdl flgg. Feltételezzik, hogy ismert vagy meghata-
rozhat6 a valoszintségi valtozo eloszlasa. Az ilyen készletezési modellek is
tobb tipusba sorolhatdk. Jelen vizsgalédasunk célja az, hogy bemutassuk
azt a matematikai lépéssorozatot, amellyel az ilyen tipust feladatok tar-
gyalhatok.

10.4.1. Egy periodusos modell beinditasi koltség nélkiil

Jeloljik a széban forgd arucikk keresletét valoszintségi valtozoval. To-
vabba jeléljiik P(& =x)-vel annak a val6szin(iségét, hogy & felveszi az x
értékét.

Egyetlen periédusban, egyszerre Q mennyiségti arat rendelnek egysé-
genként ¢ Ft-ért.

Ha a ¢ kereslet kisebb, mint a beszerzett Q mennyiség, akkor
Q—¢& >0 mennyiséget tarolni kell és a fajlagos tarolasi koltség h Ft. Ha a
& kereslet nagyobb, mint a rendelt mennyiség, akkor &—-Q >0 hiany ke-
letkezik és ekkor a hianybdl szarmazo fajlagos koltség legyen p.

Ekkor a felmertlt koltség & és Q fiiggvénye:

K(&Q)=c-Q+hmax(Q—&)+pmax(é-Q).

Lathato, hogy két kockazat kozott kell azt a készletezési szintet meghata-
rozni, amelyekre nézve a koltségnek a varhat6 értéke minimalis.
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Tulajdonképpen azt a Q mennyiséget keresstik, amelyre nézve a kolt-
ség varhato értéke minimalis:

K(Q)= B(K(£,Q)= Y [eQ +hmax(Q - )+ prmax(é - Q)] P(E =x).
x=0

Sokszor a P(& =x) val6szindség pontos alakjat nehéz meghatarozni, ezért
a diszkrét valoszintségi valtozot folytonossal helyettesitjik. Ha a kereslet-
nek igen sok lehetséges értéke lehet, akkor ez a kozelités elég j6 kozelitést
ad a készlet optimalis értékeire.

Legyen a folytonos eloszlas strdség fiiggvénye f(x). Ekkor a koltség-
fiigevény varhato értéke

K(Q) = +h ] (Qs)lbs ] (s~ QK

0

Bontsuk fel az integralokat, akkor
Q Q ® o
K(Q) =c-Q+ hQIf(X)dX - hJ- Xf(x)dx + p'[ Xf(x)dx - pQIf(X)dX
0 0 Q Q

Keresstik a széls6értékét, ezért derivaljuk Q szerint. Olyan integralokat
kell derivalni, ahol az integralasi hatarok a derivalasi valtozo figgvénye.
Ennek a derivalasi szabalya:

u(y) U(E‘)
i f (X y)dx+f(u y) d——f(v y)dv
dﬁm ) @ dy dy

v y

Figyeljink arra is, hogy a masodik és az 5. tag szorzatfuggvény!

C“Z—((S) = c.+h(ff(x)dx+th(Q)—th(Q)—pr(Q)—[pr(x)dx_pr(R)},

0

Rendezve: di

K Q) _ C-+hTf(x)dx—p]if(X)dX
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Kihasznalva az ismert F(x)= If (x)dx, illetve jf (x)dx =1-F(x) 6ssze-

tiggéseket, ahol F(x) az eloszlasfiggvény, kapjuk:

dK
Q) () pl1-¥(Q)
Q
SzéEls6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy dlj—((gQ) =0 legyen.
Ezért c+hF(Q)-p+pF(Q)=0,
p—c
FlQ)= .

azaz Q) b

.y , . d’K(Q) o .
Az elégséges feltétel: 1Q’ =h-f(x)+pf(x)> 0 teljesil, hiszen f(x) min-
dig pozitiv. Tehat a koltség varhaté értéke olyan O rendelés mellett a leg-
p—c

pth '

kisebb, amely helyen a & keresleti eloszlasfiiggvényének értéke

Ez az egyperibdusos modell olyan arucikkek készletezésének felel meg,
amelyek igen gyorsan fogynak, masnap mar szinte nincs érté¢kik. Példaul
napilapok vagy olyan élelmiszerek, amelyek gyorsan elromlanak.

10.4.2. Példa
Oszibarack beszerzési ara 80 Ft/ kg. A tapasztalat azt mutatta, hogy adott
id&szak alatt a kereslet egyenletes eloszlasa 1000 és 2000 kg kozott. Meny-
nyi 6szibarackot vasaroljon a keresked6 naponta, ha a tarolasi koltség na-
ponta 5 Ft/kg és a megmaradt ard maradvanyértéke 60 Ft/kg. Ha pedig
hidnya lenne, akkor 140 Ft/kg lesz a vesztesége.

Megoldas: az el6z6 képlet szerint:

p—c _ 140-80 60 60
F — = frd :_.
@ p+h 140+(5-60) 140-55 85

Az egyenletes eloszlas eloszlasfiggvénye mint tudjuk:
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Q-1000 60

2000-1000 85
Ebbél: 85Q — 85000= 60000, azaz Q = 1705 kg

Tehat az Osszes koltség varhatod értéke akkor lesz a legkisebb, ha na-
ponta 1705 kg kortl rendel a keresked6 az &szibarackbol.

Az eddig targyalt készletezési modellek az egyszeribb eseteket repre-
zentaljak. A valdsagos gyakorlati modellek altalaban bonyolultabbak, de a
felsorolt esetek jol szemléltetik a problémak megoldasi technikajat.

BEzért
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11. Agazati kapcsolatok elemzése

11.1. Agazati kapcsolatok modellje és megoldasa
A nemzetgazdasag (a termeld vallalatok) egyes agazatai az altaluk el&alli-
tott termékek egy részét sajat maguk hasznaljak fel, mas részét mas agaza-
toknak adjak at, amelyek ezen termékeket felhasznaljak, a termékek egy
harmadik részét pedig fogyasztasra adjak. A nemzetgazdasagi agazatok,
illetve a termel6 vallalatok tehat termékeik altal kapcsolatban vannak mas
agazatokkal, mas vallalatokkal.

Szemléltetésként tekintstik meg egy agazati kapcsolati példat:

Tegyiik fel, hogy a gazdasag harom {6 agazatbdl all és ezek bruttd terme-
lése: 30, 20, 5 milli6 forint. Ezen értékek egy részét a sajit agazat hasznalja
fel, mas részét a tobbi agazatnak adja at és a maradék lesz a nettd kibocsitis.
A kovetkezé tablazat szemlélteti a zefjes termelést, vagy bruttd kibocsatist, az
dagazatkozi termékdramlidst és a nettd kibocsdtist.

Agazatkézi termékaramlas

Termelési | Teljes | Termelési agazatok Osszes fel- Nettd
agazatok | termelés hasznalas kibocsatas
1. II. | IIL
1. 30 10 8 4 22 8
11. 20 8 2 7 17 3
I11. 5 1 0 2 3 2
Osszes 55 19 10 13 42 13

Altalanossagban: Tegyiik fel, hogy a gazdasag n olyan agazatra bonthatd,
amelyek egymassal nem helyettesitheté homogén termékeket allitanak elé.

Jeloljék az XT =[xy, X,, ... X,] vektor komponenseit egy adott id&szak-
ban az egyes dgazatok 4tal termelt mennyiségek forint értékeét, tehat x; a j-
edik dgazat termelése. Ezt a vektort a bruttd kibocsitisok vektoranak nevez-
zuk. Jelolje xjj annak a termékmennyiségnek az értekét, amelyet az i-edik
agazat a j-edik agazatnak ad it termelésre, xj pedig a j-edik 4gazat termele-

sét jelentse.
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Igy az egyes 4gazatok kapcsolatat az

X1 X Xin
X2 X2n
M= : . Xy .. | matrix mutatja.
| X0 X e e X |

Ha az M matrixot soronként Osszegezziik, akkor egy olyan oszlopvektort
kapunk, amelynek elemei az an. fermeld fogyasztast mutatjak. Bzt a vektort
M-1 (ahol1 =[1,1, ..., 1]T) szorzat allitja eld.

A gyakorlatban pedig igaz, hogy x > M - 1.

Képezziik az x — M -1 vektort és jeloljik y-nal. Azy =x — M -1 vek-
tort nettd kibocsdtas vektoranak nevezzik. Fontos ismerni az 1 Ft termelésre juto
raforditast. Ezt Ggy kapjuk meg, hogy az M matrix j-edik oszlopanak min-
den elemét osztjuk xj-vel, ahol j=1, 2, ..., n. Az igy kapott matrixot echno-

logiai matrixnak nevezzik és jeloljuk A szimbolummal.
Tehat

Vezessik be X = < x, x,, ..., X, > diagonalis matrixot, akkor A = MX
Az A matrix segitségével a brutté- és nettd kibocsatasok vektora kozotti
kapcsolatot a koévetkezOképpen irhatjuk fel: x = Ax + y, amelybdl
v=x—Ax=(E-Axinnenx=E-A) 1y

Ezen egyenletek azg dgazati kapesolatok mérlegének alapvetd isszefiiggéses.

Az utébbi Osszefliggés megmutatja, hogy a nett6 kibocsatasok ismere-
tében hogyan lehet meghatarozni a brutté kibocsatasokat.

11.2. Példa

100 40 40 O
Legyenx =180 [,M=|20 30 0
200 0 100 50

Kérdés: Hany szazalékkal kell névelni az egyes agazatok brutté kibocsata-
sat, ha a nett6 kibocsatast az egyes agazatokban 10, 80, 70%-kal kivanjuk
noévelni?
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Megoldas: Hatarozzuk meg el6szor az adott termeléshez tartozo netto
kibocsdtdsok vektorat az y = x — M-1 Osszefliggéssel.

100 40 40 O 1 20
y=180|—120 30 O |-|1|=130].
200 0 100 50 1 50

Most mar meg tudjuk hatarozni a megnovelt nett6 kibocsatasok vektorat:

20+ 2=22,
30 + 24 = 54,
50 + 35 = 85.
22
Tehat legyen y' = | 54 | az 4j nettd kibocsatas.
85

Az y’ nett6 kibocsatashoz tartozo brutté kibocsatas az

x=E-ATy

egyenlettel szamithato.
Az A technolégiai matrix pedig A = M- X! médon szamithaté. Tehat

40 40 0 100 5 2
1 1 3
A=1[20 3 o0|-|]0 — o |=|= 2 o]l
80 5 8
0 100 50 1 ) 51
i 200 | 4 4]

Az A mitrixbil leolvashatd, hogy az 1. agazat 1 Ft mennyiség brutto termelé-
séhez a sajat termelésébdl 0,4, a masodik agazatébdl 0,2, a harmadikbol
agazatébol 0 Ft-ot hasznal fel. A masodik, illetve harmadik agazat 1 Ft
termeléséhez felhasznalt mennyiségeket az A matrix masodik, illetve har-
madik oszlopainak elemei mutatjak.

Ko6vetkezé 1épésként hatarozzuk meg az E — A matrixot, majd az in-
verzét.
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25 20 0
E-A)"'=—-8 24 0].
)40, 4
3 3

Az invery matrix elsé oszlopa azt fejezi ki, hogy 1 Ft nettd kibocsatisihoz
mennyit kel felhasgndlni az els6, a masodik és a harmadik agazatbol stb.

A felemelt nett6 kibocsatasokhoz tartozé brutté kibocsatasok vektora
most mar kiszamithato.

25 20 0 22 148,18
x':% 8 24 0 54| = (133,82 ].
? 40 % 85 336,36

Lathato, hogy

az 1. agazatban a brutt6 kibocsatast 48,18 millié Ft-tal,

a II. agazatban a brutt6 kibocsatast 53,83 millié Ft-tal,

a I11. agazatban a brutt6 kibocsatast 136,36 milli6é Ft-tal kell névelni.
Ez azt jelenti, hogy

az 1. agazat termelését 48,18%-kal,

a II. 4gazat termelését 67,27%-kal,

a II1. agazat termelését 68,18%-kal kell névelni.

11.3. Agazati kapcsolatok modelljének megoldasa
EXCEL tablazatkezelovel

Az agazati kapcsolatok mérlegébdl ismertek a kévetkez6 adatok:

[400 | (80 60 0 120 80|
300 40 60 0O 0 120
x =| 500 100 120 200 0 80
600 100 30 200 240 0
| 400 | |40 0 50 120 120

Megvalaszolandé kérdések:

a) Mekkora az egyes agazatok nett6 kibocsatasa?
b) Mekkora a termel6 fogyasztasa az egyes agazatoknak?
c) Hatarozza meg a technolégiai matrixot!
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Mi a jelentése a matrix egyes elemeinek?
d) Hatirozzuk meg az (E —A)™' matrixot!
Mi a jelentése a matrix egyes elemeinek?
e) Mekkora brutté kibocsatas mellet lehet a netté kibocsatas vektora
y = [200, 80, 250, 200, 120]"?
A kérdések megvalaszolasara hasznaljuk fel az EXCEL tablazatkezel6t!
Helyezzik el a tablazaton a megadott x vektort és az M matrixot. A
szamolasnal szitkség lesz az 1 Osszegezd vektorra és az E egységmatrixra
valamint az X diagonalis matrixra:

Microsoft Excel - Mappal

=| Fajl Szerkesztés MNézet Besziiras Formatum Eszkizdk Adatok Ablak Sigd H

Cl=18) (SR FEE] (== F] 2]A] Bz (SB[ 2]2)] [100x

M15 =1 [
A [ B]lc[p [ E[F e [u[I1 ] g [E[L [ m [k
1
Iz ] 400 %0 &0 ol 120 0 1
2 | 300 40 &0 0 o 120 1
4| == 500 M= 100 1200 200 0 gl 1= 1
5 | 600 100 30 200 240 [ 1
16| 400 a0 0 50 120 120 1
7|
s | 340 1 [ [ [ [ ]
o | 220 0 1 0 0 0 g0
[0 [ar+1= 500 E= 0 0 1 0 ofy=x=m1*)] o
11 | 570 0 0 0 1 0 a0
2] 330 0 0 0 0 1 70
13|
14| 400 [ 0 [ [ 0,003 [ [ [ [
15| o/ 300 0 0 0 0 0003 0 0 0 1
6 [x= 0 0 500 0 ofxt= 0 0 0,002 0 0
7| 0 [ 0 &00 0 0 [ 0 0 0
18] 0 i 0 0 400 0 i 0 0 00023
19| ry
MDD Munkal / Munkaz 7 Munkaa 7 Munkad 7 Munkas A Ml T -
Kész I [ (IR | |

Az elhelyezés utan hivjuk meg a fiiggvényvarazsloval a szikséges matrix-
muveleteket és végezziik el sorban a kijelolt maveleteket. Helyezziik el az
eredményeket a tablazat lathat6 részén:
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Fajl Szerkesztés Nézet

Microsoft Excel - Mappal

Besziiras

Formatum Eszkizik Adatok Ablak Sigd

Vissza

4 191 )

NEEEREBEEE R EREEA PR REE
135 |2] |
A [ B]c|Dp]E F e u] 1 J [ E] M [+
19|
20|
21|
22 02 02 ooz 02 0E 02 0 02 02
23 |a= 01 032 0 0 03 01 0g 00 03
24 vx'= | 025 04 04 0 02|E-&=] 025 04 06 0 02
25| 025 01 04 04 0 0235 1 04 06 0
26 | 01 001 02 03 01 0 01032 07
27|
28 | 2,33 1,33 1,144) 1322] 157982 o0 543 =
29| 0791 185 0644 05 120430 100 x= 92
B0 [(E-&)*'=| 196 2,8 3018 1439 235621 y= 0 EA *y=| 664
N 2472 232 259 1287 242079 M 801
32| 1316 1,16 1,337 1,334 2,68500 o0 530
33|
34|
35| 1
36|
37|
o
_Iilf—ilblbll\hlunkﬂ Munka2,(MunkaSKMunkadKMunkaE[ M« T +
Kész [T NOM[ T
Valaszok:
a) y=x—M -1=160, 80,0, 30, 70]T
b) M -1 = [340, 220, 500, 570, 330]T

c) Technolégiai matrix: A matrix.

d) (E—A)"" matrix elemeinek jelentése: A matrix els6 oszlopa azt fe-
jezi ki, hogy az els6 agazat 1 Ft netté kibocsatasat milyen prog-

rammal valdsithaté meg az egyes agazatban.
e) Az 4j brutté kibocsatas vektora a K28:K32 oszlopban lathaté.
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12. Elorejelzés

El6rejelzésre a gazdasagi élet szamos teriiletén sziikség van, mivel a mai
gyorsan valtozé, bonyolult kérnyezetben csak akkor tudunk helyes donté-
seket hozni, ha ismerjik a j6v6 alapvets fejlédési folyamatait. A prognosz-
tika magaban foglalja annak megértését, hogy mi tértént a multban, mi
torténik a jelenben és miért?

Csak a vizsgalt jelenség okainak megértése, Osszetevoinek megismerése
és elemzése utan nyilik lehet6ség arra, hogy jol elére jelezzik mi fog tor-
ténni a j6vében és az elbrejelzés ismeretében dolgozzuk ki a megfeleld
gazdasagi dontéseket.

El6rejelzést tehetunk kvalitativ (mindségi) és kvantitativ (mennyiségi)
moédon. Az elsé esetben az elérejelzés altalaban egy vagy tobb szakértd
személyes véleménye, vagy {télete. Bzt szakértéi véleményalkotasnak szo-
kas nevezni. Példaul a koltségvetés elkészitéséhez feltételen sziikséges az
inflacié mértékét meghatarozni. Az eredmény altalaban a kozgazdaszok
hosszu vitai utan megegyezéssel sziiletik meg.

A kvantitativ médszerek koziil az idésor-analizis és regresszio-analizis
modszerek hasznalatosak.

A statisztikai id6sor valamely valészinlségl valtozo szamértékeinek a
sorozata egy adott idSintervallumban. Példaul egy meghatarozott cikk napi
piaci ara egy év folyaman id&sort alkot. Az idGsor-analizis tehat olyan
modszereket hasznal, amely ezeknek az adatoknak az alapjan a széban
forgd valdszintiségl valtozéd jovobeli értékére adnak elSrejelzést. Példaul
egy kerékpart forgalmazé cég havi eladasi elSrejelzést szeretne késziteni,
hogy idében beszerezze a szitkséges arut. Persze korabban feljegyezte a
havi forgalmi adatokat, azaz rendelkezésre allnak a havi eladasok valoszi-
nlségl valtozojanak értékei!

A regresszio-szamitasban az el6re jelezni kivant valtozast (a figgd val-
tozot) mas valtozok figgvényeként fejezzik ki. Példaul egy 4j konyv teljes
forgalmi példanyszama 6sszefiiggésbe hozhaté a korabbi idészak postan
megrendelt szamaval.

Természetesen e harom médszer kombinalhat6 egymassal. Altaliban a
véleményalkotast megfelel$ idGsor-analizissel egytitt hasznaljak.
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12.1. Elorejelzés szakeértok kozremiikodésével

A véleményalkotas természeténél fogva szubjektiv és intuicion, tapasztala-
ton alapszik. Ez mindennapos és gyors modszer, mert a szakért6k egy
csoportja konnyen 0sszehivhato és kielégité vita utan kialakithatjak k6zos
véleménytket a szoban forgd dolog jévébeli alakitasarol.

Bonyolult, sokféle hatasnak kitett folyamat esetében az el6rejelzés
megbizhatdsiaga azonban rohamosan csokken. Pl az egész gazdasagot
érinté kérdésekben a szakért6k véleménye gyakran homlokegyenest ellen-
kezo.

E csoport médszer egy tovabbfejlesztett valtozatal, az un. delphoi
modszer kérddbivet kiild a szakértSknek, és a kitoltott kérdbiveket kiértéke-
li. Ezutan 6sszeallitanak egy masik kérdéivet, amelyet az elsé kérdoiv
eredményeivel egyltt ugyanazon szakértéknek megktldenek.

A delphoi moédszer kulcsa az elsé kérdéiv szolgaltatta informaciok al-
tali visszacsatolas. igy minden szakért6 olyan informaciokhoz juthat, ame-
lyek korabban nem voltak a birtokdban. Az eljaras elénye az is, hogy a
szakérték személyes felel6ssége a véleménytikkel kapcsolatban megné.

Nyilvanvald, hogy e mddszer sikere erésen fugg a kérdSivek 6sszealli-
tasanak milyenségétSl. Ha sziikséges, akkor esetleg tObbszoros és megis-
mételhetS a kérd6ivkildés.

12.2. Idésorok

Egy valésziniségi valtozé azon értékei, amelyeket egy bizonyos id6szak
alatt felvesz, id6sort alkotnak. Példaul egy bizonyos arucikk mult évi napi
zarasi arai idésort alkotnak. A 2000. januarjatdl 2004. jaliusaig szamitott
negyedévi munkanélkiliségi arany értékei szintén idSsort alkotnak. Az
orszag nyugati felét kerékparokkal ellaté nagykeresked6 utolsé harom év
negyedévi eladasai ugyancsak idésort alkotnak. Egy idésor viselkedését
szemléltethetjik grafikonon vagy tablazattal.

Minthogy az idésorban a mult leirasa jelenik meg, ezeket az adatokat a
jové elbrejelzésre csak valamiféle logikai eljarassal hasznosithatjuk. Ha a
mult egyszerGen megismétlédik a j6vében — vagyis a mult adatai megmu-
tatjak, mit varhatunk a jovében — akkor felallithatunk egy matematikai
modellt, amely jol jellemzi a folyamatot. Valéban, ha ez a modell ismert,
bizonyos paraméterek esetleges kivételével megadhatjuk az el6rejelzést.
Ha ezt a modellt nem ismerjik, a mult adatai akkor is sugallhatnak vala-
mit.
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Tegytk fel, hogy egy valoszinlségi valtozé — példaul egy napi ar — a
kovetkezd Osszefliggéssel jellemezheto:

X, =h, te,.

ahol X, a valoszintségi valtozo a t pillanatban, h, az idésor viselkedésétdl
figed kifejezés, e, pedig a véletlen hiba. A h, fuggvény sokféle lehet:
Nézztink néhany példat.

Vilaszthatjuk h, -t az utolsé harom megfigyelés mozgatdatlaganak, azaz

_ thl +Xt72 + Xt*fﬁ

h, 3

Vagy valaszthatjuk h, -t az utols6 két megfigyelés sulyozott mozgo atlaganak:
h, =aX_, +(1-a)X,_,,

ahol o a sulyozo6 tényezé.
Vagy valaszthatjuk h, -t egy linearis fliggvénynek:

h,=a+pft

Tobb példat is lehetne sorolni. A lényeg az, hogy a modell paramétereit
egy X,;,X,,...X, multbeli adatsor segitségével allithatjuk el6. Az X, —h;,
kilonbségeknek valoszinlségi értelemben ugyanigy kell viselkedniiik,
mint az e, véletlen hibanak. Ha nem ugy viselkednek, akkor a modell
nyilvanval6an nem megfelelé. Az X, értéket az X,,X,,..., X, ismeretében
a h,,, segitségével jelezziik el6re.

A legtobb valésagos esetben a modell egzakt formaja nem ismeretes,
s6t még akkor is, ha ismerjuk a modell egzakt formajat, a modell paramé-
terei lehetnek ismeretlenek. Példaul, ha tudjuk is, hogy a modell a sulyo-
zott kozép, de altalaban nem tudjuk az a sulyozo tényez6t. Az elérejelzési
eljarasban, ha megvalasztunk egy modellt, az X,,X,,..., X, multbeli adato-
kat hasznaljuk arra, hogy valamiféle optimalis becslést adjunk a paraméte-
rekre. Ha a modell forméjat sem ismerjuk, akkor is vannak bizonyos elja-
rasok az elGrejelzésre, ilyen példaul a Box-Jenkis-féle modszer.

12.3. Elorejelzési modszerek
Meg kell kilonboztetnink a folyamatra illesztett modellt és a hasznalt
elérejelzési eljarast. Esszertnek latszik a modell alapjan megvalasztani az
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elérejelzési eljarast. Altaliban olyan el6rejelzési médszert valasztanak,
amely gyakran igen egyszerd része egy szamitogépes eljarasnak, és kevés
koze van a tényleges modellhez. Példaul, a munkanélkiliségi arany el6re-
jelzésére hasznalhatunk egy olyan eljarast, amely az utolsé négy negyedév
atlagan alapul, tekintet nélkil arra, hogy a

_ Xt—1 +Xt—2 +Xt—3 +Xt—4

Xt
4

modellre vonatkozé idésor megfelel6-¢ vagy sem.

Az eldrejelzési feladatot idosorra a kovetkezéképpen fogalmazhatjuk
meg:

Adva van valoszintségi valtozoknak egy X,,X,,... X, sorozata (vagyis egy
sztochasztikus folyamat) E(X,),E(X,)... virhaté értékkel. A valészindségi
valtozok eloszlasa lehet azonos, de valtozhat is. A valészintségi valtozok
megfigyelt értékeit jelolje x,,x,,..,x,. BEzeknek ismeretében hatarozzuk
meg E(X,) varhaté értéket, azaz a jovendd idészakra adott elérejelzett
értéket.

Példaul egy kerékpart forgalmazé kereskedd elérejelzést készit a ne-
gyedéves eladasokra, hogy tervezni tudjon. Az el6z6 negyedévek adatait
ismeri, vagyis ismeri a negyedéves vasarlasok valdszinliségi valtozoinak
tényleges értékeit, és elérejelzést akar késziteni a kovetkezd negyedévre
vagy negyedévekre. Ha felismeri, hogy a kévetkez6 negyedévek eladasai is
valészintiségi valtozok, akkor a kereskedd ,,j6” elérejelzést adhat a kovet-
kez6 id6szakra.

Az alibbi eldrejelzési eljarasok gyakoriak a gazdasagban.
1. Az utolso értékre alapozott elorejelzési eljdrds.
A kerékpar-keresked6 az utolsé negyedév eladasaibol becstli meg

E(X,)-t a jov6 negyedévekre, azaz ekkor E(X,)=x,.Ez a becslés
meglehetésen durva, azaz nagy a szérasa, mert egyelemd mintan ala-
pul. Csak akkor érdemes ezt alkalmazni, ha a feltételes eloszlas szora-
sa igen kicsi és/vagy a folyamat oly gyorsan valtozik, hogy a 7 pillanat
el6tti adatok félrevezetbek a jelen helyzetet illeten.

2. Atlagolé elbrejelzési eljdrids.
A kerékpar-kereskedd felhasznalja a multra vonatkozo Gsszes adatat a
jovébeli eladasok el6rejelzésére, vagyis ugy donthet, hogy
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E(X,)= ZXT

Ez a becslés kitind, ha a folyamat egészen stabil. Azonban nagyon
régi adatokat az esetleges eltolédasok miatt nem érdemes figyelembe
venni.

3. Mozgé dtlagokra alapozott eldrejelzési eljdrds.
A kerékpar-keresked6 csak az utolsé n periddusra vonatkozé atlagot
hasznalja a becslésre, azaz

Ez a becslés az utolsé k adat 1ényegét striti, és konnyedén tarthato
naprakész allapotban: az elsé megfigyelést elhagyjuk, és az utolsét
hozzavesszik. Ez az eljaras magaban foglalja az el6z6 eljarasok el6-
nyeit, mert csak viszonylag 4j, de t6bbszoros megfigyelési adatokat
hasznal fel. Hatranya az, hogy azonos sullyal veszi figyelembe az x,
értéket, pedig az ember azt varna, hogy az djabb adatok nagyobb suly-
lyal essenek a latba.

4. Eléorejelzési eljards exponencidlis simitdssal.
Ha a kerékpar-kereskedd exponencialis simitast alkalmaz, akkor

]:Z(Xt ) =ax, + (1 - Ot)E(Xt_l ),

ahol 0<a <1 a simité tényez6. Ekkor az elérejelzés az utolsé megfi-
gyelés és az el6z6 elbrejelzés silyozott Gsszege. Az exponencialis si-
mitas rekurzios eljarast jelent, és a kévetkez6 formaban is megadhato:

E(Xt)z ax, +a(l-a)k, _ +a(l-a)x_, +..= ocZ:(l—Ot)ixt_i .
i=0

Ebbdl a formabdl nyilvanvald, hogy az exponencialis simitas a legna-
gyobb sulyt az x, -re helyezi, a korabbi megfigyelésekre pedig csokke-
n6 sulyokat. Az elsé forma viszont azt mutatja, hogy az el6rejelzést
egyszert kiszamitani, mert a t pillanat el6tti adatokat nem kell meg-
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6rizni, csak x, és az el6z6 E(X, ) elérejelzés szitkséges. Ez a simités

még egy masik formaban is felirhato:
];;(Xt ) = ];“(thl )+ 0(|:Xt - é(thl ):|

Ez adja az eljaras szemléletes indoklasat. Végil, az exponencialis simi-
tas hatékonysaganak egy mértékét is meg tudjuk adni, ha a folyamat
teljesen stabil, azaz ha X|,X,.. X, azonos eloszlasy, fuggetlen valo-

szintségi valtozok, amelyek szérasa o . Ekkor

- ac? o2
Var[E(Xt)} = —a = (2—0{)/0{'

Tehat, a szérasnégyzet statisztikailag ekvivalens egy (2—a)/a megfi-
gyelésre  vonatkozé — mozgodatlaggal.  Ha a=0,1, akkor
(2—a)/a =19:2z exponencilis simftasi médszer ,,ekvivalens” egy 19
megfigyeléses mozgodatlagra alapozott eljarassal, Meg kell azonban je-
gyezniink, hogy az exponencialis simitas érzékenyen reagalhat arra,
hogy az emlitett feltételek nem teljestilnek.

Az exponencialis simitas hatranya, hogy a folytonos valtozast ké-
sedelemmel koveti: ha az atlag folyamatosan né, az el6rejelzés viszont
néhany periddussal lemarad. Az eljarast azonban koénnyen lehet a
tendenciahoz illeszteni (akar szezonalisan is). Masik hatranya, hogy
nehéz a megfelel§ simitétényez6t megvalasztani. Az exponencialis
simitast ugy is tekinthetjik, mint egy statisztikai sz(rét, amely egy
sztochasztikus folyamat adataibol az atlagok idében valtozo, kisimi-
tott becsléseit szolgaltatja. Ha « -t kicsire valasztjuk, a valasz lassan
valtozik, sima becslésekkel. Ha « nagy, akkor a valasz gyorsan valto-
zik, azaz ,,gyors felejtést” jelent (nagy varianciaval). Tovabba, a simi-
totényez6 ,,j60” értéke fugg a széban forgd sztochasztikus folyamattol
is. A szakirodalom szerint az & ne haladja meg 0,3-at, és gy tlnik, a
legjobb valasztas altalaban 0,1-0,2 kortl van. Természetesen megno-
vekedhet, esetleg csak id6legesen, pl. ha szokatlan valtozas varhato.

5. Elorejelzési eljards trendszamitdssal
Lényege, hogy az id6sor Gsszes értékeinek felhasznalasaval megkisér-
link fuggvényszerti kapcsolatot kimutatni az id6 és a megfigyelt érté-
kek alakulasa kozott. Mivel az id6 és a megfigyelt érték kozott altala-
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12.

ban sztochasztikus kapcsolat van, ezért a trendfiiggvény altalanos
formaja a kovetkezéképpen irhato fel.

y.= f(H)+e,
ahol t a trendvaltozo, e, véletlen hatast kifejez6 valtozo.

Gyakorlatban a trendfiiggvény sokféle lehet: linearis, polinomialis,
hatvany, exponencialis, logaritmikus, stb. Arrél, hogy milyen fugg-
vény irja le a kapcsolatot legegyszertibben ugy gy6z6dhetiink meg,
hogy grafikusan abrazoljuk az id6ésor adatait.

A trend fiiggvény ismeretében kézenfekvé az elSrejelzés, hiszen a
trendvaltozé (1d6) helyére azon id6pontnak megfelelé értéket kell be-
helyettesiteni, amelyre a prognoézis készul. Az elébbi szimbolumokat
hasznalva: y,,; = f(t+1i) Elérejelzés szamitasi modszereit Excel tabla-
zatkezel6 segitségével mutatjuk be.

4. ldésor elemzés és elorejelzés Excel

tablazatkezelovel
Egy cég aruforgalmi adatainak rész id6sora lathaté a 12.4.1. képerny6n. A

felvett adatok ismeretében szeretnénk becslést adni arra, hogy a kovetkezé

év negyedéveiben mennyi arbevétellel szamolhatunk.

Ed Miciosoft Excel - Forgalomldésor2004
J@ E&jl Szerkesztés Mézet Beszirds Formitum Eszkézék Diagram Ablak  Sigd
DEH|&EBR s v & -2 < 2| analce <5 | E
Diagramtertlet =] =
A [ B [ D [ 1 [ E [ L [ WM [ ™ ]
1 | Ev NegyedéyAraforg. (mF)|Lin.trend
| 2 | 1957 I 630 725,33
| 3| 1897 o 730 w
|4 | 1857 I 780 Ardforgalom id6beli valtozésa
|5 | 1887 IV 750
| B | 1998 I 720 1000
|7 | 1508 @ 750 900 A
81998 m 830 || o P e vl
| g | e
9 | 19%8 IV 790 M
o] 1599 1 750 o y = 77609+ 71757
600 =
| 11| 193% i 800 _ T
|12 1883 I 350 500 u
| 13| 19%% TV 830 4010
| 14| 2000 I 70
[15] 2000 T 520 0 =
16| 2000 m 260 200 +—| —— Ardforg. (mFt)
|17 | 2000 v 810 100 1 ——Linearis (Aniforg. (mFt))
| 18| 2001 I 815 0 - ‘ - : :
|19 2001 I 850 0 5 10 15 20 2 cl
|20 2001 T 895 n
a1 kelalah] T QLN Q7% 70 >
44 | #% Szezonértékek )l‘\rl.'|forga|t:|m.l\datok/{.ﬁtbra.I\I AMOVA Szezon 4 MunkaZz ;| <| | LIJ_‘

Kesz

1 I I 7 I

‘d Start H :gj E 3 @ » H [ Inté - Opkut | (3 Intézt - Dpkut I Micmsoft Ex.. @Dokumantum ‘ %Qj—‘ﬂmﬁ 013

12.4.1. Képernys
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A jo elbrejelzés érdekében vizsgaljuk meg az id6sort!

e Abrazoljuk az idésort xy diagrammon! Fzt a diagramvarazsléval
megtehetjik. A 12.4.1 képernyén lathatd, hogy az idésor trend- és
szezonalis hatast is tartalmaz.

e Ha a trendvonalat is latni szeretnénk, akkor az aktiv Excel képer-
nyén a grafikon egyik pontjara kattintsunk az egér jobb billentyG-
jével és valasszuk a Trendvonal felvétele mentipontot. Ennek hatasara
megnyilik a 12.4.2 lenyilé meni.

Trendvonal Felvétele =

I Egvebek I

~Trend/Regresszid tipusa

//(-* /"\Jf F;kszémA:

|| Linearis Logaritmikus Polinomialis

| e | IdEszak:

| . wa =
Hakwany Exponencislis Mozgoatlag

Alapul szolgéld adatsar:

(834 I Mégse

12.4.2. Képernyb

A lenyil6 meniiben 6 trendtipus kozil valaszthatunk. Ha a linearist va-
lasztjuk, akkor a 12.4.1. képerny6 képen lathatd egyenest megrajzolja a
program. Ha a trend egyenletét is latni szeretnénk, akkor nyissuk meg az
Egyebek mentipontot is és értelemszerden tegyiink jelet a négyzetekbe.
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Bl Trendvonal felvétele r

Tipus Eqgyebek |

rTrendvonal neve
& Automatikus: Linedris (Ardforg, (mFEY)

" Megadott: I u

~Elgrejelzés

Eldre; E egyseg o
Vissza; ID 3‘ egység L

| | Legyen a metszéspont = ID r

— ¥ Egyenlet 1tszik a diagramon -

(B T

_ ¥ R-négyzet értéke latszik a diagramon |

12.4.3. Képernyd

Mivel a mentlapon azt is beallitottuk, hogy 4 id&szakra készitsen el6rejel-
zést, ezért a 12.4.4.képernyon az az id6szak is megjelenik:

E3 Microsoft Excel - ForgalomldGsor2004
J@ E&jl Szerkesztés Mézet Besairds Formatum Eszkbzik Diagram  Ablak Stgd ﬂ
IDzE|gkbi o=~ 2 n < 21| avial e
L_Diagramleru\etj = £
] ] []
Ariforgalom idiibeli valtozasa és elirejelzés lin. Trenddel
1000 |
950 Rajeteriilet |
N
900 /.\
[
f
350 "/') k;
P 1
oo hw— f
c ' et
a0
a E T v’ .
0 y= 77609+ 717 57
R?=0742
B50
600
550
500
L I A " I I A A I I
9971997) 8971 9871 995] 993{ 995) 995 9951 995) 8991 A9HL000E000R0O0ROOCRO0T RO01ROM RO PO0ZRO02RO02002]
‘—An]forg.(mﬂ) Linedris (Ariforg. (mFt |
w

Ll
|T4I4I>I>||\ Saezonertékek f  ArdforgalomAdatok %, Abra ¢ ANOVA Szezon f Munks2 f Munka3 /'

Kesz 0 ] T I
hstan||| A4 @ 59 [S) > || (G ntees - Okt | B Elfiielzéslavitalt - Mic..||[E] Microsoft Excel - F_. | CONY TR 17.07
12.4.4. Képernyd

Lathat6, hogy az illeszkedés elfogadhaté (magyarazéd eré 74,2%). Itt leol-
vashat6 a kévetkez6 4 negyedévre a forgalom becstlt értéke, de nem vet-
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tik figyelembe, hogy erds szezonalis hatas érvényesil. Ha jobb el6rejelzést
akarunk adni, akkor a szezonilis eltéréseket, illetve szezonindexeket is ki
kell szamolni és ezzel korrigalni kell a trendet. A szezonalitas vizsgalata
barmilyen alapiranyzat-becslés esetében elvégezhetd.

o Szezonalitds-vizsgdlat linedris trend figyelembevételével. Egyszerre mutat-
juk meg az additiv és a multiplikativ modell szamitasi eljarasat.
Egészitsik ki a 14.2.1. képerny6n lathaté alapadatokat a linearis
trend szamitott értékeivel és a trendt6l megtisztitott értékekkel. Ez
latszik a 12.4.5. Képernyén. A D oszlop aktiv celldjaban lathat6 a
trend képlete, a tobbi celldjaban a becsilt trend értékek. A trendtdl
megtisztitott értékeket additiv modellt feltételezve az E oszlopba
helyeztik el az =C2-D2 képlettel szamolva, a multiplikativ modell
szamitasi képlete =C2/D2, és az F oszlopban lathatok a tisztitott
értékek.

EZ Microsoft Excel - Forgalomldésor2004
B Eail Szerkesztés Wezet Beszirds Formatum Esekozok Adatok Ablak Sigd

DEHEH(Ek|EE < v-= & % | o =2 mesnswromence =12 - F A 2
D2 [ ] =| =717 57+7 7B097(SOR(C2)-1)
A B [ C [ D | E [ F [ G [ H [ | =
1 Ev Negyedés Aruforg. (mFt) Lintrend Tisz. (additiv)Tisz. (multipl) Exp.sim(0,2) Tisz. (additiv)Tisz. (multip) |
2 | 1287 1 680 I 725,33! -45,33 0,54 630,0 0,00 1.0000
| 3 | 1397 I 730 733,09 -3,09 1,00 7200 10,00 1.013%
| 4 | 1357 jang 780 740,85 39,15 1,05 ToB,0 12,00 1.0156
| 5 | 1357 IV 750 748,61 1,39 1,00 7536 -3,60 0,852
| B | 1398 1 720 756,37 -36,37 0,95 26,7 -6,72 0,308
| 7 | 1398 I 760 764,14 -4,14 0,99 7533 6,66 1.0088
| & | 1398 jang 230 771,50 58,10 1,08 2147 15,33 1.0188
| 9 | 1398 IV 750 Ti9.66 10,34 1,01 7949 -4,93 0,838
| 10| 135% 1 780 78742 -7.42 0,99 7830 -2,99 0,2862
| 11| 135% I 200 795,18 4,82 1,01 76,6 3,40 10043
| 12| 133% jang 250 202,54 47,06 1,06 2393 10,68 10127
| 15| 135% IV 230 210,70 19,30 1,02 2319 -1,886 0,2578 |
| 14 | Z000 1 770 218,46 -48.46 0,54 7824 -12,37 0,842
| 15| z000 I 820 826,22 -6,22 0,99 2125 7.53 100583
| 16| Z000 jang 260 233,98 26,02 1,03 2505 9,51 1.0112
| 17 | 2000 IV 210 841,74 -31,74 0,986 218,1 -8,10 0,2801
| 18| 2001 1 215 849,51 -34,51 0,986 2156 -0,62 0,9892
| 19| 2001 I 250 857,27 -1,27 0,99 843,1 5,88 10082
| 20| 2001 jang 295 865,03 29,87 1,03 2846 10,38 1.0117
21 171 T QEaN Q7 L] 1 L] [ ] QEA Q A a0 n oAz N
144w (] Szezonértékek ) Ardforgalomadatok  Abra £ ANGVA Szezon A Munkaz ,|<ci I LlJJ
Kesz 1} ] e ] —) | —) —
il Start |J A @& = [2] > |J (3 Intézti - Opkut | B Eiieietzastavitott - Mic..| [l Microsoft Excel - F___ | sl U= o N

12.4.5. Képerny6

A tisztitott értékek id&sorabdl a Kimutatds-varazslival elkészithetjik a ne-
gyedévek szerinti eltérés atlagokat. Hasznaljuk az Adatok ment Kimutatis..
menupontjat, igy nyerhetjik a 12.4.6. képernyét:
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Negyedér |

Adatok

|l |

IV

Veisszel

v

Atlag : Tiszt (additiv)
Alan : Tiszt (multipl)

-30,/7323333 -2, 367466067 42 37163333
0951500043 0 997054752 1,052125552' (] 358847258

-1.2226

| 0002083333
0999994437

12

4.6. Képerny6

Innen leolvashatok a szezonalitasra vonatkozo legfontosabb informaciok:

a szezonalitas miatt az aruforgalom értéke az esé negyedévben el-

marad az alapiranyzat szerint elére jelzettdl atlagosan 38,77 mFt,
illetve 4,2 szazalékkal.

A masodik és negyedik negyedévben a szezonhatas nem jelentds,
A harmadik negyedévben a szezonhatas miatt atlagosan 42,37 mFt-

tal nagyobb a forgalom, mint a trendbdl kovetkezne, illetve 5,02
szazalékkal multiplikativ hatast feltételezve.

[y az elére jelzett forgalom: [Trend értékek [Szezonhatds [Korrigalt
ElGrejel- -

zés I |Additiv 911,59 38,77323333 872,82

11 919,35| 2,367466667 916,99

111 927,11) 42,37163333 969,49

v 934,88 —1,2226 933,65

I Multiplikativ 0,951900043 867,74

11 0,997054792 916,65

111 1,052125652 975,44

v 0,998897259 933,84

Lathato, mindkét szamitasi méd azonos eredményre vezetett.
Hasonlban szamithatok az el6rejelzés értékei mas fuggvény esetében

is, ha szezonalitas kimutathato.

Az exponencidlis simitds is elvégezhetd Excel segitségével. Az Eszkoziok féme-

nu megnyitasa utan az Adatelemzés mentben talaljuk az Exponencidlis simitis
programot. A program kivalasztasa utan a kévetkez6 ment jelenik meg:
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A~ U w Lu o | | | o | " ! ] -
1| By Negyedés Anifore. (mFt) : i ﬂ ﬂ dditiv) Tisz. (multipl |
|2 | 1997 I 680 “Bemenet 0,00 1,000
i 1957 I 730 Bemeneti tartomany: 304140425 3 ILI 40,00 1,05t
i 1597 m 730 Csillapitasi tényezd: 0,2 ﬂl 72,00 1,107
| 5 | 1997 IV 750 ¥ Feliratok i | 33,60 1,04¢
i 1958 I 720 rKimeneti belitasok 2,88 1,00¢
7 1998 I 760 Kimeneti tartamany: 4§35 B 34,30 1,047
i 1988 IO 830 () munkalapra (néyi: 8344 L1
| 9 | 1588 IV 790 (j urkafiizethe 3475 1,04t
ﬂ 1555 I 80 [V Diagramkimenet [V standard hibék 19,80 1,02i—
1) 19%% I 300 31,84' 1,04

A Sugbd gomb lenyomasa utan tdjékozodhatunk az egyes lehetéségek ér-
telmérol.

12.5. Elorejelzés regresszioszamitassal

A gazdasagi életben gyakran talalkozunk olyan jelenséggel, a melynek érté-
ke valamilyen médon jelzi elére id6ben késébb bekovetkezé esemény
értékét. Példaul vegyink egy konyvkiadot, amelynek kereskedelmi mene-
dzsere a konyvek els6 kiadasanak példanyszamat szeretné meghatarozni.
Az eddig kiadott konyveket boltokban és postai megrendeléseken keresz-
til is forgalmaztak. A nagy értéka konyvekre még a nyomtatas el6tt levél-
ben felhivtak a potencialis vasarlok figyelmet, és arra buzditottak a cimzet-
teket, hogy elére rendeljék meg. A menedzser felfigyelt arra, hogy Ossze-
figgés van a postan elére megrendelt konyvek szama és a bolti forgalom-
ban kés6bb eladott példanyszam kozott. Azt reméli, hogy az észrevett
Osszefuiggést Ol tudja hasznositani az ezutain megjelené példanyszamok
megallapitasahoz. Ha x jel6li a postai rendelések, y pedig a bolti eladasok
szamat, akkor

¥, =f(xi)+ €; -vel

irhato le a kapcsolat, ahol fa kapcsolatot leir6 fiiggvény szimbolum, e pe-
dig a hiba.

A statisztikdban megismert médon hatarozatjuk meg a tapasztalati
adatok ismeretében a kapcsolatot leiré fuggvény paramétereit és az illesz-
tés szorossagat.

Az {gy illesztett fliggvény igen jol hasznalhato elSrejelzésre, mert az x
valtoz6 idében el6re ismert értékeivel megbecsiilheté az idében késébb
bekovetkezo y valtozo értéke. A dontéshozot persze érdekli, hogy mennyi-
re bizonytalan ez az el6rejelzés. A bizonytalansagot bizonyos feltételek
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mellett konnyld mérni. Egyik ilyen feltétel lehet, hogy az y valtozé szérasa
allando.
A széras becslése a kévetkezd Osszefliggéssel torténik:

N (Yi ~ Y)Z
S =2
' o n-2
Az y, valtozé varhat6 értékére intervallum becslést adhatunk adott meg-
bizhatosagi szint mellett. Ha példaul a szoban forgd menedzser azt tapasz-
talja, hogy y = g, + B,x fuggvény irja le a kapcsolatot, akkor az x=x, ér-
téknél (postai megrendelés darabszama) a bolti eladas darabszama a ko-
vetkez6 intervallumba esik 95% valoszintséggel:

n

—n-2 n -\2
2 z (Xi - X)

i=1

—\2
1 (XO—X)
ﬂo+ﬂ1xoitl a 'Sy/x' -+

A konyvkiadé példa megoldasa Excel segitségével:

A példa tapasztalati adatai a 12.5.1 Képerny6n lathaték: Az A oszlopban
az el6rendelés darabszama, a B oszlopban a bolti eladasok darabszamai.
Liépéseke:

1. Abrazoljuk xy diagramon az Elérendelés x és a Bolti eladas y megfi-
gyelt Osszetartozo értékeit a Diagram varazslo segitségével. Lathato,
hogy linearis kapcsolat tételezhetd fel.

2. Ezért illessziink hozzd y = S, + f,x egyenletii egyenest! A ponthalmaz

egyik pontjara kattintsunk az egér jobboldali billentytijével. Valasszuk
a Trendvonal felvétele programot és valasszuk ki a megfeleld fiigg-
vény tipust.

3. Az Egyebek kinyitasa utan tegylink jelet az Egyenlet latszik a diagra-
mon ¢&s az R-négyzet érteke latszik a diagramon. jeldlo négyszogbe.

4. Szamoljuk ki a fliggvény x; helyen felvett értékeit:
A C2 celldba itjuk bez=13,847*a2-14661, majd masoljuk it a

képletet a C oszlop megfelel6 cellaiba.
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12.5.1. Képerny6

5. Azs,, = szoras kiszamitasa: A D2 cellaba irjuk be az

n(i_A)Z
e

-1 0~

=(a2-c2)? képletet, majd masoljuk at a D oszlop tobbi cellaiba. A
D20 cellaba 0sszegezziik a folotte talalhato adatokat. A D21 cellaba ir-
juk be az =Gy6k(d20/18) képletet. Ezzel eldallitottuk az sy szo-
rast.

6. A becsléshez még sziikség van Z(Xi —X)*-re is. Az A2 cellaba irjuk
be az =(a2-%$a$20)? (az A20 celldban lathaté az x atlag), majd

masoljuk 4t az E oszlop tobbi celldjaba is. gy az E20 cellaban dssze-
gezhetjlik az adatokat.

—\2
7. A |14 e ] Korrekcids tényez8 kiszamitésa: Az E21 celldba

n

' Z(X _;)2

i=1

irjuk be: =gyok (1/18+(18-a20)2/e20.
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8. A konyvek boltban eladhatéd becsiilt fels6 hatarat szdmoljuk ki a B22
cellaba, irjuk bele az =13,847*9g22+14661+2,1*d21*d22 kép-
letet. Az also6 hatart a B23 cellaba szamoljuk ki.

9. Kovetkeztetés: Ha a szoban forgd konyvekbdl 1510 darabot (ez lathato
G22 cellaban) elérendelésben lekotottek, akkor 95% biztonsaggal allit-
hatjuk, hogy a bolti eladasok varhato szama 6095 és 6401 kozott lesz.
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13. Kérdések az operacidokutatas
tanulmanyozasahoz

Gazdasagi modellezés

1. Fogalmazza meg az 6konometria, az operaciokutatas és a kibernetika
(mint gazdasagi dontés-elokészités) 1ényegét!

Mi az operaciokutatas fogalma, targya és a modszerei?

Mit neveziink modellnek?

Sorolja fel a dontési modellek jellegzetes elemeit!

Sorolja fel a gazdasagi modellezés 1épéseit!

wbkwb

Linearis programozas

6. Milyen modellt neveziink linedris programozési feladatnak? Irja fel a
matematikai modelljét a szokasos vektor-matrix szimbolumokkal!

Milyen linearis programozasi feladatot neveziink normalfeladatnak?
Milyen linearis programozasi feladatot neveziink modositott normalfel-
adatnak? Irja fel a matematikai modelljét a szokasos vektor-matrix szimbo-

lumokkal!

9. Milyen linearis programozasi feladatot neveziink altalanos feladatnak?
[rja fel a matematikai modelljét a szok4sos vektor-matrix szimbolumokkal!

10. Mit neveziink egy linearis programozasi feladat lehetséges megoldasa-
nak?

11. Mit neveziink egy linearis programozasi feladat optimalis megoldasanak?

12. Mi a szimplex algoritmus lényege?

13. Mivel biztositjuk a szimplex eljaras soran azt, hogy a valtozok
nemnegativ értékeit keressiik?

14. Honnan tudjuk a szimplex tablazatbol, hogy optimalis megoldast kap-
tunk-e?

15. Mikor mondjuk, hogy a célfliggvény nem korlatos? Hogyan tudjuk ezt a
szimplex tablazatbol leolvasni?

16. Mit neveziink alternativ optimumnak? Hogyan olvashato le ez a szimplex
tablazatb6l? Hogyan allithat6 el6 az 6sszes alternativ megoldas?

17. Mikor mondjuk, hogy a linearis programozasi feladat degeneralt?

18. Hogyan jarunk el a modositott normalfeladatok megoldasakor? Mi a
feltétele egy lehetséges megoldas eldallitasanak?

19. Hogyan jarunk el az altalanos feladatok megoldasakor?

Sl
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20. Honnan latszik a szimplex tablazatban, hogy lehetséges megoldast kap-
tunk?

21. Milyen eljarasokat ismer a minimumfeladatok megoldasara?

22. Mi a dualitas elve? Matrix-vektor szimbolumokkal irja le a problémat!

23. Mondjon gazdasagi példat a dualitas értelmezésére!

24. Mit neveziink az er6forrasok arnyékaranak? Milyen kdzgazdasagi jelen-
tése van? Hol és hogyan tudja felhasznalni az operacidkutat6?

25. Milyen informaciét adnak az eréforrasok drnyékarai a gazdasagi elemz6
szamara?

26. Milyen matematikai tételeken és elven alapul a szimplex algoritmus?

27. Mit neveziink a programozasi feladatoknal érzékenységvizsgalatnak?
Magyarazza meg a gazdasagi jelentdségét! Melyik eseteit targyaltuk?

Szallitasi feladatok

28. Milyen modellt neveziink elosztasi feladatnak?

29. Ertelmezze a klasszikus széllitasi feladatot!

30. Irja fel egy a szokésos ,,peremadatokkal” adott klasszikus szallitasi fel-
adat linearis programozasi modelljét! Mit fejez ki a valtozoja, az egyenle-
tei és a célfiiggvénye?

31. Miért nem célszeri a szallitasi feladatokat szimplex modszerrel megol-
dani?

32. Mi a disztribucios modszer 1ényege?

33. Milyen modszereket ismer egy lehetséges megoldas kijelolésére a diszt-
ribucids tablazaton? Részletezze az eljarasok 1ényegét! Hasonlitsa 6ssze a
hatékonysagukat!

34. Hogyan tudja eldonteni, hogy egy lehetséges megoldas optimdlis megol-
das-e?

35. Hanem optimalis a megoldas, milyen eljarassal javithato a program?
Részletezze! Mi a ,.kor”, vagy ,.hurok™? Mi a feltétele ezek felrajzolasa-
nak?

36. Hogyan vezethet6 vissza az alapfeladatra az a szallitasi feladat, amelynél
a készletek nem egyeznek az igényekkel?

37. Mi az a ,tiltotarifa”? Milyen esetekben €s hogyan alkalmazzuk?

38. Hogyan tudjuk biztositani egy olyan szallitasi feladatnal, ahol a készlet
nem egyezik az igénnyel azt, hogy egy bizonyos megrendeld mindenkép-
pen megkapja az igényelt mennyiségii arut?

39. Ertelmezze az alabbi fogalmakat:

o  kotott elem,
® iteracio,

o fiktiv feladd,
e kritikus szam.

A dokumentum hasznalata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza <4 208 p



Operaciokutatas Kérdések az operaciokutatas tanulmanyozéasahoz

A dokumentum hasznélata | Tartalomjegyzék | Irodalomjegyzék Vissza 4 209 p

Tobbcélu programozas

40. Mit neveziink célprogramozasnak? Milyen gazdasagi sziikséglet indukal-
ta a kidolgozast?

41. Milyen modszereket ismert meg a tobbcélu programozas kezelésére?
Mutassa be ezeket egy konkrét modellen!

42. Ertelmezze az alabbi fogalmakat a tobbcéliisag témakorében:

¢ kompromisszumos megoldas,

e Lkorlatok modszere,

e idealis megoldas,

o legkisebb célfiiggvény maximalizalasa.

Egészértékii programozas

43. Mit neveziink egészértékii programozasi feladatnak? irja fel a matemati-
kai modelljét! Milyen gazdasagi feladatok indokoljak a modell alkalmaza-
sat?

44. Szemléltesse grafikonon a folytonos- és az egészértékii linearis progra-
mozasi feladatok lehetséges megoldasi halmazait!

45. Milyen algebrai eljarasokat dolgoztak ki az egészértéki linearis progra-
mozasi feladatok megoldasara?

46. Ismertesse a Gomory-féle vagasi modszer 1ényegét!

47. Ismertesse a vegyes egészértékll feladatok megoldasara kidolgozott szét-
valasztas és korlatozas modszerét!

48. Ertelmezze a ,hdtizsdk problémat”! rja le a matematikai modelljét!

49. Ertelmezze a ,,hajérakoddsi problémar”! irja le a matematikai modelljét!

50. Ertelmezze a , fix koltség problémart”! Irja le a matematikai modelljét!

51. Ertelmezze a ,,beruhdzdsi problémart”! Irja le a matematikai modelljét!

52. Milyen feladatot neveziink ,,hozzdrendelési” feladatnak? Mondjon gaz-
dasagi példat e modellre! Mi a valtozo jelentése? Milyen eddig megismert
modell specialis esete?

53. Milyen modszerekkel lehet a hozzarendelési feladatokat megoldani?

54. Ertelmezze az alabbi fogalmakat:

e Kkoltségmatrix,
o redukalt matrix,
e koltségtiiggvény alsé korlatja.

55. Mi a hozzarendelési feladatok megoldésara szolgald korlatozas és szétva-
lasztas modszerének 1ényege?

56. Sorolja fel korlatozas és szétvalasztas modszerének 1épéseit!

57. Mondjon gazdasagi példat maximum célfiiggvényli hozzarendelési fel-
adatra! Hogyan lehet az alapfeladatra visszavezetni?
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58. Hogyan lehet kezelni a hozzarendelési feladatot, ha a kdltségmatrix nem
kvadratikus vagy egyéb korlatozoé feltétel is eléfordul?

59. Mit neveziink kérutazdsi vagy utazé iigynok probléméanak? Irja fel a ma-
tematikai modelljét?

60. Milyen algoritmusokat ismer a korutazasi probléma megoldasara?

61. Mi a korutazasi probléma megoldasara szolgalod korldtozds és szétvailasz-
tas modszerének lényege?

Nemlinearis programozas

62. Milyen programozasi feladatot neveziink nemlinearis programozasnak?

63. Mondjon gazdasagi példat nemlinearis programozasra!

64. Milyen altalanos modszereket ismert meg a nemlinearis programozasi
feladatok kozelité megoldasara?

65. Mire szolgél a Karush-Kuhn—Tucker tétel? Irja fel a tételt!

66. Ismertesse a ,,szuboptimalis programozas”lényegét!

67. Milyen programozasi feladatot neveziink kvadratikus programozasi fel-
adatnak?

68. Milyen programozasi feladatot neveziink hiperbolikus programozasnak?
[rja fel a matematikai modelljét! Milyen gazdasagi feladatok irhatok le ez-
zel a modellel?

69. Milyen eljarassal vezethetd vissza a hiperbolikus programozasi feladat
egy linearis programozasi feladatra? Mutassa meg ezt egy konkrét felada-
ton!

70. Mi a Martos-mddszer 1ényege?

Erzékenységvizsgalat

71. Mit neveziink programozasi feladatoknal érzékenységvizsgalatnak? Ma-
gyardzza meg a gazdasagi jelentoségét. Melyik eseteit targyaltuk?

72. Hogyan vizsgalhat6 a b; paraméter valtozasanak hatdsa az érzé¢kenység
vizsgélatnal?

73. Hogyan vizsgalhato6 a c; paraméter valtozasanak hatasa az érzékenység
vizsgalat soran?

74. Milyen programozasi feladatot neveziink paraméteres linearis programo-
zési feladatnak? Irja fel a matematikai modelljét matrix-vektor szimbolu-
mokkal!

75. Milyen gazdasagi problémak vizsgalatara alkalmasak a paraméteres line-
aris programozasi feladatok?

76. Ismertesse a paraméteres programozasi feladatok megoldasara kidolgo-
zott eljaras lényegét!

77. Milyen szerepe lehet az operaciokutatonak egy gazdasagi vallalkozasnal?

78. Hogyan hasznalhat6 az EXCEL program érzékenységvizsgalatra?
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79. Mit fejez ki a ,,redukalt koltség”? Hol és hogyan tudja felhasznalni az
operaciokutato?

Jatékelmélet

80. Ertelmezze az alabbi fogalmakat a jatékelmélet témakorében:
e Stratégial jatékok.
e Szerencsejatékok.
e Stratégia.
o Kifizetési matrix.
81. Mit neveziink kétszemélyes zérusdsszegli jatéknak?
82. Mit neveziink a jaték nyeregpontjanak?
83. Miben all a jatékos ,,intelligens és ovatos” viselkedése!
84. Ertelmezze az alabbi fogalmakat a jatékelmélet témakorében!
e Tiszta stratégia.
e Kevert stratégia.
o Ajaték értéke.
85. Mi a kevert stratégia lényege?
86. Irja fel és értelmezze a matrixjatékokra vonatkozo6 alaptételt (Neumann
tétel)
87. Hogyan lehet meghatarozni az A kifizeté matrixszal adott jaték optimalis
,,Stratégiaparjat™?
88. Mondjon példat a gazdasagi életben nem konstans dsszegli kooperativ
jatékra.
89. Ertelmezze az alabbi fogalmakat a jatékelmélet témakorében!
e Kooperatfv jatékok.
e Nem kooperativ jatékok.

Agazati kapcsolatok mérlege

90. Fogalmazza meg az agazatok kapcsolatat kifejez6 modellt!
91. Ertelmezze az alabbi fogalmakat:

e Brutt6 kibocsatas vektora.

o Termeld felhasznalas matrixa.

e Nett6 kibocsatas vektora.

e Osszes felhasznalas vektora.
92. Mit fejez ki a technologiai matrix? Hogyan allithato el3?
93. {rja fel az 4gazati kapcsolatok egyenletét! Mit fejez ki?
94. Mi a jelentése az (E —A) ' métrix elemeinek?
95. Mire hasznalhat6 az agazati kapcsolatok modellje?
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96. Miért és hogyan hasznalhat6 az agazati kapcsolatok meghatarozasara az
EXCEL tablazatkezel6?

97. Hatéarozza meg adott x és M esetén az A technologia matrixot EXCEL
tablazatkezeld segitségével! Szamitsa ki egy adott y nett6 kibocsatast
megvalositd x' termelést!

98. A termékmérlegbdl ismert az alabbi tablazat:

Termel6 agazat Felhasznal6 agazat
Milli6 Ft
Teljes ter- | Novény Allat- Egyéb
melés termelés tenyésztés
Novénytermesztés | 50 10 20 5
Allattenyésztés 100 20 40 12
Egyéb 24 8 7 6

a) Irja fel az agazatok brutto kibocsatas vektorat!

b) Irja fel, hogy mennyi hasznalnak fel az egyes agazatok!

¢) Irja fel a nett6 kibocsatas vektorat!

d) Hatarozza meg a technologiai matrixot!

e) Mekkora legyen az egyes dgazatok bruttd kibocsatasa, ha azt akarjuk,
hogy a netto kibocsatas (30, 40,10)" legyen?

f) A szamitast tervezze meg Excel tablazatkezelon, és végezze el a szami-
tast is!

Grafok, matrixok és vektorok gazdasagi alkalmazasa

99. Egy termékbeépiilési feladat grafjat latja.
a) Irja fel a grafhoz tartozé kozvetlen raforditisok matrixat! Mit jelen-
tenek az elemei?
b) Melyik a végtermék, melyek a félkész termékek?
¢) Szamitsa ki a teljes raforditasok matrixat! Mit jelentenek az elemei?
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100. Ismerjiik a kozvetlen raforditdsok matrixat

K=

S N O O O
N m, =, O -
S =, O O O

NN OO

S O O O

a) Rajzolja fel a megfelel6 grafot;

b) Hatarozza meg, hogy melyik az alaptermék, és melyik a végterméke?
¢) Ha az alaptermékbdl 50 darabot, a kézbiilsé termékekbdél 10-10 da-
rabot akarunk tartalékolni, és a végtermékbdl 2 darabot akarunk

el6allitani, akkor mennyit kell termelni az egyes termékekbol?
d) Végezze el a szamitast Excel tablazatkezel6vel!

101. Mezbgazdasagban a kiilonboz6é szemestakarmanyokat (kukoricat, takar-
manybuzat, arpat stb.) esetleg mas terményeket is megorlik (pl. lucerna-
liszt, sz6ja). Ezeknek kiilonb6zo aranyu keverésével, valamint szerves
anyagok) pl. halliszt, husliszt) hozzaadasaval kapjak a tapporokat. Kiilon-
boz6 életkoru allatok kiilonb6zd tapport kapnak. Néha még a kész tappo-
rokat is keverik, s6t ehhez még kiilonbdz6 szemestakarmany-orleményt is
adnak. Egy ilyen keverék készitését szemlélteti a kovetkezo graf. A graf
azt mutatja, hogy milyen 6rleménybdl hany kg-ot keveriink ossze. (K 1 kg
kukoricadarat, B 1 kg buizadarat, H 1 kg huslisztet jelent.)
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a) Hatarozzuk meg, hogy a K3-as keverék hany kg buzadarat, kukori-

cadarat, huslisztet tartalmaz.
b) Ha

1 kg buzadara ara 7,50 Ft
1 kg kudkoricadara ara 6,80 Ft
1 kg husliszt ara 18,00 Ft

c) akkor mennyi 1 kg K3-as keveréknek az anyagkoltsége?
d) Mennyibe keriil a K1-es és K2-es tappor-keverék kg-ja, ha csak az

anyagkoltségeket szamitjuk?

e) Ha 1 kg K3-as keverék 260 g sulygyarapodast eredményez az alla-
toknal és 1 kg sulygyarapodas 77 Ft bevételt jelent, akkor 1 tonna
keverék esetén hany Ft nyereségre szamithatunk?

f) A szamitast tervezze meg Excel tablazatkezel6n, és végezze el a

konkrét szamitast is!

Elorejelzés

102. Miért sziikséges ismerni az eldrejelzés modszereit a gazdasagi életbe?
Sorolja fel legfontosabb elérejelzési modszereket! Mi a Iényege?

103. Sorolja fel és értelmezze az iddsorokra €piild eldrejelzési modszereket!

104. Ismertesse a trendszamitason alapulo eldrejelzés 1épéseit! Hogyan valo-

sitja meg Excel tablazatkezelovel?

105. Mikor és hogyan hasznalhato a regresszio-szamitas elérejelzésre?
106. Tapasztalati adatok ismeretében hogyan haszndlhatja fel elorejelzésre az

Excel tablazatkezelot?

107. Mi az exponencialis simitas 1ényege? Hogyan hasznalhatja fel elorejel-

zésre?
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