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A gyakorlati jegyzet a|Széchenyi Istvan Egyetem| mesterszakos mérnokhallgatoi szamara, az Analizis 1. targy-
hoz késziilt. Célja, hogy kidolgozott tipusfeladatokon keresztiil segitse a hallgatok felkésziilését az évkozi és
a vizsgazarthelyikre.

A gyakorlati jegyzet legfrissebb példéanya letélthets a jwww.sze.hu/ katihi/|oldalrol, vagy a|lwww.sze.hu/
~nemetha/ oldal ,oktatas” meniipontja alol. Eszrevételeket és az elirasok, hibak bejelentését a katihi@sze.hu
vagy a nemetha@sze.hu cimre varjuk. A kidolgozasra keriilt feladatok jelent&s része Dr. Lotfi Abdelhakimtol
szarmazik, koszonet értiik.

Sorozatok és sorok

Szamsorozatok
Definiciok:

e Az a, valos sorozat korlatos, ha talalhato olyan K € R korlat, hogy |a,| < K minden n € N index
esetén.

e Az a, valds sorozat monoton névé ill. csdkkend, ha a,, < an41 ill. @, > a1 minden n € N index
esetén. A sorozat szigortian monoton, ha az allitas szigora egyenlGtlenséggel is teljesiil.

e Az a, valos szamsorozat konvergens és hatarértéke a € R, ha barmely € > 0 valés szamhoz talalhato
olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n > N esetén |a,, — a|] < €. Jelolése lim a,, = a. Egyébként a
n—oo

sorozatot divergensnek nevezziik.

e Az a, valés sorozat hatarértéke +oo ill. —oco, ha minden K € R szamhoz talalhaté olyan N € N
kiiszébindex, hogy minden n > N esetén a,, > K ill. a, < K. Jeldlése lim a, = Foo.
n—roo

e Az a, valds sorozat Cauchy-sorozat, ha minden € > 0 valds szamhoz talalhato olyan N € N kiiszébindex,
hogy |an, — am| < € minden n,m > N index esetén.

Hatéarérték tulajdonsagai:

e Sorozat hatarértéke nem fiigg az els6 néhany elemétdl.
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e Valds szamsorozat pontosan akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat.
e Monoton és korlatos sorozat mindig konvergens.
e Monoton sorozatnak mindig van hatarértéke.

e Ha a, és b, sorozatok konvergensek, lim a, =a és lim b, = b, akkor lim (a, + b,) = a+b.
n— o0 n— o0 n— oo

e Ha a,, és b, sorozatok konvergensek, lim a,, =a és lim b, = b, akkor lim (a, -b,) =a-b.
n—oo n— oo n—oo

e Ha a, és b, sorozatok konvergensek, lim a, =a és lim b, = b # 0, akkor lim (—) =
n— o0 n— oo Tn—r00

e Ha a, sorozat konvergens, lim a, =a és c € R, akkor lim c-a, =c-a.
n— 00 n—oo

e Ha a,, sorozat konvergens, lim a, =a és f: R — R folytonos = a-ban, akkor lim f(a,)= f(a).
n—oo n—oo

e Ha a, pozitiv sorozat nullsorozat, azaz lim a, =0 és 0 <b, < a, minden n € N indexre, akkor b,, is

n— 00
nullsorozat, azaz lim b, = 0 (renddr-elv).
n— o0
e Ha a, és b, sorozatok konvergensek, lim a, = lim b, = a és a, < ¢, < b, minden n € N indexre,
n— o0 n— oo

akkor a ¢, sorozat is konvergens és lim ¢, = a (rendér-elv).
n—oo

e Ha a, sorozat divergens és lim a, = 400, valamint a,, < b, minden n € N indexre, akkor b,, is
n— o0

divergens, és lim b, = 4oc0.
n— oo
Nevezetes hatarértékek:

+00 haa>0

e lim n*=<1 haa=0
n— 00
0 ha o < 0
+00 ha a>1
. 1 haa=1
e lim o" =
n—00 0 ha o] <1

divergens ha o < —1

e lim Ya=1 (a>0)

n—oo

e lim {/n=1

n— oo

e lim Vn!=+oc0

n—oo

+00 ha o> 1
o lim 2 ={0 ha |a] <1
0

:k‘ Q

n— o0 .
divergens ha o < —1

Q

e lim
n—oo

3

S

e lim
n— oo

:+00

Bl

. n
e lim 5) = e
n—00 n

(1+
T
e lim (1 + %) = ¢¥ amennyiben r,, — 400

n—oo



Feladatok

a.) ’Konvergens—e és ha igen, mi a hatarértéke az a,, = v/n + 1 — y/n sorozatnak?

W = W= yn)(Vn+1+n) 1
! Vit 1+yn T Vatl+m

Minden n € N-re 0 < a,, < ﬁ — 0 igy rendér-elv értelmében a,, konvergens és a,, — 0.

b.) | Konvergens-e és ha igen, mi a hatarértéke az a,, = n?(v/n% + 1 — n?) sorozatnak?

o — n?(Vn*+1—n?)(Vn*+1+n?) n? _ 1
" Vnt+1+n? vVnt+1+n? /1+ +1

%

N |

c.) | Konvergens-e és ha igen, mi a hatarértéke az a,, = (""‘3)2"_2 sorozatnak?

2(n—1) gn-l
4 1 4
- <1 + ) N (1 + . ) - 68
n—1 T

d.) | Konvergens-e és ha igen, mi a hatarértéke az a,, = (" n 21y sorozatnak?

1\"
Ay = (1 — nQ>

2 2
Ahol (1 — n—g)” — é, ezért létezik N € N kiiszobindex, hogy minden n > N indexre (1 — #)n > 2—16 Ekkor

minden n > N-re 1 > a,, > ¢ 2—16 — 1, igy a renddr-elv értelmében a,, konvergens és a,, — 1.

e.) ’Konvergens—e és ha igen, mi a hatarértéke az a,, = v/n? + 3 sorozatnak?

an=3Vn24+3<Von2=3%2.-/n—1-1=1 minden n > 1 indexre.

Ugyanakkor a,, > 1 minden n € N indexre igy a rendér-elv értelmében a,, konvergens és a,, — 1.

32n+2+(_1)n

f.) | Konvergens-e és ha igen, mi a hatarértéke az a,, = =——5n_—5 — sorozatnak?
9+ (F)" 9
ap = 1n — 3 — I =9
97L
Szamsorok
Definiciok:
o0
e Legyen a,, egy valos szamsorozat. Az a1 + as + -+ an + -+ = > a, végtelen Osszeget végtelen
n=0
k
szamsornak, az ap,as,... szamokat pedig a sor tagjainak nevezziikk. Az s, = > a, kifejezés a sor
n=0

k-adik részletosszege.



k
e Az a, tagokbol allé sorozatot konvergensnek nevezzik, ha az s, = > a,, részletosszegek altal alkotott

n=0
sorozat konvergens, kiilénben a sort divergensnek mondjuk. A klirn sk = s hatarértéket a sor Gsszegének
—00

nevezzik.
k
e Az a, tagokbol all6 sorozatot Osszege oo, ha az s, = > a, részletosszegek altal alkotott sorozat
n=0
hatarértéke lim s, = +oo.

k—o0

Sorosszeg tulajdonsagai:
e Sor konvergencidja nem fiigg az elsd néhany tagjatol.

e Ha az > _|a,| sor konvergens, akkor a > a, sor is konvergens.
n n

(o]
e Legyen Y a, egy konvergens valos szamsor és legyen > a, = A, legyen tovabba ¢ € R. Ekkor a > ca,,
n

n=0 n

o0
sor is konvergens és > ca, = cA

n=0
[ee]
e Legyenek > a, és Y b, konvergens valos szamsorok, tovabba jeldlje sordsszegiiket > a, = A és
n n n=0
> by, = B. Ekkor a >_(ay + by,) sor is konvergens és > (a, +b,) = A+ B
n=0 n n=0

Konvergenciakritériumok:

[ee]
e Cauchy-féle konvergenciakritérium. A > a, végtelen sor pontosan akkor konvergens, ha minden ¢ > 0
n=0
valés szamhoz talalhaté olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n > N és m > 0 egész esetén

n+m

> a
k=n

< €.

o0
e Konvergencia sziikséges feltétele. Ha a > a,, végtelen sor konvergens, akkor az a,, sorozat konvergens
n=0
és lim a, =0.
n—oo

e Osszehasonlité kritériumok. Legyenek S a, és 3. b, nemnegativ tagi sorok és N € N kiiszobindex

n n
olyan, hogy a,, < b, minden n > N indexre. Ekkor

o0 o0
— haa Y a, sor divergens, akkor a Y b, # 0 sor is divergens (minorans-kritérium)
n=0 n=0

o0 o0
— ha a Y b, sor konvergens, akkor a Y a, # 0 sor is konvergens (majorans-kritérium).
n=0 n=0

e Leibniz-kritérium. Legyen a,, > 0 minden n € N indexre, legyen a, monoton csékkens és legyen
oo

lim a, = 0. Ekkor a > (—1)"a,, alternald sor konvergens.

o0

p <1 akkora Y a, sor konvergens
n=0
o0

e Gyokkritérium. Tegyiik fel, hogy nl;ngo Y/|an| = p. Ekkor ha p>1 akkora > a, sor divergens

n=0
p =1 akkor a kritérium nem alkalmazhato.



o0
p <1 akkora Y a, sor konvergens
n=0
An41 )
[e27%

= p. Ekkor ha

e Hanyadoskritérium. Tegyiik fel, hogy nl;ngo p>1 akkora > a, sor divergens

n=0

p =1 akkor a kritérium nem alkalmazhaté.

e Integralkritérium. Legyen a, > 0 és legyen f: [1,00) — RT monoton csékkend folytonos fiiggvény,

o0
melyre f(n) = a, minden n € N-re. Ekkor a _ a,, sor pontosan akkor konvergens, ha az [, f(z)dz

n=0
improprius integral konvergens és véges.
Nevezetes sorok:
e Meértani sor N
oo 1q_q ha |¢| <1
Z " =4q o0 hag>1

divergens ha ¢ < —1
e Exponencialis sor

X n
S h=e
ne0 n

e Hiperharmonikus sor
=1 _ Jkonvergens ha a >1
P

— divergens haa <1
n=1

Feladatok

oo
! A
Konvergens-e a ), 7= végtelen sor?
=

Divergens, mert a 2”7' sorozat nem nullsorozat, igy a sor konvergencidjanak sziikséges feltétele nem teljesiil.

n
1

oo
Konvergens-e a )
n=1

2
1 yégtelen sor?
nn

s 2 z P . ’ P . ..
Divergens, mert a "ln'fll sorozat nem nullsorozat, igy a sor konvergencidjanak sziikséges feltétele nem teljesiil.

1

oo
Konvergens-e a ) - végtelen sor?
n=0

+
o0
Alkalmazzuk a majorans kritériumot. 0 < H%H < n% minden n € N-re, és a # sor konvergens, ezért a
n=0
o]
3 — = sor is konvergens
) n2+1 .
n=

oo 2
ni4l o ?
Konvergens-e a ) o végtelen sor?
n—

oo
. ’ . ’, . 2 2 . . ’
Alkalmazzuk a majorans kritériumot. 0 < n 4l <20 — 2 minden n > 1 indexre, és a > 2 sor konvergens
n8+6 n n ) 0 n )
n=
ert a S° 221 sor is k
ezért a 51 Sor is konvergens.



g.)

h.)

J-)

oo

2 - ?

Konvergens-e a Zo s végtelen sor?
=

o0
Alkalmazzuk a minorans kritériumot. —2- > 2 = L1 > 0 minden n > 8 indexre, és a 5. L sor divergens
n+8 2n n ’ | n )
n=
o2
ezért a ) 45 sor is divergens.
n=0
S 3n47
Konvergens-e a ) n’;ig végtelen sor?
n=0
1 = 31
Alkalmazzuk a minorans kritériumot. i’;ig > % = %E > 0 minden n > 3 indexre, ésa Y %E sor divergens,
n=1
ezért a Snt7 sor is divergens
~ n2+9 .
oo
Konvergens-e a > cos2n végtelen sor?
n=0

Divergens, mert a cos 2n sorozat nem nullsorozat, igy a sor konvergencidjanak sziikséges feltétele nem teljesiil.

oo
Konvergens-e a ) 2" végtelen sor?

n=1
o~ | cos 2 2 1 = 1
Alkalmazzuk a majorans kritériumot az OSSR\ gorra. 0 < |55 < = minden n > 1l-re és a — sor
n n n n
n=1 / ) n=1
o0
konvergens, igy a Y. %2 sor is konvergens.
n=1
= 1
Konvergens-e a =71 Vvéstelen sor?
n=0
1 1 1 1
Alkalmazzuk a minorans kritériumot. NGES| > m minden n > 1l-re, az §n71 Tm Sor divergens, ezért a

o0

1 . .
> AT sor is divergens.
n=

gn+l_q1gn+3

oo
Konvergens-e a ) végtelen sor, ha igen, mi a sor Osszege?

b 2,3211.—4
n—
. . ntl_qgn+3 . 3(3)"—16° n ce w1, .
Divergens, mert lim 35 160 — lim (55 o (&) = 400, a sor konvergenciajanak sziikséges feltétele
n—oo 23 n— 00 23 9
nem teljesiil.
X gntil_gn—3 q . .
Konvergens-e a Y “53am—z— végtelen sor, ha igen, mi a sor Osszege?
n=0

Konvergens, mert két konvergens mértani sor dsszege.

i37L+1_2n—3_i35 1\" i34 2 n_35 1 34 1 _36 36
— 2.3t 2 \3 —20\9) 21-1 201-2 22 2.7

oo
1 a c g -
Konvergens-e a Zl o E2) végtelen sor, ha igen, mi a sor Osszege?
n=
Fejezziik ki a sor részosszegeit. Mivel —L— =1 (L — L1 ) ezért a sor részosszegei altal alkotott sorozat
n(n+2) 2 \n (n+2) )

k
1 11 1 1
S’“*;n(rwz) A )

.3
1



n.)

oo
Konvergens-e a ) (—0.1)™ végtelen sor, ha igen, mi a sor 6sszege?

n=0

A meértani sor konvergens, mert |—0.1| < 1. Alkalmazzuk a mértani sor Gsszegképletét:

= . 1 10
;(0'1) T 1-(-01) 11

n

oo
Konvergens-e a > (—1)™e ™ végtelen sor, ha igen, mi a sor &sszege?
n=2

A mértani sor konvergens, mert |—%’ < 1. Alkalmazzuk a mértani sor 6sszegképletét:

e (et e
2 (e = 1—(-1)  e+1’
n=2 e
o0 n
Konvergens-e a ) (sin %) végtelen sor, ha igen, mi a sor Osszege?
n=0

A mértani sor konvergens, mert |sin %| < 1. Alkalmazzuk a mértani sor Gsszegképletét:

Z(Sing)n: l—iinﬂ - 2_2\/5‘

= 3
) n
Konvergens-e a (cos %) végtelen sor, ha igen, mi a sor Gsszege?
n=1

A mértani sor konvergens, mert |cos g’ < 1. Alkalmazzuk a mértani sor Gsszegképletét:
= i cos §
E (COS 7) =1.
3
n=1

1 s
1 cos 3

n

oo
mark g . q
Konvergens-e a ) gn_l végtelen sor, ha igen, mi a sor Gsszege?

n=0

A mértani sor konvergens, mert |§‘ < 1. Alkalmazzuk a mértani sor Gsszegképletét:

= ottt & (2)” 6

E = 6|l-] = = 18.
n—1 Z 2

n=0 3 n=0 3 1- 3

oo
Konvergens-e a )
n=2

3(—1)"42%" . g q @ ?
= végtelen sor, ha igen, mi a sor Gsszege?

A sor két konvergens mértani sor Osszege, mert ’—%

o0

D

n=2

3(—

1)n + 2271, _
5n -

27
5

)

o0

>3
n=2

< 1. Alkalmazzuk a mértani sor Gsszegképletét:

(502 -3

oo

n=1

1 Py . . .
Konvergens-e a Y, In (%) végtelen sor, ha igen, mi a sor Osszege?

Fejezziik ki a sor részosszegeit. Mivel In ("TH) = In(n+1) —Inn, ezért a sor részosszegei altal alkotott sorozat

vagyis a sor divergens.

n

- 1
sk—21n<n+ >—hl(k:—i-1)—>oo7
n=1




oo
t.) | Konvergens-e a > 1tvnti=2vin W végtelen sor, ha igen, mi a sor Gsszege?

n=0
Fejezziik ki a sor részosszegeit. Mivel 1Y Zjﬂ 2vn 2n+1 + ﬁ — ‘QC, ezért a sor részosszegei altal alkotott
sorozat
Pl Ve rI-2yn = 1 VE+1
5k = Z on+1 - Z ontl T gkl 7 %%
n=0
o0 1
vagyis a sor konvergens és Osszege 2”% = 1% =1.

1
n=0 2

\/n(n+1 <\/—+\/—>

u.) | Konvergens-e a végtelen sor, ha igen, mi a sor O0sszege?
9 9

—1 vn—v/n+1 1 1 4 A7) 3
= = — ——, ezért a sor részosszegel
Vil D(VadTHva)  y/nntl)  VedD o VR &

Fejezziik ki a sor részosszegeit. Mivel

altal alkotott sorozat

-1

Z 1
< /n(n+1) (Vntil+vn) VE+I

vagyis a sor konvergens és Osszege 1.

Sk = -1—= -1,

oo
v.) | Konvergens-e a végtelen sor, ha igen, mi a sor Gsszege?
n

1
- at1)(nt2)

Fejezziik ki a sor részosszegeit. Mivel
sorozat

Lo+

E—— ezért a sor részosszegei altal alkotott
n n+1

1
n+2?

N[

1 _1
n(n+1)(n+2) — 2

,i;,z R S S B
a1 +2) 2 2 k+1 k+2 4’

vagyis a sor konvergens és 0sszege i.

oo
1 5 ?
w.) | Konvergens-e a nz_:l ey végtelen sor?

Alkalmazzuk a minorans kritériumot.

o0
5 > 0 minden n > l-re, az 3 > % sor divergens, ezért a

n+ n=1

S

o0

1 s
Zo 707 sor is divergens.
n—=

oo n
x.) | Konvergens-e a ) 2—3 végtelen sor?

Divergens, mert a i—a sorozat nem nullsorozat, igy a konvergencia sziikséges feltétele nem teljesiil.

oo n
y.) | Konvergens-e a ) % végtelen sor?
n=0

gn+1

Alkalmazzuk a hanyadoskritériumot. lim 2241 = lim |2 = lim niﬂ =0 < 1, igy a sor konvergens.
n—oo n n—o00 T n—oo
S 37L G
Maésképpen, a sor konvergens, mert exponencialis sor, 6sszege 3= ¢3,
n:
n=0
oo 3\ 7
z.) | Konvergens-e a y n (3) végtelen sor?
n=0
Alkalmazzuk a gyokkritériumot. lim 3/|a,| = lim % Yn = % < 1, igy a sor konvergens.
n—o0 n—o0



aa.)

ab.)

ac.)

ad.)

ae.)

af.)

ag.)

ah.)

al.)

aj.)

(="

oo
Konvergens-e a ) végtelen sor?

Inn
n=0
A sor alternalo sor, alkalmazzuk a Leibniz-kritériumot. lim |a,| = lim % =0, igy a sor konvergens.
’ n—00 n—yo0 117 ’
= (=" . -
Konvergens-e a ——5 végtelen sor?

n=0

A sor alternalo sor, alkalmazzuk a Leibniz-kritériumot. lim |a,| = lim % =0, igy a sor konvergens.
n—00 n—oo vn

oo 12 .
Konvergens-e a ) (:7;)2 végtelen sor?

n=0
((n+1)!)22 2
Alkalmazzuk a hanyadoskritériumot. lim |2 | = lim % = lim % =0 < 1, igy a sor konver-

2
gens.

oo

n—1 2 2

Konvergens-e a Zo w1 végtelen sor?
n=

Divergens, mert a sor tagjai nem alkotnak nullsorozatot, igy a konvergencia sziikséges feltétele nem teljesiil.

Konvergens-e a

oo
> ("'HZLM végtelen sor?
n=0 :

(n+2)(n+3)
Alkalmazzuk a hanyadoskritériumot. lim |“4) = lim | 2| = lim (7?_&3)2 =0 < 1, igy a sor konver-
n—00 " n—oo( — 1 n—00
gens.
OS] gn+3
Konvergens-e a ) >~ végtelen sor?

n=1

Alkalmazzuk a gydkkritériumot. lim {/]a,| = lim /532 =0 < 1, igy a sor konvergens.

oo
3
Konvergens-e a JW végtelen sor?
n=1

n 3
Alkalmazzuk a gyokkritériumot. lim 3{/|a,| = lim % = ﬁ < 1, igy a sor konvergens.
n—00 n—oo 1 n

S -8
Konvergens-e a ) 7 végtelen sor?

n=0

(n+1)3 (n41)2
L . . a . n T . n .
Alkalmazzuk a hanyadoskritériumot. lim |24l | = lim |50 lim - =0 < 1, igy a sor konvergens.
n—oo| @n n—oo| It n—oo

Sy 1
Konvergens-e a ) = végtelen sor?

n=0

(n,+1)jr1 n (17 1 )n+1
Alkalmazzuk a hanyadoskritériumot. lim |2241| = ]im |27 lim ( ”1) = lim ~—=/ -1 o
nosoo| @n n— 00 o n—oo \ T n— oo e ¢

1, igy a sor konvergens.

= 1

. & ?

Konvergens-e a ) ———— végtelen sor?

n—=

1 1 — 1

Alkalmazzuk a minordns kritériumot. —-— > - > 0 minden n > l-re, a ) ; sor divergens, ezért a

n=1

3 —L— sor is divergens.
n cos“n

n=



X /. ve\" ., o
ak.) | Konvergens-e a ) végtelen sor?

n=0 n+l
. ve\™ 1- L)t . .
Divergens, mert (T:H‘_/f =e- (1+11) — 1, vagyis a sor tagjai nem alkotnak nullsorozatot, igy a konver-
n+1

gencia sziikséges feltétele nem teljesiil.

oo
n
al.) [ Konvergens-e a % végtelen sor?

n=0
2(n41)"t1
. s . n . 3t (i) . n ,
Alkalmazzuk a hényadoskritériumot. lim |21 = lim |26+ = lim & (%H)" = £ < 1, gy a sor kon-
n—soo| an n—00 i n—00 n
vergens.
S (M)
am.) | Konvergens-e a (21 Végtelen sor?
n=0
" ((n+1)1H? (n41)2
almazzuk a hanyadoskritériumot. lim |21} = lim (2220 | = lim 20—~ =1 <1 {gy a sor
Alkal k a hanyadoskrit t. 1 2Ll | 2l 1 , igy
n—o00 n n—o00 % n—oo (2n+2)(2n+1) 4

konvergens.

Fiiggvénysorozatok és fiiggvénysorok

Fiiggvénysorozatok
Legyen fo, f1, fo,--., fn,...: R — R fliggvénysorozat. A fiiggvénysorozat konvergenciahalmaza az a legbs-

vebb H C R halmaz, amelyen minden fiiggvény értelmezett (H C Dy, minden n € N indexre), és minden
x € H-ra az f,(r) szamsorozat konvergens. A fiiggvénysorozat hatarértéke az az f: H — R fiiggvény, melyre
f(z) = lim f,(x) minden = € H-ra.
n—roo
A konvergenciahalmaz és a limesz megallapitasa a kiilonboz6 « € R értékekhez tartozo f,(z) szamsoro-
zatok vizsgalataval torténik.

Feladatok
a.) |Hatarozzuk meg az f,: ¢ € R[)" — /3x + (2z)™ fliggvénysorozat konvergenciahalmazat és
limeszét!
+00 haz>1
1 h 0 2
lim "3,@:{ aw= lim (22)" =<1 haz =1
n—00 0 haxz=0 n—00 2
0 ha z < %
A konvergenciahalmaz a [0, %] intervalum. A limeszfiiggvény:
2 hax= %
fl@y=4<1 ha0<x<%.
0 haz=0

b.) ‘Hatérozzuk meg az f,: ¢ — e?*~3)" fiijggvénysorozat konvergenciahalmazat és limeszét!

Az f,(z) sorozat minden x € R-re egy mértani sorozat. A konvergencia feltétele: —1 < e(?*=3) <1 = g < %

3

, 5] intervalum. A limeszfiiggvény:

f(a:):{l ha z =

0 haz<

A konvergenciahalmaz a (—oo

N N[

10



c.)

‘ Hatarozzuk meg az f,: * — (2(x—1)?—1)" fiiggvénysorozat konvergenciahalmazat és limeszét!

Az f,(z) sorozat minden x € R-re egy mértani sorozat. A konvergencia feltétele: —1 < 2(x —1)2 -1 <1 =
0<z<2,z#1.

A konvergenciahalmaz a [0,2] \ {1}. A limeszfiiggvény:

1 hazxz=0vagy z =2
() =

f 0 ha0<az<2éz#1

Hatarozzuk meg az f,,: ¢ — (“’T_?’)n fiiggvénysorozat konvergenciahalmazat és limeszét!

Az f,(x) sorozat minden x € R-re egy mértani sorozat. A konvergencia feltétele: —1 < %73 <l=-1l<z<
7.

A konvergenciahalmaz a (—1, 7] intervallum. A limeszfiiggvény:

f(x):{l haxz =17

0 ha —1l<z<T7’

1

Hatarozzuk meg az f,: = € R(-)l_ — Ttn=

fuggvénysorozat konvergenciahalmazat és limeszét!

Az f,(x) sorozat minden x € R*-ra nullsorozat.

A konvergenciahalmaz a [0, c0) intervallum. A limeszfiiggvény:

1 haz=0
f(x)_{o ha 0 <z

Hatarozzuk meg az f,: ¢ € (—%,7) — tg™ « fiiggvénysorozat konvergenciahalmazat és lime-

: 2772
szét!

Az fn(x) sorozat minden x € (-7, 3)-re egy mértani sorozat. A konvergencia feltétele: —1 < tgz < 1 =
T o<,
1 >

A konvergenciahalmaz a (—7, 7] intervallum. A limeszfiiggvény:

f(:z:)—{l ha z =7

(@)

=

Q

|

N

A

8

AN
N

Hatarozzuk meg az f,: « € R\ {0} — (g)n figgvénysorozat konvergenciahalmazat és limeszét!

Az f,(z) sorozat minden = € R \ {0}-ra egy mértani sorozat. A konvergencia feltétele: —1 < 2 <1 = 3 <
T vagy r < —3.

A konvergenciahalmaz a (—oo, —3) U [3,00) halmaz. A limeszfiiggvény:

1 haz=3
f(x)_{o ha 3 < |z|

Fiiggvénysorok

00 k
A Y f, fliggvénysor konvergenciahalmaza a Y, f,, részletosszegek alkotta fliggvénysorozat konvergenciahal-
n=0 n=0
maza, és a sor Osszegfiiggvénye a részletosszegek alkotta sorozat limesze.

o0
A konvergenciahalmaz és az Osszegfliggvény meghatarozéasakor a Y f,(z) szdmsorozatra alkalmazhatjuk

n=0
a sorok konvergenciakritériumait.

11



Feladatok

Hatarozzuk meg a (\"/ 3z + (2:1:)") fiiggvénysor (x > 0) konvergenciahalmazat és 6sszegét!

n=0

Ha z > 0, akkor a 4/3z + (2z)™ sorozat nem nullsorozat, igy a sor konvergenciajanak sziikséges feltétele nem

o0
teljesiil. Ha z = 0, akkor a Y sort kapjuk, ami konvergens.
n=0

A konvergenciahalmaz a {0} halmaz. Az 6sszegfiiggvény az f(0) = 0 fiiggvény.

e(2m—3)n

oo
Hatarozzuk meg a ) fliggvénysor konvergenciahalmazat és Osszegét!

n=0

oo

A 3 e?*=3)" sor minden = € R-re egy mértani sor. A sor konvergenciadjanak feltétele: —1 < e2*~3 < 1 =
n=0

x <3

A konvergenciahalmaz a (—oo, %) intervalum. Az Gsszegfiiggvény:

f(x)zﬁlgm_g'

oo
Hatarozzuk meg az ) (2(z — 1)2 — 1)™ fiiggvénysor konvergenciahalmazat és sszegét!
n=0

A > (2(x — 1) — 1)" sor minden x € R-re egy mértani sor. A konvergencia feltétele: —1 < 2(z —1)2 — 1 <
n=0

1=0<2z<2,2#1.

A konvergenciahalmaz a (0,2) \ {1}. Az Gsszegfliggvény:

1 1
f(fﬂ) - 2 = 2"
1—-2x-1)2-1) 4dax—22
oo 3 n
Hatarozzuk meg az ) (%) fiiggvénysor konvergenciahalmazat és Gsszegét!
n=0

o0
A Zo (TT_?’)R sor minden x € R-re egy mértani sor. A konvergencia feltétele: —1 < "”13 <l=s-l<z<T.
=

A konvergenciahalmaz a (—1,7) intervallum. Az Gsszegfiiggvény:

oo
Hatarozzuk meg az ) ﬁ fliggvénysor (z € Rg‘ ) konvergenciahalmazat és Gsszegét!
n=0

Az x = 0 pontban a sor divergens, mert a tagjai altal alkotott sorozat nem nullsorozat, igy a konvergencia

sziikséges feltétele nem teljesiil. x € RT esetén alkalmazzuk a minorans kritériumot. 1-&-% > Q%W > 0 min-

o0 o0
+ A 1 4 1 1 . : : + . 1 . , ; .
den x € RT-re és n > —-re, és az 5~ » ) = sor divergens minden x € RT-re, igy a ) ) TTne fliggvénysor is
n= n=
divergens minden = € RT-re.

A sor tehat divergens, a konvergenciahalmaz az ().

oo
Hatarozzuk meg az > tg™ x fiiggvénysor (x € (_%a %

n=0

)) konvergenciahalmazat és 6sszegét!

12



o0
A ) tg"x sor minden x € (-3, 5)-re egy mértani sor. A konvergencia feltétele: —1 < tgox <1 = -7 <

.
A konvergenciahalmaz a (—7, %) intervallum. Az &sszegfiiggvény:
1 COos T
fle) = 1—tgax cosx—sinz’
- 90 3\ pe. 5 . Py Py . 5
Hatarozzuk meg az ) (;) fiiggvénysor (x € R \ {0}) konvergenciahalmazat és Gsszegét!

g)
n=0
[e.e]
A (3) sor minden z € R\{0}-ra egy mértani sor. A konvergencia feltétele: —1 < % <l=3<zvagyz<
n=0

-3,
A konvergenciahalmaz a (—oo, —3) U (3, 00) halmaz. Az Gsszegfiiggvény:

Hatvanysorok

Legyen a,, valés sorozat, legyen tovabbéa a € R. A

Z an(z —a)”

n=0
fliggvénysor neve a kozepd hatvanysor, az a, szamok a hatvinysor egyiitthatoi

Nevezetes hatvanysorok:

e Exponencialis fiiggvény 0 kozept hatvanysora:

— 1
xr __ n
e = Z E‘T
n=0
e A szinusz fiiggvény 0 kozept hatvanysora:
oo
: _ (_1)TL—1 2n—1
sinx = Z 7(271 m—
n=0
e A koszinusz fiiggvény 0 kézept hatvanysora:
— (_1)71 2n

e Mértani sor:
1

oo
=2 "
n=0

1—z

1 oo

— 71nn

1+ Z( )l
n=0

Mindharom hatvanysor konvergens a valés szadmok halmazan.
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Hatvanysorok konvergenciaja

Minden hatvanysorhoz talalhat6 egy r € [0, 00) valds, a hatvanysor konvergenciasugara. A hatvanysor kon-
vergens az {z : |t — a] < r} halmazon és divergens divergens az {x : |z — a| > r} halmazon. Az x = a — r és
x = a + r pontokban kiilon meg kell vizsgalni a konvergenciat. Tegyiik fel, hogy az {/|a,| sorozatnak van
hatarértéke. Ekkor a konvergenciasugér az

= lim

1 1
i el 7 ]

n—oo

T =

képlettel (Cauchy-Hadamard-formula) szamithato, ami a gyokkritérium kovetkezménye. A képletet a 0-tol
kiilonbo6zé egyiitthatokra kell alkalmazni, ha az a, egylitthatok kozott végtelen sok O talalhato. Hasonldéan
ha az % sorozatnak van hatarértéke, akkor a konvergenciasugar az

alternativ képlettel szamithato, ami a hanyadoskritérium kévetkezménye. Mindkét képletet az ,,% =00, = =
0” médon értelmezziik.

Feladatok

oo
n . » » . »
Hatarozzuk meg a ) - hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!
n=1

Az a = 0 kézeptl hatvanysor konvergenciasugara

r= lim = lim {n=1.
n—oo an| n—00
“)(—1" 0
Az © = a—r = —1 pontban a T) Leibniz-sor konvergens. Az x = a + r = 1 pontban a %
n=1 n=1
hiperharmonikus sor divergens. A konvergenciahalmaz a [—1,1) itervallum.
oo
Hatarozzuk meg a > n3z2™ hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!
n=0
Az a = 0 kézepi hatvanysor konvergenciasugara
= i — lim —— = lim (Y7)F =1
T e laga] e BB mbeer VT
o0
Az x =a—17r = —1 pontban és az x = a+ 7 = 1 pontban a > n3 sor divergens, mert tagjai nem tartanak
n=0
0-hoz. A konvergenciahalmaz a (—1,1) itervallum.
oo
Hatarozzuk meg a ) nz™ hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!
n=0
Az a = 0 kézepl hatvanysor konvergenciasugara
1 1
r= lim = lim =1.
n— o0 "|an| n—00 v%
oo o0
Az © =a—r = —1 pontban a Y (—1)"n sor, valamint az x = a +r = 1 pontban a »_ n sor divergensek,
n=0 n=0

mert tagjaik nem tartanak 0-hoz. A konvergenciahalmaz a (—1,1) itervallum.

14



x 2n
Hatarozzuk meg a ) wn—, hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!
n=0 :

Az a = 0 kézepi hatvanysor konvergenciasugara

r= lim ——— = lim

n— o0 2”/|a2n| n—o00

A konvergenciahalmaz a (—oo, 00) itervallum.

22(n+1)
[CESD)
22n

Masképpen, a fiiggvénysorokra vonatkozo hatvanykritériumot alkalmazva: lim = lim - =0<1
n—00 n—oo N1

minden z € R-re, igy a konvergenciahalmaz a valos szamok halmaza, a konvergencisugar pedig végtelen.

!

Maésképpen,

n

> SC2 2

E’ :ey|72:e(w)
n! y=T

n=0

amely konvergens minden = € R-re, igy a konvergenciahalmaz a valos szamok halmaza, a konvergenciasugar
pedig végtelen.

*® 2n
Hatarozzuk meg a ) % hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!
n=0 .

Az a = 0 kozepi hatvanysor konvergenciasugara

1
r= lim —— = lim */(2n)! = .
n—o0 2”/|a2n| n—oo ( )

A konvergenciahalmaz a (—oo, 00) itervallum.

22(n+1)
2Znt2)!
—22n

Masképpen, a hatvanykritériumot alkalmazva: lim
n—r oo

2
. . B .
& | 7}1_{20 @@ — 0 < 1 minden z € Rere,

igy a konvergenciahalmaz a valés szamok halmaza, a konvergencisugar pedig végtelen.

oo

n
Hatarozzuk meg a &= hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!
n=1

Az a = 0 kozepi hatvanysor konvergenciasugara

. 1 . N
r—nh_)rr;om—nh_)n;oi’)\/ﬁ—&
00 " 00
Az ¢ = a —r = —5 pontban a > (_T Leibniz-sor konvergens. Az & = a4+ r = 5 pontban a Y 1
n=1 n=1
hiperharmonikus sor divergens. A konvergenciahalmaz a [—5,5) itervallum.
oo 1)™
Hatarozzuk meg a ) % hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!
n=1
Az a = 1 kozepii hatvanysor konvergenciasugara
_ 1 _ 1 02 _
r_nh—{go 7z/|an| _nh—>néo( Tl) =1L
S 1)n 00
Az x = a —r = 0 pontban a Zl (:ﬁ) Leibniz-sor konvergens. Az x = a + r = 2 pontban a 21 #
n= n=

hiperharmonikus sor konvergens. A konvergenciahalmaz a [0, 2] itervallum.
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oo
Hatarozzuk meg a ) 3™x™ hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!
n=0

Az a = 0 kézepi hatvanysor konvergenciasugara

. 1 . 1 1

r= lim = lim - = -.
o0 &)

Azx=a—1r= —% pontban a ZO(—I)” sor, valamint az x = a+r = % pontban a Zo 1 sor divergensek,
n= n=

mert tagjaik nem tartanak 0-hoz. A konvergenciahalmaz a (—%, %) itervallum.

S} 1 n n
Hatarozzuk meg a ) %
n=0

hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!

Az a = 0 kézepi hatvanysor konvergenciasugara

. 1 .
"= nh—>ngo "/|an| - 7}1—{203 =3

oo} o0

Az x = a—r =3 pontban a > 1 sor, valamint az z = a + r = 3 pontban a ) (—1)" sor divergensek, mert
n=0 n=0

tagjaik nem tartanak 0-hoz. A konvergenciahalmaz a (—3,3) itervallum.

x 3n
Hatarozzuk meg a ﬁ hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!
n=0 :

Az a = 0 kézepi hatvanysor konvergenciasugara

1
r= lim ——— = lim */(3n)! = .
n—00 3”/|a3n| n—00

A konvergenciahalmaz a (—o0o, 00) itervallum.

23(n+1)

Bnta)! 3
—3n

= lim = 0 < 1 minden

Masképpen, a hatvanykritériumot alkalmazva: lim Jim e +3)(3Tf o TEry

n—oo

x € R-re, igy a konvergenciahalmaz a valés szamok halmaza, a konvergencisugar pedig végtelen.

(@—

oo
a 3)™ . : i : .
Hatarozzuk meg a ,) hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!

n=0

Az a = 3 kozepi hatvanysor konvergenciasugara

1 n/
= 1 pr— 1 ' f—
r=lim Janl Aim vl = co.

A konvergenciahalmaz a (—oo, 00) itervallum.

(w—3)n+1
(n+1)!

Tl

= lim 223 = 0 < 1 minden z € R-re, igy a

n—oo Ml

Maésképpen, a hatvanykritériumot alkalmazva: lim
n—oo
konvergenciahalmaz a val6s szdmok halmaza, a konvergencisugar pedig végtelen.

Maésképpen,
= (Iig)ni Yy _x—3
Do =l s =e
n=0 ’

amely konvergens minden = € R-re, igy a konvergenciahalmaz a valos szamok halmaza, a konvergenciasugar
pedig végtelen.
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T (z—6)"
n3m™

oo 1)™
Hatarozzuk meg a ) =1)

n=1

hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!

Az a = 6 kozepi hatvanysor konvergenciasugara

r= lim = lim 3{/n =3.

1
n—00 ”/|an| n— o0

n+1
Az x = a—r = 3 pontban a Z =L hiperharmonikus sor divergens. Az z = a 4+ = 9 pontban a Z L
n=1
Leibniz-sor konvergens. A konvergenmahalmaz a (3,9] itervallum.
. = g2nt? . - A c c
Hatarozzuk meg a ), ®—— hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!
n=1
Az a = 0 kézeptl hatvanysor konvergenciasugara
r= lim 1 lim >"%/n = lim ({/n)7m = 1.
n—oo 2n+l/ ‘a2n+1| n—o00 n—o00
o0
Az x = a—r = —1 pontban a Z L hiperharmonikus sor, valamint az z = a +7 = 1 pontban a %
n=1 n=1

hiperharmonikus sor divergensek. A konvergenciahalmaz a (—1, 1) itervallum.

*® n 2n
Hatarozzuk meg a > % hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!
n=0 :

Az a = 1 kézepi hatvanysor konvergenciasugara

1
r=lim ——— = lim ¥/(2n)! = lim ( %/ (2n = 0.
n—o00 2"/|a2n| n—oo ( ) n~>oo( ( ))

A konvergenciahalmaz a (—oo, 00) itervallum.

(171)2n+2 5
Cnt2)! 1 (z—1) _ . B
| = Jim 5 Gary = 0 < 1 minden z € Rere,

igy a konvergenciahalmaz a valés szamok halmaza, a konvergencisugar pedig végtelen.

Masképpen, a hatvanykritériumot alkalmazva: lim
n—oo

Maésképpen,
- - 1
Z (z -1 _ = cosyl,_, , = cos(z — 1)

amely konvergens minden = € R-re, igy a konvergenciahalmaz a valos szamok halmaza, a konvergenciasugar
pedig végtelen.

*® 2n
Hatarozzuk meg a ) ”’z—n hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!
n=0

Az a = 0 kézepi hatvanysor konvergenciasugara
. 1 . 2n
J— J— y n —
r= nhm T o] = nhm V/2n = V2.

o0
Az x =a—1r=—/2 pontban és az x = a +r = v/2 pontban a Y 1 sor divergens. A konvergenciahalmaz a

n=0
(- V2, \/i) itervallum.

S0 n
Hatarozzuk meg a > % hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!
n=1
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Az a = 0 kézepi hatvanysor konvergenciasugara

n

r = lim = lim n=1.

1
n— oo n/|an‘ n— oo

Az z=a—r=—1 pontban a Z = hiperharmonikus sor divergens. Az x = a +r = 1 pontban a Z

—1n

T
n=1
Leibniz-sor konvergens. A konvergenmahalmaz a (—1,1] itervallum.
oo 3 n
Hatarozzuk meg a > (%) hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!
n=0
Az a = 3 kézep hatvanysor konvergenciasugara
. 1 .
r= lim = lim 4 =4.
n—oo n an| n—o00

o0 o0
Az x =a—r = —1 pontban a ) (—1)" sor, valamint az x = a + r = 7 pontban a ) 1 sorok divergensek,

n=1 n=1
mert tagjaik nem tartanak 0-hoz. A konvergenciahalmaz a (—1,7) itervallum.
Masképpen, a mértani sor konvergens akkor, ha | 3 < 1| = x € (—1,7), igy a konvergenciahalmaz a (—1,7)

intervallum, a konvergenciasugar pedig 4. A sor Osszege

i": z-3\" 1 4
4 _1—yy:$_7—x'

n=0

oo n
Hatarozzuk meg a nz (2n—|(-_m)

@) (2nF3) hatvanysor konvergenciasugarat és konvergenciahalmazat!
=0

Az a = 0 kozepi hatvanysor konvergenciasugara

1
r=lim —— = lim {/(2n+1)2n+3) = 1.
gy — S 1 - —adtr— S~ ___ (="
Az x = a—r = —1 pontban a Z T @nT3) SO, valamint az x = a+r = 1 pontban a > @Dt Sorok
n= n=0

konvergensek, mert i

1
5 1) (37 T3) n2 és a Z > hiperharmonikus sor konvergens. A konvergenciahalmaz a

[—1, 1] itervallum.

Taylor-sorok, Taylor-polinomok
Legyen f: R — R sima fiiggvény a ¢ € R pont egy koérnyezetében. Ekkor a
™) (q

Zf _a)n

hatvanysort az f fiiggvény a koriili Taylor-soranak nevezziik. A 0 koriili Taylor-sor neve MacLaurin-sor.
Fiiggvényt a gyakorlatban (pontosabban a gyakorlaton :-) ) el6fordul6 példakban a konvergenciahalmazon
elsallitja a Taylor-sora.

Ha a Taylor-sornak csak az els§ par elemét tartjuk meg, akkor az f fiiggvény

") (g

k=0

n-edrendi a koriili Taylor-polinomjat kapjuk.
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Feladatok

a.) ‘Szémitsuk ki az f(x) = 2sinx cos z fiiggvény 0 koriili negyedrendii Taylor-polinomjat!

f(z) =sin2z f(0)=0
f(x) =2cos2z 1(0)=2
' (x) = —4sin2z f'0)y=0

" (z) = —8cos 2z 7(0)=-8
" (z) = 16sin 2z 7"(0)=0
4
Ty(z) =22 — 59:3

(z) = sindx f(0)=0
f(z) = 4cosdx F(0)=4
f"(x) = —16sin 4w 17(0)=0

1" (x) = —64 cos 4z 1" (0) = —64

2
Ty(z) = 4a — %zg

c.) ‘Szémitsuk ki az f(x) = e®°** fiiggvény 0 koriili negyedrendii Taylor-polinomjat!

flz) = e" f(0)=e

fl(z) = —sinz - 57 f(0)=0
f"(x) = (—cosx + sin® ) - €°® 17(0) = —e

f""(x) = (sinx + 3sinz cosz — sin® x) - €“7 F(0)=0
f""(x) = (sin® z + cos x + 3cos? x — 4sin® x — 6sin z cos x) - € 1"(0) = 4e

Ty(z)=e— g:pz + %x4

d.) ‘Szémitsuk ki az f(x) = ei"® fiiggvény 0 koriili negyedrendti Taylor-polinomjat!

fla) =eine f0)=1
f'(x) = cosx - eS* f0)=1
f"(x) = (= sinz + cos® x) - 51" f0)=1
f"(x) = (= cosx — 3sinz cosx + cos® x) - 577 F0)=0
" () = (cos* z + sina 4 3sin? 2 — 4 cos? x — 6sinx cos? ) - 5 * 7"(0)=-3
Ty(z)=14+z+ %:1:2 — éafl

e.) ‘Szémitsuk ki az f(z) = In(1 + x2) fiiggvény 0 koriili negyedrendii Taylor-polinomjat!

oo

/ — _ n 271_ n,.2n+1
f(x)— e =2z iy:ﬂﬁ—%: Z —;2(—1) x
o~ (=D 4o — (=D ,
1 1 — >~ 7 n — n
(1+2?) /f C+;n+1x ; —

1
Ty(x) = 2% — 59:4
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f.) | Szamitsuk ki az f(x) = e(**) fiiggvény 0 kériili negyedrenddi Taylor-polinomjat!

o0

, 1
f(.%‘) = e(ﬁ) = eyly:a:2 = Z —a?"

n=0

1
Ty(z) =1+a"+ 53:4

g.) ’Szémitsuk ki az f(x) = sin 2z fiiggvény 0 koriili negyedrendii Taylor-polinomjat!

. . = 1" n — 2(—4)" n+1
f(z) =sin2z = siny|, _,, = Z (2(71_‘_)1)!(2@2 +1_ Z (2£L_|_)1)!x2 +

n=0 n=0

4
Ty(z) =22 — gm?’

h.) ’Szémitsuk ki az f(z) = sinx? fiiggvény 0 koriili negyedrendii Taylor-polinomjat!

. o0 71 n n
f(z) =sina® = siny|,_ . = ; (2(71—1—)1)!I4 "
Ty(x) =

i) ’Szémitsuk ki az f(x) = zIn(1 + x) fiiggvény 0 koriili negyedrendii Taylor-polinomjat!

1 1

1+x: 1—y

_ Z(_l)nxn

y=—z n=0

(In(1 +2))’ =

o0

1 oo (_l)n (_1)7,,
1 1 = 7d :C PA——— n+1: ’n+1
nil+2) /1+x ! +nz:%n+1x T;)TLJrlx

n

1 o~ (1)
xln(1+x)=/1+xdxzzn+lx"+2
n=0

1 1
Ty(x) = 2% — 5.233 + 3334

j.) ’Szémitsuk ki az f(x) = xze * fiiggvény 0 koriili negyedrendii Taylor-polinomjat!

xn-&-l

fa)y=z-e¥|,__, =z Z (—1)nx7,, _ Z (1)
n=0

n!

1 1
Ty(z) =2 — 2 + 5563 - 61’4
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Taylor-polinomok altali kozelités

Legyen a € R rogzitett, z € R olyan, hogy az f: R — R fiiggvény (n + 1)-szer differencialhato az [a, ]
intervallumon. Minden ilyen x € R-hez talalhat6 olyan £ € [a, x], hogy

n, STV FrD(E)

_"f(n)(a) n+1 __ n+1
f(w)—k; ! (x —a) +m($—a) * —T,{a(a:)—&—m(x—a) *

n
(Taylor-formula Lagrange-maradéktaggal). Az f(x) ~ T ,(x) kdzelités hibdjara az alabbi becslés adhato:

(n+1)
o) - T (o)) < ezl O g,

Feladatok

Szamitsuk ki az e®! kozelitd értékét a fiiggvény 4-edrendii MacLaurin-polinomja segitségével,

és becsiiljiik meg a hibat!

T _ -
¢ _anx
n=0
2 13 4
T4(ac):1+x+§x +6x +ﬂx

T4(0.1) = 1.105170833 . ...
€%l =1.105170918. ..

3 e” 5
: maxeepqletl, 5 | Slel” haz>0
et —Ty(x)| < ———— — !
| o)l < 5! 2 é\x|5 kiilénben

60'1

0! — Ty(0.1)] < ?0.15 <93-1078

b.) | Szamitsuk ki a cos 0.1 kozelits értékét a fiiggvény 4-edrendii MacLaurin-polinomja segitségével,

és becsiiljiik meg a hibat!

1 1
Ty(zx)=1- 51'2 + ﬂfl

T4(0.1) = 0.9950041666 . . .
cos 0.1 = 0.9950041652.. ..

< Mecoall ~sin@)] 5 [25ejal® bhawe 5. 3]
- 5! & |z|° kiilonben

|cosx — Ty(x)

in0.1
lcos 0.1 — Ty(0.1)] < Sln5, 0.1° <84-107°

A Taylor-sorban nem jelenik meg x%-es tag, ezért jobb becslés is adhat6 a hibara:

maxeeo,a)|—cos(€), 6 1, 6
cos @ — Ty(a)] < ——=% 2I° = ol

1
lcos 0.1 — T5(0.1)| < a0.16 <14-107°
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c.) | Szamitsuk ki a sin 5° kozelits értékét a fiiggvény 4-edrendii MacLaurin-polinomja segitségével,
és becsiiljiik meg a hibat!

oo

. (_1)71 2n+1
sSiInxr — Z —X
|
= (2n+1)!
1
Ty(z) =2 — 61‘3
i
T, (36) 0.08715570058
. T
sin (36) 0.08715574274 .

maX§€[07w]|COS(§)|| o= 1 5
5! o

sin (%) -7 (?%)‘ < % (;6)5 <4217-1078

d.) | Szamitsuk ki a tg 5° koézelits értékét a fliggvény masodrendid MacLaurin-polinomja segitségével,
és becsiiljiik meg a hibat!

tg(0) =0
1
tg'(2) = — @ tg'(0) =1
2sin(x
(o) = o ) t&(0) = 0
2 cos?(z) + 6sin*(z)
tg"(x) = cos*(x)
To(z) ==z
T
T (36) — 0.08726
T
tg (36) — 0.08748
max 6—4 cos®(£) 9
€€[0,2] | ~cosi(g) P |3 3 —2cos?(x)

3
h L4
3 cost(x) o (ha 2 < 3)

3!
i (35) 2 (30)| < "G (55) <40

e.) | Szamitsuk ki az In 0.9 kézelits értékét a fiiggvény 4-edrendid Taylor-polinomja segitségével, és
becsiiljiikk meg a hibat!
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(In(1 - 2))’ = ai@
(n(1 = )" = 11 jx)Q
(n(1 = 2)" = 27 —13;)3
(1 =) = =35
(n(1 )" = 15 jx)5
Ty(@) = —3 — 22 — 13~ Lo

2 37 4
T4(0.1) = —0.1053583 .. .

In(0.9) = —0.1053605 . . .

A1
ags
51

maXee(0,a]

(1 - @) - Tu(a)] <

1
[In(0.9) — T4(0.1)| < 59—5 <34-107°

jof” =

In(1-=2)|,_,=0

(In(1 —2))'|,— = -1
(In(1 — 2))"],_ = 1
(In(1 —z))"],_, = —2!

(In(1 —z))""|,_, = —3!

(i)g) haz>0

kiilonben

f.) | Szamitsuk ki az In 1.01 kézelité értékét a fiiggvény 3-adrendii Taylor-polinomja segitségével, és

becsiiljiikk meg a hibat!

(In(1 +2))’ = (1ix)
(n(1+2)" = -1 +1x)2
(1n(1+))" =21 jm)3
(n(1+2))" = =315 jx)4

1 1
T3(x) =a — 5952 + §$3
75(0.01) = 0.00995033333 ...
In(1.01) = 0.00995033085. . .
-3
4!

1
maXee(o,q] | —3! (1+&)%

In(1+ ) — T3(z)| <

1
In(1.01) — T3(0.01)| < 10'014 =25-107°

jo|* =

111(1 + ‘r)lz:() =0

(In(1 +2))'],_o = 1
(In(1 +2))"],_y = 1!

(In(1 + z))"|,_, = 2!

x4 ha x>0
4
( z ) kiilonben

I

1+x

g.) | Szamitsuk ki a +/1.01 kozelit értékét a fiiggvény 3-adrendii Taylor-polinomja segitségével, és

becsiiljiikk meg a hibat!
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v 1+ x|z 0 =1
1 1
(Vita) =30+ )3 Vi+a)|,_,=3
1 : 1
(Vita) =-1(1+a)* Vita)|,y=-3
3 5 3
(VTF2)" = 201 +2)°F VTFD)"),o= 5
15
(VIT2)" =61 )73
1 1 1
T -1 T T2 = .3
3(x) —|—2JL‘ g% + 6%
T5(0.01) = 1.0049875625
v1.01 = 1.00498756211 . ..
15 -z
maxee(o,o]| =16 (1 +£) 72 4 St ha z >0
Vi+zrz—-T3(x)| < ot = ) 128 2
| s(@)l = 4! 2 %x‘l(l—i—x)_% kiilénben

5
V1.01 — T3(0.01)| < mo.oﬁ <3.91-1071°

h.) | Szamitsuk ki a /0.9 kozelité értékét a fiiggvény 4-edrendii Taylor-polinomja segitségével, és
becsiiljiikk meg a hibat!

VI, -1
(VI=3) = -5 -2) (VI=3) )0 = =3
(VI=3)' = —ta-2) (VI=2) |,y =
VI=a)" =20 -n) (VI=2)"|c =5

(VT=a)" = -0 —2) VT=2)"], o =15

(VT3 =~ 52 (1~ o)

7’4(;1:):1—1:,:—1332—i 3D

2778 167 128
T4(0.1) = 0.94868359 . ..

V0.9 = 0.94868329.. ..

maxeeo,q]|— 55 (1 = &)~

5!

V1—a—Ty(z) <

5 _ =2 (1 —2)"% haz>0
kiiléonben

V0.9 - T4(0.1)] < 2—;6 0.1°.0.97% <4.4-1077

i.) | Szamitsuk ki a \/% kozelité értékét a fiiggvény 4-edrendii Taylor-polinomja segitségével, és
becsiiljiikk meg a hibat!
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(1-z)"2| =1
x=0
/ / 1
(1-)1) = 20— a-at)| =5
=0
1" " 3
(-o1) =20t (a-o8)] =2
=0
" m 15
(1-o)7) :%(1—@—% (a-o7%)" | =2
=0
1 " 105
(0-a1)" =R (0-)]_ -5
=0
N\ 945 "
(=2t)" =g -¥
1 3., 5 4 35 ,
Ta(w) =14 god o7+ {57 + 1557
T,(0.1) = 1.0540898 . ..
V0.9 = 1.0540925 . ...
Ly < S (1-877 of = [ B0 =07 haw>0
Tz = 5! 23| kiilonben
1 63
755~ T4(0.1)’ < org 0.1°-09"% <4.4-107F

25



	Eloszó
	Sorozatok és sorok
	Számsorozatok
	Feladatok
	Számsorok
	Feladatok

	Függvénysorozatok és függvénysorok
	Függvénysorozatok
	Feladatok
	Függvénysorok
	Feladatok

	Hatványsorok
	Hatványsorok konvergenciája
	Feladatok
	Taylor-sorok, Taylor-polinomok
	Feladatok
	Taylor-polinomok általi közelítés
	Feladatok


