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ElSszo

A gyakorlati jegyzet a|Széchenyi Istvan Egyetem| mesterszakos mérnokhallgatoi szamara, az Analizis II. (vek-
toranalizis) targyhoz késziilt. Célja, hogy kidolgozott tipusfeladatokon keresztiil segitse a hallgatok felkészii-
lését az évkozi és vizsgazarthelyikre.

A gyakorlati jegyzet legfrissebb példanya letSlthets a [www.sze.hu/“nemetha/|oldal ,oktatds” meniipontja
alol. Eszrevételeket és az elirasok, hibak bejelentését a nemetha@sze . hul cimre varom. A kidolgozasra keriilt

feladatok nagy része Dr. Lotfi Abdelhakimtol szarmazik, koszonet értiik.

Ismétlés

Integralas

Newton—Leibniz-formula

Legyen f(x) integralhato [a, bl-n, tovabba F(z) folytonos [a, b]-n és F'(z) = f(z) minden = € (a,b)-re. Ekkor:

b
[ f@ o= (P}l = F) - Fl@.

Az F(z) fuggvény az f(x) primitiv fliggvénye vagy hatarozatlan integralja, jele F'(z) = /f(x) dz.

Alapintegralok

/Sinxdx:—cosx+C
/cosxda?:sina?—i—C
/tgmdx:—ln|cosx|+0
/ctgxdx:1n|sinx|+0

1
/ s—de =tgz+C
cos?

1
/ s—dz = —ctgz +C

sin“ x

xn+1
n — _1
/x dz n+1—|—C (n#-1)

/xil dz =Injz|+ C

/emdx:ew—l—C

/shxdx:c’hx—i—C
/chmdx:shx—i—C
/thxdx:lnchx—i—C

/cthxdaz = In|shz|+ C

/ ! dr =thx+C

ch? x
1
/de:fctthrC
sh® x
1
mdx:arctgx—FC

1
———dx = arcsinz + C
/\/1—1‘2
1
————dz =arshz +C
/\/1+x2
zln(x—i— x2+1)—|—C
dz =sgnz -arch|z|+ C

= sgnx-ln(\x|+\/x2—1> +C

| =


http://uni.sze.hu
www.sze.hu/~nemetha/
mailto:nemetha@sze.hu
http://www.sze.hu/~lotfi

Integralasi szabalyok

/Cof(x)dx:a/f(x)dx
Jt@ £ g@)ae = [ f@)dr [ge)do

/fax—f—b (‘”“Lb) ha F(m)z/f(a:)dx
/f@ﬁ%wm=ffif+c (1)

f/(m)d = In|f(x)| + C
/ f@)g (@) de = f / f'(@)g(@)de  (parcislis integralds)

/anm +ap 12"+t ayw +ag
brak + b1kl 4+ + bz + by

d
+/ ! dm-i—/ 2
xr+nr T +Tro

alakban all elg, ahol

T = / (cn_kx"_k +epprx" R o+ co) dz

dx+...+/L+f1dx+/de+...
2 + gz + sl 22 + gox + 52

(bkx”c +bp g2t b+ bo) =by(z+m)(@+r2) - (x2 + qx+ sl) (m2 + qox + 32) e

(parcialis tortekre bontas).

Trigonometrikus és hiperbolikus filiggvények
Hiperbolikus fiiggvények:

Inverz hiperbolikus fiiggvények:

archz =u arshr = v
z:chu:% x:shv:%
0= (e")? —2ze" +1 0=(e")* —2ze" — 1
et =x++Va2-1 e'=z+va2+1
archx = u=In(zx 4+ Va2 -1) arshz =v=In(z+ Va2 +1)

Trigonometrikus és hiperbolikus fiiggvények tulajdonsagai:

cos?x +sinz =1 ch?z —sh®z =1

cos(—x) =cosz sin(—zx) = —sinx ch(—z) =chz sh(—z)=—shzx
cos’z = —sinx  sin’z = cosx ch"z =shz sh'z=chz

cos(z £y) = cosxcosy Fsinzsiny ch(z £y) =chazchy +shzshy
sin(z £ y) = sinzcosy + cosxsiny sh(z £y) =shachytchzshy
COSQxZCOSQ;-i-l Sinzmzl—czos%c ch2x:Ch2§+1 Sh2x20h23§—1



Trigonometrikus és hiperbolikus integralok:

2 1 1
/coszxdx:/%dxzzsin2x+g+0

1
/cos3xdx:/(1—sin2x)cosxdx:sinx—gsin?’x—i—C

1 z 1 1 z 1 cosdr — 1
4 o w2 2 _ T L1 .. 2 _ T < +
/cos xdm—/(l sin ac)cos rdz 451n29c+ 5 4/5111 2x dx 4sm2x+ 2 —|—4/72

1 . 1 . 3
fismllx—i-ism%v—f— §5E+C

/cos" rzdr = / (1 —sin®z) cos" ?zda = /cos”_2 xdx + /sinaccos"_2 x(—sinx) dz

. _ 1
sinzcos" 'z —
n— n—

= /cosn_Qxdx—i— T /cosx-cos”_lxdx

n 1 . _ _
cos" xdx = sinzcos" x4+ [ cos" 2xdx
n—1 n—1

n—1

1 _
/cos”xdx: Zsinzcos” ' x +

/ cos" 2z dx (rekurziv képlet)
n n

Azonos elven kiterjeszthetd sin z, illetve ch z és shx hiperbolikus fiiggvények hatvanyaira.

Koordinatageometria

Skalaris szorzat

—

@-b = |d||b]cosa, ahol a az @,b vektorok altal bezart szog. Derékszogé koordinatarendszerben @ - b =
azby + ayby + a.b.. Legfontosabb tulajdonsagai:

-

e @-b=b-d (kommutativitas)
o (\@)-b=A\@-b)

o (@47 -b=a-b+c-b (disztributivitas)

Vektorialis szorzat

|@ x E| = |EL'||5| sin o, ahol o az @, b vektorok altal bezart sz0g, @ X blabeésab,dx gjobbsodrésﬁ rendszert
alkotnak. Derékszogs koordinatarendszerben @ x b = (ayb, — a.by, asby — azb.,azby — ayb,). Legfontosabb
tulajdonsagai:

e @xb=—bxa (antikommutativitas)

Vegyes szorzat

@bé = (@ x b) - ¢, |@be] a harom vektor altal kifeszitett paralelepipedon térfogata. ElGjele akkor pozitiv, ha a
vektorok jobbsodrasu rendszert alkotnak. Derékszogti koordinatarendszerben

az Gy G
abc=det | b, b, b,
Cx Cy C:

Legfontosabb tulajdonsigai:

— - —
— —

e (bl = bcd = cdb = —ach = —bac = —cba



Egyenes egyenlete

Adott 75 = (x0,yo, 20) ponton athalado, ¥ iranyvektoru egyenes paraméteres egyenlete:
F(t) = (1'0 + Vg 't,y0+0y 't;ZO+v2 t)

Sik egyenlete

Adott 7o = (x0, Yo, 20) ponton athalado, 7 norméalvektora sik egyenlete:

0=1- (F_ FO) = nw(x - .%’0) + ny(y - yO) + ’I’LZ(Z - ZO) =ngzT + nyy +n.z— (”xmo + Ny Yo + ’n,zZO)'

Kor egyenlete

Az (20, y0) kozépponti és r sugara kor egyenlete:

(x —x0)* + (y — y0)* =r°.

Ellipszis egyenlete
Ellipszis egyenlete:

22 .
2 et
Parabola egyenlete
Parabola egyenlete:
y = ax.
Hiperbola egyenlete
Hiperbola egyenlete:
2 2
z Y
+: vizszintes f6tengelyt, —: fliggtleges f6tengely.

GOmb egyenlete

Az (20, Yo, 20) kozépponta r sugari gdmb egyenlete:

(z—20)”+ (y—y0)> + (2 — 20)> = 1%

Ellipszoid egyenlete
Ellipszoid egyenlete:

2 2 2
x y z
Paraboloid egyenlete
Paraboloid egyenlete:
2 a2 g2
PR TR
c a b
Forgasparaboloid:
z=a(z? +y?)



Hiperboloid egyenlete
Hiperboloid egyenlete:

+: egypaléasti, —: kétpalastu.

Kup egyenlete
Kup egyenlete:

Korkip:

Térgorbék
7 R — R3 fiiggveny, 7(t) = (x(t),y(t), 2(t)) = z(t)i + y(t)] + z(t)k, komponensenként derivaljuk.

Gorbe ivhossza

Az 7(t) térgorbe t paraméterének t; és to értéke kozotti szakaszénak ivhossza

to
/| ()| dt = \/x2 t) + 22(t) dt.
t1

Gorbe gorbiileti sugara

Az 7(t) térgorbe ¢t paraméterének to értékéhez tartozo gorbiilete:

g(tO) _ ‘F(to) X 7:'(tO)‘

és gorbiileti sugara .
L )P
g(to)  |i(to) x (to)|

A gorbiilet értéke egyenesvonali térgdrbe minden pontjaban 0.

p(to) =

Gorbe torzidja
Az 7(t) térgorbe ¢ paraméterének to értékéhez tartozo torzidja:

(7(to) x (to)) - %(tO).

) = e ) < Ato) P

Ertéke sikbeli térgérbe minden pontjaban 0.

Kisérd triéder

Az 7(t) térgdrbe t paraméterének to értékéhez tartozo kisérd triedere a (7(to),(to), b(to)) egységnyi hosszii-
sagu, paronként merdéleges vektorok alkotta harmas.

e T tangencidlis vektor érints iranyu és a t paraméter novekedésének iranyaba mutat

e 71 fénormdlis vektor a simulo kor kozéppontja felé mutat



e b binormadlis vektor a haromél harmadik vektora. Ugy iranyitjuk, hogy (F(to), (to), b(t)) jobbsodrasi
vektorrendszer legyen

Két vektor altal kifeszitett sik norméalvektora a harmadik vektor. A vektorparok altal meghatarozott sikok
elnevezései:

o T és 1 altal kifeszitett sik a simuld sik

—

e 71 és b altal kifeszitett sik a normdlsik

o 7 és b altal kifeszitett sik a rektifikdlo sik

Kisérd triéder, gorbiileti sugar, torzid, simul6 sik, érinté egyenes meghatarozasa

Az 7(t) térgorbe t paraméterének t, értékéhez tartozé mennyiségek és objektumok meghatéarozasénak lépései:

1. Az #(t), 7 (t), 7 ( ) derivaltak meghatarozasa,
az 7y = 7(to), 7(to), 7(to), 7 (o) helyettesitési értékek szdmitasa

2. Az |7] hossz szamitasa,

=

7
= — szarmaztatasa,

7
az érinté egyenes paraméteres egyenlete:

e(t) = (xo+ 7w - t,yo + 7y - 1, 20 + 72 - 1) vagy €(t) = (zo + & (to) - t,y0 + Y(to) - £, 20 + £(t0) - 1),
a normalsik egyenlete: 7 (¥ — 7) = 0 vagy 7 (F—7) =0

all

3. Az 7 x 1 vektorialis szorzat elvégzése,
|7 x 7] hossz szamitésa,

- TXT }
b= E _1 szarmaztatasa,
FXT
_ XA
‘_1 és p = — szamitéasa,
T g
(r X 7") 7o
T= |; :12 szamitésa,
T XT

a simulé sik egyenlete: b- (7 — 7)) = 0 vagy (7 x ) - (F— 7)) = 0

4. A=bx7 szarmaztatésa,
a rektifikalo sik egyenlete: 77 - (7 — 7o) = 0

Ellendrzési lehetdség (2—4. 1épés): || 21

Példak

Adott az 7#(t) = (t —sint,1 — cost,4 sin %) egyenletii térgdrbe. Irjuk fel a térgérbe t = 3 pont-
jahoz tartozoé simul6, normal- és rektifikalé sikjainak, valamint érinté egyenesének egyenletét.
Hatarozzuk meg a kisérd triéder egységvektorait.

7(t) = (t —sint,1 — cost,4sin £ 5) > T(5) = (%‘@»%,2)
7(t) = (1 — cost,sint,2cos £ )—>r() (%’73’\/3)
%’(t)z(sint cost,—sin £ )—)r() (737%7_%)

7 (t) = (cost, —sint, 20082)—).7.7;(%):(%’_737_§)

oo



~—

A=yl gra=2
7=1(1,V3,2v3)
Az érints egyenlete: é(u) = (3 — 52 +

A normalsik egyenlete: 02(m—§+§,y—%,z—2) i(l V3,2V/3).

7 x = 1(-3V3,7,-2)
|7 x 7 =V5

b= 1=(-3v3,7,-2)
g=% p=2%
T=-%¢

A simul6 sik egyenlete: 0= (z — § + f Y= 32— 2) ( 3v/3,7,-2).

i=bx7=2=(V3,1,-1).
A rektifikalo sik egyenlete: 0= (z — % + @,y —1.2-2). %(\/?;, 1,—1).

Adott az 7(t) = (3t,3t2, 2t%) egyenletti térgorbe. Irjuk fel a térgérbe t = 1 pontjahoz tartozo
simulé, normal- és rektifikalo sikjainak, valamint érinté egyenesének egyenletét. Hatarozzuk
meg a kiséré triéder egységvektorait.

7(t) = (3t,3t%,2t3) — 7(1) = (3,3,2)
“(t) = (3,6t,6t%) — (1) = (3,6,6)
(t) (0,6,12t) — 7(1) = (0,6, 12)
7(t) = (0,0,12) — 7(1) = (0,0,12)

N

<

ik

71 =9

7=1(1,2,2)

Az érints egyenlete:  &(u) = (3+ ju,3 + 2u, 2+ Zu).

A normalsik egyenlete: 0= (z—3,y—3,2—2)-3(1,2,2).

Fxr=18(2,—2,1)

|7 % 7| = 54
b:%( 7_271)
2 27

9:27 pP=

A s1mulo stk egyenlete: 0= (z—3,y—3,2—2)-5(2,-2,1).

A=bx7=1(21,-2)
A rektifikal6 sik egyenlete: 0= (z —3,y—3,2—2) - 3(2,1,-2).



Adott az 7(t) = (cos?t,costsint,sint) egyenletii térgérbe. Irjuk fel a térgdrbe t = % pont-
jahoz tartozo simuld, normal- és rektifikalo sikjainak, valamint érintd egyenesének egyenletét.
Hatarozzuk meg a kisérd triéder egységvektorait.

F(t) = (SosZEL sin2t gin gy (1) = 1(3, V3,2)

Ft) = (—Sln2t cos 2t, cost) — _’(%) = %(—\/il,\/g)

7(t) = (—2cos 2t, —2sin 2t, —sint) — F(%) =(-1,-V3,-1)
F(t) (4sin 2t, —4 cos 2t, — cost) — (%) = (2v3, -2, —?)

7= =(-V3,1,V3)

Az érint6 egyenlete:  ée(u) = (

N[N

A normalsik egyenlete: 0= (z — %, Yy —

7 x 7= 1(5,-3V3,8)

|77 ] = Y22

b= 5755(5,-3V3,8)
_ 4v29 _ T
9= P~ 1y
_12V3

T = 1245

A simul6 sik egyenlete: 0= (z— 3,y — %, -3)- ﬁ(& —-3V3,8).

i =bx7=;2=(-17,-13V3,—4)
A rektifikalo stk egyenlete: 0= (z — 3,y — %, z—3)- 2\/ﬁ( —13V/3, —4).

Adott az #(t) = (1+cost,sint,2sin L) egyenletii térgorbe. Irjuk fel a térgérbe P, (0,0, 2) pont-
beli gorbiiletét és normalsikjanak egyenletét. Hatarozzuk meg a kiséré triéder egységvektorait.

) = (1+cost,sint,2sin £) — 7(w) = (0,0,2)
F(t) = (—sint, cost, cos £ ) — () = (0,—-1,0)
7(t) = (—cost, —sint, — isini) — ( )=(1,0,—3)

7=1(0,-1,0)
A normalsik egyenlete: 0= (z,y,z —2)-(0,—1,0).

7Fxr=(%,0,1)
|7L"'><7'7"|:§

b= 2=(1,0,2)
_ /5 _ 2
9="92 P=5

10



= 2 pontjihoz tartozo

Adott az 7(t) = (2t, t,t2) egyenletii térgdrbe. Irjuk fel a térgdrbe tg
normalsikjanak és érinté egyenesének egyenletét.

F(t) = (2t,2,8%) — 7(2) = (4,1,4)
F(t) = (2,—2,2t) — 7(2) = (2,-3,4)

Normalni nem sziikséges.
e(u) = (44 2u,1 — Ju, 4+ 4u).

Az érint6 egyenlete:
0=(x—4,y—1,2—4)- (2,

A normalsik egyenlete: —1.4).

Adott az 7(t) = (et, e~ %, t/2) egyenletii térgorbe. Irjuk fel a térgorbe to = 0 pontjahoz tartozo

normalsikjanak és érinté egyenesének egyenletét.

7(t) = (', e™",tv2) — 7(0) = (1,1,0)
(t) = (e, —e",v/2) = 7(0) = (1,-1,V2)

Normalni nem sziikséges.

Az érint6 egyenlete:  &(u) = (14 u, 1 — u, V2u).

A normalsik egyenlete: —1,2)-(1,-1,V2).

(et cost, et sint, et) egyenletii térgorbe. Irjuk fel a térgérbe ¢y = 0 pontjahoz

0:(33—17?/

g.) | Adott az 7(t) =
tartozo normalsikjanak és érintd egyenesének egyenletét

=(1,0,1)

7(t) = (e' cost,e' sint,e') — 7(0)
e') = 7(0) = (1,1,1)

7(t) = (e'(cost — sint), e (sint + cost),
Normalni nem sziikséges.

Az érint6 egyenlete: e(u) = (1 +u,u, 1+ u).

A normalsik egyenlete: 0= (x —1,y,z—1)-(1,1,1).

t3) egyenletii térgérbe. Irjuk fel a térgdrbe to = 0 pontjahoz tartozo

h.) | Adott az 7(t) = (¢,t%,2
normalsikjanak és érinté egyenesének egyenletét.

7(t) = (t,£%, 3t>) — 7(0) = (0,0,0)
F(t) = (1,2t,2t%) — #(0) = (1,0,0)

Normalni nem sziikséges.

Az érint6 egyenlete: é€(u) = (u,0,0).

A normaélsik egyenlete: 0= (z,y,2) - (1,0,0).

Adott az 7(t) = (2, cost,sint) egyenletii térgdrbe. Irjuk fel a térgérbe to = T pontjahoz tartozo

i)
normalsikjanak és érinté egyenesének egyenletét.

7(t) = (2,cost,sint) — 7(0) = (2, 1,
0,—

\%“ia

7#(t) = (0, —sint, cost) — 7(0) = (

Normalni nem sziikséges.
eu) = (2,5 — H2u, B2 — Lu).

1
2
0=(x—2,y—%,z—§)-(0,—§,

Az érint6 egyenlete:

).

=

A normalsik egyenlete:

11




) ‘Szémitsuk ki az 7(t) = (2, cost,sint) térgdrbe ivhosszat a t € [0, 27| intervallumon.

F(t) = (0, —sint, cost)

to . 27 27
l:/ IF(t)Idt=/ \/02+sin2t+cos2tdt:/ 1dt = [()>" =2

t1 0 0

k.) | Szamitsuk ki az 7(t) = (3t, 4¢, 2t%) térgérbe ivhosszat a t € [1, 3] intervallumon.

F(t) = (3,4,V1)
l:/ “(t)] dt = /\/32+42 tdt = /\/25+ tdt = [(t+25)3]3=§(28ﬁ—13\/%)

1

l.) |Szamitsuk ki az #(t) = (t + 3 Y 2t ) térgorbe ivhosszat a t € [1, 3] intervallumon.

’ 2’
Ft) = (Lt, \ﬁ)
/ V15 1\? . 15 =R,
_ 2 4 42 — 22
l / )| dt = / 124+t + dt / rt—i—\ﬁ) dt %/, ch” udu

t=3 t=3
ch2u+1

—F—d — —sh2
16 - 5 U= 6[ u+ s u}

t=1

[ (G )] - [ e o Gl )

3

1

m.) |Szamitsuk ki az 7(t) = (t,t?, 2¢3) térgdrbe ivhosszat a t € [0, 1] intervallumon.

Ft) = (1,2t,2t2)

ta . 1 1
l:/ If(t)ldt:/ \/1+4t2+4t4dt:/ V(212 1) dt / (22 +1)dt = [ t‘ﬂ-t} :g
t1 0 0

n.) | Szamitsuk ki az #(t) = (e?,e~t,v/2t) térgdrbe ivhosszat a t € [0, 1] intervallumon.

F(t) = (etu _e_ta \/5)
ta | 1 1 1 .

1= [ila = [ Vervemiza = [ e = [t vetar= [ ey —e -
t1 0 0 0

0.) | Szamitsuk ki az 7(t) = (3t2,tv/2 + 3, 3t?) térgorbe ivhosszat a t € [0, 1] intervallumon.

F(t) = (6t,V/2,6t)

t2 1 1 =12 =1 V2ch2u+1
:/ If(t)ldt:/ \/36t2+2+36t2dt:/ V722 4 2dt = %ChQUdu: Vach2u il ,
t1 0 0

t=0 t=0 6 2

2 1 =1 2 2
V2 Yol 2 Y2 ne 4 YVevae T
12 2 12 12

12

u




’Szémitsuk ki az 7(t) = (et cost, etsint,et) térgdérbe ivhosszat a t € [0,1n 2] intervallumon.

#(t) = (e'(cost — sint), e*(sint + cost), e*)

0

ta | In2 In2
/ |F(t)\dt:/0 et\/(cost—sint)2+(cost+sint)2—|—1dt:/ \/getdt:\/g[et]gﬂ:ﬁ

t1

q.) | Szamitsuk ki az 7#(t) = (¢t — 4, 3 s 75

1 t2 4+ 6) térgdrbe ivhosszat a t € [0, 1] intervallumon.

F(t) = (1,82,V/2t)

3 1

to 1 1 1

. t 4

:/ |F(t)\dt:/ \/1+t4+2t2dt:/ \/(t2+1)2dt:/ (2 +1)dt = {3“} -3
t1 0 0 0 0

Mely pontban parhuzamos az 7(t) = (t-Tv %, ?%l-t) térgorbe érintGje a (—6,3, —2) vektorral?

F(t) = (_ (t+11)2 ’ (QEt)Z ) (3302)

t

- 1/2-t\> 2-
P S - el T el T S
t+1 t+1

F(O) = (_17 %’ _%) | (_6737_2)
5

wn
~—

A Kkeresett pont a t = 0.
’Mely pontban meréleges az 7(t) = (t2 + 2,t2,1 — t) térgérbe érintSje az (1,1,0) vektorra?

(t) = (2,32, 1)
7(t) - (1,1,0) = (2t,3¢%,-1) - (1,1,0) =3t* + 2t =0 =t =0

A keresett pont a t = 0.

Mely pontban meréleges az 7(t) = (sint — tcost,cost + tsint,t? + 1) térgdrbe érint6je az

(1,0,0) vektorra?

7(t) = (tsint, tcost, 2t)
F(t) - (1,0,0) = (tsint, tcost,2t) - (1,0,0) = tsint = 0 =t = kn

A keresett pontok a t = kr  k € Z alaka pontok.

Mekkora szoget zarnak be egymassal az 7(t) = (t2 + 1,(t + 1)2, (t — 1)3) térgdrbe t; = 0 és
to = 1 ponthoz tartozo érintsi?

(1) = (2,4,0) — |#(1)] = V20

ﬂm-ﬂn - (0,2,3)-(2,4,00 4
FO)IFL)] VI3v20 V65

& — 4
A keresett sz0g az o = arccos (\/ﬁ)
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Mekkora szdget zarnak be egymassal az 7(t) = (cost + tsint,sint — tcost,t?> + 1) térgorbe

t; = 0 és t; = Z ponthoz tartozoé érintsi?
2

(t) = (tcost,tsint,2t) =t (cost,sint, 2)
T = (1.0.2) = | “0)| = V5 t(2)=(0,1,2)—>‘t(2) 3
e 1O-F(5) _(1,0.2)-(0,1,2) 4

07 (3) vevs 8

A keresett szdg az o = arccos ().

Kettss integral

Az f(z,y) fiiggvény x valtozo szerinti primitiv fliggvénye F(x,y), ha F.(z,y) = f(z,y). Hasonloan, az f(x,y)
fiiggvény y véltozo szerinti primitiv fliggvénye G(z,y), ha G} (z,y) = f(z,y). Jelolés:

/fxy F(z,y)+C /fary G(z,y) +C.

é/f(x,y) dz dy.

Geometriai jelentése a kétvaltozos fliggvény alatti (eljeles) térfogat.

A D tartoméany feletti integral jele:

Kettss integral téglalap tartomanyon

Legyen T = [a, b] X [c, d] téglalap tartoméany.

/f(x,wdxdy:/ab(/Cdﬂx,y)dy) dxz/ab[a@c ) /(/fxy ) /d[m,y)]’;dy
T

Kettss integral normaltartomanyon

Az N, tartomany z szerinti normaltartomany, ha léteznek olyan a,b valosak és pi(x), po(x) fliggvények,

melyekre
Ny ={(z,y) eR:a < a <b,p1(x) <y < o)}

Az N, tartomany y szerinti normaltartomany, ha léteznek olyan ¢, d valosak és v (x),2(x) fiiggvények,

melyekre
Ny ={(z,y) eRic<y<d,ihi(y) <z <¢2(y)}.

Fiiggvény integralja x szerinti normaltartomany felett:

b p2(z) b
/ flz,y) dxdyz/a </901(I) f(z,y) dy) dx:/a [G(z, y)]z if(g dz.
Ny

Fiiggvény integralja y szerinti norméltartomany felett:

d 2 (y) b
/ f(l', y) dx dy = /c (/w f(£C7 y) dx) dy = /a [F(irv y)]izz?gﬁ dy
Ny

1(y)

14



Integraltranszformacio

A helyettesitéses integralas altalanositasa kettGs integralokra. Az (x, y) koordinatakrol az (u, v) koordinatakra
valo attérés:

//f(x,y)dxdy: // fz(u,v),y(u,v))|det J(u,v)| dudv,
D

(z,y)eD
ahol ( ) /( )
T, (u,v) x,(u,v
I(u,v) [y;w,v) ! (u, )

a Jacobi-matrix.

Attérés polarkoordinatakra
A koordinatak kozotti attérés:

z(r,p) =rcosp  y(r,p) =rsineg r € 10,00),¢ € [0,2m).
A Jacobi-matrix és determinansa:

al (r, ' (r, cos —rsin
J(r, ) = /( ®) jp( 90)]:{ . ¥ ¥
yL(rio)  yL(r ) sing  rcosep
det J(r, p) = 7(cos? p + sin” ) = 7.

Roéviden: dedy — rdrdep x —rcosp y — rsing.

A szimmetriadk kihasznalasa
Paratlan fliggvény szimmetrikus intervallum feletti integralja:
f(=a)=—f(@)= [ f(z)dz=0.

Paros fliggvény szimmetrikus intervallum feletti integralja:

a

flea) = fl@) = [ fla)de =2 /0 " f(w) da.

—a

Periodikus fiiggvény integralja (tobb) periddus hosszisagu intervallumon:

a+nT T
fatD) =@ = [ fade=n [ fa)dn

Alkalmazva sin z és cos x fiiggvények paratlan hatvanyainak integraljara (n € Z):

27 27
/ sinzdx =0 / cosxdx =0
0 0

27 2
/ sin?"tl 2 dz =0 / cos?tlzdz = 0.
0 0

Példak

Szamitsuk ki az f(z,y) = z3Insiny fiiggvénynek a —1 < z < 1,0 < y < 7 tartoméany feletti
integraljat.

Az x valtozoban paratlan fliggvény integralja az x valtozoban szimmetrikus tartoméanyra 0.

™ 1 T
/ / (Jc3lnsiny)dxdy:/ 0dy =0
0o J-1 0
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Szamitsuk ki az f(z,y) = z3y? + 2 siny + z%(1 + tgy) fiiggvényneka -2 <z <2,-1<y <1
tartomany feletti integraljat.

2 1
/ / (m3y2+x2siny+x( + tgy) dydx—/ / r?siny + 2 tgy) dydx—i—/ / z3 dxdy
—2J1

4,1* 32
:cdydac—O—i—O—l— [wy] | dz = 2:5 de =4 xdw— —x = —
9 0 3 1, 3

Szamitsuk ki az f(z,y) = x3(5 + sin 2y) fiiggvénynek a 0 < £ < 1,0 < y < 7 tartoméany feletti
integraljat.

Hasznaljuk ki hogy a sin 2y fliggvény 7 szerint periodikus, és a teljes periddusra vett integralja 0.

1
/ / 5—|—Sln2y)dydx—/ / 53 dydx—/ Srad de = [Mx‘l] :51
0 17,7 1

’Szémitsuk ki az f(z,y) = xy fiiggvénynek a 2 + y? < 4 tartomany feletti integraljat.

(Mindkét valtozoban) paratlan fliggvény integralja (mindkét valtozoban) szimmetrikus tartoményra 0.

Vi—z2 2
/ / xydydx:/ 0dz =0
Va—z2 —2

e.) ’Szémitsuk ki az f(z,y) = x? fiiggvénynek a 2 + y? < 4 tartoméany feletti integraljat. ‘

Teérjiink at polarkoordinatakra.

2 2m 2 2 2 2 2
. 2 1 1 .
//xdedy:/ / T2c082g0~rdgpdr:/ / TSMdcpdT:*/ / rddcpdrzw/ r3dr
/s o Jo 0o Jo 2 2Jo Jo Jo

412
:7T|:r:| =4r
4o

) ’Szémitsuk ki az f(x,y) = zy fliggvénynek az y > 0,z < 2,y < T tartomany feletti integraljat. ‘

x szerinti norméaltartomanynak tekintve:

2 % 2 21Y=% 2 3 472 9
/ /3xydydz:/ {:py} de = xfdxz [“T] _z
o Jo 0 2,20 Jo 18 2], 9

y szerinti normaltartoménynak tekintve:

5o I 8 9 , , 9,]% 4 2 2
N [%} w= | <2y2y>dy[ysy} =575 9
0 3y 0 =3y 0 0

Szamitsuk ki az f(z,y) = * — y + 1 fiiggvény integraljat az y = z2 parabola és az y = = + 2
egyenes altal kozrefogott tartomanyon.

A metszéspontok x koordinatai: 22 =z +2 =z = % + % +2=-1,2.

/ / (r—y+1)dyde

1 y=x+2
[ (x+ 1)y 2y2} dx

y=a?

2

1

/
/2( x+2)—%(x—|—2) (x+l)x2+;x4> dx
IRE

1

2 1 1[a% 2t 23 22 9
x—w—§x +z)|de =z |—— = ——+ +z = ——
-1

1

16



h.) | Szamitsuk ki az f(z,y) = y? fiiggvény integraljat az x = y? és * = 8 — y? parabolak A&ltal
hatarolt tartomanyra.

A metszéspontok y koordinatéai: y2 =8— y2 =y = £2.

28—y’ 2 gy 2 8 4, 2 41* 256
2dd:/ 2””*82”d=/ 28-22)dy = |2y~ Zyf| =2
/Q/y? y* dedy 72[ya:]mzy y=| v E=27dy= 3y~ 2y DRnT

i.) [Szamitsuk ki az f(z,y) = z?y fiiggvénynek a 22 +y2 < 1,y > —% tartomany feletti integraljat.

(SIS

1 31V 1-v? 1 1 3
T 2 3 2 1 2 (3\?2

1
2 1-y -2 %

-

j.) | Szamitsuk ki az 2 + y? < 132 kérlapbél az y > z2 — 13 parabola altal kimetszett tartomany
teriiletét.

2 1 _ 1 25 __
A metszéspontok y koordinatai: 132 —¢y? =y + 13 =y = —5 /7 +132-13=—5+ % =-13,12.

A metszéspontok: (0, —13), (15, —5), (15,5).
x 2
134/1 - (ﬁ dz

V13222 5 5
/ / ldydz = / [y]£21_cai;z2 dr = / (\/ 132 — 22 — (2 — 13) dx = /
—5Jx -5 -5
r=5 =5 140
+/ (13 — 2?) dz = 132 V1 —sin® ucosudu + [13:1:—333] —132/ cos® udu 4+ —
-5 x
5

2-13

8 U\

r=-—5 —=—_5 3
=5 r= r=5
52 1 140 1 1 140 1 1 140
:132/ %du—i—T:BQ {4sin2u—|—2u} —|—?—132 [2smucosu—|—2u} —1—?
r=—5 r=—5 r=-—5
1 132 2N\ 140 5 140 _ 320 5
— /132 2 ( ) 2 604132 2
[237 3 24 5 arcsin 3 } B + 3 = 60 + 13“ arcsin El + 3 3 + 169 arcsin e

k.) | Szamitsuk ki az z? + y? < 25 korlapbél az y > %wz — % parabola altal kimetszett tartomany
teriiletét.

A metszéspontok lehetséges y koordinatai: 25 —y? =2y + 1=y = -1+ /1 +24= —6,4 = 4.
A metszéspontok: (—3,4), (3,4).

[ v [ e (7 (1)) e [T

1
+§/ (1—2?%) ;v—52/ V1 —sin®ucosudu + = [ x?’} —52 cos?udu — 6
=—3 -3 ;z:_fs

3

=3 r=3 =3
52 1 1 1 1
:52/ Mdu—6:52 —sin2u + —u —6=5° fsmucosu—i—fu -6
r=—3 2 4 2 r=-—3 2 r=-—3

=3
1 25 T
= | = _ 2 3 -
[2:10 25 —x% + 5 arcsm(5)]

1.) [Szamitsuk ki az y > 0,22 + y2 > 9,22 + y? < 16 egyenletek altal meghatarozott sikidom
teritiletét.

— 6 =12 4 25 arcsin (2) — 6 =6+ 25arcsin (2)
r=-—3

Térjlink at polarkooridinatakra.

4 4 4 T 4 7
// dxdy:/ / rdgodr:/ [rcp]gdrz/ mrdr = {77‘2} =_7
" 3 Jo 3 3 2 Iz 2
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m.) ‘Szémitsuk ki az y = 22 parabola és az y = = + 2 egyenes altal kézrefogott teriiletet.

A metszéspontok z koordinatai: 22 =2 +2 = x = % + @ =2,-1.

2 a2 2 1 1 .12 9
/ / 1dydx=/ (x+2—2*)de = |2z + =2? — =23 ==
-1 Jz2 -1 2 3 _1 2

n.) | Szamitsuk ki az f(z,y) = In(z? + y?) fiiggvénynek az = > 0,y > 0,22 +y2 > 9,22 + y% < 16
tartomanyra vonatkozo6 integraljat.

Térjiink at polarkooridinatakra.

4,z 4 . 4 4
// In(z? 4+ y?) dedy = / /2 (Inr?)rdedr = / [2r(lnr)p]g dr = / mrlnrdr = Erz(anr — 1)]
3 Jo 3 3 4 3
D
T 4m
= = 111 <7)
2 e239

0.) ‘Szémitsuk ki az alabbi tartomany térfogatat: z > 0,22 + y2 < 9, x2 + y2 + 22 < 25.

A tartomany alapja: 22 + y2 < 9. Térjiink at polarkoordinatakra.

27 3
122
//\/25—962—111 dydx—/ / \/25—r2rd<pdr—27r/ V25 —r2rdr = {— 3 (25 —r )g] ——SF

p.) | Szamitsuk ki az alabbi tartoméany térfogatat: =2 + y? + 22 < 8,z > /x2 + y2.

A tartomény alapja: 22 +1% = 22 = 8 — 22 —y? = 22 + 9% < 4. A térfogat a gdbmbszelet és a kip térfogatabol
tev6dik Ossze. Térjiink at polarkoordinatakra.

Zﬂ 2
// \/8—$2—y—\/3“2+y dxdy—// —TQ—T)rdgodr—Qﬂ/ (\/8—r2—r>rdr
0

2

=2r [—; (8 —r?)? —;F’L: 32%(\/5—1)

) ‘ Szamitsuk ki az alabbi tartomany térfogatat: 2 + y2 < 1,2 >0,z <z +y + 3.

A tartomany alapja: 22 + y2 < 1. Térjiink at polarkoordinatakra.

27 27 1 271
//(x—i—y—i—?))da:dy—// 3+rcoscp+rsmg0)rdgpdr—// 3rd<pdr—67r/ rdr—67r[r2}
0 0

D

=3n

r.) | SzAmitsuk ki az alabbi tartomény térfogatat: 2z > z% + y? + 1,z < %(w2 + y?) + 2.

A tartomany alapja: (:E +y )—|— %(w2 +92)+2 = 22+9? < 9. A térfogatot a két paraboloid térfogatdnak
kiilonbsége adja. T erJunk at polarkoordinétékra.

27 3
// %x + %) —|—2)—(%(x2+y) % dxdy—// % % rdcpdr:ﬂ'/ (3—%7‘2)rdr
o Jo 0
3
=7 §r2—ir4 :gﬂ'
2" 12" |, 1
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t.) | Szamitsuk ki az % + y2 + 22 = 3 és a 2z

s.) | Szamitsuk ki az 2 + y? + 22 = 4 és a 3z = 2 + y? feliiletek Altal kdzrezart kisebbik térrész

térfogatat.

A lehetséges metszéspontok z koordinatai: 3z =4 — 22 = 2 = —32 :|: % +4 = —% +5=—-4,1=1. A tarto-

many alapja: 22 + y2 < 3. A térfogatot a paraboloid és a gémbbzelet térfogatdnak Osszege adja. Térjlink at
polarkoordinatakra.

27 V3
// VA — 22— g2 — 1@+ dxdy—/ / VA —r2 - l7"2)7“(1g0(17“:27r/0 (VA—r2=Lr¥)rdr

14]*/3 19

r =
12 |, 6

e

=2r [:1))(47’2) —n

= z2 + y2 feliiletek altal kozrezart kisebbik térrész
térfogatat.

A lehetséges metszéspontok z koordinatéi: 22 =3 — 22 = 2 = —-14+/1+3=—-14+2=-3,1= 1. A tarto-

many alapja: 2 + y2 < 2. A térfogatot a paraboloid és a gombszelet térfogatanak Gsszege adja. Térjiink &t
polarkoordinatakra.

27 \/5
// —x2 (x +y dxdy—/ / —r2 1 )rdgpdr—27r/ (M—%TQ)rdr
0

e

= 4 és a z = x2 + y? feliiletek Altal kdzrezart kisebbik térrész

Szamitsuk ki az a2 + y? 4 22
térfogatat.

A lehetséges metszéspontok z koordinatai: z = 4—2%2 = 2 = — é + % +4=-1 st ‘ﬁ \ﬁ L A tartomany

alapja: 22 + y2 < @ A térfogatot a paraboloid és a gombszelet térfogatanak osszege adja. Térjiink at
polarkoordinatakra.

] (= N R PR L N

2
:27r/ (mfﬁ)rdr:%r 71(4—r2)%fl7’4 :1<89717v17>
A 3 1", 12

Szamitsuk ki az 2 +y? + 22 = 4 és a z = /3(x2 + y?) feliiletek altal kdzrezart kisebbik térrész
térfogatat.

A lehetséges metszéspontok z koordinétai: £2% = 4 — 22 = z = +V/3. A tartomény alapja: 22 + y* < 1. A

térfogatot a kap és a gombszelet térfogatanak osszege adja. Térjiink at polarkoordinatakra.

/ (\/4—x2—y2—\/3(x2+y2)) dgcdy:/0 ; ﬂ(\/m-\/gr)rdgodr:%'/o (\/4—77‘2—\/§r)rdr
D
=2 l;(llrz)g — \/37’3] = gﬂ(Q —3)

3
0
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Szamitsuk ki az / (4 + 3y + 1) de dy integral értékét azon a D haromszég tartomanyon,

D
melynek csacsai P;(1,—1), P2(2,4) és P3(0,4).

y szerinti normaltartoménynak tekintve

y+6

4 4 y+6
//(4x+3y+1)dxdy:/ / (4x+3y+1)dxdy:/ [(8y + D)z +22%] .5, dy
—1J2=¥
D 5

1 5

4 4
= [ G+ (6 - =42 dy= [ 2G5+ dy
= 2[+ 1D+ (y+ 1)L, =60

Szamitsuk ki az // xy? dx dy integral értékét, ha D az y = /x és az y = x> gorbék altal
D

hatarolt tartomany.

A metszéspontok y koordinatai: y = y* = y = 0,1. A gérbék a (0,0) és az (1,1) pontokban metszik egymast.
A tartoményt y szerinti normaltartomanynak tekintve:

LoV ! ! 1[1 1.0 3
// zy® dedy = / / ry? drdy = / [%ﬁyﬂf dy = / i (y3 — y6) dy = 5 {y‘l — yq =
/s 0 Jy2 0 0

Szamitsuk ki az //(3w + 4y + 2) dx dy integral értékét azon a D haromszog tartomanyon,

D
melynek csacsai P;(—1,1), P2(4,2) és P3(4,0).

y szerinti normaltartoménynak tekintve

4/(3m+4y+2)dxdy:/

4 et 4 "
1[1% (3x+4y+2)dydx:/ [(3w+2)y+2y2]% dy
4

- -1

4
:11 (3B +2)(x +1) + 5 ((x +6)> — (x — 4)%)) dx:/ Sz +2)(x+1)dy

-1
2 4

- [(m+1)3+3(a:+1)2] =65
5 5 .

z.) | Szamitsuk ki az // x?y dx dy integral értékét, ha D az y = /z és az y = %

2
D
hatarolt tartomany.

gorbék altal

A metszéspontok x koordinatai: 4z = 22 = x = 0,4. A goérbék a (0,0) és a (4, 2) pontokban metszik egymast.
A tartoményt x szerinti norméltartoméanynak tekintve:

4oV 4 : 4 1 1]t 32
// 2?ydedy = / / 2ydyde = / [%xzyz]f dz = / (%13 — %x‘l) de = {x‘l - Jf’] 3
. Jo Jz 0 2 Jo
D 2

T P
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Harmas integral

Integraltranszformacio
Attérés hengerkoordinatakra
A koordinatak kozotti attérés:
x(r,p,z) =rcosp y(r,p,z) =rsing z(r,p,z) =z r €[0,00),¢ € [0,27),2z € R.

A Jacobi-méatrix és determinénsa:

x:T T, ,z) a:;,(r, ©,2) ;(r L0, 2 ) cosp = sing 0
Zf«(?% @, 2)  2h(re2) 2L (r e, Z) 0 0 1

det J(r, ¢, 2) = r(cos? p + sin® p) =

Roviden: dedydz — rdrdpdz x —rcosp y—rsing z — z.
Attérés gombi koordinatakra
A koordinatak kozotti attérés:
z(r,p,9) = rcospsind  y(r,p,9) =rsinpsind  z(r,p,9) = rcos? r € [0,00),¢ € [0,27),9 € [0, 7.

A Jacobi-méatrix és determinansa:

zy.(r, 0, 0) 2y (r,p,09) @, (r,p,0) cospsiny rcospcosty —rsinpsind
J(ryp,9) = y’ (r, 9, ) y%(r v, ) y’ (ryo,9) | = | sinpsind rsingpcosd  rcospsind
2 (r, 0, 0)  zy(r,p,0)  25(r, 0, 9) cos ¥ —rsind 0
det J(r,,9) = 12 (cos® p + sin? p)(sin® 9 4 sin ¥ cos® ¥) = r?sin ¥.

Réviden: dzdydz — r2sinddrdedd = — rcosgsingd y — rsinpsind 2z — rcosd.

Példak

a.) ‘Hatérozzuk meg az R sugart gémb térfogatat.

Térjiink at gombi koordinatakba.

2m
///1dxdydz—/ / / r sm19dgod19dr-27r/ / r smﬂdﬁdr—/ r? [~ cos ]y dr

1 .R
:477/ rdr—47r[ } 7TR3
0 3 0 3

b.) | Szamitsuk ki az x? +y? + 22 = 4 és a z = /3(x2 + y?) feliiletek Altal kdzrezart kisebbik térrész
térfogatat.
A kup nyilasszoge arccos — 8 _ arccos 3 = &~ Térjiink at gémbi koordinétakba.

AVEREST 2

2m
///1dxdydz—/ / / r 51n19dg0d19dr—27r/ / r 51n19d19d7“—27r/ r? [~ cos¥]§ dddr

—(Z—ﬁ)ﬂ/rdr—@—\/g)w[;r?ar 16—8V3

0 0 3
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Szamitsuk ki az f(z,y,z) = x? + y? + 22 fiiggvénynek az z2 + y? + 22 < 1 tartoméany feletti
integraljat.

Térjiink at gémbi koordinatakra.

1 T 2 1 T
///(J:2+y2+z2)dmdydz:/// r2~r28in19d<pd19dr:27r//7"4sin?9d19dr
o Jo Jo o Jo
D

1 1 1
4 4
:27r/ r [— cos V], dT’:4ﬂ'/ rddr = {ﬂrﬂ T
0 0 5 0 5

Szamitsuk ki az f(x,y,2) = x + 2y — 2z + 5 fiiggvénynek az z? + y? + 22 < 1 tartomany feletti
integraljat.

Az egyik koordinataban paratlan x, 2y, —z tagok integralja zérus a mindharom koordinatdban szimmetrikus
téglatest tartomanyra integralva, ezen tagokat igy elhagyhatjuk. Térjiink at gémbi koordinatakra.

1 T 2m 1 ™
///(x+2y—z+5)dxdydz:///5dxdydz:/ // 5r25in19d<pd19d7“:107r/ / 2 sin 9 dv dr
o Jo Jo o Jo
D D

1 1 1
20 20
= 1077/ r? [~ cos ¥y dr = 2077/ r?dr = [ﬂ-r3] = =7
0 0 3 o 3

e.) |Szamitsuk ki az f(x,y,z) =

x2 + y2? + 22 fiiggvénynek az 2 + y2 + 22 < 1,z > 0,z > 0
tartomany feletti integraljat.

Térjiink at gémbi koordinatékra.

P 13
/// x2+y2+22dxdydz:// / r-TQSinﬁdgodﬁdT:ﬂ'// r3sind dv dr
s o Jo J- o Jo
1

us
2

1 s 1 T
3 5 3 4
=T — WE dr == dr = |- = —
/0 r [ (¢0)] }0 r /0 r-ar |: r :|0

f) | Szamitsuk ki az f(z,y,z) = zx?\/x2 + y? fiiggvénynek a z = 0,z = z2 + y%, 22 + y%2 = 4
feliiletek altal hatarolt tartomany feletti integraljat.

Térjiink at hengerkoordinatakra.

2 por pr? 2 por 2772
// zx2\/x2+y2dzdydz:// / zr3c052g0~rdzdcpdr:// r4cos2ga{22] dpdr
o Jo Jo 0o Jo 0
D

1 2 27 1 2 27 T 2 T 2 256
25/0/0 TSCOSQ@d@dTZZ/O/O r8(0052g0+1)d<pdr:§/0 rgdrz[ﬁrg}osz

Szamitsuk ki az f(x,y,2) = zx?\/z2 + y? fiiggvénynek a z = 0,z = Jx2 +y2, 2% + y? = 4
feliiletek altal hatarolt tartomany feletti integraljat.

Térjiink at hengerkoordinatakra.

2 27 r 2 2 2717
// za® /22 +y2dedydz = / / / zrdcos? o - rdzdpdr = / / rtcos? o ['22} dpdr
o Jo Jo 0o Jo 0

D
1 2 2m 1 2 27 5 ) 64
:5/0 /0 r60052<,0d90dr21/0 /O r6(0052<p+1)d<pdr:g/o rSdr = [17‘;47“7}0:771_
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h.) | Szamitsuk ki az f(zx,y, 2) = x2yz fiiggvénynek az 2 +y%+22 < 1,z > 0,y > 0,2 > 0 tartomény
feletti integraljat.

Térjiink at gémbi koordinatakra.

L rs 3
///xzyzdajdydz:/ / / (r4sin3ﬁcosﬁsingocos2 gp) -2 sind dp dd dr
4 o Jo Jo
1,z z 1 z 1
:/ / rﬁsin4ﬂcosﬂ[10053<p] dﬁdr:l/ 6 {1sm5ﬂ] dﬁdr1[1r7] L
o Jo 3 o 3)y |5 o 1517 |, 105

i.) | Szamitsuk ki harmas integrallal az x2 + y? = 9,z = 0,z + z = 4 feliiletek altal hatarolt térrész
térfogatat.

Térjiink at hengerkoordinatakra.

3 27 4—rcos 3 2 3 2w
///1d:rdydz:/ / / rdzdcpdr:/ / (4frcos<p)rdgodr:4/ / rdedr
o Jo Jo o Jo o Jo

D
3 1 .13
= 87r/ rdr = 8m |:?"2:| = 367
0 2 o

j.) | Hatarozzunk meg az integralas hatarait az / / f(z,y,z)dV harmas integralban, ha a D tar-

D
tomany az 0(0,0,0) A(1,0,0) B(0,1,0) C(0,0,1) tetraéder.

A tetraéder zy sikra vett vetlilete alapjan megallapithato az x, y valtozok integralasi hatarai. A z valtozo
also integralasi hatara 0, fels§ integralasi hatarat az A, B, C' pontokra illesztett sik egyenlete adja.

fzyy,z)dV = [ 1_m_yf(x,y,z)dzdydx
4 o Jo 0

Feliletek

Feliilet megadasanak moédjai:
e explicit z = f(z,y) egyenlettel
e implicit F'(x,y, z) = 0 egyenlettel
o Fu,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)k vektorértekd kétvaltozos fiiggvény

altal, a feliilet pontjait az (u,v) paramétersik egy D C R? tartomanyanak képe adja meg

Paraméteres feliiletek
Feliileti gorbék, érints egyenes egyenlete

A v =g illetve u = ug egyenletekkel leirhato feliileti gérbék (ug,vo) pontbeli érintévektorai:

S Or(u,v) 0x(u,v)-  0Oy(u,v)-» 0z(u,v) .

7 (U0, v0) = (ug,vg) = ( 1+ i+ k illetve
ou ou ou ou (40,v0)

. Or(u,v) ox(u,v)-»  Oy(u,v)- 0z(u,v)

7y (o, Vo) = (ug,v9) = ( i+ Jj+ k
Ov Ou ou ou (w0,00)
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A goOrbék érint6 egyeneseinek egyenletei:

Eu) (t) = T(uo,vo) +t - 7y (ug, vo) illetve
) ()

Az 7(u,v) feliileten halado altalanos 7(t) térgorbe leirhato alkalmas wu(t), v(t) fiiggvények megadasaval:

() = (u(t), v(t)) = (x(u(t), v(t)), y(u(t), v(t)), z(u(t), v(t))).

Az u(t),v(t) paraméterezési feliileti gorbe érintévektora a to pontban:

7(to) = Tu(ulto), v(to)) - ilto) + 7 (u(to), v(to)) - 0(to),
érinté egyenesének egyenlete ugyanezen pontban:

(s) = F(u(to), v(to)) + s - (Fululto), v(to)) - wlto) + 7o (u(to), v(to)) - 9(to)) -

™y

Erintdsik egyenlete

Az 7, (ug, vo), Ty (1o, vo) érintévektorok vektorialis szorzata megadja az (ug, vg) pontbeli feliileti normalist:
7 (ug, vo) = Tu(uo, Vo) X 7y (ug, vo),

melynek segitségével az érintésik egyenlete:

0= (_’— F(UO,Uo)) . ﬁ(uO,Uo).

Felszinszamitas

Az 7(u,v) paraméterezési F felillet D paramétertartomany feletti részének felszine:

// ds = //|Fu(u,v) % 7 (u, 0)| du do.
D

F(D)

Hengerpalast Az elemi feliilet nagysaga r sugaru hengerpaléston:

dS = |7, (¢, 2) x 7. (p, z)|dpdz = |(—rsing, rcos p,0) x (0,0,1)|dpdz = rdpdz.

Gombfeliilet Az elemi feliilet nagységa r sugaria gémbfeliileten:

dS = |7 (. 9) x 7 (p, V)| dpdid) =
|(—rsin @ sind, r cos @ sind, 0) x (1 cos p cos ¥, 7sin p cos ¥, —rsin )| dp d = 2 sin 9 dep d.

Explicit képlettel megadott feliiletek

A z = f(z,y) explicit egyenlet altal meghatarozott feliilet (u = x,v = y paramétereken keresztiil) paraméteres
alakja: .
ma,y) = (z,y, f(x,y) =zt +yj + f(z,y)k.

ErintSsik egyenlete

Az 7 (20, 90) = (1,0, fr.(z0,y0)) &s 7y (w0, y0) = (0,1, f, (w0, 90)) érintGvektorok vektorialis szorzata megadja
a feliilet (x,yo) pontbeli felilleti normalisét:

—

i j k . ..
(0, y0) = (0, Y0) X 7y(T0,y0) =det | 1 0 fi(zo,y0) | = —fu(Z0,90)i — fy(20,90)5 + F
0 1 f,(zo,y0)

= (= fz(20,90), = fy(x0, y0), 1),
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a.)

b.)

e.)

mellyel kifejezve az érintGsik egyenlete:

0 = (7 — 7(ug, vo)) - (uog,v0) = (T — T0,y — Yo, 2 — f(z0,90)) - (= f2 (%0, Y0), _f;(any0)7 1)
0= fr(zo,y0)(x — x0) + fy(z0,90)(y — yo) + (f(z0, y0) — 2)-

Felszinszamitas

A 7(z,y) paraméterezést F feliilet D tartomény feletti részének felszine:

// dS:/ |75 (2, ) xFy(x,y)|dxdy:// \/f'i(mo,yo)‘Ff/z(xmyo)+1d$dy-
F(D) D D

Erint&sik- és felszinszamitas lépései

1. Az F feliilet paraméterezése (amennyiben nem paraméteresen adott)

2. 7y (u,v) és 7 (u,v) meghatarozasa

3. 7i(ug,v0) = Tu (o, vo) X 7y (ug, vo) kiszédmitasa, az ug, vg pontbeli érintdsik
0 = 7i(ug, vo) - ((z,y, 2) — 7(ug,v0))
egyenletének felirasa

4. dS = |Fu(u,v) X 7y(u,v)| dudo kiszamitasa, majd az
// ds = //|Fu(u,v) X Ty (u,v)| dudv
F(D) D

integral (felszin) kiszdmitasa

Feladatok

‘Milyen feliiletet hataroz meg a 7(u,v) = (u,v,u +v) wu,v € R paraméteres egyenlet?

z4+y—z=u+v— (u+v)=0= a paraméterezett feliilet az = + y — z = 0 egyenleti sik.

Milyen feliiletet hataroz meg a 7(u,v) = (3cosu,3sinu,v) 0 < u < 27,v € R paraméteres
egyenlet?

2% +y? = 9(cos® u + sin? u) =9,z = v = a paraméterezett egyenlet az 2 + y? = 9 feliilet hengerpalést.

Milyen feliiletet hataroz meg a 7(u,v) = (vcosu,vsinu,v) 0 < u < 27w,v € R paraméteres
egyenlet?

2

2% +y? = v%(cos? u + sin® u) = v2, 2z = v = a paraméterezett feliilet az 22 4 y? = 22 egyenletii kip.

Milyen feliiletet hataroz meg a #(u,v) = (5sinu cosv,5sinusinv,5cosu) 0<u <7, 0< v <
27 parameéteres egyenlet?

22 4 % + 22 = 25(cos? v + sin? v) sin® u 4 25cos? u = 25 = a paraméterezett feliilet az 22 + y? 4+ 22 = 25
egyenlett gombfeliilet.

‘Milyen feliiletet hataroz meg a 7(u,v) = (u,u?,v) wu,v € R paraméteres egyenlet?

2?2 =y, 2z = v = a paraméterezett feliilet az y = 22 egyenlet( z tengely iranyaban eltolt parabola.
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L.)

i)

Hatarozzuk meg az 7(u,v) = (u,v/4 — u?,v) feliilet (1,1) pontbeli érintdsikjanak egyenletét.

Fu,v) = (u, V4 —u2,v) = 7(1,1) = (1,V/3,1)
Fu(u,0) = (1, 77255, 0) = 7 (1,1) = (1, =, 0)
Fv(uvv) = (0707 1) - Fv(la 1) = (O’O 1)

Hatarozzuk meg az 7(u,v) = (3sinwu, 3 cos u, v?) feliilet (w,1) pontbeli érintssikjanak egyenle-
tét.

#(u,v) = (3sinu, 3 cos u, v?) — 7(m, 1) = (0, -3, 1)

7 (U, v) = (3 cosu, —3sinu, 0) — 7, (7, 1) = (=3,0,0)

7y (u,v) = (0,0,20) = 7, (7, 1) = (0,0,2)

(m,1) = Fu(m,1) % 7y(m, 1) = (=3,0,0) x (0,0,2) = (0,6,0)
Az érintGsik egyenlete: 0= (0,6,0) - (z,y + 3,2 — 1).

‘Hatérozzuk meg az 7(u,v) = (u,uv,v — u?) feliilet (2, —1) pontbeli érintésikjanak egyenletét.

lu,v) = (u,uv,v — u?) — 72, —1) = (2, -2, —5)

T (u,v) = (1,0, —2u) — 7,(2,-1) = (1, -1, —4)

Ty (u,v) = (0,u,1) = 7 (2,—1) = (0,2,1)

A2, —1) = 7 (2, —1) x 7p(2, —1) = (1, —1, —4) x (0,2,1) = (7, -1,2)
Az érint6sik egyenlete: 0= (7,—-1,2) - (z — 2,y + 2,2+ 5).

‘Szémitsuk ki az 7(u,v) = (u,3cosv,3sinv) 0<u <1, 0<wv < feliilet felszinét.

7w (u,v) = (1,0,0)

7y (u,v) = (0, —3sinw, 3 cos v)

dS = |7 (u,v) X 7y (u,v)| dudv = |(0, =3 cos v, —3 sinv)|dudv = \/9(0082’0 +sin® v) dudv = 3dudv
1 T 1

//dS:/ / 3dvdu:/ 3mdu = 3w

£ o Jo 0

Szamitsuk ki az 7(u,v) = (cosu — vsinu,sinu + v cosu, u + v) sikfeliilet felszinét a 0 < u <
7,0 < v < 1 tartomanyban.

Ty (u,v) = (—sinu — v cosu, cosu — vsinu, 1)
7y (u,v) = (—sinw, cosu, 1)
dS = |7y (u,v) X Ty (u,v)| dudv = | (7 (u, v) — Py (u, ) X 7y (u, v)] dudo

= |v(—sinu, cosu, —1)|dudv = \/vz(cos?u—i— sin?u + 1) dudv = v2v dudv

//dS:/Ol/Oﬂ\/ivdudv:/Ol\@de:\/iw[vj];:\7/%

F
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k.) ‘Szémitsuk ki az 7(u,v) = (u,ucosv,usinv) 0<u <1, 0<wv <2 feliilet felszinét.

7 (u,v) = (1, cos v, sinv)
7y (u,v) = (0, —usinv, u cosv)

dS = |7, (u,v) X 7y (u,v)| dudv = |(u(cos® v + sin? v), —u cos v, —usinv)| du dv

u?(cos? v +sin® v + 1) dudv = vV2u dudo

1 27 1 291

// dS:/ ﬁudvdu:/ 2V 2mudu = 2v2r [”2} —oY
0 0 0

F

0

L) ‘Szémitsuk ki az 7(u,v) = (u + v,u —v,v) 0<u <1, 0<v < feliilet felszinét.

7 (u,v) = (1,1,0)
Fv(u,v) =(1,-1,1)

= |7y (u,v) X 7 (u,v)|dudv = |(1, 2)|dudv = V14 1+ 22dudv = V6dudo

//dS //\fdvdu—/\ﬁrdu_\fw

m.) |Szamitsuk ki az 7(u,v) = ((a+bcosu) cosv, (a+bcosu)sinv,bsinu) 0<u <27, 0<v <27
toruszfeliilet felszinét (0 < b < a).

7u(u,v) = (=bsinu cosv, —bsin usin v, b cosu)
7y (u,v) = (—(a+ beosu) sinv, (a + bcosu) cos v, 0)

dS = |7, (u,v) X 7y (u,v)| dudv = |=b(a + bcosu)(cos u cos v, cos usin v, sin u(cos® v 4 sin® v))| du dv

= |b(a + bcos u)\\/cos2 u(cos? v + sin®v) + sin® u dudv = b(a + bcosu) dudv
2m 2 2 2m
// ds = / / b(a + bcosu)dvdu = / 27b(a + beosu) du = / 2rba du = 472ab
o Jo 0 0
F

Skaldrmez6, vektormezd

Gradiens

A ¢: R? = R skalarmez6 gradiense derékszogi koordinatakban:

_o._ (90 09 09 09~ 3¢~ 995
grad(’bw(ax’ay’az o' Tyt T et
A gradiens hengerkoordinatakban:

ad)_, 18¢—» ¢—»
gradéf)f € + - 00 &+ 5.

A gradiens gombi koordinatéakban:

0o _, 8(1)_, 1 0¢
gradgbf—rJr (’919 +rsin19%e“a

Geometriai jelentése: iranya megadja a legnagyobb meredekség iranyat, hossza megadja a legnagyobb mere-
dekség nagysagat. Lokalis szélsGértékhelyeken értéke 0. Legfontosabb tulajdonsagai:

e grad(c-¢) =c-grad ¢
e grad(¢1 + ¢2) = grad ¢1 + grad ¢
e grad(¢r - ¢2) = ¢1 - grad ¢ + ¢z - grad ¢y
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Iranymenti derivalt
A ¢: R? = R skalarmez6 ¢ iranyvektor menti derivaltja:

Dy (i) = lim O(Fo + Tt) — H(7)

lim , = 7 - grad ¢(7p).

Divergencia
A v: R? — R? vektormezé divergencidja derékszogii koordinatakban:

vy n % ov,
oxr Oy 0z

divi=V - -9 =

A divergencia hengerkoordinatéakban:

. 10(rv,) 10v, & Ov,
dive = r or r Op 0z

A divergencia gémbi koordinatakban:

2 .
divq_},:ia(r vy-) 1 O(vgsind) 1 Ov,

r2  Or rsing  9¢ + rsind dp

Legfontosabb tulajdonsagai:

e div(c-¥) =c-divy

o div(¥) + ¥2) = div ¥ + div v

o div(p-¥)=¢- -divi+grad¢ -7

o div(¥) X U3) = rot ¥y - U — ¥y - Ot U

Rotacio

A 7: R?® — R3 vektormezd rotécioja derékszogt koordinatéakban:

L e 8vz_% - (%x_avz - %_8% -
rothxv(ay az)z—i-(az 8x>‘7+<833 8y>k'

A rotacié hengerkoordinatakban:

- 19v, _6& &y ov,. B ov, p +1 d(rvy,) _6vT s
S \rdp 0z )" dz or ) ¥ r or dp | &

A rotécio gombi koordinatakban:

. 1 O(vysind)  Ovg) L 1 1 Ov, O(rvy)\ o 1 [0(rvg) Ov\
tv = -5 et = - o+ = - .
o= sin g < 09 dp T \sing dp or e+ T or a9 )

Legfontosabb tulajdonsagai:

1

—

V1 XU ) = ’171 -div 172 - ’172 - div 171 - (171 . grad)f)’g + (172 . grad)ﬁl
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Laplace-operator
A Laplace-operator a nabla-operédtor négyzete A = V2. A Laplace-operator derékszogi koordinatédkban:
- ¢y  0%°¢ 0%
U245 — J; —
Ap=V (b—dlvgrad(b—@—l—a—yQ—i—w.
A Laplace-operator hengerkoordinatakban:
19 0 1 02 0?
10 (00), 100 P
rdr \  Or r2 0p2 022
A Laplace-operator gémbi koordinatakban:

10 ([ ,0¢ 1 0 (. 09 1 9
A= Sar ( ar) T 2 sng 99 (Sm%ﬁ) T 0 g2

Legfontosabb tulajdonsagai:
e Alc-¢)=c-A¢
o A(d1+ ¢2) = Ad1 + Ao
o A1~ d2) = ¢1 Ado + d2 Agy + 2grad ¢1 - grad é»

Tovabbi Osszefiiggések
Azonossagok:
e rotgrad ¢(7) = V x Vo (7) = 0
o divrot 7(7) = V- (VX )(F) =0
e rotrot 7(7) = V x (V x 9)(F) = V(V x 0)(F) — V25(F) = grad div #(7) — A7, ahol a A Laplace-operatort

komponensenként értelmezziik vektormezdskre

A vektormez6 drvénymentes, ha rotacidja azonosan zérus, forrdsmentes, ha divergencidja azonosan zérus.

Skalarpotencial
Potencial 1étezése

A ¢ skalarmez6 a () vektormezd potencidlfiigguénye a D C R3 tartomany felett ha minden = € D pontban
() = grad 6(7).

Legyen a ¥(7) vektormezs folytonosan differencialhaté a D C R3 tartomény minden pontjéban. Ekkor a
0(7) vektormezdnek pontosan akkor van potencialfiiggvénye a D tartoményon, ha ott Orvénymentes, azaz
rot ¥(7) = 0 a D tartoméany minden pontjaban.

Potenciil meghatarozasa

Legyen #(7) 6rvénymentes vektormezs, azaz rot #(7) = 0. Ekkor létezik ¢(x,y,z) potencialfiiggvény. A po-
tencidlfiiggvény meghatarozasanak lépései:

1. Szamitsuk ki a v, fliggvény x szerinti integraljat:
0(w.9.2) = [ o2l ,2)de = f(a9.2) + w2
2. Képezzik az f; derivaltat, majd szamitsuk ki a v, — fé fliggvény y szerinti integraljat:

Cly,2) = / (op(@,9,2) — £1(2,9,2)) dy = gy, 2) + C(2)
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3. Képezziik az f] és g/ derivaltat, majd szamitsuk ki a v, — f. — ¢/, fliggvény z szerinti integraljat:
€)= [ (vuler.2) = Fila2) = 6L0,2) do = h(2) + €

4. A potencialfiiggvény:
O(@,y,2) = f(2,9,2) + 9y, 2) + h(2) + C

Amennyiben rot 9(7) = 0a 9(y, z) és h(z) primitiv fliggvényekben valoban nem jelenik meg a jeloletlen
valtozoktol valo fliggés, mert:

8(Uy(.’t,y,z) - f;(x,y,z)) _ 8vy 7" B 6vy vy
ox - oz (SL’,y,Z) - fzy(xvyvz) - E(maj%z) - Ty(x’y’Z)
3(%(%73/72) — f;(xvyaz) — glz(ya Z)) _ avz " _ 6Uz avm
ox - ox (xayaz) - fmz(x7yaz) -0= o (.li,y,Z) - Oz (J?,y, Z)
a(Uz(%y,Z) B f;($7y72) - glz(yaz)) _ 8’UZ e o _ 0U, . a’Uy
8y - 8y (x,y,z) fyz(m7yaz) gyz(xa:%z) - ay (.’E,y72’) E(‘Tﬂlﬁz)
Feladatok

Van-e potencialja a 9(7) = (2zy, 2yz2, 2% + 2y%z — 1) vektortérnek? Ha igen, hatarozzuk meg
a potencialfiiggvényt.

rot 9(F) = (4yz — 4yz,0 — 22,0 — 2x) = (0, -2z, —2z) # (0,0, 0)

A vektormez6 nem orvénymentes, ezért nincs potencialfiiggvénye.

Van-e potencidlja a 9(7) = (6z%y — 4yz3, 223 — 4223, —122y22) vektortérnek? Ha igen, hata-
rozzuk meg a potencialfiiggvényt.

rot () = (—12x2? + 12222, —12y2% + 12y22, (62 — 423) — (62% — 42°)) = (0,0,0)
A vektormez6 6rvénymentes, tehat van potencialfiiggvénye.

o= /vm dz = /(6m2y — 4y23) da = 223y — dwy2® + C(y, 2)

¢, = 22" — 4x2® + C)(y, 2) = 22° — 422° = C}(y,2) = 0

Cw&:/%W@@:C@
¢, = —12zy2* + CL(2) = —12zy2*> = CL(z) =0

C(z) = /c;(z) dz=C

A potencialfiiggvény a ¢(x,y, 2) = 223y — 4ay2z® + C fiiggvény.

Van-e potenciilja a #(7¥) = (2zy — 2,22 + 2,y — ) vektortérnek? Ha igen, hatarozzuk meg a
potencialfiiggvényt.

rot (7)) = (1 —1,—-1+ 1,2z — 22) = (0,0,0)
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A vektormez6 Orvénymentes, tehat van potencialfiiggvénye.
o= /deasz /(Zmy—z)dxzny—zx—FC'(y,z)

by = x2—|—C;(y,z) =+ 2= Co(y,z) =z

Clo2) = [ w2y = [y =yz+ €2
¢.=y—aC(2)=y—2=Cl(z) =0

C(z) = /C;(z) dz="C

A potencialfiiggvény a ¢(x,y, z) = 2%y — za + yz + C fiiggvény.

Adott a T(7) = (2ze¥ + e®22%,z%eY — 2ye®, 2ze® — y?e®) vektor-vektor fliggvény. Szamitsuk ki
a U vektormez6 divergenciajat és rotaciojat. Van-e potencialfiiggvénye a v vektortérnek? Ha
igen, hatarozzuk meg a potencialfiiggvényt.

div 7(7) = (e%2% + 2e¥) + (x?e¥ — 2e7) + (2e® — y2e*) = (22 + 2)e® + (22 + 2)e¥ — (y* + 2)€?
rot U(7) = (—2ye® + 2ye®, 2ze” — 2ze”, 2xe¥ — 2ze¥) = (0,0,0)

A vektormez§ Orvénymentes, tehat van potencialfiiggvénye.
o= /vx dz = /(2:56” +e2%) da = 2%e¥ + "2 + C(y, 2)
¢, = a%e? + Cy(y, 2) = a’e? — 2ye” = C, (y, z) = —2y¢€”
Cw2) = [ Cyma)dy = [(-20e7) dy =~y + C(2)
@ = 2ze” —y?e” + CL(2) = 2ze* —y?e* = Cl(2) =0

C(z) = /C’;(z) dz=C

A potencialfiiggvény a ¢(x,y, z) = 2%e® + x%e¥ — y2e* + C fiiggvény.

Van-e potencialja a 9(7) = (2zy — 22 —yz, 22 + 22 — x2,2yz — 2zz — xy) vektortérnek? Ha igen,
hatarozzuk meg a potencialfiiggvényt.

ot () = 2z —x— 2242, -22 —y+22+y,20 —z—2x+2) = (0,0,0)
A vektormez6 6rvénymentes, tehat van potencialfiiggvénye.

gb:/vmdx:/(2xy—z2—yz)dx:ny—zgx—myz+C’(y7z)

2 2

_ 2 _ 2 _
by =2" —az+Cy(y,2) =2° —xz+ 27 = Cyly,2) = 2
Clo2) = [ Cyaray= [2ay=2y+c)
¢, = —2zx—ay+ 22y +CL(z) =2yz — 2zz — a2y = CL(2) =0

C(z) = /c;(z) dz=C

A potencialfiiggvény a ¢(z,y, z) = 22y — 2%z + 2%y — zyz + C fiiggvény.

Orvénymentes-e a ¥(7) = (ye®?,ye*¥,1 — sin z) vektortér?

rot #(F) = (0 = 0,0 — 0,y%e™ — (zy + 1)e™) = (0,0, (y* — zy — 1)e™)

A vektormez6 nem 6rvénymentes.
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g.) ‘Forrésmentes—e ad(f) = (x +y? — 22, —x2 + y + 22, 2% — y? + 2) vektortér?

divi(@) =14+1+1=3

A vektormezs nem forrasmentes.

h.) ‘Szémitsuk ki a ¥(7) = (6xy?, 2 + xy, 2 — 3x2y) vektortér divergencidjat és rotaciojat.

divo(F) = 6y® + 2+ 1
rot 7(7) = (=32% — 0,0 + 62y, y — 122y) = (=322, 62y, y — 1227)

i.) [Szamitsuk ki a ¥(¥) = (32%2y,yz,4yz — 2zy) vektortér divergencidjat és rotaciojat.
Forrasmentes-e a vektormezs?

divd(r) = z + 4y
A vektormezd nem forrasmentes.

rot §(7) = (42 — 22 — y, 62y + 2y,0 — 32%) = (=22 — y + 42,2y + 6yz, —32%)

j.) | Mutassuk meg, hogy az egységnyi ponttoltés ﬁ(f") = # tere Orvénymentes és forrasmentes.

oF, . OF oF,

div F(7) = S50 + G20 + 5207 =

22+ 2+ 22 -322 22497422 -3y2 2?4 y?+ 22— 322
Oz + +

| | |

—— JoF, O0F, 0F, OF, OF OF, 3yz — 3yz 3zx — 3zx 3xy — 3wy
tF(M) = (52— 2, -2, - =2 - - = (0,0,0
rot F(7) <6y 0z 8z Oz’ dr Oy ) @ ( T CETE (0,0,0)

A ponttdltés mezdje tehat drvénymentes és forrasmentes a teljes értelmezési tartomanyban (R? \ (0,0, 0)).

=0

k.) ‘ Szamitsuk ki a §(7) = (3= + 2y, —5x — 22, % — y?) vektormezé divergenciajat és rotaciojat.

divi(f) =34+0+0=3
rot 9(7) = (—2y + 22,0 — 22, -5 — 2) = (22 — 2y, —2x, —7)

1) |Legyen ¢ skaldrmezé ¢(7) = 22y — yz3. Mennyi V¢ és A¢ értéke?

V() = grad () = (2zy, 2* — 27, —3y2?)
A¢(7) = div grad ¢(7) = 2y + 0 — 6yz = 2y(1 — 3z)
Vonalintegral

Vonalintegral kiszamitasa

A ¥(7) vektormezs vonalintegralja az 7(t) paraméterezést I' gorbe ¢ és to kozotti szakasza mentén:

/ O(F) - dF = / : F(7(t)) - 7(t) dt.

ty
Iy

Kiszamitasanak lépései:
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1. A T gorbe paraméterezése (amennyiben nem paraméteresen adott)
2. 7(t) meghatarozésa
3. U(7(t)) meghatarozéasa
4. T(7(t)) - 7(t) skalarszorzat felirasa, majd az
t2 .
/ F(F) - dif = /t F(F(L)) - F(E) dt
4 1

integral (vonalintegral) elvégzése

Potencialos er6tér vonalintegralja

Potencialos erdtér esetén 0(7) = grad ¢(7) alakban all els, ezért a vektormezs vonalintegralja az 7(t) para-
méterezést I' gorbe t1 és to kdzotti szakasza mentén:

NPT o . 2 ., N 2 dg((t)) S -
o(r) - dF = () - F(t)dt = grad ¢(7(¢)) - #(t) dt = o dt = ¢(7(t2)) — d(7(t1)).
e ty ty t1
Kiszamitasanak lépései:
1. rot @ = 0 fennallasanak ellendrzése. Zart I' gorbe esetén a vonalintegral zérus
2. A ¢(7¥) potencialfiiggvény meghatarozasa
3. AT gorbe 74 kezd6- és 7p végpontjanak megallapitasa, majd a vonalintegral meghatarozasa az

/ 3(7) - A = §(75) — B(F)

r

képlet szerint

Feladatok
Szamitsuk ki a ¥(7¥) = (3= + 2y, —5x — 22,x2? — y?) vektormezd vonalintegraljat az 7(t) =
(cost,sint, %) paraméterezésii I' gorbe t; = 0 és t5 = 27 k6z6tti szakasza mentén.

7(t) = (—sint, cost, 2)
9(7(t)) = (3cost + 2sint, —5cost—?,cos t —sin?t)

t2 . 27

/ () - dr—/ U(F(t))~f'(t)dt:/ (—3costsint — 2sin®t — 5cos®t — 42 cost — 2 cos®t + 2 sin®¢) dt
t1 0

r

o 27
:/O (— 4t cost—§s1n2t—*—(%+%)COS2t)dt:/O (= 4t 7 cost — 3)dt

4 27 ) 4 5 . o 27 )
:—771'——2 t costdt:—77r——2 [t smt]o — 2tsint dt
T T

0 0

4 2 16
=T+ — <[—2tcost]g7T —/ 2costdt) =-Tn — —
0

™

Szamitsuk ki a ¥(7¥) = (zy?z,x3yz, %az2y2) vektor-vektor fiiggvény z2? + y2 = 9,z = 0 kor
mentén vett vonalintegraljat.
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{

7(t) = (cost,sint,0)
F(t) = (—sint, cost,0)
o(7(t)) = (0,0, 3 cos® tsin®t)

f (7 - dr—/tzﬁ(F()) F(t)dt = /OQWOdtzo

r
Maésképpen.
rot 4(7) = (z2y — 22y, xy® — 22y, 22yz — 22y2) = (0,0,0)

A vektormezs drvénymentes, ezért van potencialfiiggvénye. Potencidlos vektormezs zart gérbe menti integralja
zérus, vagyis

fﬁ(?)-df:o

r

Szamitsuk ki a ¥(7) = (6xy?, 2+ zy, z — 3x2y) vektormezd vonalintegraljat az 7¥(t) = (t,2t%,1+
t?) paraméterezésii I' gérbe t; = 0 és to = 2 kdz5tti szakasza mentén.

(t) = (1, 4t, 2t)
T(F(t)) = (241°,2 4+ 2631 + ¢ — 6t*)

to X 2 2
/ / T(F(t)) - 7(t) dt = / (24t° 4 8t* + 8t + 2t + 2t3 — 12t°) dt = / (12¢° + 8t* + 2t* 4 10t) dt
e 0 0
8. 1 > 1036
= (260 + —t° + —t* + 52| = —
5 2 o 5

Szamitsuk ki a ¥(7) = (y — z,2x + y — 3z, + y + z) vektormezé A(3,0,0) B(0,3,0) C(0,0,3)
haromszog keriilete mentén vett vonalintegraljat.

() - dFf = /O T(Fap(t) - Fap(t) dt + /0 U(Fpo(t)) - Fro(t) dt + /0 U(Fea(t) - Toa(t) dt abol

ABCA

-, — —

Fap(t) = A+ (B— At 7pe(t)=B+(C—B)t 7oalt)=C+(A-C)t

Fap(t) = A+ (B — A)t = (3 — 3t,3t,0)
7ap(t) = (—3,3,0)
(rap(t)) = (3t,6 — 3t,3)

1 ) 1
/ F(Fap(t))  Fap(t)dt = / (18 — 18¢) dt = [18t — 9¢%], = 9
0 0

—

7ee(t) = B+ (C — B)t = (0,3 — 3t,3t)

?BC(t) = (Oa 737 3)
F(7pe(t)) = (3 — 6,3 — 12¢,3)

1 1
/ (rpe(t)) - po(t) dt = / 36t dt = [181%], = 18
0 0
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Foa(t) =C+ (A—C)t = (3t,0,3 — 3t)
Foa(t) = (3,0,-3)
U(rea(t)) = (3t — 3,15t — 9, 3)

/Olﬁ(FCA(t)) Foa(t)dt = /01(9t —18)dt = [th - 1875}1 - _%7

0

27 27
G- dF =9+18 — = = -
ABCA

e.) | Szamitsuk ki a 9(7) = (2zy + 22, 2yz + x2, 22z + y?) vektormez6 vonalintegraljat az A(1,2,0)
és B(4,1,1) pontok k6zott.

rot 9(7) = (2z — 2z, 2z — 22,2y — 2y) = (0,0,0)

A vektormezd drvénymentes, ezért van potencialfiiggvénye. Szamitsuk ki a potencidlfiiggvényt.
o= /vl.dxz /(21‘y—|—z2)dx = 2%y + 22 + C(y, 2)

¢, =2+ Cy(y,2) = 2yz + 2° = C(y, 2) = 2z

Cly,z) = /C;(y,z) dy = /2yzdy =y*2+C(2)

¢, =2zx+y*+CL(z) =222 +y* = CL(z) =0

C(z) = /C;(z) dz=C

A potencialfiiggvény a ¢(x,y, z) = 22y + y?z + 222 + C fiiggvény.

B
/ G(7) - dif = ¢(B) — p(A) =21 —2 =19

A

f.) | Hatarozzuk meg az a, b allandokat gy, hogy a T(7) = (2ze¥ + e®22, z2e¥ — 2ye?, aze® + by?e?)
vektortérnek legyen potencialja, majd szamitsuk ki vonalintegraljat a P;(0,0,0) és P»(1,1,1)
pontok ko6z6tt haladé I' gérbe mentén.

rot U(7) = (2bye® + 2ye®, 2ze” — aze”, 2ze? — 2xe?) = ((b+ 1)2ye®, (2 — a)ze®, 0)
A vektormezdének 6rvénymentes, ezért a = 2,b = —1. Szamitsuk ki a potenciélfiiggvényt.
o= /Ux dz = /(2xey +e%2%)dr = 2%e¥ 4 2%e” + C(y, 2)
.2 2 z _ z
by = e’ + C,(y,2) = x°e¥ — 2ye* = C, (y,2) = —2ye
Cly, z) = /C{,(y, z)dy = /—dez dy = —y’e* + C(z)
¢, = 2zx — y?e” + CL(2) = 2ze* —y?e” = Cl(2) =0
C(z) = /Cé(z) dz=C
A potencialfiiggvény a ¢(x,y, z) = x2e¥ — y?e* + 22e* + C fiiggvény.

—

P>
[0 di= 0B~ o(F) =~ 0= ¢

Py
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Szamitsuk ki a T(7) = (3z%y?z, 2z3yz, x3y?) vektormezd vonalintegraljat az A(1,2,3) pontot
az origoval Osszekotd szakasz mentén.

rot 4(7) = (223y — 223y, 322y — 322y2, 62%yz — 622yz) = (0,0,0)
A vektormezd drvénymentes, ezért van potencialfiiggvénye. Szamitsuk ki a potencidlfiiggvényt.
o= /v;E dz = /(3m2y2z) dr = 23y*2 + C(y, 2)
/ 3 / _ 3 / _
¢y =227yz + Cy(y, 2) = 22°yz = Cy(y,2) =0
Clo2) = [ Gyt 2)dy = €2
¢L =2y’ + Cl(z) = 2’y* = Cl(2) = 0
C(z) = /C;(z) dz=C
A potencialfiiggvény a ¢(x,y,2) = 23y?z + C fiiggvény.

-,

O
‘A () - dF = 6(0) — () = 0— 12 = —12

Szamitsuk ki a 9(¥) = (yz, xz, zy) vektor-vektor fiiggvény A(1,1,1) B(1,2,1) C(1,2,0) harom-
sz0g keriilete mentén vett vonalintegraljat.

rot U(r) = (z —z,y —y,2 — z) = (0,0,0)
A vektormezd 6rvénymentes, ezért van potencialfiiggvénye. Potenciélos vektormezd zart gérbe menti integralja

zérus, vagyis

7(7) - d7 = 0.

ABCA

Szamitsuk ki a T(7) = (y? cos z, 2y sin x + 2%, 2ye??) vektormezs vonalmenti integraljat tetszo-
leges gorbe mentén az A(1,0,0) és B(0,1,1) pontok kdzott.

rot 7(7) = (2e** — 2e®*,0 — 0,2y cosz — 2y cosz) = (0,0, 0)

A vektormezd drvénymentes, ezért van potencialfiiggvénye. Szamitsuk ki a potencidlfiiggvényt.
¢ = /Ux dz = /y2 coszdz = y?sinz + C(y, 2)

¢, =2ysinz + Cy(y,2) = 2ysinz + ** = C(y,2) =€
Clw2) = [ Cymardy = [ dy=ye* + C(2)

¢, = 2ye* + CL(z) = 2ye** = Cl(2) =0

C(z) = /Cg(z) dz=C

2z

A potencialfiiggvény a ¢(x,y, z) = y?sinx + ye?* + C fiiggvény.
B — -
[0 dr = 0(B) - o) =~ 0= ¢
A
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Szamitsuk ki a ¥(7) = (y, zy, z) vektormezd vonalmenti integraljat az 7#(t) = (2, cost,sint)

0 < t < 27 paraméterezési I' gérbe mentén.

S 3y

t) = (0, —sint, cost)
(7(t)) = (cost,2cost,sint)

l/ﬁ(ﬂ~dF:/t2 W(t))-m)dt:/O%(—smtcost)dt:/()%(—;smzt)dt:o

ty

Szamitsuk ki a ¥(F) = (2zy — 2,22 + z,y — =) vektormez6 vonalmenti integraljat az =2 + y? =

4,z = 0 kor mentén.

rot () = (1 —1,-1+ 1,2z — 2z) = (0,0,0)

A vektormezs orvénymentes, ezért van potencialfiiggvénye. Potencidlos vektormezs zart gérbe menti integralja
zérus, vagyis

fﬁ(f)-df:o.

r

Szamitsuk ki a ¥(F) = (6x2y — 4y=z3,2x3 — 4223, —122y2?) vektormezd vonalmenti integraljat

az 2 + y? = 4,z = 0 kor mentén.

rot () = (—12x2? + 1222%, —12y2% + 12y2?%, 622 — 423 — 622 + 423) = (0,0,0)
A vektormezs orvénymentes, ezért van potencialfiiggvénye. Potencidlos vektormezs zart gérbe menti integralja

zérus, vagyis

fﬁ(r*)-df:o.

r
) | Szamitsuk ki a ¥(F) = (x — yz,x? + 2%, xy — z) vektormez6 vonalintegraljat az A(—3,1, —5)
pontot az origoval 6sszekotd szakasz mentén.
7(t) = (3t — 3,1 —t,5t —5)
F(t) = (3,-1,5)
T(7(t)) = (5t — 2)(t = 1),34(t = 1)%, =(2+ 31)(t — 1))
© ! : ! 34 Y10
a(f‘).cw:/ L)) -F(t)dt:/ (16t — 1) — 34(t — 1)2)dt = |—8(t— 1)2 — 3¢ —1)3| = -0
A 0 0 3 0 3
n.) |Szamitsuk ki a ¥(7) = (x — 3y + 2z, 2 — 3y, 5z + 5y) vektormezd vonalintegraljat az A(1,1,1)
pontot a B(2,2,2) ponttal 6sszekitd szakasz mentén.




Feliileti integral

Feliileti integral kiszamitasa

A ¥(7) vektormez§ feliileti integralja gy értelmezhets, mint a o(7) - fi skalarszorzat feliileti integralja, ahol
1. a feliileti normalis iranyu egységvektor, a vektormezd feliileti integralja csak akkor értelmezhetd, ha kivant
irdnyitasat, azaz hogy n a feliilet egyik vagy masik oldala irdnyaban &alljon, megadjuk.

A ¥(7) vektormezs 7(u, v) paraméterezésti F felillet (u,v) C D paramétertartomany altal jellemzett darab-
kajara vonatkozo feliileti integralja (fluxusa):

// B(F) - dA = // (57 - 7) ds = // B, v)) - (27 (1, 0) X Fo(u, v)) du do.
F(D) F(D) D
Kiszamitasanak 1épései:
1. Az F feliilet paraméterezése (amennyiben nem paraméteresen adott)
2. 7y (u,v) és 7, (u, v) meghatarozasa

3. dff(u, v) = 7, (u,v) X 7 (u, v) dudv meghatérozasa, a megfelels elgjel megéllapitasa a kivant iranyi-
tasnak megfelelgen

4. A 9(7(u,v)) figgvény megallapitasa

5. A megfelels elGjeld
// F(7) - dA = // (7 (u,v)) - (£Fu(u,v) X 7y (u,v)) dudo
F(D) D

feliileti integral (fluxus) kiszamitasa

Feladatok

Szamitsuk ki az 9(7) = (=, y, 2) vektormezé 7(u,v) = (1+3u+4v,1+u+3v,1+u+3v) 0<
u < 1,0 < v < 1 paraméterezésii F feliilet mentén vett integraljat.

T (u,v) = (3,1,1)
7y (u,v) = (4,3,3)
dA = 7o (1, v) X 7y (u, v) dudv = (0, —5,5) dudv
3 (u,v)) = (14 3u+ 40,1+ u + 30,1 + u + 3v)

1 1 1 1
/U(F)-d/fz/ / (1+3u+4v,1+u+3v,1+u+3v)-(0,—5,5)dvdu:/ / 0Odudv =0
0 0 0 0

Szamitsuk ki az ¥(7) = (zy?, xz, 2xy) vektormezs feliileti integraljat a #(u, v) = (u+2v, —v, u?+
3v) feliilet 0 < u < 3,0 < v < 1 darabjara nézve, felfelé mutatoé feliileti normalis mellett.
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(u,v) x 7y(u,v)dudv = (—2u,3 — 4u, 1) dudv
) = (wv? 4 203, u® + 2uPv + 3uv + 607, —uv — 207%)

3 1
/17(77’) -d/_f:/ / (uv? + 2%, u? + 2u?v + 3uv + 60, —uv — 20?) - (—2u, 3 — 4u, 1) dvdu

3 1
:/ / ((3u® — 4u*) + (—8u® — 6u® + Tu)v + (—2u? — 24u + 14)v* — 4uv®) dv du

, 1
— 6u? + YU)% (—2u? — 24u + 14)% - uvﬂ du
0
3 1292

3
:/ [(3u3—4u4)v+( 8u?
0
3_ 11,2

3
— Y/ PYL Y. S & PP S | 14 —[—4,5 1,4 11,3 14
—/0(4u u T U Su+ S du=[-3u” — tu g U — gu + u]o

c.) | Szamitsuk ki az ¥(7) = (x,y, z) vektormez6 feliileti integraljat a #(u,v) = (1+3u+4v,1+u+
3v,3 4+ 4u + 6v) felillet 0 < u < 3,0 < v < 1 darabjara nézve, felfelé mutaté feliileti normalis

mellett.

= 7y (u,v) X 7p(u,v)dudv = (—6,—-2,5) dudv
5(7(u,v)) = (1 + 3u+ 40,1 4+ u + 3v,3 + 4u + 6v)

U, v
= 3 1 3 1
//77(77') -dA:/ / (1+3u+4v,14+u+3v,3+4u+60)- (—6,—2,5)dvdu:/ / 7dvdu =21
£ o Jo o Jo
d.) | Szamitsuk ki az U(7¥) = (y x,z) vektormezd feliileti integraljat a 7(u,v) = (u + v,u — v,u)
feliilet 0 < u < 1,0 < v < 1 darabjara nézve, felfelé mutaté feliileti normalis mellett.

Tu(u,v) = (1,1,1)
FU(U,U) = (17_170)
dA = 7y (u,v) x 7y (u,v) dudo = (=1, -1,2) dudv

o
(7 (u,v)) = (u—v,u+ v,u)

1ol
// LdA = // (u—v,u+wv,u)-(— 1,—1,2)dvdu://0dvdu:0
o Jo
F

e.) | Szamitsuk ki az [[o(7) - dA feliileti integralt, ha a vektortér #(¥) = (0,0,23) és F =
F

{(z,y,2): 2+ y> + 22 =1}.
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GoOmbi polarkoordinatakkal (v = 9, v = ¢) paraméterezve:

(¢, ) = (sin ¥ cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos 9)

79 (9, ©) = (cos ¥ cos p, cos ¥ sin @, — sin ¥)

Tu (¥, ) = (—sin¥sin ¢, sin ¥ cos ¢, 0)

dA = Ty (9, ) X 7p (9, p) A dp = (sin® ¥ cos ¢, sin® ¥ sin p, sin ¥ cos 9) dv) d

F(F (0, ¢)) = (0,0, cos® 9)

//17(_) dA = / /Qﬂsmﬁcos ddpdd = 27r/ﬂsm19008 9dd =27 [ ;(;05519]77 = %71'
F 0 0

2 — 9?2 feliilet

f.) | Szamitsuk ki az ¥(¥) = (—zy,zy,z) vektormezd feliileti integraljat a z = =
—2< x < 2,—-3 <y < 3 darabjara nézve, felfelé mutatoé feliileti normalis mellett.

d/fzf;( L Y) X 7y, y)dxdy—( 2x,2y,1)dzdy
) ( xy7xy7x _y)

2 43
//174) dA = / / —zy, Y, x* —y*) - (— 2x,2y,1)dydx=/ / 222y + 2zy® + 2% — y?) dy dx
—2J-3
F

2 /3 2 . 2
= / / (2 —y*) dyda = / [ny - %y?’]ig = / (62% — 18)dx = [29@3 - 181‘]272 = —40
—2J-3 -2 -2

Szamitsuk ki az U(¥) = (y,x,z) vektormezd feliileti integraljat a #(u,v) = (u + v,u — v, u)
feliilet 0 < u < 4,—3 < v < 0 darabjara nézve, felfelé mutaté feliileti normalis mellett.

7y (u,v) = (1,—1,0)
dA = 7, (u,v) x 7y (u,v) dudv = (=1, -1, 2) dudv
Fu,v)) = (u—v,u+v,u)

(7 (u
4 g1

// (7) - dA = // v,quv,u)'(fl,fl,Q)dvdu://Odvdu:()
0 J-3

Szamitsuk ki az [[ U(7) - dA feliileti integralt, ha a vektortér @(7) = (xy,0,2x + z) és az F

F
feliilet paraméterezése r(u,v) = (u + 2v, —v,u? +3v) 0<u<3,—-2<wv <0.
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3 0
//ﬁ(ﬂ-d/fz/ / (—vu — 202, 0,u* + 2u + Tv) - (2u, =3 + 4u, —1) dv du
0 J-2
F

/ / —du)v? — (2u* + T)v — (u? + 2u)) dvdu

3
= /0 [~ 1 (du)e® — L(2u® + 7)o? — (u? + 2u)]”, du = /O (2u? — %y 1 14) du

3
2 22

= |Zud — Zu? 4 14u| = -6
3 3 0

Szamitsuk ki az ff rot #(7) - dA feliileti integralt, ha a vektortér #(7) = (2zy, 3zz,4yz) és az F

feliilet parameterezese r(u,v) =B3—u+v,5—5u+5v,5+4u—"Tv) 0<u<10<v<1.

u,v) = (—1,-5,4)
w(u,v) = (1,5,-7)

dA = 7, (u,v) x 7y (u,v) dudo = (15, —3,0) dudv
0(r) = (4z — 32,0,32 — 2x)

0(F(u,v)) = (11 + 194 — 31v,0,9 + 14u — 23v)

1 1

//row(f‘)-dA’:/ / (11 + 19u — 31v,0,9 + 14u — 23v) - (15, —3,0) dv du
0 0

F

1 1 1
:/ / 15(11+19u—31v)dvdu=/ 15 [(11“‘19“)”_371”2](1)(1“
0

1 1
9 19
= / 15(—% +19u)du =15 |—zu+ —u*| =75
0 2 2 0

Stokes-tétel

Stokes-tétel

Legyen F egyszeresen osszefliggs (,nem lyukas”) sima feliilet, ¥(7) egy folytonosan derivalhaté vektormezs
amely értelmezve van a feliileten, legyen I' gorbe a feliilet hatargorbéje. Legyen tovabba F' és I' olyan iranyi-
tasid, hogy a feliilet kiils6 oldalarol nézve a gérbe az éramutato jarasaval ellentétes irdnyban haladjon korbe.

Ekkor
7417(7?) A7 = //row(m -dA.
r F

Feladatok

Szamitsuk ki a f U(7)-d7 = ff rot #(7) - dA Stokes-tételben szerepls integralokat, ha a vektortér

()= (z—y —|— z,y+2z, 22 — yz), a feliilet pedig az 5x + 3y + z = 15 egyenletii siknak a pozitiv
térnyolcadba esé része.

Vonalmenti integral az A(3,0,0) B(0,5,0) C(0,0,15) haromszog keriilete mentén:
1 . 1 . 1 .
0047 = [ #an(0) Fan@) i+ [ nc®) fact)dt+ [ ioa) featiyd abol
0 0 0

ABCA
Fap(t)=A+ (B — At 7po(t)=B+(C—B)t 7ea(t)=C+(A-O)t

41



Fap(t) = A+ (B — A)t = (3 — 3t,5¢,0)
(=

+
Fap(t) = (—3,5,0)
F(Fap(t)) = (3 — 8t,5t, (3 — 8t)(3 + 2t))
v - B 1_ T 432 1_§
/0 U(TAB(t))-TAB(t)dt—/O( 9+49t)dt_[ 9t + Qt]o_ 5

7pc(t) = B + (C — B)t = (0,5 — 5t, 15¢)
7%'30(1‘,) = (O, -5, 15)
T(Fpo(t)) = (=5 + 20t,5 + 25t, —(5 — 5t)?)

1 1 1
: 625 425
/ T(Fpe(t)) - Fpe(t) dt = / (—400 + 625t — 375¢t%) dt = [—40015 + 7152 — 12563 = ——"=
0 0

Foa(t) = C + (A—C)t = (3t,0,15 — 15t)
Foalt) = (3,0,—15)
(Fea(t)) = (15 — 12t,30 — 30t, 9t%)

1 1
/ U(Foa(t)) - Foa(t)dt = / (45 — 36t — 135¢%) dt = [45t — 18t — 45t3](1] =18
0 0

31 425
U(F) - drf = > "5 —18=-215
ABCA

Feliileti integral u = x,v = y paraméterezéssel:

™(z,y) = (x,y,15 — b — 3y)

,y) = (1,0,—5)

,y) = (0,1,-3)

dA = 7y (z,y) x 7z, y) dedy = (5,3,1) dz dy
U(F) = (—2y — 2,1 — 2z, 1)

ay)) = (*Qy - 2, 1- va 1)

N 3 %(‘371’) 3 %(372)
//rotﬁ(f’)-dA:/ / (—2y—2,1—2x,1)-(5,3,1)dydx:/ / (=62 — 10y — 6) dy dz
£ o Jo o Jo

3

3
:/'[mx+ny 524 )dx:/‘ax—$@4—ax—$ﬁm
0 0
3
— {—gi(q} —3)3 +20(z — 3)2} = —215

b.) | Szamitsuk ki a f o(7)-d7 = ff rot #(7) - dA Stokes-tételben szereplé integralokat, ha a vektortér

o(7) = (0, 2> O), a feliilet pedlgaz—O sik 0 <z <1,0 <y <1 része.

Vonalmenti integral a négyzet keriilete mentén:

%17(77)~dF:/01(U(t,O,0)—U(t,l,O))~(1,0,0)dt+/1(17(17t,0)—17(07t,0))~(0,170)dt

0
r
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.) | Szamitsuk ki a Stokes-tételben szereplé integralokat, ha a vektortér ¥(7)

Feliileti integral a négyzeten u = x,v = y paraméterezéssel:

—

(.73, y) = (x’y7 O)

dA = 7y (z,y) x 7y(z,y) dedy = (0,0,1) dz dy
rot ¥(7(z,y)) = (0,0, 2x)

//rotv CdA = // 0,0, 2x) 001dydx—//2xdydx—/2xdx—[ ] =
0

<

= (zy,xz,yz), a
feliilet pedig az « + y + z = 1 sikboél a koordinatasikok altal kivagott haromszog.

Vonalmenti integral a haromszog keriilete mentén:
1 1 1
fﬁ'(v”) -dr = / (1 —t,t,0) - (—1,1,0)dt+/ (0,1 —t,t) - (0,—1,1)dt+/ o(t,0,1 —¢)-(1,0,—1)d¢
0 0 0

r
1 1 1
:/ 7t(17t)dt+/ t(lft)dtjt/ 0dt =0
0 0 0

Feliileti integral a haromszoglapon u = x,v = y paraméterezéssel:

mz,y) = (z,9,1 —w —y)

z(2,y) = (1,0, —1)

ry(z,y) = (0,1, -1)

dA = 7y(z,y) X 7y, y) dedy = (1,1,1) dz dy
rot 9(7) = (» — ¢,0,z — x)

rot 0(F(x,y)) = (1 — 22 —y,0,1 — 2z — y)

1 pl—z 1 pl-z

//rotﬁ'(F)-d/Y:// (1—2x—y70,1—2x—y)~(1,1,1)dydx:// 2(1 -2z —y)dydz
o Jo o Jo

F

= 1— — 21 —y)?] " do = 1 —2x)? —2?)dx = ! —xs—lx?’l—
= [ -2y o= [ (@207 - e = g2 - 3| <o

0

Szamitsuk ki a Stokes-tételben szerepld integralokat, ha a vektortér v(7) = (z+ 2,z —y,z — ),
a feliilet pedig F = {(z,y,2): 22 + y*> + 22 =9,z > 0)}.

Vonalmenti integrél a kor keriilete mentén:

7(t) = (3cost,3sint, 0)
F(t) = (—3sint, 3cost,0)
0(7(t)) = (3cost,3cost — 3sint, —3 cost)

2m 2m 27
%E(F) -dr = / o(F(t)) - Fdt = / 9(cos® t — 2sint cost) dt = / 9(3(cos 2t + 1) — sin 2t) dt
0 0 0
r

27
:/ %dtzgw
0
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Feliileti integral a gémbfeliileten u = 9, v = ¢ paraméterezéssel:

=

(9, ) = (3sin ¥ cos p, 3sin I sin p, 3 cos J)

79(9, ©) = (3cosd cos ¢, 3 cos ¥ sin ¢, —3 sin ¥)

77@(19,90) = (—3sin¥sin g, 3sind cos ¢, 0)

dA = 7y(9, ) X 7o (0, ¢) d d = 9sin Y(sin ¥ cos p, sin ¥ sin ¢, cos ¥) dv de
rot 9(7(0, ¢)) = (0,2,1)

z 2
// rot #(7) - dA = / / (0,2,1) - 9sin ¥(sin ¥ cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos ) dp dv
0o Jo
F

5 27 5 27
:/ / (18 sin” ¥ sin ¢ + 9sin 9 cos ¥) dep dv) :/ / 2 sin 29 dp dv
0 0 0 0

i 1 z
:97T/251n219d19:97r |:—COS219:| =97
0 2 0

Szamitsuk ki a Stokes-tételben szerepls integralokat, ha a vektortér o(7) = (22, —3zy, z3y3), a
feliilet pedig F = {(z,y,2): 2 =5 —2? —y%,1 < z < 5)}.

Vonalmenti integrél a kor keriilete mentén:
7(t) = (2cost,2sint, 1)

7(t) = (=2sint, 2 cost, 0)

F(7(t)) = (1, =12 costsint, 64 cos® t sin® t)

2m 2m

%17(77) -dif = / v(7(t)) - 7dt = / (—2sint — 24 cos®tsint)dt = [2COSL‘+8C0$3tL2)7r =0
0 0

r

Feliileti integral hengerkoordinatakkal (u = r,v = ¢) paraméterezve:

7(r,p) = (Tcosga,?“singp,5—7“2)
) = (cos p, sin @, —2r)
©) = (—rsing,rcosy,0)

(7,
o (7,
dA = 7.(r, ) x 7p(r, ) drdp = (2% cos @, 2r? sin p, ) dr dyp
rot 4(7) = (3232, 22 — 3223, —3y)
ot T(7(r, ¢)) = (3r° cos® psin? p, 10 — 2r? — 3r° cos? psin® p, —3rsin )

2m
/ (7)) - dA = / / (35 cos® psin? o, 10 — 212 — 3r° cos? @ sin® p, —3rsin ) - (212 cos p, 2r? sin @, r) dp dr
F

2 27
= / / (10 = 2r%)2r% sin ¢ — 312 sin ¢ + 617 (cos® psin® ¢ — cos® psin @) dp dr
o Jo

2 2m 2m
= / 617 (cos? psin? ¢ — cos? psin? ) dp dr = / / 617 (cos @ sin )2 (cos? ¢ — sin? ) dp dr
0o Jo
2

2 27 1
= / %r7(sin22ap0052<p)d<pdr=/ i [sm 230] d?”—/ 0dr=0

2
0 JO 0 0
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Gauss—Osztrogradszkij-tétel

Gauss—Osztrogradszkij-tétel

Legyen D C R? egy zart tartoméany, és legyen #(7) a tartomany minden pontjaban folytonosan differencialhato
vektormezd$. A D tartomény 0D hatarfeliilete legyen kifelé iranyitott. Ekkor:

//ﬁ(f’).dﬁ’z///diva(mdv
oD D

Mivel a tartomany zart, igy nem tartalmazhat ,lyukakat”, igy a tétel pl. nem alkalmazhatd a ponttoltés
forrasmentes (4m az origoban nem definialt) terének origot koriilolels gombfeliiletre vett integraljaira.

Feladatok

Szamitsuk ki az ¥(7¥) = (2z +y2, y +sin z, z — 23) vektormezének az origé kézépponti, 2 sugart
gbmbre vonatkozo feliileti integraljat kifelé mutato feliilleti normalis mellett.

Alkalmazzuk a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.
divi(f) =24+1+1=4

27 . 5
// A= ///leU ) dV = / / / 4r? sind dp dd dr = 871'/ [—cosd]g r* dr = 167 [37‘3}
B 128

0

—T
3

Szamitsuk ki az ¥(7) = (x —y + 2,y + 2z, 2% — y?) vektormezs feliileti integraljat az 2 +y? = 1,
z = 4, z = 1 egyenletek altal hatarolt zart feliiletre, kifelé mutaté feliileti normalis mellett.
Alkalmazzuk a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

divi(f) =14+14+0=2

// A = ///dlvvf’)dv ///2W2rd<pdzdr—127r/ rdr—127r[ ] —6r

Szamitsuk ki az [[ ¥(7) - dA = [[[ div ¥(¥) dV Gauss—Osztrogradszkij-tételben szerepls integ-
8D D

ralokat, ha a vektormezé (7)) = (—z?2 +y+ 2,z —y? + 2z, +y — 2?2) és a zart feliilet az = = 0,
x=2,y=0,y =2, z=0, z = 2 sikok altal hatarolt kocka felszine, kifelé iranyitva.
Feliileti integral:

// (7) - dA = / / (vzl,e — V2], da:dy—l—/ / VUyly—g — |7)dzdx
// (Valpeo — Val,g dydz-/ / —4dxdy—|—/ / —4dzdx+/ / —4dydz = —48

Térfogati integral:

divd(r) = =2z — 2y — 2z

///dva)dV ///—2x—|—y+z dzdydx—// 2x2—2yz—z} dydz
0 o Jo
:/ / (—4x—4y—4)dydx:/ [—4xy—4y—2y2](2) dzx
o Jo 0

2
2
= /0 (—8z — 16) dz = [—16x — 427] ) = —48
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Szamitsuk ki a ¥(7) = (z2+eY?, y—z arctg =, z2y>) vektormezs feliileti integraljat az z>+y? = 4,
z = 0 és z = 3 egyenletek altal hatarolt tartomany feliilete mentén, kifelé mutaté feliileti
normalis mellett.

Alkalmazzuk a Gauss-Osztrogradszkij-tételt. A harmas integralast végezziik el hengerkoordinatdkban.

divo(F) =2¢4+14+0=2zx+1

2 2
// (7) - dA = ///dlvvf')dv // / (2rcosp + 1 rdzdgpdrf// (672 cos @ + 3r) dpdr
2
:// 37“d<pd7“:67r/ rdr =6 |:’I“2:| =127
0o Jo 0 2 o

Szamitsuk ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételben szereplé integralokat, ha a vektormezd v =
(4y, —x,3z) és a D tartomanyt a z = 0 és z = 4 — x2 — y? feliiletek hataroljak.

Feliileti integral hengerkoordinatakkal (u = r,v = ) paraméterezve:
A feliiletek metszetének r koordinatdja: 0 =4 —r? = r = 2.
A paraboloid-feliileten:

7(r, o) = (rcosp,rsinp, 4 — r?)

(1, ) = (cos @, sin , —2r)
Tyu(r, @) = (—rsinp, rcos ¢, 0)
dA = 7, (r, ) X 7p(r, ) dr dp = (21 cos @, 2r% sin p, ) dr d

H(7(r, ) = (4rsinp, —r cos ¢, 12 — 3r?)
A sikfeliileten:
7(r, ) = (rcosp, rsing, 0)

(1, ) = (cos p,sin g, 0)
T (1, ) = (—rsine, rcos g, 0)

dA =7,(r, ) x 7r(r, ) drde = (0,0, —r) dr de
(r(r, @) = (4rsinp, —r cos ¢, 0)
2m
/17(7:') LA = / / (4rsin @, =7 cos p, 12 — 3r2) - (2r% cos @, 2r? sin @, ) dp dr
0
aD

27 2 2
+ / / (4rsinp, —rcosp,0) - (0,0, —r)dpdr = / / (612 cos psin @ + 12r — 3r3) dpdr + 0
o Jo o Jo
2 2m ) 2 2m 2
= / / (3r®sin 2¢ + 12r — 3r®) dpdr = / / (12r — 3r3) dp dr = 27r/ (12r — 3r3) dr
0o Jo 0o Jo 0

2
=27 [67“2 — 37’4} =247
4 ]y

Térfogati integral hengerkoordinatakban:

divi() =0+0+3=3

2 21 pd—r? 2 27 2
///diVU(f)dV:/ / / 3szdwdr:/ / 37"(4*7“2)d<)0dr:67r/ r(4—r2)dr
s o Jo 0 o Jo 0

1 2
=67 {—(4 - 7"2)2] = 24m
4 0
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Szamitsuk ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételben szereplé integralokat, ha a vektormezd v =
(zy, zx,yz) és a D tartomanyt a x =0, y =0, z = 0 és x + y + z = 1 sikok hataroljak.

Feliileti integral:
A fels6 hatarlapot (u = z,v = y) szerint paraméterezve:

y) = (29,1 -z —y)
Fm(ﬂf y) = (1,0,-1)
ry(z,y) = (0,1,-1)
dA = 7y (z,y) x Ty(z,y)dedy = (1,1,1) dz dy
)= (ay,x —2® —ay,y —y* — ay)

(7 (2, y)
//1777) dA = / /1 xwy,OO )- (0,0 —1)dydx+/01/01_w(0,x2,0)-(0,—1,0)dzdx

1—y 1 1—x
+/ / (0,0,yz)(fl,0,0)dzder/ / (xy,xfofxy,yfyz—xy)~(1,1,1)dyd:c
0

l1—z 1—z
—O+/ / —xz dzda:+0+/ / —ay+z -2 +y—yH)dyde

Térfogati integral:
divi(F) =y+0+y =2y

1—x l-x—=z lw 1—x
///leUF)dV // / 2ydydzdx—// 1Izdzdac—// (1—2—2)*dzdz

:/0 (1 —a—2)%)L ””dxz/o 3(1—x)3dx:[—112(1—x)4} ==

0

Szamitsuk ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételben szereplé integralokat, ha a vektormezd v =
(zy, —%yz, z) és a D tartomanyt a z = 1 és z = 4 — 3x2 — 3y? feliiletek hataroljak.

Feliileti integral hengerkoordinatakkal (v = r,v = ¢) paraméterezve:
A feliiletek metszetének r koordinatéja: 1 =4 — 3r2 = r = 1.
A paraboloid-feliileten:

7(r, ) = (rcos p,rsin p,4 — 3r?)

7 (r,0) = (cos p, sin ¢, —61)

Fio (1, ) = (—rsing, 7 cos ¢, 0)

dA = (1, ) X Tp(r, @) drde = (67’2 cos , 672 sin p,r)drde
(7 (r, ) = (7"2 sin ¢ cos ¢, —%TQ sin? ¢, 4 — 37"2)

A sikfeliileten:

7(r,p) = (rcos e, rsing, 1)

7 (1, 0) = (cos p, sin g, 0)

T (1, ) = (—rsing, rcos ¢, 0)

dA = T (1, ) X 7 (1, @) drde = (0,0, —r) drde

O(7(r, ) = (r*sinpcosp, —ir?sin® ¢, 1)
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1 27
// 0(r) -dA = / / (r? sin ¢ cos @, —%’I“Q sin? @, 4 — 3r2) - (612 cos @, 612 sin @, ) dp dr
0o Jo
oD

27
+/ / (rzsinapcos%—%rzsinQ ©,1)- (0,0, —r)dpdr
o Jo
1 2m 1 2m
:/ / (6r40082gosingo—3r4sill3<p+4r—3r3)dcpdr+/ / (—=r)dedr
o Jo o Jo

1 2m 1 2m
= / / (9r* cos? psin p — 3rtsinp + 3r — 3r3) dp dr = / / (97 cos? psin ¢ + 3r — 3r3) dp dr
0o Jo 0o Jo

1 1 1
71' 3 3 3
= / [—3r4 cos® o + (3r — 37“3)@)]5 dr = 277/ (3r—3r¥)dr=2r |=r2 — ¢t =Zx
0 0 2 4 0 2
Térfogati integral hengerkoordinatakban:

divi(f)=y—y+1=1

2m  p4—3r° 1 pom 1
// divo(F) dV = / / / rdzdedr = / / (3 —3r?) dpdr = 27r/ r(3 —3r?)dr
4 o Jo J1 o Jo 0

1 3
:2 _— — 2)2 = —
77{ 12(3 37“)} 57

0

(2x,0,1 — z) és a tartomany D = {(z,y,2): > + y? < 9,0 < z < 3}.

Szamitsuk ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételben szereplé integralokat, ha a vektormezdo v

Feliileti integral hengerkoordinatakkal paraméterezve:
A hengerpalaston:

7z, ) = (3cosp,3sin, z)

7(z,¢) = (0,0,1)

Tp(2, ) = (—3sin, 3cos ¢, 0)

dA = Typ(2, ) X (2, ¢)dzde = (3cos ¢, 3sinp, 0) dzdy
(7 (z,¢)) = (6cosp,0,1 — 2)

A sikfeliileten:

7(r, o) = (rcos g, rsing, 0)

7 (1, 0) = (cos p, sin g, 0)

Fio (1, ) = (—rsing, rcos ¢, 0)

dA = +7,(r, @) X 7r(r, @) dr de = (0,0, Fr) dr de
(7 (r, ) = (27“(3054,0,07—l + §)

2
// (7) - dA = / / (6cos,0,1—2)-(3cosp,3sinp,0)dpdz

2m 2T 2m
/ / (2rcos¢,0,—2) — (2rcosp,0,1)) - (0,0,r d@dr—/ / 18 cos? apd(pdz—/ / 3rdedr

27
1
// cosZ<p+1)d<pdz—67r/ rdr—l&r/ 1dz—67r[2r2] =b4dr — 2T =27m
0 0 0

Térfogati integral hengerkoordinatakban:

divi(f) =24+0—-1=1
2m 2m 3 1 3
///leU 7)dV = // /szdgodrf// 3rdg0dr:67r/ rdr = 6w [27“2} =27
0 0 0
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Wolfram Alpha

Elérhet6 a |www.wolframalpha.com cimen.

Vektorok

Vektor megadésa:
{x,y,2}

Vektor hossza:
norm ({x,y,z})

Vektor normalésa:
normalize ({x,y,z})

Vektor szamszorosa:
cx{x,y,z}

Skaléris szorzat:
{p.a,r}{x,y,z}

Vektorialis szorzat:

{p,q,r}x{x,y,z}

Térgorbék
Térgorbe kirajzoléasa:

space curve {x(t),y(t),z(t)} for t=t0 to tl
Térgorbe ivhossza:

arc length of {x(t),y(t),z(t)} for t=t0 to tl
Térgorbe gorbiilete:

curvature of {x(t),y(t),z(t)} at t=t0
Térgorbe gorbiileti sugara:

radius of curvature of {x(t),y(t),z(t

~—

} at t=t0

Differencialas
Derivalt:

d f(t)/dt at t=t0
d{x(t),y(t),z(t)}/dt at t=t0

Magasabbrendd derivaltak:

d~2 f(t)/dt~2 at t=t0
d~2{x(t),y(t),z(t)}/dt 2 at t=t0

Skalarmezd gradiense:

grad (f(x,y,z))
Skalarmezd laplace-a:

laplace (f(x,y,z))
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Vektormez§ divergenciaja:
div({f(x,y,z),g(x,y,2z),h(x,y,2z)})
Vektormez§ rotacidja:

I‘Ot({f(X,YaZ)ag(X7y7Z)’h(X7YaZ)})

Integralas
Primitiv fliggvény:
int f(x) dx
Integral:
int_ {x0}~{x1} f(x) dx
Tébbdimenzios integral:

int {x0}~{x1} int_ {g0(x)} " {gl(x)} f(x,y) dy dx

Maple

A VectorCalculus csomag

Memoria torlése, a VectorCalculus csomag betdltése és az alapértelmezett koordinatarendszer beallitasa:

restart
with (VectorCalculus)
SetCoordinates (’cartesian '[x,y,z])

Térgorbék
Térgorbe megadésa:
G := PositionVector ([x(t),y(t),z(t)])
Kisérs triéder vektorai:
TNB := eval (TNBFrame(G,t) ,t=t0)
Erints egyenlete:

TangentLine (G, t=t0)

Kitiintetett sikok (normalsik, rektifikalo sik, simulé sik) egyenlete:
simplify (eval (DotProduct (Vector (TNB[1]) , Vector ([x,y,z])—(eval (G,t=t0)))=0))
simplify (eval (DotProduct (Vector (TNB[2]) , Vector ([x,y,z]) —(eval (G,t=t0)))=0))
simplify (eval (DotProduct (Vector (TNB[3]) , Vector ([x,y,z]) —(eval (G, t=t0)))=0))

Gorbiilet, gorbiileti sugar:

eval (Curvature (G, t) ,t=t0)
eval (RadiusOfCurvature (G, t) ,t=t0)

Torzio:
eval (Torsion (G, t) ,t=t0)
Ivhossz-integral és ivhossz:

simplify (ArcLength (G, t=t0..t1, inert ’))
ArcLength (G,t=t0..t1)

50



Kettss integral
Tartoméany megadésa (z szerinti normaltartomény, y szerinti normaltartomany, haromszog, kor, korcikk):

T := Region(x0..x1,g0(x)..gl(x))

T := Rectangle(g0(y)..gl(y),y0..y1)

T := Triangle(<Ax, Ay>,<Bx,By>,<Cx,Cy>)

T := Circle(<Ox,Oy>,radius ,[r,phi])

T := Sector(Circle(<Ox,0y>,radius ,[r,phi]) ,phiO, phil)

Az f(x,y) algebrai kifejezés kettSs integralja a T tartomanyon, illetve az integral értéke:

simplify (int (f(x,y) ,[x,y]|=T, inert ’))
int(f(xv}I) 7[X7Y]:T)

Harmas integral
Tartoméany megadésa (4ltalanos tartomany, tetraéder, gomb):

T := Region(x0..x1,g0(x)..gl(x),h0(x,y)..hl(x,y))
T := Tetrahedron(<Ax,Ay,Az> <Bx,By,Bz>,<Cx,Cy, Cz>,<Dx,Dy,Dz>)
T := Sphere(<Ox,0y,0z>,radius ,[r,theta,phi])

Az f(x,y, z) algebrai kifejezés harmas integralja a T tartomanyon, illetve az integral értéke:

simplify (int (f(x,y,2z) ,[x,y,z]=T, inert ’))
int (f(x,y,z),[x,y,z]=T)

Feliiletek

Feliilet megadasa (paraméteres, téglatest-feliilet, gombfeliilet):

S := PositionVector ([x(u,v),y(u,v),z(u,v)])
F := Surface(S,u=u0..ul,v=v0..vl)

F := Box(S,x=x0..x1,y=y0..yl,z=20..21)

F := Sphere(<0x,0y,0z>,radius)

Felszin-integral és felszin:

simplify (Surfacelnt (1,[x,y,z]|=F, inert ’))
Surfacelnt (1,[x,y,z]=F)

Erint6sik paraméteres és implicit egyenlete:

TangentPlane (S,u=u0,v=v0)
simplify (DotProduct (eval (CrossProduct (diff(S,u),diff(S,v)) ,[u=u0,v=v0]),
PositionVector ([x,y,z])—(eval (S,[u=u0,v=v0])))=0)

Skalarmezd, vektormezoé
Vektormez§ megadésa:
v := VectorField(<vx(x,y,z),vy(x,y,2),vz(x,y,2)>)
Skalarmezd gradiense:
Gradient (phi(x,y,z))
Skalarmezd laplace-a:

Laplacian (phi(x,y,z))
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Vektormez§ divergenciaja:

Divergence (v)

Vektormez§ rotacidja:

Curl (v)

Potencialfiiggvény meghatarozasa:

ScalarPotential (v)

Vonalintegral

Gorbe megadésa (paraméteres gorbe, szakasz, tortvonal, kor, koriv):

Gamma, :
Gamma, :
Gamma, :
Gamma, :
Gamma, :
Gamma :

Path (G, t=t0..t1)

Line(<Ax,Ay, Az> <Bx,By,Bz>)
LineSegments(<Ax, Ay, Az>,<Bx,By,Bz>,<Cx,Cy, Cz>)
Circle(<Ox,Oy>,radius)

Circle3D (<0x,0y,0z>,radius ,<nx,ny ,nz>)
Arc(Circle(<Ox,0Oy>,radius) ,phiO, phil)

Vonalintegral és értéke:

simplify (LineInt (v,Gamma, "inert ’) )
LinelInt (v,Gamma)

Feliileti integral

Feliileti integral (fluxus) és értéke:

simplify (Flux(w,F, inert ’))
Flux(w,F, inert ’)
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