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Ismétlés

Integralas

Newton—Leibniz-formula. Integralas és alapmiveletek. www.wolframalpha.com
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Szétvalaszthatd valtozoju differencidlegyenletek

Elméleti bevezetés

Szétvalaszthatod valtozodju differencidlegyenletek altalanos alakja:
u'(t) = f(t)g(U)}
u(to) = uo
A megoldasi eljaras:
o Az /(t) = % formalis kifejezést beirva, majd az u-tol és t-t6l fliggs tagokat kiilonvalasztva:

L= Fngta)

1
o) du = f(t)dt

/ﬁdu:/f(t)dt

e Elvégezve az integralast, a két oldalon fellépd integralok primitiv fiiggvényeit G-vel és F-fel jeldlve:
Gu(t)) =F@{t)+C

A G(u(t)) fuggvénybdl kifejezziik u(t)-t, amennyiben az lehetséges, és megkapjuk az altalanos megol-
déast:
u(t) = GTYF(t) + O).


www.wolframalpha.com

o A kezdeti érték alapjan C' értéke meghatarozhato:

Tehét a megoldas:

u(t) = GTH(F(t) = F(to) + G(uo))
Feladatok
Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat u(t) megoldasat!
w(t)=u-t
u(l) =1
Az altalanos megoldés:
u(t)=u-t
d
o tat
u
d
/ = / tdt
u
t2
In|u| = bl +c
2 )
lu| =eZ -e°

A kezdeti értékre vonatkozo feltétel alapjan C értéke meghatarozhato:

A kezdeti feltételt kielégité megoldas:

l=u(l)=C-e?
C=e2.
u(t):e%

Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat x(t) megoldasat!

tx'(t) = (z + 1)
z(l) = -2

Az altalanos megoldas:

2
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A kezdeti értékre vonatkozo feltétel alapjan C értéke meghatérozhato:

C+1
9=l = 2"~
o) = -2
C=1
A kezdeti feltételt kielégité megoldas:
Int+2
t)=— .
0=~y

c.) | Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat u(t) megoldasat!

w-u'(t) = t(u?+1)
u(2) =0

Az altalanos megoldas:

u

/Ldu:/tdt

u?+1
In(u?+1)=t*+C
w24 1= tC

u(t) = £V et +C¢ — 1.

A kezdeti értékre vonatkozo feltétel alapjan C értéke meghatérozhato:

A kezdetiérték-feladatnak 2 megoldéasa is van:

u(t) = £vet*~4 — 1.

d.) |Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat y(x) megoldasat!

Yy (x) + 2%y — 2* = 0}
y(0) =0

Az altalanos megoldas:



L—yl=e 37
y=1+ e~Ce 37
yle) =14 Ce 57’
A kezdeti értékre vonatkozo feltétel alapjan C értéke meghatérozhato:

=1+C

0=y(x)
C=—1.

A kezdeti feltételt kielégité megoldés:

3

y(z) =1- e757

e.) | Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet altalanos u(t) megoldasat!

u/(t) = —u®cost
Az altalanos megoldés:
u/(t) = —u? cost
d
——g =costdt
u
d
— / —g = /costdt
u
1 .
— =sint 4+ C
u
1
t) = ——.
u(t) C +sint

f.) | Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat y(t) megoldasat!

tyy'(t) =1
y(1) =2

Az altalanos megoldés:

1

Ty
dt
ydy = —

t
de
dy= | —
Jvan=[5
L,
Qv = Injt|+C
y=+/2In|t| +2C.
A kezdeti értékre vonatkozo feltétel alapjan C értéke meghatarozhato:

2=y(1) =V2C
C =2

y'(t)

A kezdeti feltételt kielégité megoldas:

y(t) = V4 +2Int.



g.) | Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos x(t) megoldasat!

zz'(t) +t=1

Az altalanos megoldas:

1-t¢
/
t:
7(t) = —

zde=(1-1t)dt

/J;dx:/(l—t)dt

1 1
51‘2 = —5(1 — t)z +c

z(t) = /=12 + 2t + C.

h.) | Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet altalanos u(t) megoldasat!

uu'(t) =1
Az altalanos megoldés:
1
!
t) = —
W)=~
wdu = dt
/udu = / dt
1
iuQ =t+c

u(t) = V2t + C.

i.) | Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet altalanos y(t) megoldasat!

(1+1)e’y'(t) =1

Az altalanos megoldas:

1
1y
v = G e
, dt
dyd —
YT

dt
3yd _
/e Y 1+t

1
gegy:1n|1+t|+c
3y =1In|31In|1 + ¢/ + 3|

1
y(t) = §1n|3ln\t+1\+6’|.

j.) | Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet altalanos u(t) megoldasat!

u(t) = 2t%u®

Az altalanos megoldés:

u'(t) = 2t%u
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Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet altalanos x(t) megoldasat!

2z (t) + 32/ () = i
Zr

Az altalanos megoldés:
_t
(t2+3)z
t
der = ————dt
N T 3)

t

1
T iln(t2+3)+c

x(t) = £/C + In(t? + 3).

T'(t) =

Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet altalanos y(x) megoldasat!

2

Y (z) + yz* = yx

Az altalanos megoldas:

Y (z) = ya* — ya®

d
Y- 22(1—z)dz

Jir- [

In|y| = §x5—4m +c

1.3 1.4
5T IT +c

lyl =e
3_1,4

1..3_
y:iec.e?,w I

3_1.4

y(z) = C - e3% 737"

Els6rendii linearis differenciadlegyenletek

Elméleti bevezetés

Elsérendi differencidlegyenletek altalanos alakja:

u'(t) = a(t)u + b(t)
u(to) = Up

A megoldas az allandok varialasanak modszerével torténik.



e Elgszor felirjuk a differenciadlegyenlethez tartozo homogén feladatot, ami szétvalaszthaté valtozoju
egyenletet ad.

u'(t) =
du
/5 /
In|u| = )+c
u = CeAl

ahol A(t) = [a(t)dt.

e Ezutan keressiik az eredeti feladat megoldasat u(t) = C(t)e*® alakban, és helyettesitsiik ezt be az
egyenletbe:

O’ (t)er® + Ot)er® A (t) = a(t)C(t)e* ™ + b(t)
)

C(t) = [ e Op(t) dt + k.

u(t) = eA® ( / e=AWp(p) dt + k) .

o A fenti alakbol k értéke a kezdeti érték alapjan a t = ty helyettesitéssel adodik, a végeredmény:

u(t) = eAW=Alto) ( / Alto) =AM p(7 )dT—|—u0)
to

Azaz az altalanos megoldas

Példak

a.) | Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat u(t) megoldasat!

u'(t) = sint — 3u
u(0) =0

A homogén feladat éltalanos megoldasa:

u'(t) = —3u
d
—” = —3dt
du_ 3 / dat
In \u| =-3t+c
‘u| _ 673t+c
u=+e e
u(t) = Ce™™!

Az inhomogén feladat altaldanos megoldasa az allando varialasaval:
Keressiik a megoldast u(t) = C(t)e~3! alakban!

C'(t)e 3 —3C(t)e 3 =sint — 3C(t)e 3
C'(t)e 3t = sint
C'(t) = e sint



1 1
C(t) = /e?’t sintdt = geBt sint — g/e?’t costdt
1 1 1
= ge?’t sint — §e3t cost — 9 /e3t sintdt

3 1
C(t) = /e3t sintdt = —e3sint — —e3 cost + k

10 10

u(t) = C(t)e ™ = 3 sint — L cost + ke 3
10 10 ’

A kezdeti értékre vonatkozo feltétel alapjan k értéke meghatarozhato:
0=u(0) = L +k
— T 0
1
k=—.

10

A kezdeti feltételt kielégits megoldas:

u(t) = 1

10 (73" + 3sin(t) — cos(t)).

b.) | Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat y(x) megoldasat!

y+y'(@) ==
y(0) =2

A homogén feladat altalanos megoldasa:

y(z) =~y
d
Yo _dz
y

Inly|=—-z+c¢

[yl =€ e"
y==se-e "
y(x) = Ce™".

Az inhomogén feladat altaldnos megoldasa az allando varidlasaval:
Keressiik a megoldast y(x) = C(z)e* alakban!

Clx)e ™™ +C'(z)e ™ —C(z)e " =x
C'x)e  =x
C'(z) = xe®
C(x) :/xexdx:xex—/e”dm:aﬁe”—e”—i—k
ylx)=C(z)e = — 1+ ke .
A kezdeti értékre vonatkozo feltétel alapjan k értéke meghatarozhato:

2=u(0)=—1+k
k=3.

A kezdeti feltételt kielégité megoldas:

ylx)=x—1+3e"".



Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat y(t) megoldasat!

2t +5
Y(t)=t -yt
t2 4+ 5t + 6
y(0) =1
A homogén feladat altalanos megoldasa:
2t+5
!/
)= -y
v =va 5t
d
dy 245
y 2+5t+6

/dy / 2% +5
A T
y 21 5t+6

= [ 250 e [

2 r5t+6 (t+2)(t+3)

- [ (@t arm)

Injyl=—Inlt+2|—In|t+3|+c

dt

. 1
W= e
c 1
Y=E 1)
c
ARy

Az inhomogén feladat altaldanos megoldasa az allando varialasaval:

Keressiik a megoldast y(t) = % alakban!

C'(t) _C()(t+2)+(t+3): o 2t+5
(t+2)(t+3) (t+2)2(t + 3)2 (t2 4 5t + 6)2
¢
(t+2)(t+3)

C'(t) = t(t +2)(t +3)
C(t) = /t(t—i— 2)(t+3)dt = %t‘* + gt?’ +3t2 +k

Clt it 4+ 23+ 32 + k
y(t) — () 4 3

(t+2)(t +3) (t+2)(t +3)

A kezdeti értékre vonatkozo feltétel alapjan k értéke meghatarozhato:

k
1: Ozf
y(0) 5

k=6.

A kezdeti feltételt kielégité megoldas:

144 4 543 2
y(t) = T 50 +3 46
2+ 5t+6




d.) |Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat y(t) megoldasat!

) 2t +5
O =30 —vm
y(0) =1
A homogén feladat altalanos megoldasa:
y'(t) = —y%
dy 245
Y 2+ 5t+6

@:_/ﬂdt
y 2+ 5t+6
2% +5 (t+2)+ (t+3)
Iy =— [ oot 2 qt=— [ LTI TETY g
nlyl /t2+5t+6 / (t+2)(t+3)

- [ (@ tarm)

Injyl=—Inlt+2|—In|t+3|+c

bl = AT
Y (t+2)(t+3)]
1
-t =
L (R | ()
C
A —
v = T )

Az inhomogén feladat altaldanos megoldasa az allando varialasaval:
Keressiik a megoldast y(t) = % alakban!

C'(t) (t+2)+(t—3) 2t+5

roery CWiarerarae M COmaToe
cw
t+2)E+3)

C'(t) = (t+2)(t + 3)sint

C(t) = /(t+2)(t+3) sintdt = —(t+2)(t+3)cost+/(2t+5) costdt

=—(t+2)(t+3)cost+ (2t + 5)sint — /QSintdt

C(t) = —(t* + 5t + 4) cost + (2t + 5)sint + k
) C(t) —(t? + 5t +4)cost + (2t +5)sint + k
y = = .

(t+2)(t+3) (t+2)(t+3)

A kezdeti értékre vonatkozo feltétel alapjan k értéke meghatarozhato:

k—4
1=y(0)=——
y(0) = —
k = 10.
A kezdeti feltételt kielégité megoldas:
o(t) = —(t? + 5t +4) cost + (2t + 5)sint + 10

t2+5t4+6
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e.) | Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet altalanos u(t) megoldasat!

tu’(t) + u = tsint

A homogén feladat altaldnos megoldasa:

1
!
)= —=
u'(t) i
do
u t
do [t
u t
Inju|=—In|t|+ ¢
1
ul = oy
2]
o1
u = e —
t
C
t) = —.
u(t) =

Az inhomogén feladat altalanos megoldasa az 4llandé varialasaval:
Keressiik a megoldast u(t) = @ alakban!
c't) c@),  C@

t e t+ y =tsint

C'(t) = tsint
C(t) z/tsintdt: —tcost+/costdt

= —tcost+sint + k

ult) C’it)
u(t) = sint(t) —cos(t) + k

f.) | Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat y(¢t) megoldasat!

y(1) =2

ty'(t) + 5y = 3t}

A homogén feladat altalanos megoldasa:

5
y’(t):—;y
d
dy _ . dt
Y t
d
l:_5/ﬁ
Y t
Injy|=-5In|t|+¢
ly = e —
=e —
|t]
1
y::I:eC-t—5
C
t) = —.
y(t) = 35
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Az inhomogén feladat altaldnos megoldasa az allando varialasaval:

Keressiik a megoldast y(t) = Ct(;) alakban!
¢ . Ct) OO
b= =Bl + 550 =3
c'(t)
=3t
C'(t) = 3t°
1
C(t) = /3t5 dt = §t6 + k
_Ot)  t°+2k
y(t) - t5 - 2t5 :

A kezdeti értékre vonatkozo feltétel alapjan k értéke meghatarozhato:

142k
2=y(l) =
y(1) 5
k=2,
2
A kezdeti feltételt kielégité megoldés:
t5+3
t) = .

Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat x(t) megoldasat!

tx'(t) = 2z + t2
z(l) =1

A homogén feladat altalanos megoldasa:

2
!
t)=2
x'(t) ST
d
do_,dt
T t
d
dz_, [4dt
T t
In|z| =2In|t|+¢
|z| = e 12
x = +e - 2
z(t) =C 12

Az inhomogén feladat altalanos megoldasa az allando varialasaval:
Keressiik a megoldast z(t) = C(t) - t* alakban!

tC ()t + tC(t)2t = 2C(1)1* + 12

1
/ —
c'(t) = .
Ct)y=Inlt|+k

z(t) = O(t) - t2 = 2 In|t| + kt?.

A kezdeti értékre vonatkozo feltétel alapjan k értéke meghatarozhato:

1=2z(1)=k

12



A kezdeti feltételt kielégité megoldas:

h.) | Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat u(t) megoldasat!

u(2) =4

(2 — 1)/ (t) + 2tu = 1}

A homogén feladat 4ltalanos megoldasa:

2t
Ty
U(t)——mu
du 2t
o2y
U 2 -1
du 2t
— = =——dt
u /t2—1
Injul = —In|t* = 1| +¢
fuf = e
ul =e
[t — 1
= 4¢°
T
C
ti
ult) = 5

Az inhomogén feladat altaldanos megoldasa az allando varialasaval:

Keressiik a megoldast u(t) = g(_t)l alakban!

(2 —1) <C/(t) C(t) - Qt) o C(¥)

2—1 (2—1)2 2 -1
c't)y=1
C(t) :/dt:t—i-k
C(t) t+k
=57 p-1
A kezdeti értékre vonatkozo feltétel alapjan k értéke meghatarozhato:
E+2
4=u(2)=——
w@)="1
k = 10.
A kezdeti feltételt kielégits megoldas:
t+10
t) = .
ult) =7

i.) | Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat y(t) megoldasat!

v O - Zy= 41
y(1) =1

13



A homogén feladat altaldanos megoldasa:

v =2y
Ay
Y t
In|y| =2Inlt|+ ¢
ly| = e 2
y=4e 2
y(t) = C -2

Az inhomogén feladat altalanos megoldasa az 4llandé varialasaval:
Keressiik a megoldast y(t) = C(¢) - t* alakban!

C't) -2+ C(t) -2t = %C(t) =141

2 +1
C'(t) = 3
t2+1 2 +1 .
C(t) = g dt = g dt=—t" itk

y(t) = Ot) - 12 = —t + 13 + kt?.
A kezdeti értékre vonatkozo feltétel alapjan k értéke meghatarozhato:

1=y(l)=k
k=1.

A kezdeti feltételt kielégits megoldas:

y(t) =3 +1* —t.

j.) | Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat y(t) megoldasat!

y'(t) + ysint = sint

/(5)-

A homogén feladat altaldanos megoldasa:

y'(t) = —ysint

d
Y _sintdt
y

d
& —/sintdt
y

In|y| = cost+c
|y| — eC. ecost
Y= +eC . ecost
y(t) — OECOSt.
Az inhomogén feladat altalanos megoldasa az allando varialasaval:
Keressiik a megoldast y(t) = C(t)e®*! alakban!

C' ()™t —sint - O(t)e™ " = —sint - O(t)e™" +sint

14



C'(t)e®"" = sint
C'(t) = e “Stsint

C(t) = /e_COStsintdt =e stk
y(t) — C(t)eCOSt =14+ keCOSt.
A kezdeti értékre vonatkozo feltétel alapjan k értéke meghatarozhato:
7r
3= (f) —1+k
y\3 +
k=2.

A kezdeti feltételt kielégité megoldas:

k.) | Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat y(«) megoldasat!

Y
" — ¥
y()+1+m
y(1) =e
A homogén feladat altalanos megoldasa:
1
/ —
v =—1 v
dy dx
y 14z
dy / dx
y 1+
Injyj=—-In|l+2x|+c¢
= ec
vl 1+ x|
= :I: ¢
Y ¢ 1+
C
y@) =1
Az inhomogén feladat altaldanos megoldasa az allando varidlasaval:
Keressiik a megoldast y(x) = ?fx) alakban!
C'(z)  Clx) C(x) .

l+z (1422 (1+2)2
(@) = (2 +1)e”
C’(x):/(x+1)e“"dx:(achl)e‘”—/e“:dx:(x+1)ew—em+k:xem+k
C(z) ze®+k

“1+z  z+1

y(z)
A kezdeti értékre vonatkozo feltétel alapjan k értéke meghatarozhato:

e+ k

15



A kezdeti feltételt kielégité megoldas:

ze® +e

y(r) = PR

l.) | Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet altalanos u(t) megoldasat!

u'(t) + 6u = e

A homogén feladat altaldnos megoldasa:

u'(t) = —6u
d
o 6t
u

d
—”=—6/dt
u

In|u| = —6t+¢

|u| = eC. e—6t
u=+e e 0
u(t) = Ce %

Az inhomogén feladat altaldnos megoldasa az allandé varidlasaval:
Keressiik a megoldast u(t) = C(t)e~5 alakban!

C'(t)e % —6C(t)e % = —6C(t)e 5 + =2
C(t) = et + &

Masodrendii allandé egyiitthatés homogén linearis differencialegyen-
letek

Elméleti bevezetés
A masodrendi allando egyiitthatos homogén linearis differencidlegyenletek altalanos alakja:
u’(t) +pu'(t) + qu =0

u(to) = Up
Ul(to) = Wo

e Keressiik a megoldast u(t) = e* alakban.

MM 4 pAeM 4 geM =0
M 4+pr+q=0,

azaz elegends megoldani a fenti méasodfoku egyenletet (az a masodfokt polinom differencislegyenlet
karakterisztikus polinomja). Az egyenlet megoldéasa soran 3 eset lehetséges:

— Két kiilonboz6 valos gyokot talalunk: A # Ay € R. Ekkor az altaldnos megoldas:

u(t) = CreMt + Coet2t,

16



— Egyetlen (kétszeres) valos gyok van: A\; = A2 = A € R. Ekkor az altalanos megoldas:
u(t) = Cre + Cote.

— Két kiilonbozd komplex gyok van, melyek egymaés konjugaltjai: A\y = a+ bi, Ao = a — bi. Ekkor az
altalanos megoldas:
u(t) = e™ (Cy cos(bt) + Cy sin(bt)) .

o A kezdeti értékeket behelyettesitjiik, a kapott 2 egyenletbsl Cy és Cy értékét kiszamoljuk.

Példak

a.) | Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat u(t) megoldasat!
u’(t) + u'(t) —6u =0

u(0) =3

u’(0) = —4

A karakterisztikus polinom gyotkei:
N4A=6=0
Ao = —3,2.
Kiilonbozo valés gyokoket kaptunk, az altalanos megoldas:
u(t) = CreMt 4+ Che??t = Cre 3t + Cye?t.
A kezdeti feltételek alapjan Cy és Cy értéke meghatarozhato:

3=u(0)=C1+C,
—4 = ’U,I(O) = -3C1 + 20,
Ci=2
Cy = 1.
A kezdeti feltételeket kielégité megoldéas:

u(t) = e*' 4+ 2e73,

b.) | Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat y(t) megoldasat!

y"'(t) — 6y’'(t) + 9y =0

y(0) =1
y'(0) =2
A karakterisztikus polinom gyokei:
A —6A+9=0
A=3+£v9-9
A2 =3,3.

Kétszeres valos gyokot kaptunk, az altaldnos megoldas:

y(t) = Cr1eM 4 Cotet = C1e® + Cyte™.
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A kezdeti feltételek alapjan Cy és Co értéke meghatarozhato:

1=y(0)=C

2=14y'(0)=3C; +Cs
Cr=1
Cy=-1

A kezdeti feltételeket kielégité megoldés:

y(t) = 3t — te.

Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat u(t) megoldasat!

u”’(t) —2u/(t) + 5u =0

u(0) = 2
u'(0) = —4
A karakterisztikus polinom gyotkei:
M —2X+5=0
A=1£+V1-5

Ao =1—2i1+2i.
Komplex konjugalt gyokoket kaptunk, az altalanos megoldés:
u(t) = e (O} cos bt + Cysinbt) = e'(Cy cos 2t + Co sin 2t).

A kezdeti feltételek alapjan Cy és Co értéke meghatarozhato:

2=u(0)=C
—4 =4'(0) = C; +2C,
Cy =2
Co = -3

A kezdeti feltételeket kielégitd megoldés:

u(t) = e'(2cos(2t) — 3sin(2t))

Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet altalanos y(x) megoldasat!

y'(z) —4y'(x) +13y =0

A karakterisztikus polinom gyokei:

A —4N+13=0

A=2+4—13
Ao =2— 30,2+ 3i.

Komplex konjugélt gyokoket kaptunk, az altalanos megoldés:

y(z) = e*(C cos bx 4+ Co sin bx)
y(x) = **(Cy cos(3z) + Cysin(3z)).
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e.) | Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos x(t) megoldasat!

z’(t) =0
A karakterisztikus polinom gyotkei:
A=0
A2 =0,0.

Kétszeres valos gyokot kaptunk, az altaldnos megoldas:

z(t) = Cre + Cote™
x(t) = (Cq + Csqt.

f.) | Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos u(t) megoldasat!

9u''(t) = —u
A karakterisztikus polinom gyokei:
1
N+-=0
+ 9
)
A=+-
3
i1
AMo=—2,-.
1,2 3’ 3

Komplex konjugalt gyokoket kaptunk, az altalanos megoldas:

u(t) = e (Cy cos bt + Cq sin bt)

u(t) = C cos (;) + Cysin (;) .

g.) | Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat u(t) megoldasat!

2u” (t) +2u'(t) +13u =0

u(0) =1
1
u' (0) = —=
©) =,
A karakterisztikus polinom gyokei:
1
A A+ 33 =0
1 1 13
A=—< - - —
2 + 4 2
Ma=—s— it
2T 2 22

Komplex konjugalt gyokoket kaptunk, az altalanos megoldés:

¢ ) 5
u(t) = e (Cy cosbt + Cysinbt) = e~ 2 <01 cos §t + Cssin 275) .

A kezdeti feltételek alapjan Cy és Cy értéke meghatarozhato:
1= U(O) = Cl
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1 1 5
—5 = ’LL/(O) = —501 + 502

A kezdeti feltételeket kielégité megoldés:

Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet altalanos y(t) megoldasat!

y'(t) = —5y'(¢)

A karakterisztikus polinom gyokei:

A2 4+50=0
A2 = —5,0.

Kiilonb6z6 valos gyokoket kaptunk, az altalanos megoldas:

y(t) = CreMt + Cye?!
y(t) = Cle_St + Cs.

Masodrendii dllandé egyiitthat6s inhomogén linearis differencialegyen-
letek

Elméleti bevezetés

A masodrendid allandé egyiitthatos homogén linearis differencidlegyenletek altalanos alakja:

W (8) + pu () + qu = r(2)
u(to) = Ug

u’ (to) = Wo

e Az altalanos megoldas u(t) = up(t) + u,(t) alakban &ll eld, ahol uy(t) a homogén feladat megoldasa
(1d. el6z6 fejezet), u,(t) pedig egy partikularis megoldas, ami kielégiti az inhomogén egyenletet. Ennek
meghatarozasara most altaldnos képletet nem adunk, csak bizonyos specialis esetre mutatjuk meg,
milyen alakban érdemes u,(t)-t keresni.

— A jobb oldalon exponencialis fiiggvény szerepel: r(t) = Ce®. Ekkor keressiik a partikularis
megoldast u,(t) = Ae™ exponencilis alakban alkalmas A konstanssal.

— A jobb oldalon trigonometrikus fiiggvény szerepel: r(t) = C cos(at) + Dsin(at). Ekkor keressiik
a partikularis megoldast u,(t) = Acos(at) + Bsin(at) trigonometrikus alakban alkalmas A, B
konstansokkal.

— A jobb oldalon polinom szerepel: 7(t) = Cnt™ + C,_1t" "t + --- + Cit + Cy. Ekkor keressiik
a partikularis megoldast u,(t) = Apt™ + A,_1t" "' 4+ -+ + Ayt + A polinom alakban alkalmas
Ap,Ap_q ..., Ay, Ag konstansokkal.

— Amennyiben a fenti alakban nem talalunk partikularis megoldast, annak az lehet az oka, hogy
az r(t) megoldasa a homogén egyenletnek, ez a rezonancia jelensége, ekkor a megoldast a fenti
alakok t-szereseként kell keresni, pl. w,(t) = Ate® alakban az exponencialis alakban. Ha ez sem
segitene, mert még ez is megoldasa a homogén egyenletnek, akkor t?-tel érdemes beszorozni és pl.
u,(t) = At?e alakban keresni.
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e Az altalanos megoldast az u(t) = up(t) + up(t) képlet adja meg, amiben uy(t) tartalmaz két szabad
paramétert: C; és Cy tetszileges lehet.

o A kezdeti értékeket behelyettesitve megkapjuk az uy (t)-ben szerepls Cy, Cy konstansok értékeét.

Példak

a.) | Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat y(t) megoldasat!

y"(t) + y'(t) — 2y = 5e**

y(0) =3
y'(0) = -1
A homogén egyenlet karakterisztikus polinomjanak gyokei:
M+A-2=0
1 1
A=——£4/-+2
2 4 +
Ao =—21.

Kiilonbozo6 valés gyokoket kaptunk, a homogén egyenlet altaldnos megoldasa:
yn(t) = CreMt + Che™?t = Cle 2t + Oyel.

Keressiik az inhomogén egyenlet partikularis megoldésat y,(t) = Ae3! alakban:

3t

9Ae® + 34 — 2463 = 5e
1
A=—
2
1
yp(t) = 56315.

Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

1
y(t) = Cre " + Che’ + =€t

2
A kezdeti feltételek alapjan Cp és Co értéke meghatarozhato:
1
3:y(0):C’1+C’2+§
—1= y'(O) =-2C1+Cy+ =
5
Cl - g
5
CQ - 6
A kezdeti feltételeket kielégité megoldas:
) 5 1
y(t) = get + ge_zt + ies’f.

b.) | Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat y(x) megoldasat!

y"(z) + y = 3sin(2x)
y(0) = 2
y'(0) = -1
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A homogén egyenlet karakterisztikus polinomjanak gyokei:

N4+1=0

Al = —i,1.
Komplex konjugalt gyokoket kaptunk, a homogén egyenlet altalanos megoldasa:

yn(x) = e (Cq cosbx + Cysinbxr) = Cy cosz + Coysin .

Keressiik az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat y,(x) = A cos 2z + Bsin 2z alakban:

—3Acos2z — 3Bsin2x = 3sin2x

A=0
B=-1
yp(x) = —sin2z.

Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:
y(t) = Cy cosx + Cysinx — sin 2.

A kezdeti feltételek alapjan Cy és Cy értéke meghatarozhato:

2=y(0)=C1

=)= Cy—2
Ci =2
Cy=1

A kezdeti feltételeket kielégité megoldés:

y(x) = sinx + 2 cosz — sin(2z).

Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet altalanos u(t) megoldasat!

u’(t) +u/(t) —2u=e?

A homogén egyenlet karakterisztikus polinomjanak gyokei:

AN 4+A—2=0
1 1
A=—=4+4/>+2
2 i
Ao =21

Kiilonb6z6 valos gyokoket kaptunk, a homogén egyenlet altalanos megoldésa:
up(t) = CreMt + Che™?t = Cre 2t + Oyet.
Keressiik az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat u,(t) = Ae™" alakban:

Ae P — Ae7t —24e P =¢t

Az inhomogén egyenlet altalanos megoldéasa:



Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat y(t) megoldasat!

y'(t) +2¢'(t) +y = t*
y(0) =7

y'(0) = -3

A homogén egyenlet karakterisztikus polinomjanak gyokei:

N422+1=0
A=—-14++V1-1
Ao =—1,-1.

Kétszeres valos gyokot kaptunk, a homogén egyenlet altaldnos megoldasa:
yn(t) = CreM + OqteM = Cre™t + Cote™.
Keressiik az inhomogén egyenlet partikularis megoldésat y,(t) = At? + Bt + C alakban:

2A +4At + 2B+ At> + Bt + C = 2

A=1
B=-4
C=6

yp(t) = t* — 4t + 6.
Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

y(t) = Cre ™t 4 Cote ™ 4 t* — 4t + 6.
A kezdeti feltételek alapjan Cy és Co értéke meghatarozhato:

T=y0)=C;+6
-3=9(0)=—-C; +Cy — 4
Cr=1
Cy = 2.
A kezdeti feltételeket kielégité megoldés:

y(t) =2te " + et 12 — 4t +6.

Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat y(x) megoldasat!
2y (z) — 2y’ (z) 4 5y = 9e*

y(O) =1
y'(0) = 2

A homogén egyenlet karakterisztikus polinomjanak gyokei:

5
M —A+cs =
+5=0
1 1 5
AN=-+44/--2
2 4 2
Ma=so 3103,
L2799y T o
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Komplex konjugélt gyokoket kaptunk, a homogén egyenlet altalanos megoldésa:

yn(x) = e (Cq cosbx + Cysinbx) = ez (C’l cos <;x> + Cysin (2.%‘)) .

Keressiik az inhomogén egyenlet partikularis megolddsat y,(z) = Ae? alakban:
§A65 — Ae2 +5Ae2 = 9e2
A=2
Yp(z) = 2e3.

Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

y(x) = e? (Cl cos <;x> + Cysin (;x)> +2e%.

A kezdeti feltételek alapjan Cy és Cy értéke meghatarozhato:
1= y(O) =C1+2
, 1 3

C;=-1
Cy =1

z ., 33: xz 31} T
y(x) = e2 sin - ) —efeos| + 2e>

A kezdeti feltételeket kielégité megoldéas:

Hatarozzuk meg az alabbi kezdetiérték-feladat x(t) megoldasat!

x”(t) — 22’ (t) — 3z = 123"

z(0) =0
z'(0) = —2
A homogén egyenlet karakterisztikus polinomjanak gyokei:
A —2X-3=0
A=1+V1+3
A2 =—1,3.

Kiilonb6z6 valos gyokoket kaptunk, a homogén egyenlet altalanos megoldésa:
xp(t) = CreMt 4+ Che?t = Cre™ + Coet.
Keressiik az inhomogén egyenlet partikularis megoldésat x,(t) = Ae3! alakban:

9Ae 3 + 6Ae 3 — 343 = 1273
A=1

x,(t) = e 3t
Az inhomogén egyenlet altalanos megoldéasa:

z(t) = Cre™t + Coet + e,
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A kezdeti feltételek alapjan Cy és Co értéke meghatarozhato:

0=y0)=C1+Cy+1
—2=9'(0)=-C1+3Cy,—3
Cy=-1
Cy = 0.

A kezdeti feltételeket kielégité megoldés:

x(t) = e 3 — el

Homogén linearis differencidlegyenlet-rendszerek

Elméleti bevezetés

A homogén linearis differencialegyenlet-rendszerek altalanos alakja:

w(0) = uy

ahol A € R™*™ az egyenletrendszer matrixa, u, € R™ adott vektor, u(t) : R — R™ az ismeretlen (vektor
értekd) fiiggvény. A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért nem jeloljiik kiilon aldhuzassal/kiemeléssel a
vektorokat és matrixokat.

Az egyenletrendszer megoldésa:

u(t) = eMuyg,

A

ahol az e“? exponencialis matrixot tobbféleképpen is ki lehet szAmolni.

e Hatvanysor alapjan a definicioja:

ar_ N (A" (At)? (A"
e 77;0 =l A I e S

e Az A métrix sajatérték-sajatvektor rendszere alapjan:

Ha az A sajatértékei \;, a hozzajuk tartozo sajatvektor s;, azaz As; = \;s; akkor

A= RDR™!,
ahol
MO 0
0 X 0

azaz az R oszlopaiba egymés utén beirtuk az s; (oszlop)vektorokat.

Ekkor
et 0
0 et 0
e =ReP'R'=R| | o .| R
0 0 ernt
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Megjegyzés: a sajatértékeket a det(A — M) = 0 egyenlet megoldasai szolgaltatjak, mi itt most csak
azzal az esettel foglalkozunk, amikor csupa kiilénb6z6 valos sajatértékei vannak a matrixnak. Tovabbi
hasznos képlet a 2 x 2-es méatrix inverze:

a B\ 1 d —b
c d T ad—be\—c a )’
Feladatok

a.) | Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenlet-rendszer uq (t), uz(t) megoldasat!

ui(t) = 2u1 + us
us(t) = 6ug + 3us
u1(0) =1

u2(0) = —1

A differencialegyenlet-rendszert matrixos alakba irva:
u) _ 2 1\ (u
u’2 6 3 U9

Az A matrix sajatértékei:
2-XM)B=-X)—-1-6=0
A —5A=0

Az e/t exponencialis matrix:

At _

A megoldas:

1
Ul (t) = 5€5t +

Ol GO Ut v~

us(t) = gem -

b.) | Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet-rendszer u;(t), uz(t) megoldasat!

u(t) = 2u.
uy(t) =0
U2(0) =2

A differencialegyenlet-rendszert matrixos alakba irva:
()= (0 5) ()
uh 0 0/ \us
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Az e”t exponencialis matrix:
At _ 1 2t
“=( 7)

A megoldas:

’LLQ(t) =2

Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenlet-rendszer altalanos y(t), y2(t) megoldasat!

yi(t) = —y1 +y2
Y5 (t) = 4yy + 2y2

A differencialegyenlet-rendszert matrixos alakba irva:
vi\ _ (-1 1\ (»n
Y5 4 2) \y2

Az eAt exponencialis matrix:

%631: 4+ 42t 13t %e—%
At o) )
e =
%e3t %6—21‘ %831‘ + ée—Qt
A megoldas:
1 4 1
w(t) = <5e3t n 56—226) 10, (56315 _ e—2t>

1
5
4 4 4 1
y2(t) = Cy <5e3t - 56_2t> +Cs <5€3t + 56_2t)

Inhomogén linearis differenciadlegyenlet-rendszerek

Elméleti bevezetés

A megoldas minden 1épése lényegében ugyanaz, mint a skaldr inhomogén linearis differencidlegyenletek ese-
tében, azaz az allandok varidlasanak modszerével torténik. Az ott kapott formula szerint az



alakban megadott differencialegyenlet-rendszer megoldéasa:

u(t) = At (/ e Ath(t) dt+l<:) .

A fenti alakbol k értéke a kezdeti érték alapjan a t = t(y helyettesitéssel adodik, a végeredmény:

t
u(t) = eAlt=to) (/ eA(t"_T)Q(T) dr +u0) .

to

Megjegyzés: A skalar (egydimenzios) esettdl ez annyiban kiilonbozik, hogy itt a £ At matrix exponencialis
fiiggvenyét kell kiszamolni (1d. homogén linearis differencislegyenlet-rendszerek), illetve a vektor értékd
fliggvény integraljat komponensenként kell meghatarozni.

Feladatok

Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet-rendszer uq(t), uz(t) megoldasat!

uy(t) = 2up — 2

us(t) = 4dug + 2up + 2
u1(0) =1

uz(0) = —1

A differencialegyenlet-rendszert matrixos alakba irva:
ul) (0 2\ (w -2
()= (2 2) () (5)

Az e”! exponencialis matrix:

2p-2t 4 14t Lo—2t 4 14t
At 3 3 3
e =
2 -2t | 2 4t 1,2t | 2 4t
5€ + 3€ 3€ + 3€

A megoldas:

up(t) =2e 2 -1
us(t) =1 — 22

Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet-rendszer y;(t), y2(t) megoldasat!

Yy (t) = y1 + 2y2 + e*
yp(t) = 3y2 + 1

’yl(O) =1

y2(0) = 2

A differencialegyenlet-rendszert matrixos alakba irva:
Y1 L 2Y (n et
;] = +
Ya 0 3/ \v2 1
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Az e”! exponencialis matrix:
ae (e —et+ e
€ - 0 6315

A megoldas:

Lo | T 74
== - _ - =
y1 (t) 36 +3e 3e+3
7 1
Z/2(t):§€3t—§

c.) | Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet-rendszer y1(t), y2(t) megoldasat!

y () =y1+y2+t
y5(t) = 2y1 + 2y2 + €*
y1(0) = -1

y2(0) = -3

A differencialegyenlet-rendszert matrixos alakba irva:
yiy _ (1 1\ (» t
<yé> o (2 2/ \yo + et

Az et exponencialis matrix:

1e3t 42 13t 1

" 3 3 3 3
e =

2.3t _ 2 2.3t 1

3¢ 3 3¢ t3

A megoldas:
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Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet-rendszer uq(t), uz(t) megoldasat!

u(t) = 2uq
us(t) =t
U2(0) =2

A differencialegyenlet-rendszert matrixos alakba irva:

ui) (0 2\ [w 0
()= (6 9 ()= ()
Az e”' exponencialis matrix:

At_ 1 2t
¢ _(0 1

A megoldas:
L3
ui(t) = §t +4t+1

1
Uz(t) = §t2 =+ 2

Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet-rendszer uq(t), uz(t) megoldasat!

ui(t) = 2u; —uz + et
us(t) = 6ug — 3us
u1(0) =3

u2(0) = 3

A differencidlegyenlet-rendszert matrixos alakba irva:

()= (¢ =) (2)+(5)

Az e”? exponencialis matrix:

A megoldas:

uy(t) =2e" — 27" +3
us(t) = 3e' —6e” " +6
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Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet-rendszer y; (t), y2(t) megoldasat!

Yy (t) = 2y1 + y2
yo(t) = 3y1 +4y2 + 1
Y1 (0) =1

y2(0) = 2

A differencialegyenlet-rendszert matrixos alakba irva:

()=G )0

Az e”! exponencialis matrix:

A megoldas:

4 1
y1(t) = 565t TE

12 . 2
y2(t) = ge‘)t 3

Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet-rendszer y(t), y2(t) megoldasat!

Y (t) = 2y1 + 2

Yo (t) = 3y1 +4yz + ¢
yl(O) =1

112(0) =2

A differencialegyenlet-rendszert méatrixos alakba irva:

()=G 96 ()

Az eAt exponencidlis matrix:

Bt p 1%t Loty 1oh
oAt _
—1€t+%e5t ier_,_ %e“
A megoldas:
19 1 6
)= 2Pt 4 T —
nl) =55 5t 5



Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet-rendszer uq(t), uz(t) megoldasat!

ul(t) = —ug + 2

uy(t) = 2uy + 3uz + et
u1(0) =1

uz(0) = —1

A differencialegyenlet-rendszert matrixos alakba irva:
) _ (0 —1\ (w 2
()= (6 ) () ()
Az e”? exponencialis matrix:

A 90t _ o2t of o2t
T\ —2et 4 2e2t  —et 4 262

A megoldas:

uy (t) = te' + 6e’ — 262" — 3
us(t) = —te' — 7l + 4e* + 2

Laplace-transzformaci6 és alkalmazasai differenciadlegyenletek megol-

dasara

Elméleti bevezetés

Definicié: egy f(t) fliggvény Laplace-transzformaltja az alabbi improprius integrallal szamolt F'(s) fiiggvény:

() = F(s) = / " fetdt.

Legfontosabb tulajdonsagai a Laplace-transzformaltnak:

)
)
LU"(0) = $F(5) — 57(07) — 7
L(Lf(1) = ~F'(5)
£(fa-t)=-F (2)
Ll (1) = F(s +a)
LUt~ ) H(E ~ 1)) = " F (s)

Nevezetes fiiggvények Laplace-transzformaltjai:

LGt —0%) =1
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L(H®) =~
L) = S%
L(sin(bt)) = ﬁ
L(cos(bt)) = ﬁ
L(tsin(bt)) = %
L(tcos(bt)) = (5;;’;)2

ahol ¢ty > 0, 0(t) jeloli a Dirac-delta fiiggvényt, mig H(t) a Heaviside-fiiggvényt.
Egy allando egyiitthatos linearis differencialegyenlet megoldasi modszere Laplace-transzformalt segitsé-
gével:

u’ +pu’ + qu =r(t)
u(0) = ug
U (0) = wp

A differencialegyenlet mindkét oldalanak vessziik a Laplace-transzformaltjat:
s2U(s) — sug — wo + p(sU(s) — ug) + qU(s) = R(s)
Az egyenletbdl kifejezziik U(s)-t:

R(s) + sup + wg + pug
s2+ps+gq

U(s) =

A Laplace-transzformacio szabalyainak segitségével meghatarozzuk azt az egyértelmi u(t) fiiggvényt, aminek
éppen U(s) a transzformaltja.

Megjegyzés: Amennyiben R(s) egy racionalis tortfliggvény (két polinom hanyadosa), akkor U(s) is racio-
nalis tortfliggvény lesz, ebben az esetben a parcialis tortekre bontas segitségével hatarozhatjuk meg wu(¢)-t.

Parciélis tortekre bontas: adott egy gézg fliggvény, melyet parcialis tortekre szeretnénk bontani, feltéte-

lezziik, hogy @ fokszdma nagyobb, mint P-é (ellenkezd esetben elvégziink egy maradékos osztast a polino-
mokkal).

e Megkeressiik Q(s) valos gyokeit, majd els6- és (komplex gyokokkel rendelkezd) masodfoka polinomok
szorzatava alakitjuk.

e Csoportositjuk az azonos tényezSket a nevezében, és felirjuk a tortet

P(s) P(s)
Q<s> C . (8—81)~-~(8—t1)"1 --~(82+a18—|—b1)---(52+018+d1)7”1

alakban.
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e Ezutan megkeressiiket azokat az A;, B;j, Cs, D;, E;;, Fy; egytitthatokat, melyekkel:

P(s A B B Bi, Cis+D
(): 1 4+ 11 122..._|_ 1ny 21 1 4+ 4
Q(s) s—s1 s—t;1  (s—t1) (s —t1)" 24+ a1s+ by
Erv15+ Fia E125 + Fia . Eim, 5+ Fim,
s2+cas+dr (24 cas+dr)? (s2+c1s+dy)m™
Feladatok

a.) | Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenlet-rendszer wu(t) megoldasat Laplace-
transzformaéacioval!

u(0) = 2

u'(t) = 2u + e_t}

Parcialis tortekre bontas utan

A megoldas tehat:

7 1
u(t) = gth - ge_t

b.) |Hatarozzuk meg az alabbi differenciadlegyenlet-rendszer wu(tf) megoldasat Laplace-
transzformacioval!

u” (t) + 3u'(t) + 2u(t) = et

u(0) =0
u’(0) =0
1
U =
S P Y R s
Parcialis tortekre bontas utan

1 1 1

U(s) =

s+2 s+1 + (s+1)2
A megoldas tehat:

u(t) =e 2 —e £ te?

c.) |Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenlet-rendszer wu(t) megoldasat Laplace-
transzformacioval!

u” (t) + 4u’(t) + 5u(t) = e**
u(0) =1
u’'(0) = 2
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s+ 6 1

U pu—
S B Py Sl P B Py
Parcialis tortekre bontas utan
165 + 96 1
U(s) =
)= g 45 T T2

A megoldas tehat:

1 64 16
u(t) = ﬁezt + 1—76_2t sin(t) + 1—76_2t cos(t)

d.) |Hatarozzuk meg az alabbi differenciadlegyenlet-rendszer wu(t) megoldasat Laplace-
transzformaciéval!

u(0) = 3

u(t) = 4u(t) + cos(t — 5)H (t — 5)}

3 _5s s
V) =3t @0

Parcialis tortekre bontas utan

3 s+ 4
Uls) =S5 +e (17(52+1)+17(54))

A megoldas tehat:

4 1 4
_oat [ % _ TRV A at—20 _
u(t) = 3e* + ( T cos(t — 5) + T sin(t — 5) + 7€ ) H(t—5)

e.) |Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenlet-rendszer wu(t) megoldasat Laplace-
transzformacioval!

u’(t) = 3u(t) + 2 cos (t_410) H(t — 10)

u(0) =1

32s
_ —10s
Ue) =57 Moz (s —3)

1 96 32 4851
U — —10s .
(s) e (145(5 —3) 145 162+ 1)

A megoldas tehat:
96 96 t—10 8 t—10
1) =3t 4 [ Bt 30 T —— )+ —sin|—— | | H{t—10
u(t) =e (145e 145 % 4 145" 4 ( )

Differencialegyenletek kvalitativ tulajdonsagai és kozelité megoldasi
modszerek

Elméleti bevezetés

Adott az

u'(t) = f(t,u)
u(to) = Up



kezdetiérték-probléma.
Mégha az egyenlet megoldasat esetleg nem tudjuk meghatéarozni, az ismeretlen u(t) fiiggvény lokalis
viselkedését meghatarozhatjuk a differencialegyenlet alapjan.

e Monotonitas: Az u'(ty) el6jelét kell csak meghatéarozni, ha pozitiv, akkor a fiiggvény lokalisan szigortian
monoton ng, ha negativ, akkor lokalisan szigortian monoton csokken. Egyszert behelyettesitéssel adodik
az értéke:

u’(to) = f(t(), Uo).

e Konvexitas: Az u”(tp) el§jele donti el, ha pozitiv, akkor lokalisan konvex; ha negativ, akkor lokalisan
konkav. Ertékét a lancszabaly segitségével kapjuk meg (parcialis derivaltakkal dolgozva):

_ Of(t,u) of(t,u)
= ot + u' (t

(o) = < (6 u(t) = Julto,u0) + Fulto, uo) (to,uo).

t=to

5y ¢ ()

t=to t=to

e Simulokor sugara: A kezdeti érték koriil az u(t) fiiggvényt legjobban kozelits kor (simulokor) R sugara
az alabbi képletbdl kaphato:
1 |u”(to)]

orbiilet = - = — v V0L
g R~ (1+u(to)?)?

o Numerikus kozelitések:

Ha a differencialegyenlet megoldasat analitikusan nem tudjuk felirni, kozelitéseket akkor is kaphatunk.
Ha a fenti modszerrel kiszamoltuk az u'(tg) és u”/(ty) értékét, akkor a masodrendd Taylor-sorfejtés
alapjan egy kozeli t; pontban a kozelités:

2
- Q!tO)’u"(to)

Altalaban, ha adottak a tg < t; < --- < t id6pontok, akkor az u(t,)-t kozelits u,, értékeket tobbféle
modszerrel is kozelithetjiik:

u(tl) XUy = Ug + (tl — to)u/(to) +

Explicit Euler-moédszer:
Uptl = Up + (tn+1 - tn)f(tna un)
— Implicit Euler-moédszer:
Un41 = Up + (tn+1 - tn)f(tn+1v un—H)

Implicit trapézszabély:

f(tnv un) + f(tn+1a un+1)
2

Upt1 = Up + (tn+1 - tn)

— Explicit trapézszabaly:

f(tn; Un) + f(tn+17uEE)
2

Up4+1 = Un + (tn,+1 - tn)

URE = Uy + (tn+1 - tn)f(tnyun)

Feladatok

a.) | Allapitsuk meg az alabbi differencislegyenlet u(t) megoldasanak lokalis viselkedését (monoto-
nitas, konvexitas, simulokor sugara) a kezdeti érték koriil, majd irjuk fel az érints egyenes és
a simulékoér egyenletét! Adjunk numerikus kozelitést u(0.1) értékére Explicit Euler-moédszer
(EE), Implicit Euler-médszer (IE), Implicit trapézszabaly (ITR), Explicit trapézszabaly (ETR)
és masodrendi Taylor-sorfejtés (ET2) alapjan! Szamoljuk ki a pontos értéket is!

u'(t) = —2u+t
u(0) =1
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e Monotonitas: u'(0) = —2, a fiiggvény lokalisan szig. mon. csokken.
e Konvexitas: u”(0) = 5, a fliggvény lokalisan konvex.

e Simulokor sugara % = ﬁ7 R =+/5.
—+ 2

e Erints egyenes egyenlete: u(t) =1 — 2(t — 0).
e Simulokor egyenlete: (t — 2)% + (u —2)? = 5.
e EE: 0.8

o [E: 0.88417

o ITR: 0.8227

e ETR: 0.825

e ET2: 0.825

e Pontos megoldas: u(t) = w#, 1(0.1) ~ 0.8234.

Allapitsuk meg az alabbi differencislegyenlet u(t) megoldasanak lokalis viselkedését (monoto-
nitas, konvexitas, simulokor sugara) a kezdeti érték koriil, majd irjuk fel az érints egyenes és
a simulékoér egyenletét! Adjunk numerikus kozelitést u(2.1) értékére Explicit Euler-médszer
(EE), Implicit Euler-médszer (IE), Implicit trapézszabaly (ITR), Explicit trapézszabaly (ETR)
és masodrendii Taylor-sorfejtés (ET2) alapjan! Szamoljuk ki a pontos értéket is!

u'(t) =t + 2ut
u(2) =1

e Monotonitas: u'(2) = 6, a fliggvény lokalisan szig. mon. né.

e Konvexitas: u”(2) = 27, a fliggvény lokalisan konvex.

e Simulokor sugara: — = —2— R ~ 8.336.

R (1436)2

e Erint6 egyenes egyenlete: u(t) = 1+ 6(t — 2).

e Simulokor egyenlete: (t + %)2 + (u — %)2 = %
e EE: 1.6

e IE: 2.086

e ITR: 1.778

e ETR: 1.741

e ET2: 1.735

Q. t2—
e Pontos megoldas: u(t) = 3¢ 2471, u(2.1) ~ 1.76.

Allapitsuk meg az alabbi differencislegyenlet u(t) megoldasanak lokalis viselkedését (monoto-
nitas, konvexitas, simul6kor sugara) a kezdeti érték koriil, majd irjuk fel az érinté egyenes és
a simulékér egyenletét! Adjunk numerikus kozelitést u(1.1) értékére Explicit Euler-moédszer
(EE), Implicit Euler-médszer (IE), Implicit trapézszabaly (ITR), Explicit trapézszabaly (ETR)
és masodrendii Taylor-sorfejtés (ET2) alapjan! Szamoljuk ki a pontos értéket is!

tu’(t) = 2u?
u(l) = —1

e Monotonitas: u'(1) = 2, a fliggvény lokalisan szig. mon. né.

e Konvexitas: u”(1) = —10, a fliggvény lokalisan konkav.
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e Simulokor sugara: % = (1172);, R~ 1.118.
+ 2

e Erints egyenes egyenlete: u(t) = —1 4 2(t — 1).
e Simulokér egyenlete: (¢ — 2)% + (u+ %)2 =3
e EE: —0.8

o IE: —0.864, (6.364 rosszabb)

e ITR: —0.837, (11.837 rosszabb)

e ETR: —0.8418

o ET2: —0.85

e Pontos megoldas: u(t) = 1.1) ~ —0.840.

1
T12Int’ u(

Allapitsuk meg az alabbi differencislegyenlet u(t) megoldasanak lokalis viselkedését (monoto-
nitas, konvexitas, simulokor sugara) a kezdeti érték koriil, majd irjuk fel az érints egyenes és
a simulékér egyenletét! Adjunk numerikus kozelitést u(0.2) értékére Explicit Euler-moédszer
(EE), Implicit Euler-médszer (IE), Implicit trapézszabaly (ITR), Explicit trapézszabaly (ETR)
és masodrendi Taylor-sorfejtés (ET2) alapjan, tovabba két egyenls idGlépésii EE-lépéssel! Sza-
moljuk ki a pontos értéket is!

u'(t) = u?(1 +t)
u(0) =1

e Monotonitas: u'(0) =1, a fiiggvény lokalisan szig. mon. nd.
o Konvexitas: u”’(0) = 3, a fiiggvény lokalisan konvex.

e Simuldkor sugara: % = 3 - R=~0.943.

(1+1)3
e Erint6 egyenes egyenlete: u(t) = 1+ 1(t — 0).
e Simulokor egyenlete: (t + %)2 + (u - %
e EE: 1.2

e IE: 1.6667, (2.5 rosszabb)

o ITR: 1.3041, (7.029 rosszabb)

e ETR: 1.273

o ET2: 1.26

o EEX2: 1.2331

e Pontos megoldas: u(t) = 5—2—, u(0.2) ~ 1.2821.

Allapitsuk meg az alabbi differencialegyenlet u(t) megoldasanak lokalis viselkedését (monoto-
nitas, konvexitas, simulokor sugara) a kezdeti érték koriil, majd irjuk fel az érints egyenes és
a simulokoér egyenletét! Adjunk numerikus kozelitést w(1.1) értékére Explicit Euler-moédszer
(EE), Implicit Euler-médszer (IE), Implicit trapézszabaly (ITR), Explicit trapézszabaly (ETR)
és masodrendid Taylor-sorfejtés (ET2) alapjan! Szamoljuk ki a pontos értéket is!

tu/(t) = 2u + t2
u(l) =1

e Monotonitas: u'(1) = 3, a fliggvény lokalisan szig. mon. né.

o Konvexitas: u”’(1) = 5, a fiiggvény lokalisan konvex.
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5

e Simulokor sugara % = ol R ~ 6.325.
=+ 2

e Erint6 egyenes egyenlete: u(t) = 1+ 3(t — 1).

e Simulokér egyenlete: (¢4 5)% + (u — 3)* = 40.

e FE: 1.3

o IE: 1.3567

e ITR: 1.3255

e ETR: 1.3232

o ET2: 1.325

e pontos megoldas: u(t) = t3(1 +Int), u(1.1) ~ 1.3253.

Differencialegyenlet-rendszerek kvalitativ tulajdonsagai és kozelité
megoldasi moédszerek

Elméleti bevezetés

Adott az

u'(t) = f(t@}

u(to) = ug
kezdetiérték-probléma, ahol u(t) egy vektor értéki fiiggvény.

e Monotonitas, konvexitas: Az u(t) komponenseinek az els6 és masodik derivaltjai kell meghatérozni, az
els6 derivalt egyszert behelyettesitéssel adodik, a masodik derivaltakat lancszaballyal szamolhatjuk ki:

0 of(t,u af(t,u
u”(to) = ﬁf(t’“(t)) = é )U/(t) ((37> = fu(to, uo) f(to, o) + fi(to, uo),
t t=to u t=to {2 PR
ahol f, jeloli a fliggvény Jacobi-matrixat, azaz
gfl gfl .. gh df1
g?é gﬁ 31}2 8,
n 8
I L A
Ofn  Ofa ... Ofa 0,
ouy duso Oun ot

e Numerikus kozelitések: A korabban bevezetett EE, IE, ETR, ITR, ET2 modszerek képletei valtozatla-
nok, csak arra kell figyelniink, hogy u egy vektor-értékii fiiggvény.

Allapitsuk meg az alabbi differencialegyenlet u(t) megoldasa komponenseinek lokalis viselkedé-
sét (monotonitas, konvexitas) a kezdeti érték koriil, majd adjunk numerikus kozelitést u(0.2)
értékére Explicit Euler-mé6dszer (EE), Explicit trapézszabaly (ETR) és masodrendid Taylor-
sorfejtés (ET2) alapjan!

ul(t) = —ulug + 2tuy
uh(t) = urus + t2u,
u1(0) =1

u2(0) = 2
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Monotonitas: u'(0) = (_22>, az uy(t) fiiggvény lokalisan szig. mon. csokken, az us(t) lok. szig. mon.

noé.

Konvexitas: v (0) = (_82>, az uq (t) figgvény lokalisan konvex, az ua(t) lok. konkav.

0.6
e (54)

0.7376)

2.3536

0.76
o ET2: (2.36)

ETR: (

Allapitsuk meg az alabbi differencislegyenlet u(t) megoldasa komponenseinek lokalis viselkedé-
sét (monotonitas, konvexitas) a kezdeti érték koriil, majd adjunk numerikus kozelitést u(1.1)
értékére Explicit Euler-moédszer (EE), Explicit trapézszabaly (ETR) és masodrendi Taylor-
sorfejtés (ET2) alapjan!

u’y (t) = uz cos(uq)
ug - ubH(t) = ug — 2

u1(1) =0

uz(l) =1

Monotonitas: u'(0) = <_12>, az ui(t) fliggvény lokalisan szig. mon. né, az us(t) lok. szig. mon.
csokken.

-2
-3

Konvexitas: u”(0) = (

0.1
o (31

ETR: (0.0898)

>, az uy (t) fiiggvény lokalisan konkav, és az us(t) is lok. konkav.

0.7815

0.09
e ET2: (0.795)

Allapitsuk meg az alabbi differencialegyenlet u(t) megoldasa komponenseinek lokalis viselkedé-
sét (monotonitas, konvexitas) a kezdeti érték koriil, majd adjunk numerikus kozelitést u(1.1)
értékére Explicit Euler-moédszer (EE), Explicit trapézszabaly (ETR) és méasodrendid Taylor-
sorfejtés (ET2) alapjan!

ul(t) = te" ™2 + 2
uh(t) = tug — u2
u1(1) =0

uz(1) =0

e Monotonités: u/(0) = ((2)>, az uq (t) fliggvény lokalisan szig. mon. né, az us(t)-nek lok. minimuma van.

e Konvexitas: u”(0) = <g), az uq (t) figgvény lokalisan konvex, és az us(t) is lok. konvex.
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.EE(%ﬁ

0.2155
e ETR: (0.011)
0.215
e ET2: (0'01)

Adjunk numerikus kozelitést u(3) értékére Implicit Euler-moédszer (IE) alapjan!

ui(t) =t —uy — 2u,
un(t) =2t — 1 —uy — uz
uy(1l) = —4

uz(1l) = —9

1E:

(%)

e.) | Adjunk numerikus kozelitést u(0.5) értékére Implicit Euler-mé6dszer (IE) alapjan!
u)(t) = —8uy — 4ug + 4t
uh(t) = 4dug + 4dus + 2
u1(0) =1
uz(0) =3
IE:

10
()
Egyensulyi pontok, linearis stabilitasvizsgalat

Elméleti bevezetés

Adott az
u'(t) = f(u)
idofiiggetlen (autonom) differencidlegyenlet-rendszer, ahol u(t) egy vektor értéki fiiggvény.
Az u* pontot a rendszer egyensilyi (staciondrius) pontjdnak nevezzik, ha f(u*) = 0. Ekkor u(t) = u* a

differencidlegyenlet-rendszer egy megoldasa.
Az f(u) fliggvényt els6 rendig sorba fejtve u* koriil

)= 1)+ DLy O (fu—wt?) = fulu®) - () + O (Jlu— ).

8U u=u*
ahol
of ofi ... Oh
duy Ous Oy,
ofa 09fs .. Of2
af 8u1 8u2 aun
7 B
Ofn  9Ofn ... Ofn
Ouy Ous Oun

a Jacobi-matrix. Az u* pont kis kdrnyezetében a differencidlegyenlet az

(w—u") = fu(w) (u—u)+ O (|lu—u|?)
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alakban irhato, ezért itt a differencidlegyenlet megoldéasainak viselkedését az f,(u*) méatrix hatarozza meg.
Jelolje f,(u*) matrix sajatértékeit A1,..., A\ny. Az u* egyenstlyi pont stabilitasarol az alabbi tétel mondhato
ki.

e Ha minden sajatérték valos része negativ, azaz RA; < 0, akkor az u* stacionarius pont stabil, vagyis az
u* pont kis kdrnyezetébdl kiindulva az u(t) megoldas u* értékhez konvergal.

e Ha van olyan sajatérték, amire ®A\; > 0, akkor az u* stacionarius pont instabil, vagyis az u* ponthoz
tetsz6legesen kozel talalunk olyan wg kezdeti értéket, amelyre u(t) nem tart uw*-hoz. Ilyen kezdeti
értékeket ad pl. az ug := € - s; valasztas, ahol s; jeloli azt a sajatvektort, ami egy pozitiv valés részi
Ai-hez tartozik, € pedig egy elegendSen kicsi pozitiv szam.

Feladatok

Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet-rendszer stacionarius pontjait és allapitsuk meg
a tipusukat.

uy(t) = 6u; — 6uz — 30
uh(t) = —6u; + 3u2 — 15

A rendszer stacionarius pontjai: u = (_23) és u= (150)'

A Jacobi-méatrix: u = 6 —6 .
—6 GUQ

A Jacobi-matrix sajatértékei az u = (_ ) pontban Aj, Ao = —6 4 61/5, ezért ezen egyenstlyi pont instabil.

3

A Jacobi-métrix sajatértékei az u = (15()) pontban A\, Ao = 18 £ 61/5, ezért ezen egyenstlyi pont is instabil.

Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenlet-rendszer stacionarius pontjait és allapitsuk meg
a tipusukat.
ul(t) = —16u; — u2
uy(t) = —2uz — 2ujusg
S - 0 -1\ |, -1
A rendszer stacionarius pontjai: u = o) u={y)esu=1_4)
. P o —16 —2U2
A Jacobi-métrix: u = <_2u2 —2(uy + 1)>

A Jacobi-méatrix sajatértékei az u = (8) pontban A\; = —16, Ay = —2, ezért ezen egyensulyi pont stabil.

4 ) pontban Aj, Ao = —8 4 81/2, ezért ezen egyenstlyi pont instabil.

A Jacobi-matrix sajatértékei az u = (

. . . . -1 . .. .
A Jacobi-matrix sajatértékei az u = (_ 4) pontban A, Ay = —848v/2, ezért ezen egyenstlyi pont is instabil.

Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet-rendszer stacionarius pontjait és allapitsuk meg
a tipusukat.

uf(t) = u? —up — 10
us(t) = —ug + ug — 2
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A rendszer stacionarius pontjai: u = <é) és u = (_?>

A Jacobi-méatrix: u = <2_u11 _11>

A Jacobi-matrix sajatértékei az u = ( ) pontban Aj, Ay = % + @, ezért ezen egyensulyi pont instabil.

6

ot

. . . . -3 . .. .
A Jacobi-matrix sajatértékei az u = (_1) pontban A\, Ao = —2+ @, ezért ezen egyensiilyi pont is instabil.

Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet-rendszer stacionarius pontjait és allapitsuk meg
a tipusukat.

us(t) = —ug — 2uz

u(t) = u? + 2u, }

. . - 1
A rendszer stacionarius pontjai: u = <8) ésu= ( 1>.

2
A Jacobi-matrix: u = <2u11 22>.

A Jacobi-matrix sajatértékei az u = (8) pontban A1, Ay = —1 £ 4, ezért ezen egyensilyi pont stabil.

A Jacobi-matrix sajatértékei az u = ( 1) pontban A1, Ao = +£1/2, ezért ezen egyensilyi pont instabil.
2

Hatarozzuk meg az alabbi differencialegyenlet-rendszer stacionarius pontjait és allapitsuk meg
a tipusukat.

ui(t) = —us + 2uz — 3
us(t) = —4ug + 3uz — 2

. . . 1
A rendszer stacionarius pontja: u = (2>

oo (=12
A Jacobi-méatrix: u = <_4 3>

A Jacobi-matrix sajatértékei az u = (2> pontban Aj, Ao = 1 + 24, ezért az egyensulyi pont instabil.

Linearis differencidlegyenlet-rendszerek és numerikus kozelitéseik vég-
telenbeli viselkedése

Elméleti bevezetés
Tekintsiik a

u'(t) = Au}

u(to) = Up

lineéris differencidlegyenlet-rendszert! Az u(t) megoldas végtelenbeli viselkedésérdl az alabbi tétel mondhato
ki. Legyenek az A matrix sajatértékei: A1,..., An.

e Ha minden sajatérték valos része negativ, azaz R\; < 0, akkor az u(t) megoldas tetszileges kezdeti
érték esetén 0-hoz konvergal.
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e Ha van olyan sajatérték, amire RA; > 0, akkor van olyan wg kezdeti érték, amelyre u(t) nem lesz
korlatos a t > 0 tartomanyon. Ilyen kezdeti értéket ad pl. az ugy := s; valasztas, ahol s; jeloli azt a
sajatvektort, ami egy pozitiv valos részi A;-hez tartozik.

e Ha minden sajatérték valos része negativ v. 0, azaz R\; < 0 és a 0 valos részi sajatértékek egyszeres
sajatértékek, akkor tetzsGleges kezdeti érték esetén az u(t) megoldas korlatos lesz a t > 0 tartomanyon.

e Ha azonban van olyan 0 valds részii sajatérték, ami t6bbszoros sajatérték, és nem talalhaté megfeleld
szam linearisan fiiggetlen sajatvektor, akkor van olyan ug valasztas, amire az u(t) megoldas nem marad
korlatos t > 0 esetén.

Az EE, IE, ITR, ETR modszerek mind felirhatéak az w41 = r(7A)u, alakban, ahol ug,uy,..., U, ...
jeloli a kozelits értékek sorozatat adott 7 > 0 iddlépéssel. Az egyes modszerek esetén:

e EE: r(tA)=1+T7A

o B r(rd) = (I - 74)"

o ITR: r(7A) = (I — %)—1(14_ %)
o ETR: r(rA) =T+ A+ A"

A numerikus moédszerek altal meghatarozott wug, U1, .. ., Un, . . . kOzelité sorozat végtelenbeli viselkedésérdsl
a kovetkezo tétel mondhatoé ki:

e Ha minden \; sajatértékre |r(7);)| < 1, akkor az u,, kozelitd sorozat tetsz6leges kezdeti érték esetén
0-hoz konvergal.

e Ha van olyan sajatérték, amire |r(7\;)| > 1, akkor van olyan wug kezdeti érték, amelyre az u, sorozat
nem lesz korlatos. Ilyen kezdeti értéket ad pl. az ug := s; vélasztas, ahol s; jeloli azt a sajatvektort,
ami egy ilyen \;-hez tartozik.

e Ha minden \; sajatértékre |r(7X;)] < 1, és nincs olyan tobbszoros sajatérték, amire |r(7A;)| = 1, akkor
az u, kozelit§ sorozat tetszéleges kezdeti érték esetén korladtos marad.

Feladatok

a.) | Hogyan viselkedik az alabbi differencidlegyenlet-rendszer u(t) megoldasa kiilonb6z6 kezdeti
értékek esetén a végtelenben?

ul(t) = —4uy + uz
us(t) = —13u,

A sajatértékek A\; o = —2 =+ 37, azaz minden ug esetén 0-hoz konvergal a megoldas.

b.) |Hogyan viselkedik az alabbi differencialegyenlet-rendszer u(t) megoldasa kiilonb6z6 kezdeti
értékek esetén a végtelenben?

u)(t) = —ug + uz
ul(t) = dug + 2us

A sajatértékek A\ = 3 és Ao = —2, azaz van olyan ug, amire nem lesz korlatos a megoldas. Ilyen vélasztast

ad az ug = 51 = (i) valasztés.
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Hogyan viselkedik az alabbi differencidlegyenlet-rendszer u(t) megoldasa kiilonb6z6 kezdeti
értékek esetén a végtelenben?

u! () =0 }

us(t) = —3uq

A sajatértékek A\ = 0 és Ay = —3, azaz minden ug esetén korlatos lesz a megoldas.

Hogyan viselkedik az alabbi differencidlegyenlet-rendszer u(t) megoldasa kiilonb6z6 kezdeti
értékek esetén a végtelenben?

ui(t) = 2uz}

uy(t) =0

A sajatértékek A1 = Ao = 0 és nincs két linearisan fiiggetlen sajatvektor, azaz van olyan ug kezdeti érték,
amire nem lesz korlatos lesz a megoldas.

Hogyan viselkedik az alabbi differencidlegyenlet-rendszer u(t) megoldasa kiilonb6z6 kezdeti
értékek esetén a végtelenben? Megoérzi-e valamelyik moédszer az EE, TE, ITR, ETR koziil ezt
a tulajdonsagot = = 3 idGlépéssel?

uy(t) = —us

u(t) = 2us }

A sajatértékek Ay = 0, Ay = —1, azaz minden ug kezdeti értékre korlatos marad a megoldas.

o EE: [r(7A1)| =11+3-0|=1¢s |r(tA2)] = |1 +3-(—1)] = 2 > 1, azaz van olyan ug, amire nem lesz
korlatos a megoldast kozelits sorozat.

o IE: |r(7A1)| = ’ﬁ‘ =1¢és|r(tA2)| = ’ﬁ(_l)’ = 0.25 < 1, azaz minden kezdeti érték esetén korlatos
marad a kozelité sorozat.
1430 1420 . .
o ITR: |r(tA1)| = ‘17i =1és|r(th)| = —5cn | = 0.2 < 1 azaz minden kezdeti ért¢k esetén korldtos
2 I

marad a kézelit§ sorozat.
o ETR:r(7A1)] = [14+3-0+1(3-0)2| = 1 és [r(tA2)] = [1+3-(=1)+ 33 (-1))?| = 2.5 > 1, azaz
azaz van olyan ug, amire nem lesz korlatos a megoldast kozelits sorozat.

Hogyan viselkedik az alabbi differencidlegyenlet-rendszer u(t) megoldasa kiilonb6z6 kezdeti
értékek esetén a végtelenben? Megorzi-e valamelyik modszer az EE, IE, ITR, ETR koziil ezt
a tulajdonsagot 7 = 0.01 idGlépéssel?

ul(t) = us }

A sajatértékek Ay = —1, Ay = —1000, azaz minden ug esetén 0-hoz konvergél a megoldas.

o EE: [r(7A1)|=]140.01-(—1)]| =0.99 < 1és |[r(TA2)| = |1+ 0.01- (—1000)| =9 > 1, azaz van olyan ug,
amire nem lesz korlatos a megoldast kozelitG sorozat.

o IE: ‘T(T}\l)l = ‘m‘ = % <1és |7’(T)\2)‘ = ’m‘ = Tll < 1, azaz minden kezdeti érték

esetén 0-hoz konvergal a megoldéas.

0.01-(—1000)

1+

+0.01-(71) 199 =
1_ 0.01.(~1000)
- 2

1 ’
| = 88 < 16 ()| =
2

o ITR: |r(TA1)| = 301

= % < 1, azaz minden kezdeti érték

esetén 0-hoz konvergal a megoldéas.

o ETR: [r(7A1)| = [1+0.01- (=1) + 3(0.01 - (=1))?] = 0.99005 < 1 &s |r(tA1)| = |1 + 0.01 - (—1000) +
1(0.01 - (—1000))?| = 41 > 1, azaz azaz van olyan ug, amire nem lesz korldtos a megoldast kdzelits
sorozat.
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Peremeérték-feladatok numerikus kozelité megoldasa a véges differen-
cidk modszerével

Elméleti bevezetés

Tekintsiik az

u(0) = po
u(L) =pr
peremérték-feladatot! Osszuk fel a [0, L] intervallumot n egyenls hosszusagu részre az x; = % (0<i<mn)
racspontok felvételével. Két szomszédos racspont tavolsdga a h = % racsallando6. Jelolje az ismeretlen
fiiggveény kozelits értékét az x; racspontban wu;, azaz u(z;) ~ u; (0 < i <mn).
A peremfeltételeket expliciten eldirjuk, azaz uy = py és u, = pr..
Az els6 derivaltak kozelitésére az aldbbi sémak valamelyikét hasznaljuk:
o clérenézs: u,(z;) ~ “H—
e hatranézs: u,(z;) ~ “—=t
o centralis: u,(z;) /= “Ho =L
a masodik derivaltak kozelitésére a
e centralis: Uz, (7;) ~ %
séméat alkalmazzuk. Az wui,uo,...,u,_1 ismeretlenek meghatarozasa céljabol minden bels§ x; pontban

(1 <i < n-—1) felirjuk az egyenletet a kozelits derivaltakkal. Az w; kozelits fiiggvényértékeket a linea-
ris egyenletrendszer megoldasa szolgaltatja.

Feladatok

Adjunk ko6zelité megoldast a

—AUgy — 8uy +3u=z+4 (0<z < 6)
u(0) =1
u(6) =5
peremérték-feladatra két belsé pont alapjan! Az elsé derivaltakat kozelitsiik el6renézé, a ma-

sodik derivaltakat centralis sémaval, a kapott eredményt abrazoljuk grafikonon!
Irjuk fel a megoldast kézelité egyenletrendszer matrixos alakjat 5 belsé pont esetén is!

A szakasz hossza L = 6, a szakaszt n = 3 részre osztjuk, a racsillandé h = 2. A peremfeltételek alapjan
ug = 0 és ug = 5. Az egyenlet az 1 pontban:

Uy — 2U1 + Uz U2 — Ul
4<22)8< 5 >+3U12+4

9U1 — 57.L2 = 7,

valamint az x5 pontban:

Az egyenletrendszer megoldasa: u; = 3,ug = 4.
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Ha a szakaszt n = 6 részre osztjuk, a racsallando h = 1. Az Au = f linearis egyenletrendszer métrixa:

(—4)-E2 4+ (-8)- G2 +3.1=19 hal<i<5ésj=1i

(—4) 45 +(-8) -+ =—12 hal<i<bésj=i+1
— (—4)- 5 =4 hal<i<5ésj=i—1
7)1 hai=j=0

1 hai=j=6

0 kiilénben.

Az egyenletrendszer jobb oldala:
z; +4 hal<i<}h

fi=1q1 hai=0
5 ha i = 6.
Az egyenletrendszer:

1 () 1
-4 19 -12 Uy 5
-4 19 -12 U2 6
—4 19 —12 us | = |7
-4 19 -12 Uy 8
-4 19 -12 Us 9
1 Ug 5

Adjunk kozelité megoldast a

—2Uge — 44Uz +3u=92—15 (0< xz < 3)
u(0) =1
u(3) =8
peremérték-feladatra két belsé pont alapjan! Mind az elsG, mind a masodik derivaltakat kdze-

litsiik centralis sémaval, a kapott eredményt abrazoljuk grafikonon!
Irjuk fel a megoldast kozelité egyenletrendszer matrixos alakjat 5 belsé pont esetén is!

A szakasz hossza L = 3, a szakaszt n = 3 részre osztjuk, a racsallandé h = 1. A peremfeltételek alapjan
ug = 1 és ug = 8. Az egyenlet az 1 pontban:

Uy — 2u1 + U2 U — UQ
o === =) 4 == 3up =9-1-15
7U1—4UQ:—6,

valamint az x5 pontban:

Az egyenletrendszer megoldéasa: u; = 2, ug = 5.

Ha a szakaszt n = 6 részre osztjuk, a racsallando h = % Az Au = f linearis egyenletrendszer métrixa:

(-2)- G2 +3.1=19 hal<i<5ésj=1i

(=2) 7z +(-4) -5 =-12 hal<i<bésj=i+1
. (—2) A+ (-4) -Gl =-4 hal<i<b5esj=i—1
+ 1 hai=j=0

1 hat=35=6

0 kiilonben.
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Az egyenletrendszer jobb oldala:
9z, —15 hal<:i<5

fi=4q1 hai=0
8 ha i = 6.
Az egyenletrendszer:
1 uo 1
—4 19 —12 U —2—%
-4 19 -12 Us —%
-4 19 -12 uz | = | —3
-4 19 -12 Uy gﬁ
-4 19 -12 Us 1?
1 U 8
Adjunk ko6zelité megoldast a
Tr — 16
—S'umm—ﬁum%—?)u:T (0<x<6)
u(0) =1
u(6) =8

peremérték-feladatra két belsé pont alapjan! Az elsé derivaltakat koézelitsiik hatranézé, a
masodik derivaltakat centralis sémaval, a kapott eredményt abrazoljuk grafikonon!
Irjuk fel a megoldast kozelité egyenletrendszer matrixos alakjat 5 belsé pont esetén is!

A szakasz hossza L = 6, a szakaszt n = 3 részre osztjuk, a racsallanddé h = 2. A peremfeltételek alapjan
up = 1 és ug = 8. Az egyenlet az x; pontban:

'LL(]—2’LL1+'LL2 U1 — Ug 7-2—-16
—8(22> —6(2>+3u1:

4U1 — 2U2 = -2

2U1 — U2 = 71,

valamint az xo pontban:

Uy — 2u9 + usg Uy — U1 _7'4—16
—8( 92 )—6( 5 )+3u2— B

uy + 4ug = 22.

Az egyenletrendszer megoldasa: uy = 2,ug = 5.

Ha a szakaszt n = 6 részre osztjuk, a racsallando h = 1. Az Au = f linearis egyenletrendszer méatrixa:

(—8) - G2 4(—6)- L +3.1=13 hal<i<bésj=i

(=8) 7z = —8 hal<i<bésj=i+1
D L N P L

1 hai=3j=0

1 hai=j=6

0 kiilénben.

Az egyenletrendszer jobb oldala:
Trid6 ha1<i<5
fi=11 hai=0

8 ha ¢ = 6.
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Az egyenletrendszer:

1 Uug 1
-2 13 -8 Uy g
-2 13 -8 Us -1
-2 13 -8 us | = | 2
-2 13 -8 Uy 6
-2 13 -8 |us v
1 Ug 8
Adjunk kozelité megoldast a

—2Ugy —4uz +3u=32z> -9 (0<z<3)

u(0) =1

u(3) = 8

peremérték-feladatra két belsé pont alapjan! Mind az elsd, mind a masodik derivaltakat koze-
litsiik centralis sémaval, a kapott eredményt abrazoljuk grafikonon!
Irjuk fel a megoldast kozelité egyenletrendszer matrixos alakjat 4 bels6 pont esetén is!

A szakasz hossza L = 3, a szakaszt n = 3 részre osztjuk, a racsallandé h = 1. A peremfeltételek alapjan
up = 1 és ug = 8. Az egyenlet az x; pontban:
-2
()
12

Uz — Up
2-1

)+3u1 =3-12-9
7U1 — 4U2 = *6,
valamint az xo pontban:

uy — 2’IL2 + us
12

usz — Ui
2-1

(2

Az egyenletrendszer megoldéasa: u; = 2, us = 5.

)+3u23~229

Tug = 35.

Ha a szakaszt n = 5 részre osztjuk, a racsallandé h = g Az Au = f linearis egyenletrendszer métrixa:

(-2)- 2 y3.1=12 hal<i<désj=i
(-2) -+ (—4) 5 =-% hal<i<d4désj=i+1
0y (=2) &+ (-4 - GR=-2 hal<i<deésj=i-1
1 hai=5=0
1 hai=j=5
0 kiilénben.
Az egyenletrendszer jobb oldala:
33:12 -9 hal<i<4
fi=11 ha i =0
8 ha i = 5.
Az egyenletrendszer:
1 Ug 1
B I P R ui = | o7
9 % 127 80
-5 %5 -9 Uy 8.28
1 Us 8
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Parcialis differenciadlegyenletek numerikus kozelité megoldasa a véges
differencidk modszerével

Elméleti bevezetés

Tekintsiik az

up(t, ) = QUgy (t, @) + bug (t,2) + cu(t,z) + g(z) (0 <z < L)
u(0,2) =wo(z) (0<z<L)
u(t,0) = po(t) (t>0)

u(t,L) =pr(t) (t>0)

kezdeti- és peremérték-feladatot! Osszuk fel a [0, L] intervallumot n egyenls hosszsagu részre az z; =
% (0 < ¢ < n) racspontok felvételével. Két szomszédos racspont téavolsaga a h = % racsallando. Jeldlje
az ismeretlen fiiggveény kozelits értékét az x; racspontban és a t > 0 idSpontban w;(t), azaz u(t, z;) ~ u;(t)
(0<t,0<i<n).

A peremfeltételeket most is expliciten elSirjuk, azaz ug(t) = po(t) és u,(t) = pr(t) minden ¢t > 0-
ra. A térbeli derivaltak kozelitésére az el6z6 fejezetben targyalt sémak valamelyikét alkalmazzuk. Igy az
up(t), us(t), ..., u,—1(t) fliggvényekre kapunk egy linearis differencidlegyenlet-rendszert, amelynek kozelits
megoldasat megkaphatjuk az EE, IE, ITR, ETR moédszerek valamelyikével.

Specialisan az IE modszer esetén uy (tn41), ua(tnt1), - - -5 Un—1(tnt1) értékét gy kapjuk meg a korabbi ids-
pontbeli uq (t,(tn), u2(tn), ..., un—1(tn) értékekbsl, hogy a t,41 id6pontban a belss x; pontok mindegyikében
felirjuk az egyenletet a megfelels sémaval kozelitett térbeli derivaltakkal, az id6derivaltat pedig az

N\ o Wiltnt1)—wi(tn)
® ut(tn+17xl) ~ tn+1_tn

kifejezéssel kozelitjiik, majd megoldjuk az igy kapott lineédris egyenletrendszert.

Feladatok

Adjunk kozelitést u(%, %) értékére két belsé pont és egyetlen IE id§lépés alapjan, ha u(t, z) a

Ut = Uge — 8Tz +39 (0< < 1)
u(0,z) =92 —3 (0<z<1)
u(t,0) =0 (t>0)
u(t,1) =4 (t>0)

kezdeti- és peremérték-feladat megoldasa. A kapott eredményt abrazoljuk grafikonon.

A szakasz hossza L = 1, a szakaszt n = 3 részre osztjuk, a racsallando h = %7 az id6lépés nagysaga t1 —ty = %.

A kezdeti feltétel szerint wu(to,x1) = 0 és u(to,x2) = 3. A peremfeltételek értelmében wu(ty,x0) = 0 és
u(ty, x3) = 4. Jelolje a t1 idSpontban a kozelits fliggvényértékeket a = u(ty, x1) és b &~ u(ty, z2). Az egyenlet
a t1 idépontban és az x; pontban:

a—0 _ (0—2a+b 1
- :( . )—87~3+39

10
28a — 9b = 10,

9

valamint az xo pontban:

b—3 a—2b+4 2
5 (B g2,

T 1
—9a + 28b = 47,

9

Az egyenletrendszer megoldasa: a = 1,b = 2. A kozelits fiiggvényérték: u(ll—o, %) ~ 2.
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Adjunk kozelitést u(lio, %) értékére két belss pont és egyetlen IE id6lépés alapjan, ha u(t, z) a

10 — 902

u(0,z) = 27z%*(1 —z) (0<z<1)
uw(t,0) =1 (t>0)
u(t,1) =4 (¢t > 0)

kezdeti- és peremérték-feladat megoldasa. A kapott eredményt abrazoljuk grafikonon.

A szakasz hossza L = 1, a szakaszt n = 3 részre osztjuk, a racsallando h = %, az id6lépés nagysaga t1 —ty = %.

A kezdeti feltétel szerint u(to,z1) = 2 és u(to,r2) = 4. A peremfeltételek értelmében u(ti,zo) = 1 és
u(ty, x3) = 4. Jelolje a t1 idSpontban a kozelits fliggvényértékeket a = u(ty, 1) és b &~ u(ty, x2). Az egyenlet
a t1 idépontban és az x; pontban:

a—2 1-2a+b\ 10-90 (%)
T =2 1 +

T I 3

10

46a — 18b = 38

23a — 9b = 19,

9

valamint az x5 pontban:

—90(2)?
b—4 2<a—2b+4)+10 90 (2)

1 1 3
10 9
—18a + 46b = 102
—9a + 23b = 51,

Az egyenletrendszer megoldasa: a = 2,b = 3. A kozelits fiiggvényérték: u(%, %) ~ 3.

Adjunk kozelitést u(%, %) értékére két belsé pont és egyetlen IE idGlépés alapjan, ha u(t, z) a

Ut = Uge — 8Tz +39 (0< < 1)
0,ha0<z<0.4
u(0,z) ={ 3,ha 0.4 <z < 0.8
4, ha0.8< x<1
u(t,0) =0 (t>0)
u(t,1) =4 (¢t > 0)

kezdeti- és peremérték-feladat megoldasa. A kapott eredményt abrazoljuk grafikonon.

A szakasz hossza L = 1, a szakaszt n = 3 részre osztjuk, a racsallando h = %, az id6lépés nagysaga t1 —ty = %.

A kezdeti feltétel szerint u(to,z1) = 0 és u(tp,z2) = 3. A peremfeltételek értelmében u(ty,zo) = 0 és
u(ty, x3) = 4. Jelolje a t1 idSpontban a kozelits fliggvényértékeket a = u(ty, 1) és b =~ u(ty, x2). Az egyenlet
a t1 idépontban és az x; pontban:

a—0 (0—2a+b 1
- ( - )87.3+39

10
28a — 9b = 10,

9

valamint az xs pontban:




—9a + 28b = 47,

Az egyenletrendszer megoldasa: a = 1,b = 2. A kozelit6 fiiggvényérték: u(%, %) ~ 2.

Adjunk kozelitést u(lio, %) értékére két belsé pont és egyetlen IE idGlépés alapjan, ha u(t, z) a

U = 2Uge — 2282+ 92 (0< z < 1)
10, ha 0 < z < 0.8
u(0,x) =
0, ha0.8< <1
u(t,0) =10 (¢ > 0)
u(t,1) =0 (t>0)

kezdeti- és peremérték-feladat megoldasa. A kapott eredményt abrazoljuk grafikonon.

A szakasz hossza L = 1, a szakaszt n = 3 részre osztjuk, a racsallando h = %7 az id6lépés nagysaga t; —ty = %.
A kezdeti feltétel szerint u(tg,z1) = 10 és u(to,z2) = 10. A peremfeltételek értelmében wu(ty,zo) = 10 és
u(ty,x3) = 0. Jelolje a t; idSpontban a kozelits fliggvényértékeket a =~ u(ty, 1) és b ~ u(t1, x2). Az egyenlet
a t; id6pontban és az x; pontban:

o 10 _2<10?“+b> 98- 149
T I 3
10

46a — 18b = 206

93a — 9b = 148,

9

valamint az x5 pontban:

b—ll() _2<a—21b+0> 998.2 1 09
1 1 3

10

—18a + 46b = 40

—9a + 23b = 20,

9

Az egyenletrendszer megoldéasa: a = 8,b = 4. A kozelits fliggvényérték: u(%, %) ~ 8.
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