Ipari matematika 2. gyakorlofeladatok

2014. december 5.

A feladatok megoldasa altaldban tobbféle titon is kiszamithato.

Interpolaci6

a.) | Polinom-interpolacié segitségével adjunk kozelitést sin 7 értékére a sin0 = 0,sin § = %, sin 3 =

5 fliggvényértékek alapjan!

A kozeliteni kivant fliggvény az f(z) = sinz. Az interpolacios alappontok xq = 0,21 = §, 22 = §. A hirom
pontra illesztett interpolacios polinom (Lagrange-interpolacioval):
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A kozelits fliggvényérték:
. m T 3
sin 7 = f (Z> ~p (Z) = E@ +/3) ~ 0.6998.
A pontos fiiggvényérték:
V2

™
in— = — ~0.7071.
sin - 5

b.) ‘Hatérozzuk meg a (—1,4), (0, 3), (1,6) pontokra illeszked§ interpolaciés polinomot!

A pontokra illesztett interpolacios polinom (Lagrange-interpolacioval):

2
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p(z) ;y L (x) =4 o005 0 e-0 *° @

=922° +x+3.

c.) ‘Hatérozzuk meg az (1,1), (2,4),(3,9), (4, 16) pontokra illeszkedd interpolaciés polinomot!

Vegyiik észre, hogy a pontok illeszkednek az f(z) = 22 fiiggvényre. Az interpolacié egyértelmiisége miatt a
pontokon athalado legfeljebb negyedfokd polinom a

p(z) = 2°.

d.) | Hatarozzuk meg az i’ (1) i i Z pontokra illeszkedé interpolacios polinomot!
(2

Vegyiik észre, hogy a p*(z) = 1 polinom majdnem minden pontra illeszkedik, egyetlen pontot kivéve. Tegyiik
megoldassa ugy, hogy abban az egy pontban korrigaljuk, mikézben a tobbi pontban valtozatlanul hagyjuk a
polinom értékét. Ezt az x3 = 3 alapponthoz tartozoé Lagrange-alappolinommal tehetjiik meg:

z(x —1)(x — 2) 1

: 1 1
p(.%‘) :p*(x) +1 'L;(gs)(x) = f +1= él‘g — 51‘2 + §x+ 1.




Numerikus integralas

3
Adjunk kozelitést az [ +/x dz integral értékére az xop = 1,21 = 2,z2 = 3 alappontokban felvett

1
fiiggvényértékek alapjan!

Az integralando fliggvény az f(z) = /x. Az integral kozelitése a
3 2
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formula alapjan torténik, ahol

A kapott egyiitthatok:

3 3 3
) (x —2)(z —3) 1 / 9 1
wy = L d:z::/ de = - r*—b5r+6)de = -
IR = = LA J4r=3
3 3 3
—1 — 4
1 1 (2-1)(2-3) 1 3
3 3 3
©) (z—1)(z—2) 1 2 1
Wy = L da::/ de = = v —3r+2)dx = —.
f e [ o haa s J4r=3
Az integral kozelits értéke:
/ = 1 4 1
/f(ﬂﬂ) de ~ szf(xz) = g\/IJF g\@Jr §\/§ ~ 2.7963,
1 =0
és pontos értéke:
/ 2 51°
/f(x) dz =~ [xz’} ~ 2.7974.
1 s !
%
Adjunk kozelitést az [ sinz dz integral értékére az xo = 0,x1 = 3»T2 = %5 alappontokban

0
felvett fliggvényértékek alapjan!

Az integraland6 fiiggvény f(x) = sinz, az intervallum hossza h = 5. Az integral kozelitése a

/f(x) dz ~ Zwif(xi) = hzvif(l"i)
) i=0

=0

formula alapjan torténik, ahol a v; egyiitthatok fiiggetlenek h-tol, értékiik egyediil attol fligg, hogy az x;
alappontok milyen aranyban osztjak az intervallumot. Vezessiik be a zyg = 0,27 = %, zo = 1 pontokat, melyek
a [0, 1] intervallumot éppen olyan aranyban osztjak, mint az x; alappontok a [0, 7] intervallumot. Szamitsuk
ki a v; egyiitthatokat a z; alappontokhoz tartoz6 Lagrange-alappolinomok segitségével:
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vi:/ ng) dz.
0




A kapott egyiitthatok:

2 2

(1 . 3. m LT 3V/3m
/f(:v)dethif(xi)2(4s1110+4sm+()sm> 16 ~ 1.020,
0

3 2

h 4
c.) | Hatarozzuk meg az [ f(x)dx = h > v;f(=x;) kvadratara-képlet egyiitthatoit, ha az alappontok
4 :

=0

1 1 3
o =0,1131 = Zh,xz = 5h,$3 = Zh,834 = h!

1
vi:/ LE4)dz
0
3

képlettel szamithatoak, ahol Lagrange-alappolinomokat a zy = 0, z; = %, 2o = %, 23 = 7,24 = 1 alappontokra
irjuk fel. A kapott egyiitthatok:

A v; egyiitthatok a

! Le=-E-HE-9HE-1 2 [ , 2
vo:/Lgl)dz:/ (2 %)Z ?)(z §>(Z )dz:?)— <z4—5z‘5+3522—5z+3) dz:l
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111*/ L§4)dz:/ (12 )(f ?)(? %)(21 ) dz:——8 <z4—5z‘5+35z2—5z+3> dz:—6
0 o (1-0G-2E-DGE-D 3 Jo 2 16 32 32 45
mivel a pontok az intervallum koézéppontjara szimmetrikusan helyezkednek el:
vg = vy = 16
T
vy = vy = °
1= = g5
mivel a kvadratira-képlet a konstans 1 fiiggvény integraljat helyesen adja vissza:
2

11221—’00—111—’03—114=E.

Numerikus differencialas

a.) | Adjunk kézelitést az f(x) = 2% fiiggvény derivaltjara az «* = 1.5 helyen az g = 0,z = 1,22 =
2, x3 = 3 pontokban felvett fliggvényértékek alapjan!

A derivalt kozelitése az




formula szerint torténik, ahol
/
w; = (ng)) (z*).

A kapott egyiitthatok:

@Y’ () 1 1
:L3) *) = —©@=DO=2)(0= :—f( 2 19g* 11):—
w ( o) (x") i 5 3z x* + 7
@)Y’ e ) 1
— (L 3 ) *\ — — - — = ( *2 * ) - _Z
w1 ( i) (2) o 5 3x 52 +6 3
®Y’ e ] 1
:L) *) = LA G :_7( *2 _ pg* ):7
wa ( 57 ) (2%) o 5 3x x* +3
d(z—l)(w—2)(w—3)
D\ (0—1)(0—2)(0—3) 1 2 * 1
ws = (Lg )) (") = - = (33: 122" + 11) =2
A derivalt kozelits értéke:
3
1 9 9 1 47
"(z*) = if(z) = =20 — 22t 4 292 93— — ~1.9583
Fa) ;wf(x) 24 “8° T8 T21° T 83,
és pontos értéke:
f'(z*) = In(2)2%" = 2v/21n(2) ~ 1.9605.
Adjunk kozelitést sin'(%) derivalt értékére az xop = 0,z = 3,T2 = 5 alappontokban felvett
fiiggvényértékek alapjan!
A derivalando fiiggvény az f(x) = sinx, az intervallum hossza h = 7, a derivaltat az * = § helyen keressiik.

A derivalt kozelitése az ) )
. 1
fa") =~ szf(xz) = Zvif(xi)
i=0 i=0

formula alapjan torténik, ahol a v; egyiitthatok fiiggetlenek h-tol, értékiik egyediil attol fligg, hogy az x; alap-
pontok, valamint az x* pont milyen ardnyban osztjak az intervallumot. Vezessiik be a zg = 0,21 =
1,z* % pontokat, melyek a [0,1] intervallumot éppen olyan aranyban osztjak, mint az xg,z1, z2, 23, *
pontok a [0,%] intervallumot. Szamitsuk ki a v; egylitthatokat a z; alappontokhoz tartozd Lagrange-
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V; = L(2) / z).
g ( 7 ) ( )
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alappolinomok segitségével:

A kapott egyiitthatok:

gE=HE=D

(@Y e 0=2)(0-1) 3 o O _ 3
“0_(L0)(z)_ dz =3\ ~3)773
’ A=y
o= (1) () = 00 -
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A derivalt kozelits értéke:

1 2 3 3 s ™ 3\/5
!/ * ~ __ . . _— —_ 1 — 1 —_ 1' —_ —_— 7% .
fl(a*) ~ g vif(x;) = ( 251n0+251n3+051n2)— 5 0.827,

3
Fl(a*) = cos * = g ~ 0.866.
Tekintsiik az z; = ¢ - h (h a racsalland6) pontok alkotta ekvidisztans racsot. Adjunk becs-

lést az ismeretlen f fliggvény x; pontbeli masodik derivaltjara a legfeljebb két racsallandonyi
tavolsagban 1évé pontokban mért fliggvényértékek figyelembevételével.

A derivalt kozelitése az
i+2

o)~ g D vi(ay)

j=i—2

formula alapjan torténik, ahol a v; egyiitthatok fiiggetlenek h-tol. A v; egylitthatok értéke a zp = —2, 21 =
—1,20 = 0,23 =1, z4 = 2 alappontokhoz tartozé Lagrange-alappolinomok alapjan szamolhato:

4 1
Vi—2+4j = (L§ )) (0).
A kapott egyiitthatok:

d2 (z4+1)z(2—1)(2—2)

(@Y S EDEDEED _ 1
vz = (1) (0= dz2 D)
z2=0
d2 (242)z(2—1)(2—2)
(@Y oy = 1-D)(=2)(-3) _4
v = (L1%)0) = d22 ~3
z2=0

A paros fokszamu derivalt és szimmetrikus alappontok miatt:

Vit+1 = Vi—1 = g
1
Vi42 = Vij—2 = —E

A konstans 1 fiiggvény masodik derivaltjat helyesen adja vissza a képlet, igy:

5
0; =0 =02 —Vi_1 — Vit1 — Vip2 = —35

A masodik derivalt kozelitése:

wio oy —f(@i—2) +16f(xi—1) — 30f (i) + 16f (wit1) — f(@iv2)
Fia) = 122 ‘

Numerikus integralas és derivalas hibaja

Hatarozzuk meg, hogy a centralis elsd derivalt hibaja a h racsallandé melyik hatvanyaval ara-
nyos!

Teszteljiik a centralis derivalt f, () ~

W formulajat az els6 par xz-hatvanyra:



@ [ E@ ] e ren

0 0 @ =0

1 1 (gc+h) (w no_

x2 2x 7@“1) 27}1(Z7h) =2z
23 32 (:ﬁrh)g’;h(av—h)3 — 322 4 B2

A formula pontos eredményt ad legfeljebb masodfokt polinomokra, hibaja h2-tel aranyos kis h értékekre.

Hatarozzuk meg, hogy a centralis masodik derivalt hibaja a h racsallandé melyik hatvanyaval
aranyos!

f($+h)72];(2"”)+ﬂw7h) formulajat az els6 par x-hatvanyra:

Teszteljiik a centralis masodik derivalt f,.(x) =

(@) | () | Pt h) =2/ )+ f =) |
s EET=0
.l 0 (eth)=2ot(=h) _
22 9 (:v+h)272hm2+(w7h)2 —9
23 62 (z+h)? _29: +(z—=h)® _ — 62
pt | 1292 | G20 Lo _ j92 4 op2

A formula pontos eredményt ad legfeljebb harmadfoki polinomokra, hibaja h2-tel aranyos kis h értékekre.

Hatarozzuk meg, hogy a Simpson-formula hibaja a részintervallumok h hosszanak melyik hat-
vanyaval aranyos!

flx)+ % flx+ %)) Simpson-formulat az els6 par z-hatvanyra:
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Teszteljiik az f:jf f(2)dz ~
2

xr L ~ ~

fa) | [ f@)de h(§f@—5)+§f@) + 5/ @+ 5))

20 h Mg+5+s)=h

x! xh h(%(m—%)—l—%m—i—%(x—i—%))—xh

3
x? :I:Qh—i—%g hi(z— 2+ 222+ 2z +5)2) =22+ 15
a3 x?’h—i—% h é(x—%)‘g—&-%x?’—k%(x—k%)?’)—x3h+1h
3 3
CE4 iL’4h+xh +ﬁ h(%(fﬂ*%) +4$4+ (L+%)4):$4h+mh +ﬂ
A szamolast (ebben az esetben is) elegendd elvégezni csak a (lényegesen egyszertibb) x = 0 esetre

@) | I 1@ e | (-5 + 40) + 11(4)

a0 h h(% +5tg =nh

1 1i_h Lehyy =

a:2 ;?3 h1(6(h, 22) o +16 (h,2 )2> Oha

T 12 hMs(=3)"+0+5(5)°) =135

® 0 hE(—2)3+04 £(5)3) =

2! 5 hg(=5)"+0+5(5)") = 5

A formula pontos eredményt ad legfeljebb harmadfokd polinomokra, az egy részintervallumon keletkezd
hiba h%-nel aranyos kis h értékekre. A teljes intervallum részintervallumainak szdma éppen %, igy a teljes
integralasi tartomanyon a formula hib&ja h*-nel aranyos.

LU-felbontéas

2 3 4
Végezziik el az A = |—2 —2 —5| matrix LU-felbontasat!
4 5 10




Az LU-felbontas 1épésrol lépésre:

(2 3 4 1 00
Uy=1|-2 -2 -5 Lo=10 1 0
| 4 5 10 0 0 1
(2 3 4 [1 0 0
U;=10 1 -1 Ly=1|-1 1 0
0 -1 2 |2 0 1
[2 3 4 [1 0 0
U=1|0 1 -1 L=1]|-1 1 0
0 0 1 12 -1 1
-1 2 0 3]
b.) | Végezziik el az A = _12 _62 ;1 111 matrix LU-felbontasat!
-1 8 12 21]
Az LU-felbontés 1épésrol lépésre:
(-1 2 0 3] [1 0 0 0
-2 6 4 11 01 0 0
Uo=11 9 1 1 Lo=10 0 1 0
-1 8 12 21| 0 0 0 1
-1 2 0 3 (1 0 0 O]
0 2 4 5 2 1 00
Ui=10 0 1 4 =120 010
|0 6 12 18 |1 0 0 1]
-1 2 0 3 [1 0 0 0]
0 2 4 5 2 1 00
U= 0 0 1 4 L= -1 0 1 0
0 0 0 3 |1 3 0 1]
c.) | Oldjuk meg az Ax; = b; linearis egyenletrendszereket, ahol
2 1 0 3
-2 -2 2 -3
Al = 4 2 1 8
2 1 1 6
és by = (lalalal)Tab2 = (1a27334)9b3 = (13 =1, ]-a_]-)T'
Végezziik el az A méatrix LU-felbontésat:
(2 1 0 3 [1 0 0 0
-2 -2 2 -3 01 00
Uo=1y4 2 1 3 Lo=1p 0 1 0
| 2 1 1 6 0 0 0 1
2 1 0 3 (1 0 0 0
0 -1 2 0 -1 1 0 0
Ui=1o 0 1 2 Li=19 01 0
0o 0 1 3 |1 0 0 1




2 1 0 3 1 000
0 -1 20 -1 1 0 0
U=1lo 0 1 2 L=19 010
0 0 0 1 1 0 1 1
Oldjuk meg az Ly; = b;, majd az Ux; = y; egyenletrendszereket.

y = (1,2,-1,1)T ;= (3,-8,-3,1)7

y2 = (1,3,1,2)" 2y = (2,-9,-3,2)"

ys = (1,0, -1, -1)% r3=(1,2,1,-1)T.

Peremeérték-feladatok megoldasa a véges differenciak moédszerével

a.) | Adjunk ké6zelité megoldast a

AUy —8uy, +3u=x+4 (0<xz<6)
u(0) =0
u(6) =5
peremérték-feladatra az €9 = 0,7y = 2, x5 = 4,x3 = 6 pontok alapjan! Az elsé derivaltakat

kozelitsiik elérenézd, a masodik derivaltakat centralis sémaval, a kapott eredményt abrazoljuk
grafikonon.

Jellje az x; pontbeli kozelits fliggvényértéket u;. A szakasz hossza L = 6, a szakaszt n = 3 részre osztjuk, a
racsallando h = 2. A peremfeltételek alapjan ug = 1 és ug = 5. Az egyenlet az x1 pontban:

Uy — 2u1 + us U — U

9U1 — 5U2 = 7,

valamint az x5 pontban:

_9 -
_4<ulu2+u;>,> _8<u3 u2> +3uy=4+4

22 2
—u1 + ue = 33.
Az egyenletrendszer megoldasa: u; = 3,uy = 4.
Masképpen, az egyenletrendszer matrixos alakjat elGallitva:
0o 0 0 0 0o 0 o0 O 00 0 O 10 00
(4|1 -2 1 o0of (=8 |0 -1 1 0 01 00 0 0 0O
M="%"1o 1 2 1|2 o 0o -1t 1|00 1 0 ]ooo0 o0
0 0 0 O 0o 0 0 O 00 0 O 0 0 0 1
[1 0 0 O
-1 9 =5 0
|0 -1 9 =5
|0 0 0 1
[ 1 1
o |2+4] _ |6
T 444 8
| 5 5

u = (ug, u1, Uz, U3)T az M - u = b linearis egyenletrendszer megoldasa.



Adjunk koézelité megoldast a
—2Uge —4uz +3u=92—15 (0< x < 3)
u(0) =1
u(3) = 8

peremérték-feladatra az o = 0,7 = 1,5 = 2,23 = 3 pontok alapjan! Mind az elsG, mind a
masodik derivaltakat kozelitsiik centralis sémaéaval, a kapott eredményt dbrazoljuk grafikonon.

Jelolje az x; pontbeli kozelits fliggvényértéket u;. A szakasz hossza L = 3, a szakaszt n = 3 részre osztjuk, a
racsallando h = 1. A peremfeltételek alapjan ug = 1 és uz = 8. Az egyenlet az x; pontban:

) _
_2(u0u1+u2)_4(u2 UO)+3ul:9.1_15

12 2.1
7u1 — 4U2 = —6,

valamint az xs pontban:

_9 , . —
_2(ulu2+u3)_4(u3u1)+3u2:9.2_15

12 2.1
7’11,2:35.
Az egyenletrendszer megoldasa: uy = 2,uq = 5.
Masképpen, az egyenletrendszer matrixos alakjat elGallitva:
0 0 0 0 0 0 0 O 00 00 1 0 00
(=2) |t -2 1 0o, (=4 |-1 0 1 0 01 00 0 0 00O
M=="1o 1 —2 1|T33]0 =10 1|30 010|000 o0
0 O 0 O 0 0 0 O 00 00 0 0 0 1
[1 0 0 o0
|07 -4 0
100 7 —4
00 0 1
[ 1 1
b— 9-1-15| |6
T 19-2—-151 " | 3
| 8 8
u = (ug, uy, uz, ug)T az M - u = b linearis egyenletrendszer megoldasa.
Adjunk kozelité megoldast a
Tx — 16
—8umm—6um+3u:T (0 <z <6)
u(0) =1
u(6)=8

peremérték-feladatra az g = 0,7 = 2, x5 = 4,23 = 6 pontok alapjan! Az els6é derivaltakat
kozelitsiik hatranézd, a masodik derivaltakat centralis sémaval, a kapott eredményt abrazoljuk
grafikonon.

Jelolje az x; pontbeli kozelits fliggvényértéket u;. A szakasz hossza L = 6, a szakaszt n = 3 részre osztjuk, a
racsallando h = 2. A peremfeltételek alapjan ug =1 és ug = 8. Az egyenlet az z1 pontban:

—2 — 7-2—-16
_S(W)_6<U12“0)+3U1:

22 2



d)

4U1 — 2U2 = -2

2U1 — Uy = —1,

valamint az x5 pontban:

—9 - 7.4-16
_g (“1 “2+“3) —6(“2 2u1)+3u2:

92
uy + 4dug = 22.
Az egyenletrendszer megoldasa: u; = 2,ug = 5.
Maésképpen, az egyenletrendszer matrixos alakjat elGallitva:
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(-8 |1 -2 1 0] (-6)|-1 1 0 0 0 1
M="%"1o 1 21" 2 o -110 300
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(1 0 0 0]
|11 4 =2 0
1001 4 -2
00 0 1]
. 17
72-16 -1
b= |74216| =
5 6
L 8 8_

u = (ug, u1, Uz, U3)T az M - u = b linearis egyenletrendszer megoldasa.
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O = O O
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_= o O O

Adjunk kozelité megoldast a

u(0) =1
u(3) =8

—2Upy —4uy +3u=32>—-9 (0<z<3)

peremérték-feladatra az g = 0,7 = 1,23 = 2,23 = 3 pontok alapjan! Mind az elsG, mind a
masodik derivaltakat kozelitsiik centralis sémaval, a kapott eredményt abrazoljuk grafikonon.

Jelolje az x; pontbeli kozelits fliggvényértéket u;. A szakasz hossza L = 3, a szakaszt n = 3 részre osztjuk, a

racsallando h = 1. A peremfeltételek alapjan ug = 1 és ug = 8. Az egyenlet az z1 pontban:

_9 _
2(u0 U1+U2)4<u2 u0)+3u1_3.129

12 2-1
7U1 - 4U2 = —6,

valamint az xs pontban:

_9 _
_Q(W)_4(“3 “1)+3u2_3.22_9

12 2-1

Tug = 35.
Az egyenletrendszer megoldasa: uy = 2,uq = 5.

Maésképpen, az egyenletrendszer matrixos alakjat elGallitva:
0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
_(=2) 1 -2 1 0 (=4 |-1 0 1 0 0 1
M=o 1 =2 1|30 o -1 0 1] T30 0
0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0

O = O O

o o oo

oS oo

o o oo

o O oo

= O O O




10 0 0
o7 -4 o0
oo 7 —4
00 0 1
(1 1
y_ [3:12-9] _ |6
T [3.22-9 3
8 8

u = (ug,u1,us,u3)’ az M - u = b lineéris egyenletrendszer megoldasa.
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