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El6sz6

Ez a jegyzet az Ipari matematika és szamitogépes szimulacio 3. cimi valaszthato targyhoz késziilt, a Széchenyi
Istvan Kgyetem| alapképzésben részt vevé mérndkhallgatoi szaméara. Célja az egydimenzids eset targyalasan
keresztiil bemutatni a Galjorkin-féle végeselem-modszer alapjait. A jegyzet nem teljes korii, nem terjed ki a
preciz matematikai részletek targyalaséara, valamint csak részben fedi le a targy sikeres teljesitéséhez sziikséges
ismereteket.

A jegyzet legfrissebb példanya letolthet§ a www.sze.hu/ nemetha/| oldalrol. Az észrevételeket és meg-
jegyzéseket a nemetha@sze.hul cimre varom.

Bevezetés

A legtobb mérnoki, fizikai folyamat leirhato (legfeljebb) masodrendd differencidlegyenletek segitségével, ezért
a jegyzet masodrendii differencidlegyenletek példain keresztiil mutatja be a végeselem-modszer alapjait.

Ko6zonséges differenciadlegyenletek Maéasodrendd kozonséges differencidlegyenletek altaldnos megoldésa
két szabadon valaszthatd paramétert tartalmaz, példaul & + z = 0 altalanos megoldasa ¢ sinx + cp cosx. A
megoldas egyértelmiisége mellékfeltételek megadasaval biztosithato.

Idsfiggs problémak esetén az ismeretlen fliggvény értékét, valamint els§ derivaltjanak értékét kotjik ki
a kezdépontban, ekkor kezdetiérték-feladatrol beszéliink.

Idsfiiggetlen problémak esetén a differencidlegyenlet megoldasat egy Z = (a,b) € R intervallumon keres-
stik, és a szakasz mindkét végpontjaban kikotjiik vagy a fliggvényértéket (Dirichlet-peremfeltétel) vagy a flige-
vény elsd derivaltjanak értékét (Neumann-peremfeltétel). Az ilyen kitiizést problémat peremérték-feladatnak
nevezzik.


http://uni.sze.hu
http://uni.sze.hu
www.sze.hu/~nemetha/
mailto:nemetha@sze.hu

Példak kezdetiérték-feladatra Filiggbleges hajitas:

mz +cxr+mg =20
z(0) = xo
I(O) = Vo

Rugodhoz rogzitett test csillapitott gerjesztett rezgése:

mi + ct + kx = f(t)

z(0) = g
z(0) = vy
Idealis fizikai inga mozgasa:
0p + mgsp =0
¢(0) = ¢o
¢(0) = fo

Példak peremeérték-feladatra Stacionarius hévezetés egyik végén szigetelt, masik végén allandé hé-
mérsékleten tartott radban:

0T .

_kW = q(x) minden x € (0,1)-re
T(0) = Ty
T()=0

Tokéletesen rugalmas szal alakvaltozasa terhelés hatasara:

2 0%y

o= = f(x) minden x € (0,[)-re
y(0) =0
y(1) =0

Parcialis differencidlegyenletek Legyen a;; szimmetrikus matrix. Ekkor a

Ou 8u
3> ey o f< S .,,xn)—o

i=1 j=1
n-dimenzios méasodrendii parcialis differencidlegyenletet
o clliptikusnak nevezziik, ha az a;; métrixnak csak pozitiv sajatértékei vannak
e parabolikusnak nevezziik, ha az a;; métrixnak egyetlen 0 és n — 1 db pozitiv sajatértéke van
e hiperbolikusnak nevezziik, ha az a;; métrixnak egyetlen negativ és n — 1 db pozitiv sajatértéke van.

Elliptikus PDE-ket altalaban stacionérius probléméak matematikai leirasakor kapunk. A megoldas egyér-
telmiisége érdekében a tartomény hataranak minden pontjaban el6irjuk vagy az ismeretlen fiiggvény értékét
(Dirichlet-peremfeltétel), vagy a fiiggvény normalis iranyt derivaltjanak értékét (Neumann-peremfeltétel).

Idsfigegs problémak altalaban hiperbolikus vagy parabolikus PDE-kre vezetnek. A megoldés egyértel-
miiségéhez nem elég a peremfeltételek elGirasa, parabolikus esetben meg kell még adni a fliggvény értékét,
hiperbolikus esetben pedig mind a fliggvény, mind els§ derivaltjanak értékét a kezdeti id6pontban (kezdeti
feltétel).



Példak elliptikus PDE-re Rugalmas membran deformacioja kiils6 terhelés hatasara:

0%z 0%z .
57 + 82/2> = f(z,y) minden (z,y) € Q-ra

z(z,y) =0 minden (z,y) € 0Q-ra

C2A2262<

Stacionarius héterjedés (forrastaggal) homogén kozegben:
O*T N o*T N o*T
ox?2 = Oy2 = 022

T(x,y,2) =0 minden (z,y, z) € 0Q-ra

—kAT = —k < > = f(z,y,2) minden (z,y,z) € Q-ra

Példak parabolikus PDE-re Hoterjedési egyenlet (forrastaggal) homogén kdzegben, részben hdszige-
telt, részben id6ben egyenletesen felftitott peremekkel:

T — kAT = f(x,y,2) minden ¢-re és minden (z,y, z) € Q-ra

fi(x,y,2) - VT (x,y,2,t) =0 minden t-re és minden (x,y, z) € Qg C I-ra
T(z,y,z2,t) =tTh minden ¢-re és minden (z,y, z) € 90\ Qo-ra

T(z,y,2z,0) =0 minden (z,y, z) € Q-ra

Advekcio-diffazio-egyenlet, festékkoncentréacio szétterjedése egyenletesen mozgd homogén viztomegben:

¢—DAc+7-Ve=0 minden ¢-re és minden (z,y, z) € {)-ra
. +kompatibilis peremfeltételek
T(x,y,2,0) =T(z,y,z) minden (z,y, z) € Q-ra

Példak hiperbolikus PDE-re Hullamegyenlet, membréan rezgései:

2
% —c?Az = f(x,y) minden t-re és minden (z,y) € Q-ra
z(z,y,t) =0 minden t-re és minden (x,y) € 0Q-ra
z(z,y,0) = g(z,y) minden (z,y) € Q-ra
2(x,y,0) = h(z,y) minden (z,y) € Q-ra

Euler-egyenlet, Navier—Stokes-egyenlet.

A tovabbiakban az elliptikus peremérték-feladatok megoldésara kifejlesztett Galjorkin-modszert targyal-
juk, az egyszertiség kedvéért a
—QUgy + CU = f((E)

maéasodrend, allando6 egytitthatos kozonséges differencidlegyenlet peremérték-feladatain keresztiil, ahol a # 0.

A homogén Dirichlet-probléma gyenge alakja
Vegyiik a
—QUze () + cu(x) = f(z) minden z € (0,1)-re
u(0) =
u(l) =

peremérték-feladatot (homogén Dirichlet-probléma), ahol a,c € R, a # 0, f: [0,1] — R folytonos, u: [0,]] = R
kétszer folytonosan derivalhato.

(1)



Legyen v: [0,]] — R folytonosan derivalhato, legyen tovabba v(0) = v(l) = 0. Szorozzuk be az
differencialegyenlet mindkét oldalat v(x)-szel, és vegyiik mindkét oldal integraljat a [0, ] intervallumon:

l

—a/uzm(x)v(x) dr +c
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majd integraljunk parcialisan az els6 integralban:

! !
a/%(m)%(m) dz + [ug (z)v(z)]h + c/u(a:)v(x) dz = /f(a?)v(x) dz

és hasznaljuk fel, hogy v(0) = v(l) = 0:
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1
a / Uy ()0 (z) dz + ¢
0
Tekintsiik az peremérték-feladat alabbi alakjat (gyenge alak):
1 ! l
a/uI(m)UI(m)dx—i—c/u(x)v(m) dz = /f(m)v(a:) dz
0 0 0

minden v: (0,1) — R folytonosan derivalhato fiiggvényre, melyre v(0) = v(l) =0

u(0)
u(l)

0
0

(2)

ahol a,c € R, a #0, f:[0,]] — R folytonos és u: [0,!] — R folytonosan derivalhato.

Legyen u: [0,{] — R kétszer folytonosan derivalhaté. Ha u kielégiti az peremérték-feladatot, akkor
kielégiti a (2]) gyenge alakot is. Megforditva, ha u nem elégiti ki az (1)) peremérték-feladatot, akkor nem elégit-
heti ki a gyenge alakot sem. Vegyiik ugyanis az differencialegyenlet bal- és jobboldalanak kiilonbségét,
jelolje ezt w(x). Tegyiik fel, hogy w(z) nem nulla a [0,!] intervallumon, ekkor talalhaté g € (0,1) és € > 0,
hogy w(z) > 0 minden x € (xg — €, o + €)-re. Valasszuk v-t agy, hogy folytonosan derivalhat6 nemnegativ
fiiggvény legyen [0, []-en, értéke 0 legyen az (xg — €, xo + €) intervallumon kiviil, és pozitiv az intervallum egy
részében, lasd az (1} abrat. Erre a v fiiggvényre u nem teljesiti a gyenge alakot.

A gyenge alaknak ugyanakkor lehet olyan (kétszer folytonosan nem derivalhato) u megoldasa, amely
nem elégiti ki az peremérték-feladatot.

Elemenként linearis kozelités
Bontsuk fel az Q = [0,{] tartoméanyt n db diszjunkt elemre (szakaszra) az
X={x;:0<i<n} 2o =0<21 <...<2; < ...<Tp_1<xp =1 (3)

csomopontok altal. A racsot ekvidisztansnak nevezziik, ha x; = %l minden 0 < ¢ < n-re. A felbontas h
finomsaga alatt az elemek

h= i1 — T 4

o (Tirs — ) (4)

maximaélis &tmérGjét (a maximalis szakaszhosszt) értjik.




differencialegyenlet bal- es jobboldalanak kulonbsege
v(x) amelyre az integralegyenlet serul

0.002 T T T T

0.0015 - .

0.001 .

0.0005 |- _

-0.0005 - -

-0.001 - .

-0.0015 | .

-0.002 L L L L

1. 4bra. Ha u nem elégiti ki az peremérték-feladatot, akkor v megvalaszthaté gy, hogy u a gyenge
alakot se elégitse ki.



Legyen Q = [0,1], f: Q — R sima fiiggvény. Legyen X az Q halmazt feloszté csomépontok halmaza, jelolje

h a felbontas finomsagat. Kozelitsiik az f fiiggvényt az elemenként linearis f fiiggvénnyel (tortvonallal) agy,
hogy a csomopontokban a kozelits fliggvény értéke megegyezzen a fiiggvényértékkel, azaz

f(:r) _ flxs) - (@ig1 — x) +_f(‘?ci+1) (- 2y)
Tit1 — Tg

minden 0 < ¢ < n — 1l-re és minden x; <z < x;41-re, (5)
al abra szerint.

A kozelités hibaja Tekintsiink az f sima fliggvénynek, valamint f szakaszonként linearis kozelitésének az
[, ;4+1] intervallum feletti részét. Kozelitsiik a fiiggvényt z; koriili masodrendd Taylor-polinommal, hasz-
naljunk Lagrange-féle maradéktagot:

I (z4) 2, f"(E)

f(@iz1) = f(zi) + f(@i)(@ig1 — x5) + T(xi-&-l —x;)" + 30

alkalmasan valasztott £ € [z;, x;41]-re. Helyettesitsiik be az igy kapott kifejezést az képletbe:
[ (i) f"(€)

o (Tit1 — i) (z —2:) + T(ﬂfwl —z)(x — ;)

minden z € [x;, 2;41]-re. Vonjuk ki a kapott kifejezést f(x)-nek az x; koriili masodrendt Taylor-polinommal
valo kozelitésébdl:
_ f) f"(6)

fa) — fw) =15 .

minden x € [z;, x;41]-re, z ponthoz alkalmasan valasztott € [x;, z]-re. Ez O(h?)-es hibét jelent a fiiggvény-
érték kozelitésében és O(h)-s hibat a fiiggvény derivaltjanak kozelitésében.

(177:+1 - Ii)g

f@) = fl@:) + f (@) (@ — z) +

(@ier — 2w — )+ T @

(@ = ziy1)(@ — @) —

Bazisfiiggvények Vezessiik be a ¢; bazisfiiggvényeket (0 < i < n):

L1—T ha0<$<$1
€T) = T1—X0 — ~ 6a
vo() {O hazy <z <l (63)
0 hao<$<xn71
EE < 6b
on(x) {:1:::11 haz,_1 <z <l (6)
0 ha 0 <z <a; 4
LoTioy

—— hax 1 <z<u , ,
vi(z) = =Tl minden 1 <4 <n — 1-re. (6¢)

LTi+1—X . .
= ha z; <z <xi41

0 ha z;41 <z <1

Az igy definialt ¢;(z) (0 < i < n) fliggvények folytonosak és szakaszonként linearisak, értékiik a csomoépon-
tokban ¢;(z;) = §;; minden 0 < ¢, j < n-re, ahol

1 hai=j
8ij = 7
/ {0 ha i # j @

a Kronecker-delta szimbolum. A 2] abrarol leolvashato a bazisfiiggvények alakja.

1. Allitas. Legyen Q = [0,1], legyen X az Q) intervallumot szerint felosztd csomdpontok halmaza, legyenek
v, (0<i<n)a @ képletek dltal meghatdrozott bdzisfiggvények. Tetszdleges sima f(x) figgvény képlet
szerinti f(x) kozelitd figguénye

flx) = Z f(xs) - i) minden x € Q-ra (8)
i=0

alakban dll eld.



f(x)=5x>-4x+2
Zi?i1f(><i)<Pi
Py -
,orn
25 L O (|=3) .
2 - -
15 i
1| -
05 i
O L L 1 il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

2. abra. Fiiggvény szakaszonként linearis kozelitése 3 bels6 pontos ekvidisztans réacs esetén



Bizonyitas. Mivel p;(x;) = d;;, ezért Y f(z;) - ¢i(z;) = f(x;) minden 0 < j < n-re. Y f(x;) - @i(2)
i=0 i=0
folytonos és szakaszonként linearis, mert ilyen fiiggvények Gsszegeként all el6. A > f(x;) - wi(z) kifejezés
i=0
teljesiti az feltételt. H

A homogén Dirichlet-probléma diszkretizaciéja

Vegyiik az homogén Dirichlet-probléma gyenge alakjat. Legyen 2 = [0, 1], legyen X az ) intervallumot
(13) szerint feloszto csomodpontok halmaza. Jeldlje

i(x) = Z uipi(x) minden z € Q-ra (9)
x) = Z vipi(x) minden z € Q-ra (10)
x) = Z fipi(x) minden z € {d-ra (11)

az u,v, [ figgvények szerinti diszkretizaciojat. A kozelits fiiggvényekre vonatkozo gyenge egyenlet:

n—1ln—1 l n—1ln—1 l n—1 l
ZZWJ/M )pjala dﬁczzw/% Dei()de =3 vi [ faeords (12
=1 j5=1 0 =1 j5=1 0 =1 0

minden (vy,va,...,Vp_2,V,_1) € R lre

2. Allitas. (u1,ug,... Uy _2,up_1) € R"™! pontosan akkor teljesiti a feltételt, ha az aldbbi feltételt
teljesiti:

l

n—1 ! n—1 l
a Z / x)pj.(x)dr + CZ u;j /(pi(x)goj(x) dz = /f(x)cpl(x) dz minden 1 <i<n-—1-re. (13)
J=1 0 7=1 0

0

Bizonyitas. :>: Legyen 1 < k <mn —1 tetsz6leges egész. Legyen v; = d;;, minden 1 <i <n—1-rea
egyenletben. Ekkor éppen a egyenletet kapjuk ¢ = k-ra.

:>: Legyen (v1,v2,...,Vn_2,0n_1) € R"! tetszoleges. Osszegezziik az i = k paramétert
egyenlet vy, szorosat minden 1 < k < n — 1-re. Eppen a egyenletet kapjuk. l

A linearis egyenletrendszer meghatarozasa

Legyen 2 = [0,1], legyen X az € intervallumot feloszté csomopontok halmaza, ¢; (0 < i <n) a @ képletek
altal meghatarozott bazisfiiggvények. Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

l
M;; = /%(w)wj(w) da 0<i,j<n (14)
0

Sij iz (@)@ (x)de 0<14,j<n. (15)

I
o _



M és S szimmetrikus (n 4+ 1) X (n + 1)-es méatrixok, M neve tOmegmatrix, S neve merevségi matrix. A
homogén Dirichlet-feladat diszkretizalt alakja az M és S matrixok segitségével a

n—1 !
Z(aSij +cM;j)u; = /f(:y)goz(:c) dz minden 1 <3 <n — 1-re (16)
0

Jj=1

alakban irhato. Az egyenlet jobboldalat gyakran a bazisfiiggvényekkel kozelitjiik:
n—1 n
> (aSi; + cMij)u; =Y M, f; minden 1 <i < n — l-re. (17)
j=1 j=0

A homogén Dirichlet-feladat diszkretizalt alakja egy n — 1 ismeretlenes n — 1 egyenletes tridiagonalis métrixa
linearis egyenletrendszerre vezet, melynek megoldasa O(n) lépést igényel.
Szamitsuk ki a matrixelemeket, ehhez hasznaljuk fel az alabbi integralokat:

1 1
/ xQdm:/(l—x)deZ
0 0

/le(lx)dx

A @ bazisfiiggvényekhez tartozo tomegmaétrix és a merevségi matrix elemei:

D= W

%(xi—i-l_-ri—l) halgi:jgn—l
%(1‘1—1‘0) haz’:j:O
1 . .
1 — hai=j=
M;; = §($n #n-1) o ]. n (18)
5z —2iq) ha0<j=i—-1<n-1
f(@ip1—2;) hal<j=i+1<n
0 kiilénben
1 1 .
o hal<i=j<n-1
—L hai=j=0
1—%0
e hai=j=n
Sij=4q " o . (19)
- hao<j=1—-1<n-1
k3 i—1
e hal<j=i+1<n
0 kiilonben
A métrixelemek tovabb egyszertisodnek, ha az X csomopontok ekvidisztans racsot alkotnak:
2L hal<i=j<n-—1
Ak — 1L hai=j=0vagyi=j=n (20)
“ Il haj=i+1é0<4i,j<n
0 kiilonben
20 hal<i=j<n-1
Siejl.(v: %n haz:j:Oj/agyz:j:n (21)
—7 haj=i+1é0<i,j<n
0 kiilonben




Az inhomogén Dirichlet-probléma megoldasa

Vegyiik a
—aUgze(z) + cu(z) = f(x) minden x € (0,1)-re
u(0) = po (22)
u(l) =p1

peremérték-feladatot (inhomogén Dirichlet-probléma), ahol a,c € R, a # 0, f: [0,1] — R folytonos, u: [0,1] —
R kétszer folytonosan derivalhato. A peremérték-feladat gyenge alakja azonos modon szérmaztathato,
mint az (1) homogén Dirichlet-probléma esetén:

l

l l
a/ugc ) (x dw-i—co/u O/f(x)v(x)dx

0

minden v: (0,1) — R folytonosan derivalhato fiiggvényre, melyre v(0) = v(l) =0

u(0) = po
u(l) = p1
(23)

ahol a,c € R, a #0, f:[0,{] = R folytonos és u: [0,l] — R folytonosan derivalhato.
Legyen Q = [0,1], legyen X az (2 intervallumot szakaszokra oszt6 csomépontok halmaza. Irjuk els expliciten
a Dirichlet-peremfeltételeket az u fiiggvényre, jeldlje

w(x) = poo(x) + pron(x) + Z ui i () minden z € Q-ra (24)

az u figgvény szerinti diszkretizaciojat, a v, f fiiggvények diszkretizacidja legyen és szerinti. A
kozelits fliggvényekre vonatkozo gyenge egyenlet

n—1 L
Z(aS” + cM;j)u /f x)dx — (aS;0 + cM;o)po — (aSin + ¢M;pn)p1  minden 1 < i < n — 1-re
j=1 0

(25)

alakban all el§, a gyakorlatban hasznalt alakja pedig:

n—1
Z(GS” +cM;j)u; = Z M;; f; — (aSi0 + cMio)po — (aSin + cM;n)pr  minden 1 <i<n—1lre. (26)

Jj=1 7=0

A @ bazisfiiggvények esetén az M;q, S;o méatrixelemek csak ¢ = 1 esetén, az M;,, S;, méatrixelemek pedig
csak i = n—1 esetén kiilonb6znek nullatol, ezért a homogén esethez képest az egyenlet jobboldaldnak csak az
els@ és utolsé komponense valtozik. Mind a homogén mind az inhomogén esetben a Dirichlet-probléma n — 1
egyenletes n — 1 ismeretlenes linearis egyenletrendszerre vezet.

A Neumann-peremfeltételek kezelése

Vegyiik a
—aUzy () + cu(x) = f(x) minden x € (0,1)-re

10




vegyes peremérték-feladatot, ahol a,c € R, a # 0, f: [0,{] — R folytonos, u: [0,{] — R kétszer folytonosan de-
rivalhato. A peremérték-feladat gyenge alakja hasonlé moédon szarmaztathato, mint a Dirichlet-probléma
esetében:

a/lu$(m)vm(m)dx—aq1v(l) +c/lu(x)v(a:) dz = /lf(x)v(m)dx

minden v: (0,1) — R folytonosan derivalhaté fiiggvényre, melyre v(0) =0

u(0) = po
(28)

ahol a,c € R, a #0, f:[0,{] = R folytonos és u: [0,]] — R folytonosan derivalhato.
Legyen Q = [0,1], legyen X az 2 intervallumot szakaszokra oszt6 csomépontok halmaza. Irjuk els expliciten
a Dirichlet-peremfeltételt az u fliggvényre, jeldlje

(z) = powo(z) + Z ;i () minden z € Q-ra (29)
o(z) = Z vipi () minden z € Q-ra (30)

az u, v fliggvények szerinti diszkretizaciojat, az f fliggvény diszkretizacioja legyen szerinti. A kozelité
fliggvényekre vonatkoz6 gyenge egyenlet

" 1
Z aS;; + cM;j)u /f x)dz — (aS;0 + cMio)po + adinga minden 1 <4 < n-re (31)
=1 0

alakban irhato, a gyakorlatban hasznalt alakja pedig:

Z aS;; + cM;j)u; = Z M;; f; — (aSi0 + cM;io)po + ading minden 1 < ¢ < n-re. (32)
j=1

Hasonloéan a
—auge () + cu(z) = f(x) minden x € (0,1)-re

u5(0) = qo (33)
u(l) = p1

vegyes peremérték-feladat esetén, ahol a,c € R, a # 0, f: [0,!] — R folytonos, u: [0,!] — R kétszer folytono-
san derivalhato, az u fiiggvény diszkretizacidja

w(x) = pron(x) + Z uip;(x) minden z € Q-ra. (34)

a kozelits fiiggvényekre vonatkozo gyenge egyenlet a

n—1 l
Z(aS” + cM;j)u /f x)dx — (aSin + cMin)p1 — adioqo minden 0 < { <n — 1-re (35)
j=0 0

alakban irhat6, a gyakorlatban hasznalt alakja pedig:

n—1
Z(aSU +cM;j)u; = Z M;; fi — (aSin + cMin)p1 — adiogo minden 0 < ¢ < n — l-re. (36)
§=0
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Mindkét vegyes peremérték-feladat n egyenletes n ismeretlenes lineéris egyenletrendszerre vezet.
Vegyiik a
—aug. () + cu(z) = f(x) minden x € (0,1)-re

Uy (O) = 4o (37)
Uy (l) =q

peremérték-feladatot (Neumann-probléma), ahol a,c € R, a # 0, f: [0,1] — R folytonos, u: [0,I] — R kétszer
folytonosan derivalhato. Az u fliggvény diszkretizacidja

w(x) = Z w;pi(x) minden z € Q-ra. (38)
i=0

A kozelit6 fliggvényekre vonatkozo gyenge egyenlet a

" !
Z (aSi; + cMij)u /f z)dz + ading1 — adipqo minden 0 < i < n-re (39)
J= 0

alakban frhato, a gyakorlatban hasznalt alakja pedig:

n

Z(aS” +cM;j)u; = Z M;; f; + adingn — adiogo minden 0 < ¢ < n-re. (40)
j=0 j=0

A Neumann-probléma n + 1 egyenletes n + 1 ismeretlenes linearis egyenletrendszerre vezet.

Magasabb fokii polinomok Aaltali kozelités

Tekintsiik az homogén Dirichlet-feladatot. Legyen ©Q = [0, 1], legyen X az Q intervallumot feloszto csomo-
pontok halmaza, legyenek Q; = [z;, x;11] intervallumok (0 <7 <n — 1) az  intervallumot alkot6 elemek.

Az f: Q — R fiiggvényt kdzelitsiik olyan f folytonos fiiggvénnyel, melyre f lo, legfeljebb p-edfoki polinom
minden 0 < i < n — l-re.

Bazisfiiggvények Vezessiik be az x; = &0 < §i1 < -+« < &p—1) < &p = Ti41 belsd pontokat minden (;
intervallumon (0 < ¢ < n — 1), valamint az alabbi bazisfiiggvényeket:

P_1(z—£oj)
Yo(z) = IT5_1 (éo0—&05) ha 2 € £ (41a)
0 kiilénben
Hi;& (I7§(7L71)j) h
— € Q,_
¢n~p($) ={ TI550 En—1yp—En—1);) at ! (41b)
0 kilonben
12 (@—€i-1);) )
I_II_[j;é((f(ifl)p)_f(i—l)j) ha z € £
i () = f i (z—&ij ] minden 1 <7 <n— 1-re
» p( ) 71_15;(&0_5”) ha x € ;
0 kiilonben
(41c)
Ho<j¢k<p(x*§ij) h
B e Q;
Viprr(x) = MMociinep@r—&p) 07T minden 0 <4 <n — 1-re és minden 1 < k < p — 1-re.
0 kilonben
(41d)

A bazisfiiggvények megtekinthetSek a 3] abran.
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0.25 u,,(x) = 125 kozelito megoldasai

250 T T T I
egzakt megoldas
n=4, u(1)=0, u,(1)=0
n=10, u(1)=0, u,(1)=0 --
n=6, u(0)=250, u(1)=0 -
200 -
150 .
100 |- -
0 L I ! PRy
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

3. 4bra. Fiiggvény kozelitése szakaszonként magasabb fokd polinomokkal (n = 4,p = 3), illetve a 1; bazis-
fiiggvények

1. Megjegyzés. Az, intervallumon (0 < i < n—1) csak a Yip, Vipt1s- - Cipp—1, Yiptp bdzisfiigguények
kiilonboznek zérustol. Az elébbi bdzisfiigguények megszoritdsai az §; intervallumra

Viprrla, = L} (&0s&its -+ Sip—1)» Eip) minden 0 < i < n — 1-re és minden 0 < k < p-re (42)

éppen a {fio, &i1s - &i(p—1)> fz'p} alappontokhoz tartozo p-edfoki Lagrange-interpoldcids alappolinomok.

3. Allitas. Az f: Q — R fiigguény folytonos, az Q; intervallumokon (0 < i < n — 1) legfeljebb p-edfoki
polinomidlis f kizelitése, melyre f(gm) = f(&;) minden 0 < i <n —1-re és minden 0 < j < p-re, az

n n—1p—1
Fa) =" f@i) - tip(@) + D) (&) - Ciprs() (43)
i=0 i=0 j—1

alakban dllithato eld a bdzisfligguények segitségével.

Jelolje h az X csomépontok altali felbontas finomsagat. Belathato, hogy a bazisfliggvényekkel valo
kozelités O(hP+1)-es hibaval rendelkezik. A p = 1 specidlis esetben visszakapjuk a @ kalapfiiggvényeket.
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Diszkrét egyenlet Az elemenként linearis kozelités esetéhez hasonléan bevezethetjiik az

l

My = [ i)y (a) do 0<ij<n-p (44)
Ol

Sij = /¢i,m($)¢j,m($) dz 0<i,j<n-p. (45)
0

tomeg- és merevségi matrixokat. Mindkét matrix szimmetrikus és blokktridiagonalis. Ekkor a gyenge egyenlet
diszkrét alakja a

n-p—1

n-p
Z (aSi; + cMij)u; = ZMijfj minden 1 <i<mn-p— l-re (46)
§=0

Jj=

[

alakban irhato, ahol az egyenlet jobboldalat is a bazisfiiggvényekkel kozelitjik és w;ptr = u(&ir), fiprhe =
f (&) minden 0 <4 < n — 1-re és minden 0 < k < p-re.

Masodfoku polinomok altali kézelités Legyen p = 2, az X csomdpontok legyenek ekvidisztansak, legyen
tovabba &1 = 1(2; + 2;41) minden 0 < i < n — l-re. Szémitsuk ki a témegmatrix és a merevségi matrix
elemeit, ehhez hasznaljuk fel az alabbi integralokat:

1 1
/4x2(;v—%)2dx:/ 4(1—3:)2(%—x)2dac:3
0 0 15
! 8
/0 162%(1 — z)? dr = T
1 1 1
/ 8x2(m—%)(1—x)dx:/ 8(1—2)*(3 — 2)zdx = T
0 0
! 142 1
—dz(l-z)(z - 1)?de=——
| = )a = 4o = —5;
1 1 7
/(4x—1)2dx:/ (4 —3)?de = =
0 0 3
1
/16(1—2x)2dgc=E
0 3
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A (41) bazisfuggvényekhez tartozo tomegmatrix és a merevségi matrix elemei:

AL ha2<i=j<2n—2ési,j parosak
%% hal<i=j<2n—1 és1i,j paratlanok
2 1 L P i —
—355 haj=i42,0<1,j<2nési,j parosak
AL haj=i+t16s0<i,j<2n
0 kiilénben
dn ha2<i=j<2n-—26si,j parosak
P hal<i=j<2n—16si,j paratlanok
n hai=7=0vagyi=7 =2n

Sl]: ?jz . ] ng. . J PO T : (48)
37 ha j=i+2,0<14,j <2n ési,j parosak
—8% haj=i+16s0<4,j<2n
0 kiilénben

Végeselem-modszer magasabb dimenziékban

Gyenge alak Elliptikus PDE esetén a gyenge alak elGéllitasa soran az els6 Green-azonossagot alkalmazzuk.

1. Tétel (I. Green-azonossag). Legyen Q@ C R™, : Q — R folytonosan differencidlhatd, p: Q@ — R
kétszer folytonosan differencidlhatd, ekkor

Jwae+v0-9p)av = fuii-Toyas, (49)
Q o0
ahol 7 az  tartomdnybdl kifelé mutato egységuektor, V f = (gf e aaf ) = grad f a nabla operdtor.
T zm,

Legyen Q C R?, vegyiik a

—a Au(z) + cu(z) = f(z) minden z € Q—ra} (50)

u(z) =0 minden x € 9Q-ra

elliptikus peremeérték-feladatot (homogén Dirichlet-probléma), ahol a,c € R, a # 0, f: @ — R folytonos,
u: 0 = R kétszer folytonosan derivalhato.

Legyen v: Q — R folytonosan differencialhato és legyen v(z) = 0 minden z € 9Q-ra. Szorozzuk be az
egyenlet mindkét oldalat v-vel majd integraljunk az €2 tartomanyra. Alkalmazzuk a Green-azonossagot,

igy kapjuk a PDE gyenge alakjéat:

a / Vu-VodV +¢ / uvdV = / fvdV  minden v: 2 — R folytonosan derivalhato, 0Q2-n eltiing fiiggvényre
Q Q Q
u(z) =0 minden ¢ € 9Q-ra
(51)

ahol a,c € R, a # 0, f: Q — R folytonos és u: ! — R folytonosan derivalhato.

Bazisfiiggvények Legyenek x1, 2o, ..., 2, az Q C R? tartomany belsé pontjai, Z,41, Tmi2, ..., Tp a tar-
tomany hatarpontjai. Kozelitsiik Q tartomanyt az z; (m + 1 < i < n) kiils6 csomoépontok Osszekotésével
képzett zart tortvonal altal hatarolt Q tartomannyal. A belsé csomopontok megfelel§ bekotésével bontsuk fel
O-t az QO (1 <k < N) haromszogek uniojara. A felbontas h finomsaga a behuzott élek hosszanak maxima.
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4. dbra. Elemenkeént lineéris bazisfiiggvények (kalapfiiggvények) elliptikus PDE-kre

Minden z; csomo6ponthoz (1 < i < n) hozzarendeljiik azt a folytonos ¢, : Q>R bazisfiiggvényt, melyre

wi(x;) = d;j minden 1 < j < n-re (52a)
vila, sik minden 1 < k < N-re. (52b)

Az gy definialt ; (1 < i < n) bazisfiiggvények elemenként linearis folytonos fiiggvények (gula alaka kalap-
fiiggvények), megtekinthet&ek a [4 abran.

4. Allitas. Az f: Q — R fiigguény folytonos, (1 < k < N) hdromszog-tartomdnyok felett sikként haladé
f: Q= R kozelitése, melyre f(x;) = f(x;) minden 1 <1i < n-re, az

n

Fl@) =" fla) - pi(x) (53)
i=1

alakban dllithato eld a bdzisfiigguények segitségével.

Az fgy definialt f fiiggvény O(h2) hibaval kozeliti az f fiiggvényt.

Diszkrét egyenlet Az egydimenzios esethez hasonloéan vezessiik be az

M;; = /%soj dv 1<i,j<n (54)
Q

Sij = /V% Vg dV 1<ij<n (55)
Q

tomeg- és merevségi matrixokat. Mindkét métrix szimmetrikus és ritka. Ezen matrixok segitségével a
gyenge diszkrét egyenlet a

Z(aSij + cM;j)u; = ZMijfj minden 1 <4 < m-re (56)
: =

Jj=1

alakban irhat6, ahol az egyenlet jobboldalat is a bazisfiiggvényekkel kozelitjik és u;, ~ u(z;), f; = f(z;)
minden 1 <¢ < m-re és 1< j < n-re.
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Parabolikus differencidlegyenletek megoldasa végeselem-médszerrel

Tekintsiik az alabbi kezdeti- és peremérték-feladatot.
(57)

A csomopontok halmazat jeldlje X = {z; : 0 < j < n}, a térbeli koordinataban alkalmazzunk végeselem
diszkretizaciot. Valasszuk az id6lépés nagysagat konstans T-nak; tetszéleges t,, = m7 id&pillanatban alkal-
mazzuk az u(ty,, x) = 4" (x) = 37 u p;(r) kozelitést.

Az uo egylitthatokat az ug(x) kezdeti feltetel alapjan hatarozzuk meg. Az u]" egyiitthatok ismeretében
az um+1 egylitthatokat meghatarozhatjuk az egyenlet diszkrét alakjanak megoldasaval El6renézé Euler
1dolepes esetén a térbeli derivaltak kozehteset az uj' egytitthatokkal frjuk fel, mig hatranéz6 Euler idélépés

esetén a térbeli derivaltak kozelitése az umH egyutthatokkal torténik. Az id6derivalt kozelitése mindkét

m+1 )

esetben az u.(z;) ~ képlet segitségével torténik.

El6renézé Euler esetben az id6lépés az

n
Z MijU;-n+1 Z MZJ’U,

n n
i=o - Z aSij + cMilul + ZMijfj minden 1 < i <n — l-re
T =0 j=0 (58)
m+1 = po
=D
egyenletrendszer megoldasaval torténik.
Hatranéz6 Euler esetben az id6lépés az
Z:O M”u;” — 20 Mijuj n
= = = Z aSi; + CMU] w4 ZMUf] minden 1 < ¢ < n — 1l-re
T j=0 Jj=0 (59)
m+1 = po
UZLH =h

egyenletrendszer megoldasaval torténik.

Gyakorlofeladatok

Hatarozzuk meg az alabbi peremérték-feladat kézelité megoldasat végeselem-modszerrel:
Ugy — 2u = 2(1 — x?)
u(0) =0
u(l) =1

Az intervallumot bontsuk fel négy egyforma hosszusagu szakaszra, hasznaljunk szakaszonként
linearis bazisfiiggvényeket.

A peremérték-feladat tipusa inhomogén Dirichlet-probléma. A tartomany: Q = [0,1] = [ = 1, a differencial-
egyenlet egyiitthatoi: a = —1 és ¢ = —2, forrastagja f: z — 2(1 — 2?), a peremértékek py = 0,p; = 1.
A csomoépontok halmaza X = {0, i, %, %, 1}, n = 4. A kalapfiiggvényekhez tartozd tomeg- és merevségi
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maéatrixokat a és képletekbe vald behelyettesitéssel kapjuk:

210 0 0 1 -1 0 0 0
L4100 1 2 -1 0 0
M=—10141 0 S=4l0 -1 2 -1 o],
200 01 4 1 0 0 -1 2 -1
000 1 2 0 0 0 -1 1

a matrixok indexei 0-tol n-ig terjednek. (fo, f1, fo, f3, fa) = (2, %, %, %, 0).
A Dirichlet-peremfeltételek miatt ug = pp = 0,us = p1 = 1, az (uq, us, uz) valtozokra pedig a egyenlet-

rendszer irhato fel. Az egyenletrendszer méatrixa:

41 0 2 -1 0 - 40
%141*4_12_1:%*_%5%
4 5
01 4 0 -1 2 0o o =
Az egyenletrendszer jobboldala:
2
15 11
1|t 4100 5 0 %
47 9
0 01 41 5 o —51
0
Az egyenletrendszer megoldasa:
25 47 11 1
-2 0 U 51 U 16
A% w9 | # . ml
A N K
1z T3l L T2 u3 16

Az egzakt megoldas az u: v — 2 fiiggvény, a kozelits megoldas értéke a csomoépontokban (ug, uy, Uz, uz, ug) =
(07 Tlfi’ %7 19737 )

Hatarozzuk meg végeselem-modszerrel az allandoésult hémérséklet-eloszlast homogén riudban,
ha egyik végét alland6é 300K -es hmérsékleten, masik végét 400 K-es h6mérsékleten tartjuk, a
ruad hossza pedig 4 egység.

—Ugx — 0
u(0) = 300
u(4) = 400

A csomépontok halmaza legyen X = {0, 1,2, 3,4}.

A peremérték-feladat tipusa inhomogén Dirichlet-probléma. A tartomany: Q = [0,4] = [ = 4, a differencial-
egyenlet egyiitthatoi: @ = 1 és ¢ = 0, forrastagja nincs, a peremértékek py = 300,p; = 400. A szakaszok
szama n = 4. A kalapfiiggvényekhez tartozé tomeg- és merevségi matrixokat a és képletekbe valo
behelyettesitéssel kapjuk:

2100 0 1 -1 0 0 0
a0 1 2 -1 0 0
M==-l014 1 0 s=l0o -1 2 -1 0],
6lp 01 41 0 0 -1 2 -1
000 1 2 0 0 0 -1 1

a matrixok indexei 0-tol n-ig terjednek. (fo, f1, fo, f3, f4) = (0,0,0,0,0).
A Dirichlet-peremfeltételek miatt ug = po = 300,us = p; = 400, az (uy,us,u3) valtozokra pedig a
egyenletrendszer irhato fel. Az egyenletrendszer maéatrixa:

2 =1 0

-1 2 -1

0o -1 2
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Az egyenletrendszer jobboldala:

-1 0 300
—300 0| —-400{ 0| =10
0 -1 400
Az egyenletrendszer megoldasa:
2 -1 0 Uy 300 U 325
-1 2 -1 uzy| =10 = uz | = |350
0o -1 2 us 400 us 375

A peremérték-feladat pontos megoldésa az u: x — 300 + 25 - z fiiggvény, a kozelitd megoldas értéke a
csomopontokban (ug, u1, us, ug, us) = (300, 325, 350, 375, 400).

Hatarozzuk meg végeselem-modszerrel a vizszintesen befogott rugalmas szal Onsulya alatti
lehajlasat. A folyamatot leir6 differencialegyenlet:

Wy = 1L
u(0) =0
u(l) =0

Az intervallumot bontsuk fel harom egyforma hossziisaga szakaszra, hasznaljunk szakaszonként
linearis bazisfiiggvényeket.

A peremérték-feladat tipusa homogén Dirichlet-probléma. A tartoméany: Q = [0,1] = [ = 1, a differencial-
egyenlet egyiitthatoi: a = —1 és ¢ = 0, forrastagja f: x — 1, a peremértékek py = 0,p; = 0. A csomopontok
halmaza X = {O, %, %, 1}, n = 3. A kalapfiiggvényekhez tartozé tomeg- és merevségi matrixokat a és
képletekbe valo behelyettesitéssel kapjuk:

2 1.0 0 1 -1 0 0
111 410 1 2 -1 0

M_T80141 S=310 1 2 -1l
00 1 2 0 0 -1 1

a matrixok indexei 0-tol n-ig terjednek. (fo, f1, f2, f3) = (1,1,1,1).

) ) )

A Dirichlet-peremfeltételek miatt ug = pg = 0,us = p1 = 0, az (u1, ug) valtozokra pedig a egyenletrend-
szer irhato fel. Az egyenletrendszer méatrixa:

Az egyenletrendszer jobboldala:

—
Il
| —

Az egyenletrendszer megoldasa:

3Rl : = )
A peremérték-feladat egzakt megoldésa az u: x — f%:c(l — x) fiiggvény, a kozelité megoldas értéke a csomo-

pontokban (ug, w1, ug, uz) = (0, *577%70)'
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Hatarozzuk meg az alabbi peremérték-feladat kozelité megoldasat végeselem-modszerrel:
Ugpr + 6u = 63
u(0) =0
u(l) =0

Az intervallumot bontsuk fel hat egyforma hosszisaga szakaszra, hasznaljunk szakaszonként
linearis bazisfiiggvényeket.

A peremérték-feladat tipusa homogén Dirichlet-probléma. A tartomany: Q = [0,1] = [ = 1, a differencial-
egyenlet egyiitthatoi: a = —1 és ¢ = 6, forrastagja f: x — 623, a peremértékek pg = 0, p; = 0. A csomdpontok
halmaza X = {O, %, %, %, %, %, 1}, n = 6. A kalapfiiggvényekhez tartozd tomeg- és merevségi matrixokat a
és képletekbe valoé behelyettesitéssel kapjuk:

2 100000 1 =10 0 0 0 0
1410000 12 -1 0 0 0 0
Lot a 1000 0 -1 2 -1 0 0 0
M=—10 014100 S=6l0 0 -1 2 -1 0 0],
3610 00141 0 0 0 0 -1 2 -1 0
00001 41 0O 0 0 0 -1 2 -1
00000 1 2 0 0 0 0 0 -1 1|

a matrixok indexei 0-tol n-ig terjednek. (fo, f1, f2, f3, fa, f5, f6) = (O, %, %, %, %, 13265, ).

A Dirichlet-peremfeltételek miatt ug = po = 0,us = p1 = 0, az (u1, ug, ug, ug, us) valtozokra pedig a
egyenletrendszer irhato fel. Az egyenletrendszer matrixa:

41000 2 -1 0 0 0 —";—4 0 0 0
1|14 100 -1 2 -1 0 0 o3 30 0
70’ 34 37
-101410/-6{0 -1 2 -1 0f|=|0 3 -3 3 g
6 8 37 EYRY;
001 41 0 0 -1 2 -1 00 F -3
000 1 4 o 0 0 -1 2 o o o0 3 -3
Az egyenletrendszer jobboldala:
o0
1 41000 0] |3 1
L1001 41000 § B
—10 014100 =l =—115
360001410? 108 134
0000 1 4 1| |[18 65
_6_
Az egyenletrendszer megoldasa:
—% 0 0 0 uy 1 uy —0.1620
3 —f 0 0 up e Uy —0.2963
0o —;—4 0 us| =105 |18 = ug| = [—0.3750
o o & —?7’3—4 & Uy 34 Uy —0.3704
0o o o0 2 | us 65 us —0.2546

A peremérték-feladat megoldasa az u: x — x> — x fiiggvény, a kozelité megoldéas értéke a csomépontokban
(uo, w1, ug, uz, ug, us, ug) = (0,—0.1620, —0.2963, —0.3750, —0.3704, —0.2546, 0).
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Hatarozzuk meg az alabbi peremérték-feladat kozelité megoldasat végeselem-mobdszerrel:
Uge — 2u = 2(1 — ?)
u(0) =0
Uy (1) = 2

Az intervallumot bontsuk fel négy egyforma hossziisagtu szakaszra, hasznaljunk szakaszonként
linearis bazisfliggvényeket.

A peremérték-feladat tipusa vegyes peremérték-feladat. A tartomany: Q = [0,1] = [ = 1, a differencial-
egyenlet egyiitthatoi: a = —1 és ¢ = —2, forrastagja f: z — 2(1 — 2?), a peremértékek py = 0,q1 = 2.
A csomoépontok halmaza X = {0, i, %, %, 1}, n = 4. A kalapfiiggvényekhez tartozé tomeg- és merevségi
maéatrixokat a és képletekbe valo behelyettesitéssel kapjuk:

21 0 0 O 1 -1 0 0 0
1 1 41 0 0 -1 2 -1 0 0
M=—10 1 4 1 0 S=410 -1 2 -1 0],
200 001 4 1 0 0 -1 2 -1
0O 0 0 1 2 0 0 0O -1 1
a matrixok indexei 0-t6l n-ig terjednek. (fo, f1, f2, f3, f1) = (2, %7 %7 %, 0).

A Dirichlet-peremfeltétel az ug = py = 0 egyenlettel vehets figyelembe, az (u1, ug, us, us) valtozokra pedig a
(32) egyenletrendszer irhato fel. Az egyenletrendszer matrixa:

4100 2 -1 0 0 —33—5 ;l—g 0 0
_i1410_4f12f10_%7§§—§0
1210 1 4 1 0 -1 2 -1 |0 i 735 %
4 5
00 1 2 o 0 -1 1 0 0 5 %
Az egyenletrendszer jobboldala:
2 11
1 41 00 15 0 P71
11014 10 § _ 0] g
24 (0 0 1 4 1 2 0] 2
3 7
0 00 1 2 8 1 — 15
Az egyenletrendszer megoldasa:
_ 25 47 0 0 U 11 u 1
A% o o || B mlo
12 g 13 . —| 9 = =14
4 5 47 5
I I bl R
0 0 12 e Uyq — 192 Uyg 1

Az egzakt megoldas az u: x — 22 fiiggvény, a kozelits megoldas értéke a csomépontokban (ug, uy, Uz, uz, ug) =
(07 %67 iv 1%7 )

Radban hosszegységenként adott mennyiségi hé fejlédik, a rid egyik vége szigetelt, masik
végét allandoé hémérsékleten tartjuk. A folyamatot leir6é differencialegyenlet:

— Uz — 1
u(0) =5
u,(1) =0

Az intervallumot bontsuk fel négy egyforma hossziisagu szakaszra, hasznaljunk szakaszonként
linearis bazisfiiggvényeket.
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A peremérték-feladat tipusa vegyes peremérték-feladat. A tartomany: Q = [0,1] = | = 1, a differencial-
egyenlet egylitthatoi: a = 1 és ¢ = 0, forrastagja f: x — 1, a peremértékek py = 5,¢1 = 0. A csomopontok
halmaza X = {0, %, %, %, 1}, n = 4. A kalapfliggvényekhez tartoz6 tomeg- és merevségi matrixokat a és
képletekbe valo behelyettesitéssel kapjuk:

210 0 0 1 =1 0 0 0
L4100 1 2 -1 0 0
M=—1014 10 S=4l0 -1 2 -1 o],
200 01 4 1 0 0 -1 2 -1
000 1 2 0 0 0 -1 1

a matrixok indexei 0-tol n-ig terjednek. (fo, f1, fo, f3, f4) = (1,1,1,1,1).
A Dirichlet-peremfeltétel az ug = py = 5 egyenlettel vehets figyelembe, az (u1, ug, us, uqs) valtozokra pedig a

egyenletrendszer irhato fel. Az egyenletrendszer matrixa:

2 -1 0 0
-1 2 -1 0

o -1 2 41
0 0 -1 1
Az egyenletrendszer jobboldala:
1 4100 1 —4 %
R U B I Y D
240 0 1 4 1 1 01| ]
00 0 1 2 1 0 3
Az egyenletrendszer megoldasa:
2 -1 0 0] [w 2 ” b
A B BRI _ uz_gr—%
0o -1 2 -1 ud_% ug_lg
0 0 -1 1 Uy 5 Uy 2

Az egzakt megoldas az u: x — —ix? + x + 5 fiiggvény, a kozelité megoldas értéke a csomopontokban

__ (160 167 172 17 176
(w0, u1,uz, us, ua) = (355 33 350 350 32)-

Hatarozzuk meg a
—Ugp + 3u = 3(x? — 4)z>
Ugr(—2) = —32
u(2) = 16
peremérték-feladat kozelité megoldasat végeselem-modszerrel. Az intervallumot bontsuk fel
négy egyforma hosszusagu szakaszra, hasznaljunk szakaszonként linearis bazisfiiggvényeket.

A peremérték-feladat tipusa vegyes peremérték-feladat. A tartomény: Q = [—2,2] = | = 4, a differencial-
egyenlet egyiitthatoi: a = 1 és ¢ = 3, forrastagja f: v — 3(2? — 4)2?, a peremértékek ¢o = —32,p; = 16.
A csomopontok halmaza X = {—2,-1,0,1,2}, n = 4. A kalapfiiggvényekhez tartozo tOmeg- és merevségi
matrixokat a és képletekbe valo behelyettesitéssel kapjuk:

2100 0 1 -1 0 0 0
e oo 1 2 -1 0 0
M==-1014 1 0 s=l0o -1 2 -1 0],
6o 01 41 0 0 -1 2 -1
000 1 2 0 0 0 -1 1
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a matrixok indexei 0-tol n-ig terjednek. (fo, f1, fo, f3, f4) = (0,—9,0,-9,0).

A Dirichlet-peremfeltétel az uy = p; = 16 egyenlettel vehets figyelembe, az (ug, w1, us, ug) valtozokra pedig
a egyenletrendszer irhato fel. Az egyenletrendszer matrixa:

1 -1 0 0 2 100 2 -3 0 0
—12—10+11410_—%4—§0
0 -1 2 -1f"2/0 1 4 1 |0 -3 4 -1
0 0 -1 2 00 1 4 0o 0 -3 4
Az egyenletrendszer jobboldala:
0 61
2 1.0 0] |, —32 0 &
v a v of F o o o]0 _ |6
610 1 4 1 9 0 0| [-3
- 1
0.0 1 4] |/ 0 -1 2
Az egyenletrendszer megoldasa:
2 —3 0 0 uy g uy 15.3337
-3 4 -1 0 U -6 U 0.3347
0 —% 4 —% us3 -3 U3 —0.6559
0 0 —% 4 un 2 Uy 0.4180

Az egzakt megoldas az u: v — x* fiiggvény, a kozelits megoldas értéke a csomoépontokban (ug, w1, Uz, Uz, ug) =
(15.3337,0.3347, —0.6559, 0.4180, 16).

Hatarozzuk meg a
—Uge + 3u = 3(2? — 4)2?
Ug(—2) = —32
ug(2) = 32
peremérték-feladat kozelité megoldasat végeselem-modszerrel. Az intervallumot bontsuk fel
négy egyforma hosszisagu szakaszra, hasznaljunk szakaszonként linearis bazisfiiggvényeket.

A peremérték-feladat tipusa Neumann-probléma. A tartoméany: Q = [-2,2] = | = 4, a differencidlegyenlet
egyiitthatoi: a = 1 és ¢ = 3, forrastagja f: x — 3(2% — 4)22, a peremértékek gy = —32, ¢ = 32. A csom6pon-
tok halmaza X = {—2,-1,0,1,2}, n = 4. A kalapfliggvényekhez tartozo tomeg- és merevségi matrixokat a
és képletekbe valo behelyettesitéssel kapjuk:

2100 0 1 -1 0 0 0
a0 1 2 -1 0 o0
M=>l0o 1410 s=lo -1 2 -1 o],
6o 01 41 0 0 -1 2 -1
000 1 2 0 0 0 -1 1

a matrixok indexei 0-t6l n-ig terjednek. (fo, f1, f2, f3, f4) = (0,—9,0,-9,0).
Az (ug, u1, ug, us) valtozokra pedig a egyenletrendszer irhato fel. Az egyenletrendszer matrixa:

1 -1 0 0 O 2 1.0 0 0 2 -+ 0 0 0
-1 2 -1 0 0 1|1 4100 -3 4 -1 0 0
0 -1 2 -1 0f|+=[0 14 10=]|0 -3 4 -1 0
0 0 -1 2 -1| %fo 01 41 0 0 -1 4 -1
0 0 0 -1 1 000 1 2 0 0 0 -3 2
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Az egyenletrendszer jobboldala:

61

2100 0 0 —32 0 8
L4100 |9 0 0 —6
~lo1 410 0|—-|0|+]|0]=]|-3
610 0 1 4 1| |-9 0 0 6
0001 2 0 0 32 ~a
Az egyenletrendszer megoldasa:
1 =1 0 0 07 [uo s up 46
-1 2 -1 0 0 U1 —6 U7 g
0 -1 2 —1 0]|-|u|=]-3 = up | = | -2
0 0 -1 2 —1| |ug —6 U 1
0 0 0 -1 1 Uy -a Us %

Hatarozzuk meg a
—Ugp + 3u = 3(x% — 4)z® — 48

u(—2) =0
u(2) =0

peremérték-feladat kozelité megoldasat végeselem-modszerrel. Az intervallumot bontsuk fel
négy egyforma hosszisagu szakaszra, hasznaljunk szakaszonként masodfoku bazisfiiggvényeket.

A peremeérték-feladat tipusa homogén Dirichlet-probléma. A tartomany: Q = [—2,2] = [ = 4, a differencial-
egyenlet egyiitthatoi: a = 1 és ¢ = 3, forrastagja f: @ — 3(22—4)x2—48, a peremértékek pg = 0,p; = 0. A cso-
moépontok halmaza X = {—2,—1,0,1,2}, n = 4, a szakaszok osztopontjai: & = 2,&11 = %,521 = 2,531 = %
A bazisfliggvényekhez tartoz6 tomeg- és merevségi matrixokat a és képletekbe valo behelyet-
tesitéssel kapjuk:

4 2 -1.0 0 0 0 0 0] 7 8 1 0 0 0 0 0 0

2 16 2 0 0 0 0 0 0 8 16 -8 0 0 0 0 0 0

12 8 2 -1.0 0 0 0 1 -8 14 -8 1 0 0 0 0

1o 0 2 162 0 0 0 o 0O 0 -8 16 -8 0 0 0 0
M=—1|0 0 -1 2 8 2 -1 0 0| S=-l0 0 1 -8 14 -8 1 0 0
0190 0 0 0 2 16 2 0 0 O 0 0 0 -8 16 -8 0 0

O 0 0 0 -1 2 8 2 -1 O 0 0 0 1 -8 14 -8 1

O 0 0 0 0 0 2 16 2 O 0 0 0 0 0 -8 16 -8

000 0 0 0 0 -1 2 4 0 0 0 0 0 0 1 -8 7

a matrixok indexei 0-tél 2n-ig terjednek. (fo, f1, f2, f3, f4, [5, f6, [7, fs) = (—48,—(48 + %), —57, —(48 +
19),—48,— (48 + £2), —57, — (48 + 1), —48).

Az (uy,u2,us, ug, us, ug, ur) valtozokra pedig a (46) egyenletrendszer irhato fel. Az egyenletrendszer matrixa:

(214 -74 0 0 0 0 0
~74 164 -T4 07 0 0 0
0 -74 214 -74 0 0 0

0.7 -74 164 -74 07 0
0 0 -74 214 -74 0
0 0 07 -T4 164 -74
0 0 0 0 T4 214]

Wl
o O o o
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Az egyenletrendszer jobboldala:

[ —38.9 ]
—19.375
—34.1
—15.775
—-34.1
—19.375
| —38.9 |
Az egyenletrendszer megoldasa:
[21.4 —-74 0 0 0 0 0 ] [u] [ —38.9 ] [0y ] [—10.9448]
-74 164 -74 0.7 0 0 0 Ug —19.375 Ug —14.9935
0 -74 214 -74 0 0 0 us —-34.1 U3 —15.9422
0 0.7 -74 164 -74 0.7 0 |- |usa| = |—15.775 = ug | = [—15.9926
0 0 0 -74 214 —-74 0 Us —-34.1 us —15.9422
0 0 0 0.7 —-74 164 -74 Ug —19.375 Ug —14.9935
| 0 0 0 0 0 =74 214] |u7| | —38.9 | KZd | —10.9448 |

Az egzakt megoldas az u: x — x* — 16 fiiggvény, értéke a csomopontokban

(ug, w1, ug, Uz, Ug, Ug, U7, Us, ug) = (0, —10.9375, —15, —15.9375, —16, —15.9375, —15, —10.9375, 0).
A szakaszonként masodfoku kozelitéssel nyert megoldas értéke a csomopontokban (n = 4) esetén:
(up, u1, ug, Uz, Ug, Ug, Uz, s, ug) = (0, —10.9448, —14.9935, —15.9422, —15.9926, —15.9422, —14.9935, —10.9448,0).
Osszehasonlitasképpen, a szakaszonként linearis kozelitéssel nyert megoldas értéke a csomépontokban (n = 8):
(uo, u1, ug, uz, Ug, Ug, Uz, us, ug) = (0, —11.0358, —15.1381, —16.0909, —16.1574, —16.0909, —15.1381, —11.0358, 0)

lényegesen nagyobb hibaval rendelkezik, azonos valtozoszam mellett.

Tekintsiik az Q@ = [0, 1] X [0, 1] tartomany alabbi haromszégelését:

Yy

xr

A csomoépontok halmaza {(a, b):a,b e {O, %, %, %, %, %, 1}} . Valaszoljuk meg a kovetkezdket:

e Hany haromszogre bontottuk fel a tartomanyt?
e Hany csomoépont tartozik a felbontashoz?

e Hany elemenként linearis bazisfiiggvény rendelhets a felbontashoz?

e Hasznaljuk a felbontast Dirichlet-féle peremérték-feladat végeselem-modszerrel torténd
megoldasara. Hany bazisfiiggvény egyiitthatéjat rogzitik a peremfeltételek? A perem-
feltételek kielégitése utan hany ismeretlenes egyenletrendszerre vezet a probléma?

e Jelljilkk azon haromszog-idomokat, melyek felett az (%, %) koordinataju csomoéponthoz
tartozo bazisfliggvény nem azonosan nulla!
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A haromszog-elemek szama 6 -6 -2 = 72.

e A csomopontok szama 7 -7 = 49.

Minden csomdponthoz pontosan egy bazisfiiggvény tartozik, a bazisfiiggvények szama igy 49.

e A Dirichlet-peremfeltételek kezelése a kiils6 csomopontokhoz tartozé fliggvényértékek elGirasaval tor-
ténik, ez 4 - 6 = 24 egyiitthato rogzitésével jar. A maradék egyiitthatok lesznek az ismeretlenek az
egyenletrendszerben, szdmuk megegyezik a bels6 csomoépontok szamaéaval, ez 5-5 = 25 ismeretlent jelent.

A bazisfliggvény pontosan azon elemeken kiilonbozik nullatol, melyek egyik csticsa a csomopont:

)

Oldjuk meg végeselem-modszerrel a
Uge + 27u = 2 + 2722
u(0) =0
u(l) =1

peremérték-feladatot, ha a csomépontok halmaza X = {O, %, %, 1}.

A peremérték-feladat tipusa Dirichlet-feladat. A differencidlegyenlet egyiitthatoi a = —1 és ¢ = 27, forréas-
tagja f: 2 — 2(1 —2?), a peremértékek po = 0,p; = 1, és n = 3,1 = 1. A tomeg- illetve a merevségi matrixot
a és kifejezésekbe valo behelyettesitéssel kapjuk:

2 1.0 0 1 -1 0 0
111 410 1 2 -1 0

M_T80141 §S=310 1 o 1|
00 1 2 0 0 -1 1

a matrixok indexei 0-tol n-ig terjednek. (fo, f1, f2, f3) = (2,5, 14, 29).

A Dirichlet-peremfeltételek szerint ug = pg = 0 és ug = p1 = 1, az (u1, u2) valtozok pedig kielégitik a
egyenletrendszert. Az egyenletrendszer matrixa:

AR

Az egyenletrendszer jobboldala:

Az egyenletrendszer megoldasa:

0 2 U 2 U 1
¢l -l - -1
2 2 2 U2 9
A pontos megoldés az u: x — 2?2 fiiggvény, a kozelitd megoldés értéke a csomépontokban (ug, u1,ug, u3) =

(07 %» %» 1)
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Oldjuk meg végeselem-mobdszerrel a
U — Upy = 189 -2+ 3
u(0) =4
u(l) =25

peremérték-feladatot, ha a csomépontok halmaza X = {O, %, %, 1}.

A peremérték-feladat tipusa Dirichlet-feladat. A differencidlegyenlet egyiitthatoi a = 1 és ¢ = 9, forrastagja
f:x — 189z + 3, a peremértékek pg = 4,p; = 25, és n = 3,1 = 1. A tOmeg- illetve a merevségi matrixot a
és kifejezésekbe valo behelyettesitéssel kapjuk:

2 1 0 0 1 -1 0 0
101 41 0 -1 2 -1 0

M_T80141 §S=310 1 o _1|
00 1 2 0o 0 -1 1

a matrixok indexei 0-tol n-ig terjednek. (fo, f1, f2, f3) = (3, 66,129, 192).

A Dirichlet-peremfeltételek szerint wg = pg = 4 és ug = p1 = 25, az (u1, us) valtozdk pedig kielégitik a
egyenletrendszert. Az egyenletrendszer matrixa:

0 A R R R

ot

Az egyenletrendszer jobboldala:

3
11 410 66 -2 0 32
_ 2| —
sl 1) ol (o] =[]
192

Az egyenletrendszer megoldasa:

5 ] 1

A kozelitd megoldas értéke a csomopontokban (ug, uy, us, us) = (4,9, 16, 25).

U2

i
<
o
[
Il
—_
o ©
.

Oldjuk meg végeselem-modszerrel a
Uge + 32u = 2((4)% — 15)
u(0) = —1
u(l) =0

peremérték-feladatot, ha a csomépontok halmaza X = {0,1,2,2,1}.

A peremérték-feladat tipusa Dirichlet-feladat. A differencidlegyenlet egyiitthatoi a = —1 és ¢ = 32, forras-
tagja f: x — 2((47)%? — 15), a peremértékek pg = —1,p; = 0, és n = 4,1 = 1. A tomeg- illetve a merevségi
maétrixot a és kifejezésekbe valo behelyettesitéssel kapjuk:

2100 0 1 =1 0 0 0
Ll a1 oo 1 2 -1 0 0
M=—10 141 0 S=4|0 -1 2 -1 0]:
2400 001 4 1 0 0 -1 2 -1
000 1 2 0 0 0 -1 1

a matrixok indexei 0-tol n-ig terjednek. (fo, f1, fo, f3, f4) = (=30, —28, —22, —12,2).
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A Dirichlet-peremfeltételek szerint ug = pg = —1 és ug = p1 = 0, az (u1, ue, ug) valtozok pedig kielégitik a
egyenletrendszert. Az egyenletrendszer matrixa:

4 1 0 2 -1 0 -8 16 O
-1 4 1| -4(-1 2 -1|= 3 16 -8 16
01 4 0o -1 2 0 16 -8

Az egyenletrendszer jobboldala:

-30
L1 4 10 0] |-28 3 -9
o 01 410 -22|+1|0|==1]-32
0 01 41 -12 0 —17
2
Az egyenletrendszer megoldasa:
1 -8 16 O Uy 1 -9 Uy —0.9375
3 16 —8 16 - |ue =3 —-32 = ug| = | —0.75
0 16 -8 usg -17 us —0.4375

2

A pontos megoldas u: x — x* — 1, a kozelité megoldas értéke a csomopontokban (ug,u,us, us, uy) =

(—1,-0.9375, —0.75, —0.4375, 0).

Oldjuk meg végeselem-modszerrel a

1
3u — S Ues = 3(x—1)2 -1

uz(—1) = —4
u(3) =4

peremérték-feladatot, ha a csomépontok halmaza X = {—1,0,1, 2, 3}.

A peremérték-feladat tipusa vegyes feladat. A differencidlegyenlet egyiitthatoéi a = % és ¢ = 3, forrastagja

frax—3(x—1)2—1, a peremértékek gy = —4,p; = 4, és n = 4,1 = 4. A témeg- illetve a merevségi matrixot
a és kifejezésekbe valo behelyettesitéssel kapjuk:

2100 0 1 -1 0 0 0
a0 1 2 -1 0 0
M==-10 141 0 S=l0o -1 2 -1 0]
6lo0 0 1 4 1 0 0 -1 2 -1
000 1 2 0 0 0 -1 1

a matrixok indexei 0-t0l n-ig terjednek. (fo, f1, f2, f3, f4) = (11,2, —1,2,11).

A Dirichlet-peremfeltétel szerint uy = p1 = 4, az (up, u1, ug, ug) valtozok pedig kielégitik a egyenletrend-
szert. Az egyenletrendszer matrixa:

2 1 00 1 -1 0 0 5000
1 1 4 10 +1 -1 2 -1 0| (0 3 00
210 1 4 1 0O -1 2 =1 {0 0 3 0
0 0 1 4 0 0o -1 2 0O 0 0 3
Az egyenletrendszer jobboldala:
2 1 0 0 O 121 1 0 6
111 4 1 0 0 110 0 3
601410'_21_(_4)50_40_0
0 01 41 1 0 0 3
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Az egyenletrendszer megoldasa:

30 0 0] [uo 6 m 4
0 3 0 O . (751 _ 3 - Ul _ 1
0 0 3 0 (15} 0 (15) 0
0 0 0 3 u3 3 U3 1

A pontos megoldas u: x — (z — 1)?, a kozelité megoldas értéke a csomoépontokban (ug,uq,us, us, us) =
(4,1,0,1,4).

Oldjuk meg végeselem-modszerrel a

1
3u — Juer = 3(z—1)% -1

u(—=1) =4
ug(3) =4

peremérték-feladatot, ha a csomépontok halmaza X = {-1,0,1, 2, 3}.

A peremérték-feladat tipusa vegyes feladat. A differencislegyenlet egyiitthatoi a =

5 €s ¢ = 3, forrastagja
frx—3(x—1)2 -1, a peremértékek pg = 4,q; = 4, és n = 4,1 = 4. A tomeg- illetve a merevségi matrixot

a és kifejezésekbe vald behelyettesitéssel kapjuk:

2100 0 1 -1 0 0 0
a0 1 2 -1 0 0
M=-1l0 1410 s=lo -1 2 -1 o]l;:
610 0 1 4 1 0 0 -1 2 -1
000 1 2 0 0 0 -1 1

a matrixok indexei 0-tol n-ig terjednek. (fo, f1, f2, f3, f4) = (11,2,—1,2,11).

A Dirichlet-peremfeltétel szerint ug = po = 4, az (u1, ug, us, ug) valtozok pedig kielégitik a egyenletrend-
szert. Az egyenletrendszer méatrixa:

4 1 0 0 2 -1 0 0 3 0 0 0
1 1 4 1 0 +1 -1 2 -1 0] |0 3 0 O
210 1 4 1 210 -1 2 -1 ]0 0 3 0
00 1 2 0 0 -1 1 000 3
Az egyenletrendszer jobboldala:
1 4 1 0 0 121 0 0 3
110 1 4 1 0 0 110 0
600141_21_40+4'§0_3
00 0 1 2 1 0 1 6
Az egyenletrendszer megoldasa:
3 0 0 0 Uy 3 Ul 1
0 3 0 O U2 0 N uz [ 0
0 03 0 us| |3 us| |1
000 3| |w 6 Uy 4

A pontos megoldas u: x — (x — 1)2, a kozelité megoldas értéke a csomépontokban (ug,uy, us, uz, us) =

(4,1,0,1,4).
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Oldjuk meg végeselem-maddszerrel a

1
3u — 2 Uae = 3(x—1)2 -1
Ug(—1) = —4

uz(3) =4

peremérték-feladatot, ha a csomépontok halmaza X = {-—1,0,1, 2, 3}.

A peremérték-feladat tipusa Neumann-feladat. A differencidlegyenlet egyiitthatoi a = % és ¢ = 3, forrastagja
firxz—3(x—1)%2 -1, a peremértékek qo = —4,q; = 4, és n = 4,1 = 4. A tomeg- illetve a merevségi matrixot
a és kifejezésekbe vald behelyettesitéssel kapjuk:

2100 0 1 -1 0 0 0
a0 1 2 -1 0 0
M=-l0 1410 s=lo -1 2 -1 o]l;:
610 0 1 4 1 0 0 -1 2 -1
000 1 2 0 0 0 -1 1

a matrixok indexei 0-tol n-ig terjednek. (fo, f1, f2, f3, f4) = (11,2,—1,2,11).
Az (ug, u1, ug, us, ug) valtozok kielégitik a egyenletrendszert. Az egyenletrendszer matrixa:

21000 1 -1 0 0 0 5000 0
(1004 100 j0 2 -1 0 0 03 000
20014 1 0f4+510 -1 2 -1 0}=100 300
001 41 0 0 -1 2 -1 000 30
000 1 2 o 0 0 -1 1 0000 3
Az egyenletrendszer jobboldala:
2 1 0 0 0] [11 1 0 6
1|14 100 2 110 BU 3
G0 L 4 1 0f- 1) —4.-5100 +4-5 10/ = |0
001 41 2 0 0 3
000 1 2 [11 0 1 6
Az egyenletrendszer megoldésa:
2.0 0 0 0] [uo 6 g 4
0300 0 |uw 3 uy 1
0 0 3 0 0f- |u 0 = uz| = |0
0 00 3 0| |us 3 us 1
000 0 3] |u 6 Uy 4

A pontos megoldas u: x — (z — 1)?, a kozelité megoldas értéke a csomoépontokban (ug,uy,us, Uz, us) =
(4, 1,0,1,4).

Oldjuk meg végeselem-modszerrel a

4
2u—§um,:2:c+2

uz(0) =4
u(3) = 12

peremérték-feladatot, ha a csomépontok halmaza X = {0, 1, 2, 3}.

A peremérték-feladat tipusa vegyes feladat. A differencialegyenlet egyiitthatoi a = 2

5 €s ¢ = 2, forrastagja
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f:2x 4 2, a peremértékek gy = 4,p; = 12, és n = 3,
kifejezésekbe valo behelyettesitéssel kapjuk:

| =
OO =N
O~
— s = O
N = OO

a matrixok indexei 0-tol n-ig terjednek. (fo, f1, f2, f3

I = 3. A tomeg- illetve a merevségi matrixot a és

1 -1 0 0
-1 2 -1 0
=10 -1 2 |
0 0 -1 1
) =(2,4,6,8).

A Dirichlet-peremfeltétel szerint us = p1 = 12, az (ug, u1, uz) valtozok pedig kielégitik a egyenletrend-

szert. Az egyenletrendszer matrixa:

1 2 1 0 1 -1 0 2 -1 0
-1 4 1|+=]-1 2 =1|=|-1 4 -1
310 1 4 0 -1 2 0 -1 4
Az egyenletrendszer jobboldala:
2
1 2 1 0 0 4 4 1 0 —4
-1 4 1 0 6l — 4 3 0l —12|1 0| =14
01 4 1 3 0 -1 18
Az egyenletrendszer megoldasa:
2 —1 0 (%) —4 (%) -1
-1 4 -1 uy| = 4 = uy| = 2
0 -1 4 Ug 8 Us 5

A kozelitd megoldas értéke a csomopontokban (ug, u

1 ’LLQ, u3) = (_17 2, 5, 12)

1
ut——iumm+54w—9
3z hao< 3
u(0,2) = * a3_m<4
6 ha  <z<1
u(t,0) =0 hat>0
u(t,1) =6 hat>0

Adjunk kozelitést u (%, %) értékére végeselem-modszerrel, ha az u(t, z) fliggvény kielégiti az

kezdeti- és peremérték-feladatot. Alkalmazzunk el6renézé Euler id6diszkretizaciot.

1 2

A csomopontok halmaza X = {0

7393

21 0 0

11 410
M=%1o 1 4 1
0 0 1 2

1

Az id6lépés nagysiga T = g,
1

feltételek alapjan (ud,ui,us,

a kezdsallapotban (ul), u?, u3, ul

ul) = (0,y1,¥2,6), a forrastag (fo, f1, f2, f3) = (—9,9,27,45). Irjuk fel az (58)

1}, n =3, L =1 igy a tomeg- és a merevségi matrix:

1 -1 0 0
-1 2 -1 0
5=3 o -1 2 -1
0 0 -1 1

0,0

(0,1,2,6), a t = 7 id6pontban a perem-

)

31




egyenletrendszert az y, yo valtozokra.

0 0 0 -9
o L1 4 1 o] o] 1|1 g[-1 2 —r o]fif L1 41 0]|09
1810 1 4 1 Y2 20 | 0o -1 2 -=1] 12 1810 1 4 1 27
6 6 6 45
4 1
S -1+ =(g2—2)=3
S = 1)+ 30~ 2)
1 4 9
S =)+ =(ygp—2) = =
2(2/1 )+2(Z/2 ) 9

Az egyenletrendszer megoldasa y; = 2,y2 = 4, fgy u (5, 3) =~ 2.

s.) | Adjunk kozelitést u (%8, %) értékére végeselem-modszerrel, ha az u(t, x) fliggvény kielégiti az
Ut = Ugpy + 45 — 3
9
u(0,xz) = 533(1 —x)

u(t,0) =0 hat>0
u(t,1) =2 hat>0

kezdeti- és peremérték-feladatot. Alkalmazzunk el6renézé Euler idddiszkretizaciot.

A csomopontok halmaza X = {0, %, %, 1}, n =3, L =1 igy a tomeg- és a merevségi matrix:

2 1 0 0 1 -1 0 0
101 4 1 0 -1 2 -1 0
M_T80141 §S=31g 1 o2 1
00 1 2 0 0 -1 1

Az id6lépés nagysaga T = %, a kezdgallapotban (ud, uy,u9,ul) = (0,1,1,0), a t = 7 idSpontban a perem-

feltételek alapjan (ud, ul,ud, ul) = (0,y1,y2,2), a forrastag (fo, f1, f2, f3) = (=3, 12,27,42). Irjuk fel az (58
egyenletrendszert az yi,ys valtozokra.

0] o 0 3
o410 |wnl 1] 1 2 -1 o]t 14 1 0] |12
18'18[0 1 4 1} P T B A R —1] 1 +18[0 14 1} 27
2| o 0 42

Ay — 1)+ 1Ly —1) =1
Ly1 —1)+4(y2—1)+2=6

Az egyenletrendszer megoldasa y1 = 1,92 = 2, gy u (5, 2) ~ 2.

t.) | Adjunk kozelitést u (%, %) értékére végeselem-modszerrel, ha az u(t, z) fliggvény kielégiti az

1 9
Up = = Uaa + ¥
u(0,z) =3z +1
u(t,0) =1 hat>0

u(t,1) =4 hat>0

kezdeti- és peremérték-feladatot. Alkalmazzunk el6renézé Euler idddiszkretizaciot.
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A csomépontok halmaza X = {0, 1 1}, n =3, L =1 igy a tomeg- és a merevségi matrix:

)3 33
21 0 0 1 -1 0 0
M=gglo 11 s=3ly 55 4
0 0 1 2 0 0 -1 1

Az id6lépés nagysaga T = % a kezdééllapotban (u§, u?d,u9,ul) = (1,2,3,4), a t = 7 id6pontban a peremfelté-

telek alapjan (ud,ui,ud, ul) = (1,y1,vs,4), a forrastag f(z) = 0. Irjuk fel az egyenletrendszert az yi, yo

valtozokra.
1 1 1 1
9i1410 y1_2_}37127102+9.i14102
1810 1 4 1 Yo 30 o -1 2 -1| (3 2 1810 1 4 1|13
4 4 4 4
4 1

= —9 (1o — 3) =

2(y1 )+2(y2 3)=3

1 4 9

- _9 Fle —3) = 2

2(y1 )+2(y2 3) 3

Az egyenletrendszer megoldasa y; = 3,y2 =5, igy u (5, 3) ~ 5.

u.) | Adjunk kozelitést u (30, 1) értékére végeselem-modszerrel, ha az u(t, z) fiiggvény kielégiti az

uy = —15uy, + 45 — 30
3 _-922+13z+ 6
6
u(t,0) =1 hat>0
u(t,3) =3 hat>0

u(0,x) =

kezdeti- és peremérték-feladatot. Alkalmazzunk el6renézé Euler idddiszkretizaciot.

A csomopontok halmaza X = {0,1,2,3}, n =3, L = 3 igy a tomeg- és a merevségi matrix:

2 1 00 1 -1 0 0
111 4 1 0 -1 2 -1 0
M=%101 4 1 S=lo -1 2 -1
0 0 1 2 0 0o -1 1
Az id6lépés nagységa T = 35, a kezddallapotban (uf,u), u3,ud) = (1,2,2,3), a t = 7 id6pontban a peremfel-

tételek alapJan (an u17 u2au3) (1 Y1,Y2, )7 a forrastag (f()a fla f27 f3) - ( 307 157607 105) h‘ju}{ fel az
egyenletrendszert az yi,ys valtozokra.

1 1 1 —30

11 4 1 0] [ |m 201 421 2 -1 0]|2| 11 4 1 0]|15
30'6[0 1 4 1} wl 2l TP -1 2 —1} 2 +6{0 1 4 1] 60
3 3 3 105

20(y1 —2) +5(y2 — 2) = 30
5(y1 —2) +20(y2 — 2) = 45

Az egyenletrendszer megoldasa y; = 3,92 =4, igy u (3—10, 1) ~ 3.
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v.) |Adjunk kozelitést u (%, %) értékére végeselem-modszerrel, ha az u(t, z) fliggvény kielégiti az

27 — 54x
2
6—9rhao0<ax<?i
u(0’$)={9—9wha;;m§i
u(t,0) =6 hat>0
u(t,1) =0 hat>0

Ut = Ugpy +

kezdeti- és peremérték-feladatot. Alkalmazzunk hatranézé Euler idédiszkretizaciot.

A csomoépontok halmaza X = {0, 1 3 3, 1}, n =3, L =1 igy a tomeg- és a merevségi matrix:

2 1.0 0 1 -1 0 0
111 410 1 2 -1 0
M‘E0141 §S=310 1 2 1
00 1 2 0 0 -1 1

Az id6lépés nagysiga T = §, a kezdallapotban (uf, uf, u3,ud) = (6,3,3,0), dopontban a peremfel-

at=rTi
tételek alapjan (ud, ui,ul, ud) = (6,1, 92,0), a forrastag (fo., f1, fo, f3) = (&, 2, -2, —2Z). Irjuk fel az (59)
egyenletrendszert az y, yo valtozokra.

6 6 6 %
o L[4 1 0 o | (3| Ly [t 2 ot o] {m| L4 10| g
w10 1 4 1| |yl |3 0 -1 2 —affw| Tl 14 )|
o] o 0 -z
4 1 39
5(241—3)4'5(92—3)——6914-32/24—?
1 4 3
§(y1—3)+§(y2—3)—3y1—6y2—§

Az egyenletrendszer megoldasa y; = 4,y2 = 2, fgy u (5, 3) ~ 4.

w.) | Adjunk koézelitést u (%, %) értékére végeselem-modszerrel, ha az u(t, z) fliggvény kielégiti az
1 51 — 54x
Up = ——Ugp + ————
2 2
9x2 — 9z + 4
u(0, ) = 92" — 9z +4
2
u(t,0) =2 hat>0
u(t,1) =2 hat>0

kezdeti- és peremérték-feladatot. Alkalmazzunk hatranézé Euler id6diszkretizaciot.

A csomépontok halmaza X = {0, 1 5, 3, 1}, n =3, L =1 igy a tomeg- és a merevségi matrix:

21 0 0 1 -1 0 0

11 4 10 -1 2 -1 0

1810 1 41 S=310 1 2

0 0 1 2 0 0 -1 1
Az iddlépés nagysaga 7 = , a kezdgallapotban (u§, ud,u3,ul) = (2,1,1,2), a t = 7 idSpontban a peremfel—
tételek alapjan (ué,u%,u%,ug) (2,y1,Y2,2), a forrastag (fo, f1, f2, f3) = (521, 32—3, 125, —7) Irjuk fel az
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egyenletrendszert az y, yo valtozokra.

2 2 2 %
9i1410 y171713—12—10y171410§
1810 1 4 1 Yo 1l |~ 0 -1 2 =1 |y 1810 1 4 1] |2
2 2 2 -3

4 1 3 5

—(y1 =D+ =(yp—1) =3y, — = -

W=D +5(—1)=3n-sp+;

1 4 3 1

— —1 — —1)=—-= i

2(1/1 )+ 2(?/2 ) g1+ 3Y2 — 5

Az egyenletrendszer megoldasa y; = 3,y2 = 4, igy u (5, 3) ~ 3.

x.) |Adjunk kozelitést u (%, %) értékére végeselem-modszerrel, ha az u(t, z) fliggvény kielégiti az

U = —Uge — U + 21 — 81x
u(0,x) = 272%(1 — x)
u(t,00=0 hat>0
u(t,1) =0 hat>0

kezdeti- és peremérték-feladatot. Alkalmazzunk hatranézé Euler idédiszkretizaciot.

A csomopontok halmaza X = {0, %, %, 1}, n =3, L =1 igy a tomeg- és a merevségi matrix:

2 1 00 1 -1 0 0
11 410 -1 2 -1 0
M*Ts0141 5*30—12—1
0 01 2 0o 0 -1 1

Az id6lépés nagysaga T = %, a kezddallapotban (ul,ul,ud,ud) = (0,4,4,0), a t = 7 id6pontban a perem-

feltételek alapjan (ud,ul,ud, ud) = (0,y1,v2,0), a forrastag (fo, f1, f2, f3) = (21, -6, —33, —50). Irjuk fel az
(59) egyenletrendszert az yi, ya valtozokra.

0 0 0 0
18.1[1410} | |4 :13{—1 2 -1 O}yl_ 1{1410};/1
1810 1 4 1 Yo 4 0 -1 2 =1 |y 1810 1 4 1| |y
0 0 0 0

21

11 41 0]|-6

+18[0141]—33

—60

7
4y1 —4) + 1(y2 —4) = 4y — oY~ 2
7
Ly —4) +4(y2 —4) = 5y + 4y, — 11

Az egyenletrendszer megoldasa y1 = 2,y2 = 4, fgy u (&, 1) ~ 2.
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y.) | Adjunk kozelitést u (%, 2) értékére végeselem-modszerrel, ha az u(t, z) fliggvény kielégiti az

Uy = —3Ugy + 5

223 — 922 + 13z + 6
6
u(t,0) =1 hat>0
u(t,3) =2 hat>0

u(0,x) =

kezdeti- és peremérték-feladatot. Alkalmazzunk hatranézé Euler idédiszkretizaciot.

A csomopontok halmaza X = {0,1,2,3}, n =3, L = 3 igy a tOmeg- és a merevségi matrix:

21 00 1 -1 0 0
111 4 1 0 -1 2 -1 0
M*60141 5*0—12—1
001 2 0 0 -1 1

Az id6lépés nagysaga T = %, a kezdéallapotban (u§, ud,u9,ul) = (1,2,2,3), a t = 7 idépontban a perem-

feltételek alapjan (ud,ul,ud,ul) = (1,y1,y2,2), a forrastag (fo, f1, f2, f3) = (0,2,3,9). Irjuk fel az
egyenletrendszert az y, yo valtozokra.

1 1 1 0
o L1 4 1 o] fig) 20| _of-1 2 -1 0]y} LM 41 0]|3
610 1 4 1] |n 21 710 -1 2 —1f |y "6[0 1 4 1] |3
2 3 2 5

12 3 3

— (1 —2)+ 5(y2 —2) = 6y1 —3y2 — 5

5 (W1 =2)+ 5y —2) =6y1 —3y2 — 5

3 12 3
S —2)+ (32— 2) = —3y1 +6y2 — 3

2 2 2

Az egyenletrendszer megoldasa y; = 3,92 = 3, igy u (%7 2) ~ 3.
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