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El0szo6

A variacidszamitdas a matematikanak az az aga, amely végtelen sok
valtozotol fliggo fliggvények — tgynevezett funkcionalok — szélsoértékének
meghatarozasaval foglalkozik. A varidciészamitasnak a fizika szempontjabol
az ad kiilonos jelentOséget, hogy a természet szinte valamennyi alapvetd
torvénye megfogalmazhaté valamilyen — altalaban egy fliggvénytdl, tehat
végtelen sok ismeretlentol fligg6 — mennyiség szélsoértékeként. A
természettorvények ilyen alaki megfogalmazéasat variacids elvnek nevezziik.
Kevés olyan fundamentalis elv 1étezik, amelynek elegancidja annyira megkapd
lenne s emellett olyan hatdsosan tudna uralkodni a kiilonboz6 fizikai
diszciplinak kozponti teriiletein, mint a varidcids elvek csaladja. A szép
matematikai felépités mély fizikai tartalommal parosul, s ez a formalizmust
konnyen kiterjeszthetové teszi a fizika szertedgazd teriileteire. Az elso
variaciés elv a geometriai optikdhoz kapcsolédott, majd ezt kovette a
mechanika variacios elve. Az elébbi Fermat, az utébbi Maupertuis, Euler
és Lagrange nevéhez flizodik. E két variacios elvet Hamilton vetette Ossze és
a XIX. szdzad harmincas éveiben mutatta ki az optikai-mechanikai anal6giat.
A fény hullamtermészetének megértése az analdgia tovabbfejlesztését, a
hulldammechanika kidolgozasat sugallta. Majdnem szaz évet kellett varni,
hogy de Broglie és Schrodinger ezt az analdgiat wjraértelmezze. A
megmaradasi torvények és a mozgasegyenletek variacios megfogalmazasanak
kapcsolata nemcsak a tér és id6 geometriai szimmetridjara irdnyitotta réa
a figyelmet, hanem olyan &ltaldnos modszert adott a fizikusok kezébe,
amely a modern részecskefizika fontos eszkoze lett. Meg kell még
emlitentink az ugynevezett variaciés-modszereket is, melyek segitségével
variaciés problémédk kozelité megoldasait szamithatjuk ki. (A mésodik
vilaghaboru alatt Amerikaban az atombomba készitésénél gondot jelentett
az uran tarolasa: egy kb. 1kg-os darab mar , magatol” felrobbant volna.
Richard P. Feynman variaciés modszerek segitségével hatdzozta meg két
kisebb tomegii urandarab kozti lehetd legkisebb tavolsagot.)

A konyv els6 részében egy példan keresztil rovid osszefoglalot adok a
variacioszamitas matematikai alapjairél. A mésodik részben a fizika variacios
elvei koziill a Fermat-elvet és a Hamilton-elvet mutatom be. A harmadik
részben harom variaciés médszert ismertetek, a Ritz-mddszert, a Luttinger-
Thomas-mddszert és egy kvantummechanikdban hasznalhaté modszert a
transzmisszios koefficiens kiszamitasara. Ezek a moddszerek hatékonysdguk
ellenére kevésbé ismertek, mint a fizikdban hasznalatos egyébb kozelito



modszerek, mint példdaul a perturbdcidszamitas. A Ritz-mddszer segitségével
variacidés problémak megolddsara adhatunk nagyon jé becsléseket (tetszéleges
pontossaggal). A Luttinger-Thomas-médszerrel, mely a Ritz-mddszeren
alapul, peridédikus mozgast végzé mechanikai rendszerek periddusidejét és
energidjat hatarozhatjuk meg. A transzmisszids koefficiens meghatarozasara
szolgdllo eljaras egy kicsit kiilonbozik az elozoektol. Mig azokban egy mar
megléveo variacios elvet modositottunk, itt egy teljesen 1j varidcidés modszert
dolgozunk Kki.

A varidciészamitassal kapcsolatban érdekes dolgok olvashatok még a fizika
1977 cimi kotetben.

Pere Balazs



1. Variaciészamitas
1.1. A brachisztochron-probléma

Johann Bernoulli (1667-1748) svajci matematikus 1696-ban vetette fel hires
feladatat, a brachisztochron-problémét (SodxtoTo¢ — legrévidebb, xodévoC
— id6). Ennek a feladatnak igen nagy jelentdsége volt a varidcidszamités
kifejlédésébent.  Hatdsdra sorra vetédtek fel a hasonlé problémak és
megoldasaik. Az egyes problémédk rokonsigot mutattak egymédssal, ezzel
lehet6séget teremtettek a rendszerbe foglalasukra, és az igy kialakult
feladattipusok egységes targyalasara. Ez els6sorban Leonhard Fuler (1707-
1783) és Joseph Louis Lagrange (1736-1813) nevéhez fiizédik. Mivel a
brachisztochron-probléma volt az elsé ilyen jellegii feladat, és egyben a
legegyszeriibb problématipusba tartozik, mi is ennek targyalasaval kezdjiik a
variacidészamitas bemutatasat.

A feladat a kovetkez6:  egy fliggdleges sikon vegyiink fel két pontot,
A-t és B-t. Lehetéleg ne ugyanazon a fliggoleges egyenesen helyezkedjenek
el. Milyen alaki az a pélya, amelyen a gravitaciés mez6 hatasara surlodas
nélkil csuszva egy test kezddsebesség nélkiil a legrovidebb id6 alatt jut el A-
bél a B-be? (Ezzel feltételeztiik, hogy az A pont magasabban helyezkedik el,
mint a B). Fogalmazzuk meg a feladatot a matematika segitségével is! Ehhez

y

YA

dy

YB

1. &bra.

el6szor is ki kell jelolniink egy koordinata rendszert, amelyben a szamitasokat

IMér az Skori gorogdk is oldottak meg a mai értelemben varidciészamitas témakorébe
tartozoé feladatokat.



8 1. VARIACIOSZAMITAS

elvégezziik. Ez legyen az A és B pontokat tartalmazo fiiggéleges sikban, x
tengelye legyen vizszintes, y tengelye pedig fligg6leges (1. dbra). A test a
csuszas kozben dt ido alatt ds utat tesz meg, mikdzben sebessége v nagysagu.
A sebesség definiciéjabol tudjuk, hogy

it =%
v

A palya Osszes kis ds szakaszara felirva a fenti Osszefiiggést, és ezeket
Osszegezve megkapjuk az A-bol B-be érkezés idejét, a T-t.

- Je

A ds szakasz hossza v/dz? + dy?. Emeljlink ki a gyokjel aldl dz-et! Ezzel

ds = /1 + y2dx 2)

adodik. A sebesség koordinatafiiggésének a megallapitasahoz az
energiamegmaradast kell segitségiil hivnunk. A test Osszes energidja az A
pontban E4, ami csak a helyzeti energidval lesz egyenlé (a kezddsebesség
nulla).

Ea=mgya

Az m a test tomege, g pedig a gravitacios gyorsulas. Egy tetszéleges, A és
B kozotti P pontban a test Osszes energidja a helyzeti és mozgasi energia
osszege. Jeloljiik ezt Ep-vel.

1
Ep =mgy + imUQ

Tudjuk, hogy a test Osszes energidja a mozgas folyaman &allandd, amit az
E 4 = Ep-vel fejezhetiink ki. E szerint

1
mgya = magy + imv2

teljestil. A v-t kifejezve kapjuk a kovetkez6 Osszefiiggést:

v =1/29(ys — ) (3)
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Helyettesitsiik be (2)-t és (3)-t az (1) képletbe.

1 /2
ty dz
Ya — Yy

(4)

Ha tehdt (4) képletben y helyébe egy tetszoleges palya alakjit irjuk be,
megkapjuk a palya befutasdhoz sziikséges idot. Egy bizonyos palyandl, azaz
y(x) fiiggvénynél T értéke a tobbi palya T-jéhez viszonyitva minimalis lesz.
Tehat a feladatunk az, hogy keressiik meg a legkisebb T-hez tartozé y(x)
fliggvényt. A megoldashoz Euler és Lagrange két kiilonboz6 uton jutott el.
Az 1.3 és 1.4 pontokban bemutatjuk mind a két moédszert.

1.2. A legegyszeriibb variaciés probléma

El6tte azonban tisztaznunk kell néhany fogalmat. Szeretnénk meghatarozni
a (4) kifejezés szélséértékét. A differencidlszamitassal olyan kifejezések
széls6 értékét tudjuk meghatarozni, amelyek véges sok valtozétol fliggenek.
A (4) azonban nem ilyen, hanem ,egy fiiggvény fliggvénye”. A
fliggvény fiiggvényén — funkciondlon — olyan mennyiséget értiink, amely
egy vagy tobb , valtozofiiggvény”’-nek az egész ,,alaptartomanyon” vald
viselkedésétol figg. A funkciondlok mindig a valés szamok halmazara
képeznek le. A valtozéfiggvényt vagy fliggvényeket egy bizonyos
pontosan kijelolt fliggvényosztalybdl valaszthatjuk, hasonléan mint ahogy
a kozonséges fliggvények valtozdoja vagy valtozdi is egy megengedett
ponthalmazon véltozhatnak. A kovetkezokben lesziikitjiik az &ltalunk
vizsgalt funkcionalok halmazat az integral alakd funkciondlokra. Az
integralast a kijelolt alaptartoményra terjesztjiikk ki, az integrandus pedig
fliggvénye a valtozofiiggvénynek, ezek bizonyos parcialis derivéltjainak és a
valtozofiiggvények fliggetlen valtozoinak. A kozonséges fiiggvényeknél azt
keressiik, hogy a fiiggvény egy értékének melyik vatozd érték felel meg.
A funkcionalokndal hasonlé a helyzet, a funcional egy bizonyos értékéhez
(&ltaldban a szélséértékéhez) tartozéd fluggvényt probaljuk meghatédrozni.
Az integral alaku funkciondloknal az integrandust Lagrange-figgvénynek
nevezziik. A megoldds sordan csak olyan véltozéfiiggvények johetnek
szOba, amelyek az integraldas hatarain elére meghatarozott értéket vesznek
fel. A legegyszeriibb variaciés probléman azt értjiikk, amikor csak egy
figgvényt keresiink, amely egyvaltozds, és a Lagrange-fiiggvényben a
valtozofiiggvényen és fiiggetlen véltozdjan kiviil csak az elsérendii derivaltja
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szerepel, tovabba adottak a koévetkezd peremfeltételek: y(x4) = ya és
y(xp) = yp. A funkciondlokat mindig nagy betiivel jeloljiik, valtozdjat pedig,
hogy megkiilonboztessiitk a kozonséges fiiggvényektol, szogletes zardjelbe
irjuk.

1ly(@)) = [ L(y(@),y/(x),2) de (5)

Az el6z6 pontban emlitett feladatban keressiik a (4) funkciondl minimalis
értékéhez tartozé y(x) fiiggvényt. A varidcidszamitas témakorébe tartozd
legtobb feladat hasonld jellegii: keressiik az adott funkciondl szélso értékéhez,
vagy extrémumahoz tartozd extremadlis fligguényt. A megoldast eloszor Euler
talalta meg.

1.3. Euler modszere

A médszer lényege, hogy az y(z) figgvényt véges sok pontjdban felvett
értékével kozelitjiik. Ezzel a funkciondl szélsoérték problémajat egy véges sok
valtozotol fiiggd mennyiség extrémumanak meghatarozasara vezettiik vissza.
Ezek utéan a differencidlszamitas hagyomanyos modszereivel meghatérozzuk
a szélsé érték létezésének sziikséges feltételét, majd az x fiiggetlen véltozo
felosztasat minden hataron tul finomitva megkapjuk a varidciés probléma
megoldasat. Osszuk fel az 4 < x < xp intervallumot n + 1 egyenlo részre
(2. dbra)! Egy kis szakasz hossza Az.
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Ap_ TBTA

n—+1
Jeloljik az xq, s, ..., z, pontokhoz tarozo fiiggvényértékeket yi,yo, ..., yYpn-
nel, vagy masképpen y(z;) = y;-vel, ahol i = 1,2,....,n. Az 2y = x4 és

Tni1 = xp-hez tartozd értékek, ya és yp, a feladat kitlizésekor megadott
szamok. A fliggvény derivaltjat egy differencia hanyadossal, az integralt
pedig egy Osszeggel kozelitve az (5) funkciondlra az

n+1

Yi — Vi1
I[y17y27"'7yn] = ZLQ/HTJ:CZ)A:E (6)
i=1 N
Yi
kozelité kifejezést kapjuk.  Ezen fliggvény szélsdértékének létezéséhez

sziikséges feltétel az, hogy az Osszes parcialis derivaltja eltiinjon.

Ax

ﬁ aL(?meg,ﬂCz‘)Ax_i_ LaL(yiaygaxi) LaL(yi+1:yz/‘+1vxi+l)
Ay Ay

B Az oy, Az Oyl

Most tartsunk Az-szel a nulldhoz. Ekkor a

egyenletet kapjuk. Mivel dx értéke infinitezimélisan kicsiny, de nem nulla, a
zardjelben 1évo tagnak kell nullaval egyenlének lennie.

S = =0 @

Ez az egyenlet az y(z)-re nézve egy kozonséges masodrendii differencidlegyenlet,
hiszen a
d oL o0*L , O0°L , O’L
— ==+ Y+
dr oy Oy oy’ Oy dy'0x

derivaltban szerepel az y(x) masodik derivaltja is. A (7) egyenlet neve Fuler-
Lagrange-egyenlet. Ennek megolddsa megadja azt az y(z) fliggvényt, amely
extremélissa teszi (5)-t.
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1.4. Lagrange moddszere

Euler gondolatmenete a benne szereplé kozelitések pontossaganak és
a hataratmenet jogossdganak vizsgalata nélkiill nem tekintheto szigoru
matematikai levezetésnek. Fuler sem érezte elég hatékonynak a modszerét,
altalanosabb  varidcids feladatokndl a (6) Osszeg &ttekinthetetlenné
valik.  Lagrange egy mas tuton, az ugynevezett wvaridciok modszerének
alkalmazasaval is belatta, hogy a (5) funkciondl extremélis voltanak sziikséges
feltétele a (7) differencidlegyenlet teljestilése. A mddszer lényege a kovetkezd:
tegyiik fel, hogy az gy(z) eleget tesz az y(ra) = ya és ylrp) = ys
feltételeknek, tovabba extremdlissa teszi a (5) funkciondlt. Vegyiink egy
olyan folytonos n(z) fiiggvényt, amely az integralds hatdrain eltlinik, méshol
pedig tetszdleges alaki, tovabba legyen e egy tetszdleges valos szam! Ekkor
az

y(a) = y(x) + en(x) (8)

pontosan az ¢ = 0 esetén lesz a keresett fiiggvény. Irjuk be (8)-t a (5)
funkcionalba!

Iy(z) + en(x /L z) +en(x),y (z) +en(x), v)dx

Ezzel a varidcios problémat visszavezettiik egy egyvaltozds fiiggvény
szélsOérték vizsgalatara. Az ¢ = 0 esetén a funkcionalnak széls6 értéke lesz.
Ez azt jelenti, hogy az I € szerinti els6 derivaltja az ¢ = 0 helyen eltiinik.

().~ @) e+ (57) o] =

aZaZ
dar - “floL oL
de_x“ag”*ay (@]dx_o (9)

Integraljuk parcidlisan a (9) jobb oldalanak masodik tagjat!

oL oL (x)] 5 1O e (10)

J 87]’77 (z)dr = [817’77 - / @87777
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A szogletes zérdjelben 16v6 kiintegralt rész eltiinik, mivel n(z) olyan, hogy
n(z4) =n(xp) = 0. lgy (9)

dr - floL daL

TA

alaki lesz. Mivel n(x) értéke az integraldsi hatarok kozott tetszéleges

lehet, csak ugy kapunk d——ra nullat, ha a szogletes zardjelben 1évo kifejezés

mindeniitt azonosan nulla. Hagyjuk el a feliillvondsokat!

Ez az y(x) extremdlis fliggvényre egy differencidlegyenlet. Ugyanezt a
differencidlegyenletet kapta Euler is.

Lagrange a szamitasokat nem a fent vazolt szabatos formaban végezte el.
A fenti szamolas pontosan ravilagit a dolog lényegére, de azért ismerkedjiink
meg az eredeti Lagrange altal hasznalt jelolésekkel is. Lagrange egy
mennyiség kis megvaltozdsat d-val jelolte. Ha az y(z) extremadlis fiiggvényt
megvéaltoztatjuk ,vagy varidljuk éy(z)-szel, az I is meg fog véltozni, mégpedig
I+ dl-re.

zp
I+6I = /L(y +0y,y' + 6y, w)dx

Fejtsiitk hatvanysorba a fenti kifejezés jobb oldaldt az elsérendii tagokig
bezardlag az y koriil (a szélséérték létezésének vizsgalatahoz elég csak az
elsérendii derivaltakat vizsgalnunk).

8 /

—/Lyy xdx—l—/[(Sy%—daLéy]d:c—

L
I+(5I—/Lyy xdw+/[5y+85y]daz:

dx 0y’

, d 0L
= /L(y,y,x)d:c—l—/ [83/ dx@y]éydx
TA TA
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Akkor van [-nek szélséértéke, ha az [+ — I kilonbség, az I varidcidja
nulla.

TR
[+5I—I:6]:/l8L d aL]

TA

Mivel dy nagyobb nullanal, a szogletes zardjelben 1évé tagnak kell nullanak
lennie. Ugyan ezt megkaphatjuk, ha az el6z6 levezetésnél bevezetjik a
kovetkezo jeloléseket:

ol = a de és oy = dy de
de ) __, de ) __,

A varidcioszamitast hasznalé tudomanyteriileteken &ltalaban a Lagrange
altal bevezetett jeloléseket hasznaljak.
A Lagrange médszert harom szempontbdl is lehet altalanositani.

— Mig a Lagrange moddszernél a varidlandé gorbét eleve extremalisnak
gondoltuk, ettol az eldzetes feltételezéstdl eltekinthetiink.

— Hasonloképpen eltekinthetiink attol a korabbi kikotéstol is, hogy
a megoldas-gorbét egy — az ¢ paramétertol linedrisan fiiggd —
gorbesereghe agyazzuk be. Legyen a gorbesereg paramétertol valo
fliggbsége tetszoleges!

— Végiil eddig olyan gorbéket képeztiink le egymésra, amelyeknél mindig
csak az azonos abszcisszaju pontok voltak egymaésnak megfeleltetve:
y(x) = y(x) + en(x). Engedjiink meg tetszoleges leképezési torvényt!

A felsorolt mdédositasok a variacio legédltalanosabb forméjahoz vezetnek.
Ettol a targyaldstél azonban itt eltekintiink, mivel az igy kaphato 1j
informéacidkat? az I[y(z)] funkcional varidciéjardl nem fogjuk felhaszndlni.

1.5. Hianyos Lagrange-fiiggvények

El6fordulhat, hogy egy konkrét feladatnal a Lagrange-fiiggvény nem
tartalmazza az egyik véltozot. Tekintsiik eldszor azt az esetet, amikor a

2Tlyen lenne példaul az egymashoz kanonikusan konjugélt valtozék megkeresése. Ennek
nagy jelentGsége van a kvantummechanikaban.



1.5. Hianyos Lagrange-fiiggvények 15

Lagrange-fliggvény csak y'(x) és z-t6l fligg. Az Euler-Lagrange-egyenlet
természetesen ebben az esetben is teljestil.
OL(y',xz) d OL(y )
dy dr Oy

————
0

=0

Mivel a megmaradt tag egy x szerinti teljes derivalt, tudjuk integralni az
egyenletet.

oL
ahol a ¢ egy tetszoleges konstans. A (11) mér csak elsérendii

differencidlegyenlet, hiszen az L nem tartalmaz magasabb rendi derivaltakat.
Ennek megoldasa egyenértékli az Euler-Lagrange-egyenlet meoldasaval.

Most térjiink &t arra az esetre, amikor a Lagrange-fiiggvény az y(x) és
y'(z)-t6l fiigg, és benne az x expliciten nem fordul el§. Az Euler-Lagrange-
egyenlet most is érvényes.

OL(y,y') d OL(y,y)
dy dr 0y
Fejtsiik ki az = szerinti derivaltat!
oL o*L , 9°L , &L
dy 6y’2y 8y’8yy oy'dx
0

=0

Mint az els6 esetben, most is arra kellene torekedniink, hogy az egyenlet
bal oldalat kifejezziik egy mennyiség x szerinti teljes derivaltjaként.
fgy egy integralast el tudnank végezni, és mar csak egy -elsérendil
differencidlegyenletet kellene megoldanunk. Szorozzuk be az egyenletet 1/-
vel!

oL, o*L ,, O°L ,

A LA A W

L

Az elso tag az ?y”—vel egylitt pont a Lagrange-fliggvény x szerinti teljes
Y

L, 0L

0
derivéltja lenne. Adjunk hozzé az egyenlethez —

dy” oy

y"-t, ami éppen
nulla, azaz nem véltoztat meg semmit.
a7Ly// ajy/ o 0L "nor o L y/2 N a7Ly//
oy’ dy oy'? oy’ dy oy’

=0
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Alakitsuk at ezt a kovetkezé mddon:

a_(aory o,
dx dx Oy’ 8y’y

Innen maér latszik az eredmény, hiszen ha az utolsé két tag egy szorzat
derivéltja, akkor azt kapjuk, hogy

d oL
L I e
dx( (9y’y) 0

Egy integralassal kapjuk a keresett Osszefliggést:
L-_—y =c (12)

ahol ¢ egy tetszoleges konstans.

A (12) kiszamitdséra egy masik, taldn egyszertibb méd a kovetkezd.
Alakitsuk &t az (5) funkciondlt gy, hogy benne az x-rél az y szerinti
integralasra tériink at.

7 zde(y) 1
Ta Cdy

TA

Jeloljiik az 1j Lagrange-fliggvényt L*-gal.

. 1
)
,_ dx(y) P . o
ahol ' = A Ez olyan tipusu hianyos Lagrange-fiiggvény, amit elséként

vizsgaltunk meg, csak az x és y szerepet cseréltek. Az ehhez tartozo
extremélis z(y) fliggvényt a kovetkezd képpen hatdrozhatjuk meg:

oL*
=c
ox'
ahol c egy tetszoleges konstans. Ezt kifejtve:

OL(y,y
=L(y.y) -y é‘z,y) =c

ox’

.T,

aL*_L( | 1)_13L(y7§/)

@) a(3)
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ami a keresett (12) Osszefliggés.
Meg kell még emliteniink azt az esetet, amikor a Lagrange-fiiggvény
linedrisan fiigg y'-t6l, azaz

L(y,y',x) = M(y,x) +y'N(y, z) (13)

ahol M és N az y és x tetszbleges fiiggvényei. Ezt beirva az Euler-Lagrange-
egyenletbe egy megszoritast kapunk M-re és N-re.

oL d L oM N

dy dxdy  dy Or

azaz a U = (M, N) vektormezé rotdciémentes. Irjuk be (13)-at a (5)
funkcionalba.
rRB d B
Iy = | [M(y,m + Wy, x)] do = [(Mdo + Nay
T A v A
ami ¥ = (M, N) rotaciémentessége miatt nem fiigg az y(z)-t6l, csak a

végpontoktdl®. Ezzel a varidciés feladat értelmét vesztette.

1.6. A brachisztochron-probléma megoldasa

Ezek utdan mar nincs semmi akadélya, hogy megoldjuk a brachisztochron-
problémat. A Lagrange-fliggvényt leolvashatjuk a (4) funkcionalbdl.

1+y/2
Yya—y

I —

(14)

(Az konstans szorzé nem jatszik szerepet az Euler-Lagrange-egyenlet

felirasandal.) A (14)-es Lagrange-fiiggvény hidnyos, nem szerepel benne az x
figgetlen valtozo, ezért a (12) képletet alkalmazhatjuk.

0L 1
9 \JA+y)(ya—vy)

3Ha egy vektormezd rotaciémentes, akkor el84ll egy skalarmezd gradienseként. Tovabbé,
[, grad ® di = ®(7p) — ®(74), ahol az integraldst az 7'-t ¥p-vel Gsszekotd s gérbe mentén
végezziik el.

L

:cl
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Ez a differencidlegyenlet elsérendii és szétvalaszthato valtozoju, ezért egy
egyszerii integralassal megoldhaté. Valasszuk szét a valtozokat!

/dx _ /dy
1—(ya—y)c?

(ya—y)c?
Helyettesitsiik (y4 — y)c3-t cos? g—vel,
© cos? %
(ya —y)c? = cos® = = y=——52 +ya
2 c?
Y . P
cos 5 sin
dy = 5 dgp
1

Az integralds az 1j valtozoval a kovetkezo lesz:

1 2
/dx: C%/COSQ Edgp

Ennek eredménye pedig az

1 .
xr = 27%(@4—5111@) + ¢y
fiiggvény. Tovabba az y atalakitasabol

1
Yy = —270%<1 + COSSO) + Ya
adodik. Jeloljiik az p—et R-rel. FEzzel meg is kaptuk a két tetszoleges
c

1
konstanstol, R-t0l és co-t6l fiiggd megoldast paraméteres alakban. A
paraméter a .

x = R(p+sinp) + c } (15)

y=—R(1+cosp)+ya

Ez egy ciklois egyenlete. Tehat a lejto, amelyen a test surlodas nélkil a
legrovidebb idon beliil ér A-bdl B-be, ciklois alak.

X ok ok
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Megjegyezzik, hogy a variacidoszamitasban adodhat olyan feladat is,
amely megfogalmazasa teljesen értelmesnek tiinik, ennek ellenére mégsem
oldhaté meg. Erre egy egyszeri geomertiai példa a kovetkezd. Az -
tengely két pontjat olyan folytonos gorbiiletli, minimalis hosszisagu vonallal
kell 6sszekotni, amely végpontjaiban merdleges az x-tengelyre. Ezért a
variaciészamitasban egy adott szélsoértékprobléma megoldésanak a létezése
mindig kiilon bizonyitast igényel.

1.7. Magasabb rendii derivaltakat tartalmazoé Lagrange-
fuggvények

Konnyen elofordulhat, hogy egy feladat megoldésa soran azt tapasztaljuk, a
Lagrange-fiiggvény tartalmaz magasabb rendli derivaltakat is.

Iy(x)] = /L(y(x),y'(ﬂi),y”(ﬂf)a---7y(")(f€)7$)d$ (16)

A gondolatmenet az extremalis fliggvény megtalalasara most is hasonlo lesz,
mint a csak elsérendii derivaltat tartalmazé esetben. Tegytik fel, hogy y(x)
az extremalis fliggvény, ¢ egy tetszlleges valés szam, n(z) egy folytonos
fiiggvény, amely eleget tesz a kdvetkezo feltételeknek:

n(@a) =n(zp) =0 () =1(@p) =0 ... 4" V(wa) =" (ap) =

tovabba az y(x) eleget tesz a kovetkezd peremfeltételeknek:
y(@a)=ya & ylzp) =ys

Vizsgaljuk meg az
= y(x) + en()
y'(x) =y (x) +en'(x)
y " (x) = g (a) +en™ (x)
fliggvények segitségével a (16) funkcionalt! Képezziik a funkciondl e szerinti
derivaltjat az € = 0 helyen:

(5)., = [5) o+ () e () o] o

TA

0
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A jobb oldal mésodik tagjat alakitsuk &t gy, mint ahogy azt tettiik a (10)
képletben, a harmadik tagot pedig a kovetkezo moédon:

FOL oL , 1" Fd oL ,
Se s = | tta)| "~ [ 4 S eae =
A A
0
d oL w2 9L
- [may//n( ) ZE] / ﬁ@gun(m)dm

0

A t6bbi tagot is ennek mintajara addig integraljuk parcidlisan, mig az n (x)
(1 =1,2,3,...,n) helyett az n(z) szorzd nem szerepel benniik. Az igy kapott
tagokat irjuk vissza a funkcional derivaltjabal

T PTOL L 2 9L n 9L
(d) :/[a d o 2 0 et 0 w2z = 0
0

s o woy Tazey otV Gmagm

A funkciondl derivaltja akkor tinik el, ha a szogletes zaréjelben 1évo tag
azonosan nulla. (Ebben a tagban mér csak az extremélis y(x) szerepel) Az
igy kaphatd altalanositott Euler-Lagrange-egyenlet megoldasa adja meg az
extremalis fluggvényt. Ez a differencidlegyenlet 2n rendi lesz, és elhagyva a
felillvonast a kovetkezo képpen néz ki:

oL d oL d* oL _d oL

oy  dx oy +@8y” —oet (=) dz™ oy™

—0 (17)

Példa: A gyengén hajlitott rugalmas rid. Egy rugalmas rudat két végénél
befalazunk. A gravitdciés erd ellenében csak a sajat siulyat kell megtartania (3.
abra). A rud hossza [, keresztmetszete A, rugalmassigi modulusa F, stirtisége p
és a keresztmetszet alakjatol fiiggé masodrendli nyomatéka 1.

A Hooke-torvény segitségével kiszamithatd, hogy a meghajlitott rugalmas
rudban felhalmozott energia mennyisége a kovetkezé [1]:

!
El

rug 9 ‘0/ 1+yl2 5/2

(18)

ahol y(x) a semleges szél egyenlete (semleges szalnak nevezziik az xy sik és a rud
azon részének metszetét, amely a hajlitds soran nyujtatlan marad). A rud egy
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3. 4bra.

kis darabjanak helyzeti energidja a gravitaciés térben a kis darab tomegének, egy
bizonyos nullszinttél mért eléjeles tavolsaganak és a gravitacidés gyorsulasnak a
szorzata.

E,=dmgy

De a dm kifejezheté a stlirliség és a semleges szal egyenlete segitségével: dm =
pA\/dx? + dy? = pA\/1 + y2dx A teljes rid helyzeti energidja pedig

l
Ey = pgA/y\/ 1+ y"dz (19)
0

lesz. A (18) és (19) sszege adja a rud Osszes energidjat, ami a rud tartés nyugalmi
helyzetében, amikor a rid nem mozog, minimalis.

12

l
ET
/ 2 (1+47)

Vizsgéljuk a rid kis mértékdi behajldsiat, amikor is az 32 az 1 mellett
elhanyagolhatd. Ekkor a feladat Lagrange-fliggvényére a kévetkez6 adddik:

EI
L= pgAy + "

Ebben az esetben az Euler-Lagrange-egyenlet negyedrendi differencidlegyenlet
lesz. (Lésd a (17) egyenlet n = 2 esetben.)

oL doL oL
Oy dx oy  dx? 0y

= pgA+ EIy™W =0
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Ennek megoldéasa egy négy konstanst tartalmazo fiiggvény.

A
(x) = —%afl + %11:3 + 0—22:E2 +c3x + ¢ (20)
Most adjuk meg a peremfeltételeket, amelyekkel a konstansok meghatarozhatok.

A rid a két végénél rogzitve van.

y(0)=0 & y()=0

tovabbd végei mereven be vannak fogva, ami miatt y(z) derivaltjaira kapunk még
két feltételt.
y(0)=0 é& yO)=0

(Csukléval rogzitett vég esetén y” = 0, szabad vég esetén pedig vy = 0 lenne a
peremfeltétel.) Lederivalva (20)-t, és beirva a megfeleld feltételeket négy egyenletet
kapunk a négy konstansra. Ezeket megoldva az extremalis fuggvény a kovetkezo

lesz: "
_ P9 207 N2
(@) === =)

1.8. Tobb ismeretlen fiiggvényt tartalmazé Lagrange-
fuggvények

Altalénositsuk most a (5) funkciondlt 1gy, hogy benne ne csak egy y(z)
ismeretlen fiiggvény szerepeljen, hanem tobb.

B
/

Iyi (), y2(), - - - yn()] = /L(yl(x),yz(x),-~,yn(w),yl(w),yé(w),--.7y;<w),ﬂf)dfﬁ

zTA
(21)
tovabba adottak a kovetkezd peremfeltételek:

yi(ra) =a; & yrp)=0b
aholi =1,2,...,n. Ilyen tipusu funkcionalt kapunk, ha példaul egy térgorbe
alakjat akarjuk meghatarozni valamilyen variacios modszerrel. Erre példa a

(2.2) fejezetben térgyalt Hamilton-elv. Vezessiik be a kovetkezd jelolést,
amellyel egyszeriibb alakra hozhaté (21):

yi(r) = (@), y2(2), .. yn(®)  és Yy =yi(2), v5(2), ..,y ()
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Az 1j jelolésekkel kapjuk:

B

1) = [ Llwi(@), i), 2)de (22)

TA

Most is a (22) funkciondl szélsé értékét keressiik. Tegyiik fel, hogy ;(x) az
extremalis fliggvény. Képezziik az aldbbi fiiggvényt:

yi(z) = vi(@) + emi(z) (23)
és

yi(z) = gi(z) + emj(x) (24)
ahol ¢; tetszbleges szam, n;(x) pedig olyan folytonos fiiggvény, amely az
r = x4 és x = xp pontokban eltlinik, mikozben ¢ = 1,2,... ,n. Ezzel a
(21) funkciondl szélséérték probléméjat atalakitottuk egy I(e1,€a,...,6,) 1

valtozos fiiggvény szélséérték problémajava, amit mar meg tudunk oldani.
Irjuk (23)-t és (24)-t a (22) funkciondlba, és képezziik az ; szerinti parciélis
derivaltjait az e; = 0 helyen.

L oL |
((95@) / [aylnl y/nz( )] dr =0 2—1,27.,_”)7,

Hasonlé gondolatmenetet alkalmazva mint az 1.4 pontban, az integrandus
masodik tagjanak parcidlis integralasaval azt kapjuk, hogy

oL d OL »
<8£> /[ay d.ﬁCa ‘| z( )d =0 221,2,...,77,

Mivel n(x) az integralas hatarain beliil tetsz6leges, a szogletes zardjelben 16v6
tagnak azonosan nullanak kell lennie. Hagyjuk el a feliilvonasokat!

oL d OL
————=0 =1,2,... 25

Ez n darab maéasodrendii differencidlegyenlet az n darab extremalis
fliggvényre.
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1.9. Tobb fiiggetlen valtozét tartalmazé Lagrange-
fuggvények
A (5) kovetkezd altalanositési lehetésége, ha az egyetlen x fliggetlen véltozd

helyett tobb z1, o, . . ., x,, fliggetlen valtozét hasznalunk. Ez azt jelenti, hogy
a funkcional egy n-szeres integral lesz.

0 XL1,T2,...,Tn 0 T1,X9,...,
][y(xlvx%"‘?xn)] ://"'/L(y(xlyx27~--»xn)7 y( - 82331 >7 y( . 82332
\%4

ay(xbm% s 71:71)
sy axn

X1, Ty oy Ty )dTrdTs . . . dTy,

Az integralasi tartomanyt V-vel jeloltiik. A megoldas soran csak olyan
y(x1, T, ..., x,) figgvények johetnek széba, amelyek az integralas F' peremén
megadott értéket vesznek fel (peremfeltételek). A médszer hasonld az elézé
pontokban targyaltakhoz. Tegyiik fel, hogy y(xi1,za,...,x,) az extremdlis
figgvény, ¢ egy tetszéleges szam, n(zi,zs,...,x,) pedig egy folytonos
fliggvény, amely eltlinik az integralds F' peremén. Legyen y(x1,zo,...,x,) a
kovetkez6 alaku:

y(x1, zo, .. xn) = Y(a1, 2oy ... ) +en(Te, 2o, . .., Ty)
és ennek derivaltjai:

ay(xtha s )xn) _ ag(xl,$27 s 7xn) + 887](3517x27 s ,[En)
ahol i = 1,2,...,n. Ha e-nal tartunk a nulldhoz, visszakapjuk az extremaélis
y(x1, e, ..., x,) figgvényt. Helyettesitsiik ezt az y(x, xo, ..., x,) fliggvényt
a (26) funkciondlba, és képezziik az igy kapott e valtozéju egyvaltozos
fliggvény derivaltjat az e = 0 helyen:
" 0L On

(;Z) :/// ‘%n+z 2(5)0 ]dmld:vg Lz, =0 (27)
e=0 v i=10 (5, ) 9

A szorzatfiiggvény derivalasi szabalyat felhasznalva alakitsuk &at az
integrandus masodik tagjat!

[ %5yt~ [ [/ 2oz |50

n| dridxs ... dr,—

By
Oz
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SIS o gy

———~dxidzs ... dx,

x.)

Itt az egyenléség jobb oldaldanak elsé tagjat tovabb tudjuk alakitani.
Vezessiik be a kovetkezo jelolést:

(28)

oL

fi= ~ou 1
88;’2_

fgy egyszeribb alaki lesz az atalakitando kifejezés:

// /Z oz, Z —— | dr1dxs .. // /Z dz,
A (29) integralt frhatjuk igy is: (29)
(Y P

ahol az a;-k és b;-k az integralasok also illetve felsd hatarai. Az integralasi
hatarok nem fiiggetlenek, az x; szerinti integralas utan a; és b; fiiggeni

fog az o, x3,...,, valtozoktdl, méghozza ugy, hogy az (ai,xs,...,x,)
és az (by,xq,...,x,) pontok az integralds F peremén helyezkednek el
(tetszbleges xo, x3, ..., T, esetén). A fenti integrdlban 16v6 Osszeg elsé tagjét

atalakithatjuk a kovetkez6 képpen:

b1 b2

// /6]”1 Il’xQ"”7xn)dl’1d$2..-dxn:
ai az an
by b3 bn
_// /fl b17«r27-.-7$n)_fl(a17x27"'7In)]dx2dx3‘.'dxn:0
a2 az  an

mivel f;-ben szorzéként szerepel az 1, ami az integralds F' peremén eltiinik.
Ugyan ez a gondolatmenet elvégezhetd a tobbi tagra is. Igy azt kapjuk, hogy
(29) egyenl6 nullaval. Ez alapjan a (28) a kovetkezd lesz:

// /Z (96[; 8877 dxidzs .. // /772”: o7 8837 dxldxg .dz,,
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Ezt visszahelyettesitve a (27)-ba kapjuk a kovetkezét:

(2) =115

Mivel az 7 tetszoleges az integralas hatarain beliil, a szogletes zardjelben 1évo
kifejezésnek el kell tiinnie. Elhagyva a feliillvonasokat kapjuk az eredményt,
a

oL

oy 3%@ ndxidzy ... dv, =0

oL & 0 0L

o 2 omg(2)

differencialegyenletet, amelynek a megolddsa az extremalis fliggvény.

=0 (30)

* %k >k

Egyes feladatok kapcsan eléfordulhat az az eset, amikor a Lagrange-
fiiggvényben tobb ismeretlen fiiggvény szerepel, amelyek tobbvaltozdsak és
el6fordulnak benniik a magasabb rendii derivaltak is. Ezt az esetet is le lehet
vezetni az el6z6 pontokban hasznélt megfontolasok alapjan, ett6l azonban itt
eltekintiink.

1.10. Variacios problémak mellékfeltételekkel

Gyakran talalkozunk olyan variaciés problémaval, amikor a széba joheto
fiiggvényeknek a differencialhatosagi és peremfeltételeken kiviil még egyébb
megkotéseknek is eleget kell tennitik. Az ilyen jellegli problémék
megoldasaval is foglalkozott Lagrange, és igyekezett a leheto legaltalanosabb
megfogalmazasukat megadni. Mi most csak azt az esetet vizsgdljuk
meg részletesebben, amikor a Lagrange-fliggvényben egy darab ismeretlen
egyvaltozds fiiggvény és ennek elsérendii derivaltja szerepel. Az altaldanosabb
esetek az el6z6 pontok mintdjara kaphaték meg. A feladat a kovetkezo:
keressiik azt az y(x) fiiggvényt, amelyen az

Iy(@)] = [ Ly(@),y/(x), 2)da (31)

funkciondl szélsé értéket vesz fel, és az y(x) megolddsnak a megadott
peremfeltételeken kiviil még n darab mellékfeltételt is ki kell elégitenie. A
mellékfeltételek lehetnek egyenletek és differencidlegyenletek is.
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El6szor vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a mellékfeltétel egy integrél
segitségével fogalmazhaté meg (izoperimetrikus feladat):

Ty@) = [ Glyla),y/ (@), x)dw = k (32)

ahol k konstans. FEuler mddszere szerint a variacidés probléma egy n
(véges) véltozos fliggvény szélsGérték-szamitasanak formalis altalanositasa
n — oo-re (ldasd 1.3 fejezet). Ezek alapjan ha ki tudjuk szdmitani
egy n valtozoju kozonséges fliggvény feltételes szélsoértékét, akkor ebbol
n — oo hataratmenetet képezve megkapjuk a mellékfeltételes varidcids
probléma szélséértékét is. Legyen f(zy,xo,...,x,) a vizsgdlt fiiggvény,
g(z1,x2,...,2,) = c pedig a mellékfeltétel. A legegyszertibb megoldas az,
ha ¢-bdl kifejezziik valamelyik valtozot, és ezt beirjuk az f-be. fgy n helyett
mar csak egy n — 1 valtozos mellékfeltétel nélkili f* fliggvény szélsGértékét
kell meghataroznunk. Ennek sziikséges feltétele:

8f*($1, To, ... ,[En_l)

al‘i

A megoldast megkaptuk, de a modszer nem tul szerencsés: elrontja az f
fliggvény esetleg meglévo szimmetriajat. Jo lenne egy olyan médszert talalni,
amely nem valtoztatja meg az eredeti f fliggvény alakjat. Erre a mdédszerre
Lagrange jott ra. A moddszer neve: Lagrange-féle multiplikator-médszer.

=0 1=1,2,....n—1

Képezziik az f fliggvény infinitezimdalis megvéltozasat egy (xi,xa,...,x,)
pontban.
of of of
df = — ——d o dx,
f 83:1 Ty + (9.2132 To + + 833n i

vagy a grad vektor n dimenzids altaldnositasa segitségével:
df = gradf - d¥

Az f figgvénynek abban a pontban lehet széls6értéke, ahol tetszéleges di
infinitezimalis ,,elmozdulasvektor” esetén az f fiiggvény megvaltozasa nulla:

df =0

Nyilvan ez csak abban a pontban lehetséges, ahol gradf = 0. Nekiink
azonban olyan pontokat kell vizsgalnunk, ahol teljesiil a

g(x1,29,...,x,) = ¢ (33)
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feltétel. Ez nem teszi lehetové, hogy a d¥ vektor tetszéleges legyen, ugyanis
teljesiilni kell a kovetkezo feltételnek is:

g(zy + dzy, 29 + dxo, ..., 2, + dxy) = C

masképpen
dg = gradg-dz¥ =0 (34)

Masrészrél egy, a g(xy, s, ..., x,) = c feltételnek eleget tevé pontban akkor
lesz az f fliggvénynek feltételes szélséértéke, ha ott

df = gradf -dié =0

A gradf itt méar nem biztos hogy nulla, viszont a skaldrszorzat
tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy a gradf meréleges dx vektorra. Ezen
megszoritas mellett a di tetszéleges, tehat barmilyen iranyba mutathat,
amely meréleges grad f-re. Viszont ugyanezt a dz-et véve teljesiilnie kell (34)-

f(x,y)=4lland6

4. abra.

nek is, azaz grad g olyan iranyt, hogy merdéleges az 0sszes grad f-re meroleges
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vektorra. Ez csak tgy lehetséges, ha grad f parhuzamos grad g-vel*, azaz
gradf = Agrad g
Ezt egyszertu atalakitassal a kovetkezo alakra hozhatjuk:

grad(f — Ag) = 0

azaz

0

ox;
Azt kaptuk, hogy az f* = f — Ag figgvény szélsé értéke adja meg az
f figgvény g(x1,29,...,x,) = c melletti feltételes széls6értékét. A A-t
Lagrange-multiplikatornak nevezziikk. Az n + 1 ismeretlent (x1,xo,...,z,
és A\ értékét) az n szamu egyenletet tartalmazé (35) egyenletrendszerbél,
valamint a (33) mellékfeltételekbél hatarozhatjuk meg.

A Lagrange-féle multiplikator-médszer minden tovabbi nélkiil atviheto
variaciészamitasi problémakra is. Euler mddszerét alkalmazva (lasd 1.3
fejezet) azt kapjuk, hogy a (31) funkciondlnak a (32) mellékfeltétel mellett
akkor lehet széls6értéke, ha az y(x) fliggvény kielégiti az

(f —Ag) =0 i=1,2,...,n (35)

L*=L—- )G
Lagrange-fiiggvénnyel felirt
oL* d oL* 0
oy dx Oy

Euler-Lagrange-egyenletet. Ez egy masodrendii differencidlegyenlet, melynek
megoldasaban \-n kiviil még két allandé is fellép. Ezeket a peremfeltételekbol
és a (32) mellékfeltételbdl hatdrozhatjuk meg.

Lassuk be ezt most a Lagrange-féle varidciés modszerrel is. Legyen
y(x) az extremélis fiiggvény, e tetsz6leges konstans és 1, (z) olyan folytonos
fliggvény, amely az integralas hatarain eltlinik:

Mm(ra) =m(rp) =0

4Ezt konnyebben megérthetjiik, ha rajzolunk egy dbrat a kétdimenziés esetrél (4. dbra).
A df = dg = 0 feltételnek az f(x,y) = dllandd és g(x,y) = ¢ gorbék tesznek eleget.
Keressiik azokat a pontokat, ahol a két gorbe érinti egymast, ugyanis ezekben a pontokban
az f-en és a g-n torténd dr elmozduldsvektorok egybeesnek.
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Ekkor az y(z) = y(x) + eym(x) fliggvény az €1 — 0 esetben visszaadja
az extremalis fliggvényt. Valami azonban még hianyzik! A mellékfeltétel
miatt nem alkalmazhatjuk ezt a médszert a megszokott formaban. Az y(x)
fiiggvénynek mindig ki kell elégitenie a mellékfeltételt is, de a e1m;(z) tag
hozzdadésaval ez nem teljesiil. Adjunk hozzd y(x)-hez még egy tagot, ami
tgy kompenzélja 17 () hatdsat, hogy igy kielégiil a (32) feltétel is.

y(x) = y(x) + evm(x) + eampa(x)

ahol e és mo(z) hasonlé tulajdonsaguak, mint £, és 1y (x). Ezt beirva a (31)
funkcionalba, a funkcional egy kétvaltozos fiiggvénnyé alakul:

I(e1,e2) /L z)+e1m(x) +eam(x), ¥ (x) +ermy (@) +eomy(z), x)dx (36)

Az 1 és €9 nem fiiggetlenek a (32) mellékfeltétel miatt:

J(e1,22) / G(y(a) +erm(x) + (), 3 (x) + vy (x) + con)(2). 2)dr = &

(37)
Keressiik az I(e1,e2) kétvaltozds fliggvény szélséértékét a J(ei,e0) = k
feltétel mellett. A Lagrange-féle multiplikator-mddszer szerint a feltételes
szélsoérték 1étezésének sziikséges feltétele:

0
8&'

([(81,52)-)\J(€1,82)) =0 1= 1,2 (38)
Vezessiik be a kovetkezo jelolést:
L*=L-\G (39)

Mivel (36)-ban és (37)-ben az integraldsi hatdrok megegyeznek és az
integrélds linedris miivelet, a (38) igy is irhato:

o FloLs oL*
/(L—AG)dx _x[ lagm(l’)—i‘ o7 mi(x )]d —

887;“
FloL d oL*
- / [ B _dxﬁg’l nilw)de =0
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ahol i = 1,2 (lasd 1.4 fejezet). EbbSl mar latszik, hogy az extremadlis
fliggvény a
oL* d oL*
dy  dx Oy
differencidlegyenlet megoldasa lesz. FEz a megoldas tartalmazni fogja a A
paramétert is, melynek értékét a g(x) (32)-be helyettesitésével kaphatjuk
meg.

El6fordulhat, hogy a mellékfeltételt nem egy (32) tipusu integral
segitségével adjuk meg, hanem egy g(y(x),y (x),z) = 0 egyenlettel vagy
differencidlegyenlettel. Ennek az esetnek a részletes targyaldsaval itt nem
foglalkozunk, de a végeredményt megadjuk. Legyen A(z) a Lagrange-
multiplikator, amely most fiigg 2-t6l. Ezzel képezziik az

0

L = L+ @) g(y(x), ¥ (x), 2) (40)
fiiggvényt, és azt kapjuk, hogy az extremalisoknak ki kell elégiteniiik a

oL  d oL _
dy  dx Oy

Euler-Lagrange-egyenletet. Ez a differencidlegyenlet az adott mellékfeltételekkel
egylitt meghatarozza az y(x) extremalis fliggvényt, valamint a még hatérozatlan
A(z) figgvényt is, az integrélasi allanddkat pedig a hatérfeltételekbél nyer-
hetjiik.

Abban az esetben, ha nem csak egy mellékfeltételt kell kielégiteni, a (39)
és (40) a kovetkezé képpen moédosul:

L'=L-Y \G,
=1

illetve "

L' = L= 3 0(0) gily(e), (@), 2)
i=1
A mellékfeltételes variaciészamitas soran az Euler-Lagrange-egyenlet meg-
oldasa mindig tobb szabadon vélaszthatd konstanst tartalmaz, mint amennyit
a peremfeltételekkel rogzitiink. Az ilyen esetek nem mindig oldhaték meg, a
megoldhatosagot kiilon ellenérizniink kell. Egy ilyen feladatra ldtunk most
példat:
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/N

Y87~

5. abra.

Példa: A lancgorbe. Egy adott [ hosszisigi kotél (vagy lanc) két végpontjat Py
illetve Pp pontokban rogzitjiikk. (P4 és Pp nem ugyan azon a fiigg6leges egyenesen
helyezkednek el.) A P4 és Pp tavolsdga legyen kisebb, mint a kotél hossza. Milyen
alakot vesz fel a kotél, ha ra csak a gravitdcids tér hat?

A kotél olyan alakot vesz fel, hogy a potencialis energiaja minimalis legyen. Ha
nem igy torténne, a kotél potencidlis energidja mozgasi energiava alakulna, és a
kotél nem maradna nyugalomban. Az [ hosszusagu kotél egy kicsiny dl darabjanak

potencialis energidja:
dU = pgy\/1 + y2dx

ahol p a kotél linedris siirtisége, g a gravitacids gyorsulds. A teljes ko6tél potencialis
energidja (lasd 5. abra):

zp
U:pg/y\/l—i-y’zdx
TA

Miel6tt nekildtndnk meghatarozni az Euler-Lagrange-egyenletet, vegyiik észre,
hogy még egy dolgot figyelembe kell venni. Az y(z) fiiggvényt adott hosszisagu
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kotél esetére kell kiszamolni, ami egy mellékfeltételt jelent.

e
l= / \/ 1+ y2dx (41)
Ta

Ezek alapjan a kovetkezd funkciondlnak kell meghatarozni a széls6éértékét:

B

/ (pgy\/l + 9% — /\\/1 + y’2) dx

TA

A feladat Lagrange-fiiggvénye az

L= (pgy —My/1+y? (42)

lesz, amir6l érdemes észrevenni hogy hidnyos, nem fiigg z-t6l. Az 1.5 fejezetben
leirtak alapjan az extremalis fliggvénynek ki kell elégitenie az

— y/@ = C1 (43)

els6rendii differencidlegyenletet, ahol ¢; konstans. A (42)-t (43)-ba helyettesitve

kapjuk, hogy
12

y
(pgy — /1 + Y% = (pgy — A)W =c

Fejezziik ki ebbdl y/-t:
, dy \/(A—pgy>2
y = (AP
dx 1

A valtozdkat szétvalasztva a kovetkezot kapjuk:

Végezzik el a kovetkezd helyettesitést:

pgy — A
1

= chu

Ekkor

dy = A shu du
Py
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adodik.

/dw—— du = x:ﬂu+02
P9

Térjink vissza az u-rél ismét az y-ra:

A
= ch ( T — Co ) + — 44

,09 1( ) P9 (44)
Ezzel megkaptuk a differencidlegyenlet megolddsat, a gond csak az, hogy
tobb szabadon valaszthaté konstans szerepel benne, mint ahogy azt a
differencidlegyenlet megkivanna. Be kell bizonyitanunk, hogy ennek ellenére a
(44) j6 megoldés. Irjuk fel a (44)-t P4 és Pp pontokban.

A
ya=Lech ( (24 — cQ)) L2 (45)
P9 C1 pg
és
A
Yy = ch ( (xB — 02)> + — (46)
Pg C1 Py

Vonjuk ki a két egyenletet egymasbol!

= 3o (B s) ()

ch(a+ ) — ch(a — B) = 2shashp

Ezt a

azonossag segitségével igy is irhatjuk:

261

yB—yA—sh<c (xB—i—xA—ch)) sh(
1

- (25— a:A>) (47)

C1

Erre az Osszefliggésre még sziikségiink lesz. Most vizsgaljuk meg a mellékfeltételt:
irjuk be a (44) megoldast a (41) képletbe!

B

l—/\/ +Sh2( (:c—cz)>dx—/ch(q(:c—cz))da::

- o (=) - ()

sh(a + 3) — sh(a — 3) = 2shf cha

Ezt a
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azonossag segitségével igy is irhatjuk:

2c1 Py ) (pg )
1= 2n (29 (zp - w22 9 48
,ogs (201(333 xa))c 201(x3+x,4 c2) (48)

Emeljitk négyzetre (47)-t és (48)-t, képezziik a kiilonbségiiket és vonjunk gyokot
az igy keletkezett egyenletbdl!

261

\/l2 —(yp —ya)? = p?Sh (gi(l‘B - SEA)>

Osszuk el mindkét oldalt zg — x 4-val!

pg
VI —(yp —ya)? sh (261@3 - xA))

_ - rg
B T A 7 _
2er (xp —xA)

Vezessiink be 14j jeloléseket:

(PR y——")
VI~ (up —ya) A= (op— )
TB —TA 2¢1

E =

Igy a

shA = eA (49)
egyenletet kell megoldani. Ennek az egyenletnek biztosan megolddasa a A = 0,
ekkor azonban ¢; értékét nem tudjuk meghatérozni (nulldval kellene osztanunk).
Ezért olyan megoldést kell keresniink, ahol A # 0. Segitségképpen rajzoljuk fel az
(49) grafikus megoldasat! (6. dbra) A (49)-nek csak akkor van zérustdl kiilonb6z6
megoldéasa, ha az €A egyenes meredeksége nagyobb, mint a shA-nak a A = 0
pontban, akkor ugyanis eA metszi shA-t két A # 0 pontban is. (A két pont
abszcisszdajanak abszolutértéke megegyezik, csak eléjelben kiillonboznek. Ennek
oka az, hogy az €A és shA szimmetrikusak az orrigéra.) Az shA meredeksége
A = 0-ban 1, ugyanis

d
% GhA = chA
dA° ¢

és
ch0 =1

Tehat e-nak nagyobbnak kell lennie egynél. A feladat szovegébél tudjuk, hogy

U> /(x5 — 2a)? + (y5 — ya)?
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f(A)
en

6. abra.

ezért
e V(s —24)?+ (yp —ya)? — (yB — ya)?
TB — A
azaz
e>1

Lathato, hogy 1étezik megoldas, a kérdés mar csak az, hogy pozitiv-e vagy negativ?
Az 5. dbrara nézve megallapithatjuk, hogy c¢; pozitiv, ekkor azonban az (49)

megoldasaibdl is a pozitivval kell szémolnunk (ugyanis A = @(xB — x4) 6és
c

feltessziik, hogy zp > x4). A (49) egyenletet csak valamilyen kézelh'téi modszerrel
tudjuk megoldani. A ¢; meghatdrozdsa utén co a (47) vagy (48) segitségével, majd
A az (45) vagy (46) segitségével hatarozhaté meg. Lattuk tehat, hogy a feladatnak
létezik megoldasa, és az egyértelmi is.
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2. A fizika variacids elvei

Ebben a fejezetben a fizika variacids elveibdl kettét ragadunk ki, a Fermat-
elvet és a Hamilton-elvet.  Miel6tt belekezdenénk, fontos tisztazni a
kiilonbséget a wvaridcios elvek és a kovetkezd fejezetben targyalt wvaridcios
modszerek kozott.

Variacios elvekrol akkor beszéliink, amikor a fizika egyes nagy témakareit
(klasszikus és relativisztikus mechanika, elektrodinamika, termodinamika,
kvantummechanika stb.)  prébédljuk megfogalmazni a varidcidszamitas
segitségével.  Ilyenkor egy funkcionalba ,belestiiritjik” az adott fizikai
rendszer Osszes tulajdonsagat, és ezen funkciondl segitségével le tudjuk irni a
fizikai rendszer viselkedését. (Példaul a klasszikus mechanikdban ehhez nem
sziikséges ismerntink a Newton-axiéméakat.)

Varidciés moddszereket akkor hasznalhatunk, ha nem tudunk vagy nem
akarunk megoldani egy differencidlegyenletet, és megeléksziink valamilyen
kozelité eredménnyel is. A 3. fejezetben erre fogunk latni két példat.

2.1. A Fermat-elv

A fény terjedésének kérdéseivel mar az okori gorogok is foglalkoztak. Heron
és Klaudiosz Ptolemaiosz szerint az A pontbdl B pontba visszavercdo
fénysugar a megtételhez sziikséges legrovidebb utat valasztja. A fény

A B
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7. abra.
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tiikrozésekor a C' pontban verddik vissza, mert az ADB’ 1t hosszabb, mint
az ACB' (7. abra). 1665-ben Pierre Fermat a legrévidebb 1t elvét akarta
felhasznalni a fénytorési torvények levezetéséhez, azonban rajott, hogy ezt
modositani kell, ugyanis igy a beesé és a megtort fénysugar egy egyenesbe
esne. Fermat bevezette a legrovidebb idd elvét. A fény mindig olyan
uton halad, amely megtételéhez a leheté legkevesebb idore van sziiksége.
Matemetikailag megfogalmazva:

B
/ dt = minimalis
A

Latni fogjuk, hogy célszertibb ezt az integrdlt megszorozni a ¢
fénysebességgel. Ez a miivelet a minimum tulajdonsagot nem befolyasolja.

B
c / dt = minim4lis (50)
A

A fény sebessége abban a kézegben, ahol éppen halad:

_ds
Cdt

v
a kozeg torésmutatdjat pedig igy definialhatjuk:

Cc
n = —
(%

Ezek segitségével az (50)-t a kovetkez alakra hozhatjuk:

B o B B
c/—ds :/fds = /nds = minimalis (51)
ds v
A A A

Ha a kozeg, ahol a fény terjed nem homogén, a torésmutaté minden helyen
mas értéket vesz fel: n = n(r). Ilyenkor a kovetkez6 varidcidszamitasi
feladatot kell megoldanunk:

B B B
/n(F)ds = /n(?)]ﬂdt = /n(:r;, y, 2)\/ 2 + 9% + 22 dt = minimalis
A A A



2.1. A Fermat-elv 39

ahol keressiik az 7(t) vektorfiiggvényt, ami a fény ,trajektéridgja”. Nézziink
meg a Fermat-elv alkalmazasara két egyszert példat.
a. Homogén kozegben a torésmutaté mindenhol ugyan az a konstans
érték. Ekkor a i
n / ds
A

funkcionalt kell minimalizalnunk. Ennek megoldasa az A és B pontokat
0sszekoto legrovidebb ut, az egyenes lesz. Homogén kozegben a fény mindig
egyenes mentén terjed.

b. Legyen két egymassal érintkezo kiilonbozé torésmutatéji homogén
kozeg. A fény a kozeghatarhoz érve megtorik. A 8. dbra jeloléseit hasznalva

@

8. abra.

a Fermat-elvet igy irhatjuk fel:

nmva? + 22 + ngy/b? + (I — z)? = minimalis (52)

A fény sebessége az n; torésmutatoju 1. kozegben vy, az ny torésmutatoju 2.
kozegben pedig vy. Keressiik a C' pont helyét, amin a fénysugar athaladva a
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legrévidebb id6 alatt ér B-be. Az (52) széls6értékét az x szerinti derivalassal
hatarozhatjuk meg:

vagy masképpen

nisina = nosin(
U
ny  sina
ni sinf

Ez éppen a Snellius-Descartes-féle torési torvény.

X ok ok

A Fermat-elv konnyen érthetové és szemléletessé tehetd azaltal, hogy
figyelembe vessziik a fény hullamjellegét. A végtelen vékony fénysugar csupan
egy matematikai absztrakcio, a valésagban a fény a véges hullamhossza miatt
egy kiterjedt tartomanyban, egy véges szélességii
savban terjed. A 9. abran lathaté A pontbdl a
fény kiillonbozdé utakon juthat B-be, és ezeken a
terjedés ideje altalaban kiilonboz6. Emiatt az
A pontbdl azonos fazissal indulé hullamok B-
be mar nagyon kiilonboz6 fazissal érkeznek meg,

S s igy az interferencia révén kioltjak egymast.

A Kivételt csupan az az S gorbe képez, melyen

haladva a terjedési idé a kornyezd gorbékhez

tartozé idokhoz képest minimalis, mert ekkor az

9. 4bra: S-hez kozeli palyakon haladé hullamok terjedési

ideje — s ezzel egyiitt B-be érkezésiikkor a fazisuk — els6 kozelitésben

azonos. FEzek a hullamok eroOsitik egymést, s ezért S mentén valéban
fényterjedést figyelhetiink meg.

2.2. A Hamilton-elv

A Fermat-elv nagyon tomoren és elegansan fogalmazta meg a fény
terjedésének torvényeit. Egyetlen mennyiség extremdlissa valdsa
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meghatarozta a fény utjat. A fizikusok szerettek volna a fizika més
teriiletein is hasonlo ,,rendez6 elveket” talalni, amikoris valamilyen mennyiség
zérussa, végtelenné, extremalissa valasa vagy éppen valtozatlansaga kitiinteti
a kornyezo vilag egyes allapotait. A legrévidebb id6 elvének viszonylag
korai megfogalmazasa érthetd, hiszen egyszerii, a hétkoznapi életbdl atvett
fogalmakat haszndl, olyanokat, mint ut, ido, sebesség. Louis Maupertuis
1744-ben jelentette be a parizsi Akadémia tilésén, hogy sikeriilt megtaldlnia
azt a mennyiséget, amely a mechanikdban a valésdgos mozgas esetén
minimalis, és ezt hatdsnak nevezte el:

S:/mvds

ahol m a test tomege, v a sebessége. A hatés egyaltalan nem evidens fogalom,
hanem bonyolult mennyiség, igy nem csoda, hogy nyolcvan évet késett a
Fermat-elvhez képest. Euler és Lagrange érdeme, hogy Maupertuis elvét
jol hasznalhaté matematikai formaba ontotték. Maupertuis hatdsdefinicidjat
ugy moédositottak, hogy az idét vették fiiggetlen valtozonak.

S:/Lﬁ

Most mar csak az L Lagrange-fiiggvény alakjat kell meghatarozni. Ezt
akar prébalgatassal is megtehetnénk, viszont tanulsdgosabb, ha a mechanika
néhany tapasztalati ténye alapjan vezetjik le.

A levezetésben altalanositott koordinatakat hasznalunk, amiket ¢1, go, . . ., ¢p-
el jeloliink. A ¢-k kozott® lehetnek tavolsdgok, szogek stb., tehét fizikai di-
menzidjuk is kiilonbozhet. Csak az lényeges, hogy a ¢;-k megadéasa egyértelmiien
rogzitse a rendszer konfiguraciéjat®. A tapasztalat szerint egy adott ¢ idépontban
a mozgd tomegpont mechanikai allapotdt altaldnos kordindtdinak (g;) és
sebességeinek (¢;) egyidejii megaddsa teljes mértékben meghatarozza. (A
fiiggetlen ¢; koordinatdk szamat a mechanikai rendszer szabadségi fokanak
nevezziik.) A mechanikai rendszer minden lényeges tulajdonségat tartalmazé
L Lagrange-fiiggvény tehat szintén ¢;, ¢; és esetleg t fliggvénye lehet. A ¢; ma-
gasabb rendi derivaltjait nem tartalmazhatja, mivel ez azt jelentené, hogy
az allapot jellemzéséhez példaul ¢; megadésa is sziikséges lenne, pedig azt
¢ ¢s ¢; mar egyértelmiien meghatarozza. Ezek alapjan a Hamilton-elvet a

SEzentil a ¢; = q1,q2,--.,qn €5 §; = G1, G2, - .., Gn jelolést hasznaljuk.
6Egy mechanikai rendszer egy idéponthoz tartozé helyzetét
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kovetkezo alakban irhatjuk:

to
S = / L(gs, s, t)dt (53)
t1

A fenti kifejezés a valésdgban megvalésulé mozgas soran szélséértéket vesz
fel. Az integralast a mozgds kezdeti (t1) és végsé (t2) helyzete kozott kell
elvégezni. Az 1.4 fejezetbdl tudjuk, hogy (53)-nak anndl a ¢; fliggvénynél
lesz széls6 értéke, amely kielégiti a

OL_dOL_y i yn &2

differencialegyenletet. Ez egyben a mechanikai rendszer mozgasegyenlete is
lesz. Az (54) dltaldnos megoldésa 2n tetszéleges allandot tartalmaz, amelyek
a kezdofeltételekbdl szamolhatdk ki, azaz meg kell adnunk egy tetszoleges
idopillanatban a rendszert jellemz6 allapothatérozok, a g;-k és ¢;-k értékeit.

A Lagrange-fiiggvény soha nincs egyértelmiien meghatdrozva, hanem csak
egy divergencia-kifejezés erejéig. Esetiinkben ez azt jelenti, hogy ha egy
mechanikai rendszer L(q;, ¢;, t) Lagrange-fliggvényéhez egy tetszéleges f(q;, t)
fiiggvény teljes idéderivaltjat hozzaadjuk, az igy kapott L'(g;, ¢;,t) Lagrange-
fliggvény is ugyanazokhoz a mozgasegyenletekhez vezet, mint L(g;, ¢;,t). Ezt
konnyen belathatjuk, hiszen

t2 to to
d
S = /L,(C]i,%t)dt = /L(Qi,%t)dt+/af(%‘,t)dt:
1 t1 t1
= S+ f(qi(ta),t2) — f(qi(t1),t1) = S + konstans

Az S extrémuménak helyét a hozzaadott konstans nem befolyédsolja, igy
ugyanazok a ¢; fiiggvények teszik extremalissd, mint S-t.

Hatarozzuk meg egy inerciarendszerben szabadon mozgd tomegpont Lag-
range-fiiggvényét. (A szdmolds sordn Descartes-koordindtédkat hasznalunk.)
Tetszoleges vonatkoztatasi rendszerbol nézve az id6 és a tér nem homogén,
és a tér nem izotrop, azaz van Kkitiintetett idopont, kitiintetett hely
és kitiintetett irdny. Szerencsére mindig talalhaté olyan vonatkoztatasi
rendszer, amely ezekkel a kellemetlen tulajdonsdgokkal nem rendelkezik:
belole nézve az idd homogén, a tér pedig homogén és izotrop. Az
ilyen vonatkoztatasi rendszereket inerciarendszereknek nevezziik. Az ilyen
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vonatkoztatasi rendszerben mozgd tomegpont Lagrange-fiiggvénye nem
tartalmazhatja expliciten sem az 7 helyvektort, sem a ¢ id6t. A tér
izotrop voltabol kovetkezik, hogy a Lagrange-fiiggvény csak a tomegpont
sebességének nagysagatol fligghet, azaz

L = L(v?)

A fiiggés pontos formajat a Galilei-féle relativitasi elv segitségével
hatarozhatjuk meg. A Galilei-féle relativitasi elv kimondja, hogy az
inerciarendszerek minden mechanikar jelenség szempontjabol ekvivalensek.
A K inerciarendszerben legyen a tomegpont Lagrange-fiiggvénye L(v?).
Mozogjon egy K’ rendszer K-val szembe allandé dv infinitezimadlis
sebességgel. Ekkor a K’-ben mozgd témegpont sebessége v/ = v + dv lesz,
Lagrange-fiiggvénye pedig

L' = L(v"*) = L(v* 4 2vév + 6v?)

Fejtsiik ezt Taylor-sorba, és hanyagoljuk el az elsénél magasabb rendi
tagokat! (A hatds varidldsandl is csak az elsérendil tagokra van sziikség.)

OL(v?)
ov?

Mivel a Galilei-féle relativitasi elv szerint K-rél K'-re valé attérés soran a
mozgéasegyenletek alakja nem véltozhat, a K és K’-beli Lagrange-fiiggvény
legfeljebb egy idO szerinti teljes derivaltban kiilonbozhet egymastol. Ezért

a jobboldal masodik tagja sziikségképpen egy legfeljebb koordinataktol és

oL
idotdl fiiggo teljes id6 szerinti derivalt. Ez csak tgy lehetséges, ha a W
v
derivalt konstans. Ebbdl mar lathaté, hogy a Lagrange-fiiggvény v2-t6l

fiiggése csak ilyen lehet:

L' = L(?) = L(?*) + 20dv

L = av?

. , m " ;L
A tapasztalat szerint az a szorzé —-vel egyenld, ahol m a mozgd tomegpont

tomege. A Lagrange-fliggvény additivitdsa miatt az egymassal és kiilso térrel
kolesonhatasban nem &allé tomegpontok rendszerének Lagrange-fliggvénye a
kovetkezd lesz: N

)

(55)

N)\r—t

Ebbél a Lagrange-fiiggvénybél az (54) segitségével képzett mozgasegyenletek
szerint v; allanddé lesz (j = 1,2,...,n). Tehdt az inerciarendszerben
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magéra hagyott tomegpont (vagy tomegpontok) dllandé irdnyu és nagysagi
sebességgel mozognak. Vizsgédljuk most a tomegpontok ugynevezett zart
rendszerét, amelyben a tomegpontok egymassal kolcsonhatnak ugyan, de
kiils6 testekkel mar nem. Az ilyen zart rendszer Lagrange-fiiggvénye két
részbol dll. Egyrészt a kolesonhatasmentes (55) taghol, és a kolesonhatdst
jellemzd V (7, 7, . .., Ty) fuggvénybdl.

n

1 - = —
L=3 gmytf = V(i 7h) (56)
]:

ahol 7; a j-edik tomegpont helykoordinatait jeloli. Az (56) elsé tagjat a
rendszer kinetikus energidjanak, a masodikat pedig a rendszer potencidlis
energidjanak nevezziik.  Ebbol a Lagrange-fiiggvénybdl szarmaztatott
mozgasegyenletek a mar jol ismert Newton-egyenletek:

di, v
i _9Y =192 ...
"I or; J= 5% n

oV
ahol ——= a j-edik tomegpontra haté erd”.

or’;

A Ha]milton—elv sokkal nagyobb elvi és gyakorlati jelentoséggel bir,
minthogy csak a Newton-egyenletek egyszerii atfogalmazasanak tekintsiik.
Gyakorlati jelentésége abban nyilvanul meg, hogy segitségével nagyon
konnyen attérhetiink gorbevonaltt koordinatdkra a mozgasegyenletek
felirasanal. A Newton-egyenletek attranszforméldsa nagyon hosszadalmas
feladat a masodik idéderivaltak transzformaciéja miatt, a Lagrange-fiiggvény
azonban csak az elsorendli derivaltakat tartalmazza. A Hamilton-elv akkor
is érvényes, ha a mozgast valamilyen kényszerfeltétel korlatozza. Ha példaul
a tomegpont csak a G(7) = allandé egyenlettel megadott felilleten mozoghat,
akkor a hatds minimumat az

to
/ G(F)dt = allandé
t1

alakban is irhat6 mellékfeltétel mellett kell megkeresniink (ldsd 1.10 fejezet).

70V ov. oV oV sAlaTls
(977_‘} a (87%7 Biyj’ 3727) vektort Jeloh.
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Egy késobbi feladatnal sziikségiink lesz a kovetkezore: Derivaljuk le ¢

szerint a hatéast.
to to
d oLdq OLdgq OL
S Lt = / i dt =
dt/ [8th+8th+8t]

/ 8Ld B 137[/ oL g —
2¢™) " atagt T o
3L d (9L 8L 3L

Rendezziik at a fenti egyenletet:

fi(L— )dt /—dt

df, oL\ _9oL
dt 8¢l ~

A zardjelben 1évé kifejezés minusz egyszeresét a mechanikai rendszer
energiajanak nevezziik. Lathaté, hogy ha a Lagrange-fliggvény nem fiigg
explicite az id6tol, a rendszer energidja allandé marad.

A Hamilton-elv alkalmazhaté kiterjedt testekre (igynevezett kontinuu-
mokra), és fontos szerepet jatszott a kvantummechanika kialakuldsédban is.
Példa: A matematikai inga. Irjuk le a matematikai inga mozgédsat kis amplitudéju
lengések esetén.

Célszerti a szamolds soran polarkoordindtédkat hasznalni (10. dbra). Az inga

1
kinetikus (mozgési) energidja —mi%¢?. Potenciélis energidja, ha a nullszintet a

¢ = 0-nél vessziik fel, mgl(1 — cos)-vel lesz egyenlé. A Lagrange-fliggvény a
mozgasi és potencialis energia kiilonbsége.

1
L = -mi*¢? —mgl(1 — cos ¢)

2
Képezziik a Lagrange-fliggvény ¢, ¢ és t szerinti derivaltjait:
— = —mglsin =m
9o g 2 9 12
d 0L
—— =ml*}
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10. 4bra.

Ebbdl a mozgasegyenletre
gi - d(i:(;i =ml*p +mglsing =0
adédik. Osszuk el az egyenletet ml>-tel:
®+ % singp =0

Kis szogek esetén sin¢ kozel megegyezik p-vel. FEzt felhasznalva kis kitérések

esetén a mozgasegyenletet kozelithetjik a
g

@‘f‘j@:o

egyenlettel. Ennek megoldéasa a

¢ = asin(wt + )

fliggvény, ahol w = ﬁ , a és 0 pedig szabadon valaszthat6 konstansok, melyeket
a kezdeti feltételekbol hatarozhatunk meg. Legyen a t = 0 idépillanatban az inga
kitérése g, a szogsebessége pedig zérus.

0(0) = asin(wt+ B) = po

$(0) = awcos(wt+5)=0

s
Ezt az egyenletrendszert megoldva a = @g-t és 0 = 5—‘5 kapunk a konstansokra.

A mozgast tehat a

) s
o(t) = @osin (wt + 2) = g cos(wt)
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fliggvény irja le.
Szamoljuk ki a lengés T periédusidejét. Periddikus mozgasoknal a rendszer
allapota ¢(t)-ben és ¢(t + T')-ben megegyezik. Legyen speciélisan ¢t = 0. Ekkor

cos(0) = cos(wT)
4
2rk = wT

ahol k egész szam. Keressiik a legkisebb id6t két azonos allapot kozott. Ezt k=1

esetén kapjuk meg:
l
T = 27‘(\/7
g
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3. Variacios modszerek

3.1. A Ritz-mddszer

A variaciészamitas legegyszeriibb feladata, az
TR
Iy(@)] = [ Liy(@), y'(2), 2)de (57)
TA

funkcional extrémuménak megtalalasa egy differencidlegyenlet megoldasara
vezethet$ vissza. Ha azonban a varidciés feladatot nem akarjuk (vagy nem
tudjuk) teljesen pontosan megoldani, megelégsziink egy kozelité megoldassal,
a feladat lényegesen leegyszertisitheto.

Vaélasszunk egy olyan g(cy, ¢a, . . ., ¢, ) fliggvényosztalyt, melynek elemei
n szamu paramétertol fiiggenek, és mindegyikiik kielégiti az eléirt g, =
y(xa) és yp = y(xrp) peremfeltételeket. Az [ funkcional értéke ezen
fliggvényosztalyon csak a c¢; paraméterek fiiggvénye, igy ezen fliggvények
koziil I extrémumat az Euler-Lagrange-egyenlet megkeriilésével, a

8[(01,02, ceey Cn)

A =0 i=1,2,....n (58)

egyenletrendszer megolddsdval elemi iton megkaphatjuk. Az igy kapott g(x)
fliggvényt az igazi extremaélis kozelitésének, az I[g(x)]-t pedig a funkcional
igazi extrémum értéke kozelitésének foghatjuk fel. A kozelités josagat az
donti el, hogy az I[g(z)] értéke mennyire kozeliti meg az extremadlis y(x)
figgvénynél felvett I[y(x)] értéket. I[y(x)]-nek széls6értéke van az y(x)
extremdlis fiiggvénynél, ezért ha g(z) eltérése y(x)-t6l kicsiny, az I[g(z)]
kozel megegyezik I[y(z)]-el.

y(x)] = 1y(x)] = Iy(x) + oy] — I[y(x)] = 01 =0

A (58) egyenletrendszer segitségével olyan ¢; paramétereket vélaszthatunk
ki, amelyeknél I[y(x)] maximélis mértékben kozeliti I[y(z)] szélséértéket.
Nagy mértékben noéveli a pontossdgot, ha van valami elképzelésiink
(sejtésiink) a megoldasrdl, és eszerint vélasztjuk meg a y(cy,ca,. .., cp, )
fiiggvényosztalyts.

8Minél tobb paraméter szerepel y(ci,ca,. .., cn,r)-ban, anndl jobb kozelitést kapunk.
Tovabba tgy célszerli megvdalasztanunk y(cq,ca,. .., ¢y, z)-t, hogy azt visszairva a
funkcionélba el tudjuk végezni az integralast.
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3.2. A Luttinger-Thomas-féle variaciés moédszer

A Luttinger-Thomas-féle varidciés modszert periddikus mozgasok periddusidejének
megbecslésére hasznalhatjuk. Azt allitjuk, hogy ha a periédikus mozgast
végz6 rendszer Lagrange-fiiggvénye nem fiigg explicite az id6tol, akkor a

Zla(t) = [ 1L(a,d) + E] dt (59)

funkcional a megvaldsulé mozgasnal szélsoértéket vesz fel. Az E a rendszer
energidja, amely abban az esetben, ha a Lagrange-fiiggvény nem filigg
expliciten az id6tol, allandé. Legyen a megvaldsulé mozgas trajektoridja
q(t). Megmutatjuk, hogy ha ezt kis mértékben megvaltoztatjuk (¢ + dq), Z
értéke elso rendben nem fog valtozni. Nem muszaly csak a T periédusidejii
virtualis trajektoridk korében maradnunk, megvaltoztathatjuk ¢-t dgy is,
hogy a periédusid6 T40T-re valtozzék (11. dbra). Még igy is elég j6 kozelitést
adhatunk a valédi mozgasra. Ekkor (59)-t igy {rhatjuk:

q(®)

a+dq
q T T+6T i

11. 4bra.

T+6T
7467 = / [L(g + 8,4 + 8¢) + E] dt
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Fejtsiik a jobb oldalt Taylor-sorba g és T szerint az els6 rendi tagokig
bezéarolag:

T T
L . L
7467 = /[L(q,c])+E]dt+/[q5q+q,6q’] dt +
0

T T
) 0 .
+ aTO/LdtJraT(ET) 5T_O/[L(q,q)+E]dt+
T
oL  d oL 05
+ O/l(‘?q_dt@]équlaT+E]5T

Mindkét oldalbol vonjunk ki Z-t! fgy a jobb oldalon két tag fog allni, amelyek
osszege megadja Z megvaltozasat.

T
307 = laL - daL.] dqdt + [85 + E} or (60)
/ q oT

A jobb oldal elsé tagjardl mar tudjuk, hogy nulla lesz (14sd 1.4 fejezet). A
masodik tagot részletesebben meg kell vizsgalnunk. Induljunk ki a Hamilton-
elvbol, vizsgaljuk a mozgas egy periodusat:

T
s = [ Lia.ayt
0

Tudjuk, hogy a rendszer energiajat a kovetkezo kifejezés adja meg:

.0L(q,q) :
E = —L
(Y (9,9)
Fejezziik ki ebbdl az L-t és helyettesitsiik be a hatasba:
T a(T)
L(q,q L(q, q
9q dq
0 q(0)

Periédikus mozgas esetén ¢(0) = ¢(T), ezért az integrél értéke nulla lesz. A
maradékot derivaljuk le T szerint:

as _
dT
I

dS
T
dT+ 0

K
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A szamolas soran ¢ a megvalésulé mozgés trajektoriaja volt, ugyanigy mint
(60)-ban, tehat a (60) jobb oldalanak masodik tagja is egyenl6 nullaval.
Beldttuk tehdt, hogy (59) a T' és ¢ kis megvaltozédsa esetén elsd rendben
valtozatlan, azaz extrémuma van. Ezt a tulajdonsdgat felhasznalhatjuk a
periddusidé megbecslésére. Adjunk meg egy q(ci,ca, ..., cpn,t) fliggvényt,
amely a valédi mozgas trajektéridgjahoz hasonld, helyettesitsitk be (59)-
be, és képezziik (59) c¢1,c¢q,...,c, és T szerinti derivéltjait. Ott kapunk
szélsoértéket, ahol a derivaltak mind eltiinnek. Ez n+1 egyenlet ¢y, ¢o, ..., ¢,
és T-re, melybdl T meghatarozhatd®.
Példa: A matematikai inga periddusideje. Becsiljiik meg a matematikai inga
periédusidejét nagy amplitudéju lengések esetén!
A 2.2 fejezet végén felirtuk a matematikai inga Lagrange-fliggvényét:

1
L= imlng2 —mgl(1 — cos p) (61)

Keresniink kell egy fiiggvényt, ami hasonlé mozgdst ir le, mint az inga mozgasa.
Errdl jéformén csak annyit tudunk, hogy periédikus és talan a szinusz fliggvényhez
hasonlit. Azt is szem el6tt kell tartanunk, hogy a kozelité fiiggvényt (61)-be irva
az integraldst el tudjuk végezni. A legegyszeriibb lehetOség egy , flirészfog” alaku
fliggvény:

12. 4bra.

9, Melléktermékként” kapunk egy becslést E-re is.
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4(p0 T
Y h t< =
T a 0< <4
4y T 3T

©(t) Tt + 200 a 7 <t<7
4(,00 3T
—t—4yp h —<t<T
T o v

ahol ¢(t)-n tulajdonképpen (g, t)-t értiink (12. dbra). Ez elég durva kozelitése a
valésdgnak, bar latni fogjuk, hogy ennek ellenére nagyon jé becslést fogunk kapni
T-re. Sziikségiink lesz még ¢(t) derivaltjira is.

4()00 T

) h t< —

T a 0<t< 1
. 4pg T 3T
t pr - h J— -
(1) T a 1< t < 1

44)00 3T

— h —<t<T

T a 1 <t <

Trjuk be @(t)-t és (t)-t a (61)-ba, azt pedig (59)-be.

T
1 1 4
7 = /5 2 680() gl(l—cos(?ot)ﬂdt—}—
0

(1 1602 —4
+ / 2ml2 Tfo —mgl (1 — oS <sz0075 + 2cp0)> dt +
% (S
1,162 4 r
+ / §ml2% — mgl (1 — cos (;’iot — 4gpo>) dt + /Edt
st b 0
4
(62)
Az integréalas elvégzése utan a
2,2 :
AL —— (1 - Sm‘po) +ET
T ©0
, . . . [ . 0Z 0z
képletet kapjuk. A T-t és po-t gy kell megvélasztani, hogy 8— és T nulla
Yo

legyen. A T periédusidé meghatarozasahoz elegendd csak a g szerinti derivaldst
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elvégezni.
0z _ 16mi2¢q L mngSOO cos 4,002— sin g _ 0
Do T %0
U
l 3
T=4 \/ : 0 (63)
g Y Sm @ — po COS Yo

Ha a mozgéasegyenlet alapjan szdmoltuk volna ki a periédusidét, a

! 1 91
T=2m|-(1+—=p2+——t > 64
7T\/;< T 1670 T om0 T (64)

végtelen sort kaptuk volna [2]. A sor els6 harom tagjival szdmolva abrazoljuk

T(o)

kaptuR

|
|
|
:
|
Sorfejtés alapjan :
|
|
|
|
|
|

Luttinger-Thomas
madszer

~s6,92
~s6,28

13. abra.

(63)-t és (64)-t (13. dbra)! Lathatjuk, hogy sokkal jobb kozelitést kaptunk T-re,

!

mint a T = 277\/7 konstans érték. A (64) kozepes kitérések (¢ ~ 90°) esetén
g

kevesebb mint 5%-os hibaval becsli meg a T-t.
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A kovetkez6 fekezetben egy kvantummechanikaban hasznélhat6 variaciés
modszert fogunk bemutatni.

3.3. Transzmisszios koefficiens

Egy részecske halad egy potencidlgat felé. Mi fog torténni a részecskével az
iitkozés utan, ha a részecske energidja kisebb a potencidlgat nagysaganal? A
klasszikus fizikai szemléletiink alapjan azt mondhatnank, hogy visszapattan
arr6l. Az elemi részecskék vildgaban azonban ma&as a helyzet. A
részecske 4t is haladhat az akadalyon annak ellenére, hogy nincsen hozza
elegend6 energiaja. Ezt a jelenséget alagut-effektusnak nevezzilk. Nem
tudjuk pontosan megmondani azt, hogy a részecske athalad-e vagy inkabb
visszapattan a potencidlgatrol, csak az egyes események valdszintiségérol
kapunk informaciot. Néhany specialis esetben ki tudjuk pontosan szamolni
annak a valészintliségét, hogy a részecske &athalad-e gaton, de kicsit
bonyolultabb alakii potencidlgataknal mar bajban vagyunk. Konnyen
egy olyan differencidlegyenlettel kertilhetiink szembe, amelyet nem tudunk
megoldani. Ekkor kell segitségiil hivni a kiillonboz6 kozelité mddszereket.

A most ismertetésre keriil6 mdédszer nem a kérdéses differencidlegyenlet
megoldasat segiti. Valgjaban nem is erre van sziikségiink, hanem az athaladas
valoszintiségére, azaz a transzmisszios koefficiensre, ami egy szam. Induljunk
ki a Scrodinger-egyenletbol.

W ()

o2m da?

+U(2)i(x) = By(z)

A fenti egyenletben h a Planck éllandé, m a részecske tomege, ¥(x) a
részecske hullamfiggvénye, F pedig az energidja. A potencidlgdt alakjat az

U(x) fiiggvény irja le. Célszerti lenne az egyenletet olyan alakra hozni, hogy
késobb minél attekinthetobb eredményre jussunk. Szorozzuk meg mindkét

2
oldalt — T;L—tel! Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

2 2m ~
il Y RS h—?U(z):U(x)

fgy a kovetkezo egyenletet kapjuk:

(d2 ; k) b(x) = Ul)b(a) (65)

dx?
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A tovébbiakban a k-t'° mindig pozitivnak tekintjik (k > 0). A (65) homogén
valtozata, a

d> 9
egyenlet a szabadon mozgo részecskéket irja le. Ennek megoldasa a
() = ae™® + b=

ahol a és b konstansok. A ¢ (x) els6 tagja a jobbra haladd, masodik tagja
a balra haladé részecskét irja le. Az inhomogén egyenlet megoldasaban
segitségiinkre lesz, ha megoldjuk a

2
<ddx2 + k2> Gr(z) = —4n8(z) (66)
egyenletet. Gy(x)-et a (65) Green-fiigguényének nevezziikk. A k index arra
utal, hogy a (66) altal leirt részecske hulldimvektora k. d(x) a Dirac-delta
fliggvény, a —4m szorzé pedig tradiciondlis okokbdl szerepel az egyenletben.
Az egyenlet az x # 0 helyeken olyan, mint a homogén egyenlet, de az x = 0-
ban valami torténik vele. Ennek alapjan konnyen felirhatjuk a megoldast az
x < 0 és x> 0 helyeken.

ae** 4 pe=*hT ha x < 0
Gk(x) =
ce® 4 de=kT ha x>0

De vajon mi a helyzet az * = 0 pontban? Csak olyan megoldasokkal
foglalkozunk, amelyek folytonosak!!. Ekkor ha a G} (z) fiiggvénnyel tartunk
balrol és jobbrdl is nulldhoz, ugyanazt az értéket kell kapnunk.

Gk(O_) :Gk(0+) = a+b=c+d

A (66) egyenlet segitségével tovabbi informaciét kapunk a Gi(z) fliggvény
derivaltjairdl. El6szor is szamoljuk ki a derivaltak ,,ugrasat” az x = 0
pontban.

G.(07) — G (07) = ike — ikd — ika + ikb

0A [ tulajdonléppen a részecske hullamvektora, k= Mivel csak egydimenzids

Sy

mozgasokat vizsgalunk, elhagyjuk a vektorjeloléseket.
LA Schrédinger-egyenlet megolddsaitél megkoveteljiik, hogy egyértékfiek, folytonosak
és négyzetesen integralhatéak legyenek.
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Integraljuk az (66) egyenletet = szerint a nulla korili infinitezimélis
tartomanyon. Az eredmény:

GL(07) = G (07) = —4rx
Az utébbi két egyenletbdl levonhatjuk a konkliziot:
tkc — ikd — ika + 1kb = —A4r

Tehdt van a (66) egyenlet megolddsdra egy fiiggvény négy szabadon
valaszthat6 konstanssal, és két feltétellel a konstansokra (a fliggvény x = 0
koriili viselkedésébdl). Ez Gsszesen két szabadon vélaszthatd konstanst enged
meg a megoldasban. A feltételek segitségével kiiszoboljiik ki az a és d
konstansokat!

. ) 2 .
cekt 4 pethr 1 ZZ ok ha < ()

1k
Gr(x) = )
ce’t® 4 pe~ikT 4 ,—We_ik"” hax >0
1k
Ez tehat a két szabadon valaszthato konstanstol fiiggd megoldas. Ha a két
konstanst megfeleléen valasztjuk meg, a (66) egyenlet az x = 0 pontbdl
kiindulé részecskét ir le. Legyen b = ¢ = —,—Z. Ekkor:
0
2m .
Ez olyan, mintha az © = 0-ban egy pontszerii részecskeforras lenne. A

(65) egyenlet jobb oldalan &ll6 U(z)i(x) egy részecskeforrast jelent (hiszen
belole részecskék indulnak balra — visszavert vagy reflektélt részecske — és
jobbra — athaladé vagy transzmittédlt részecske) melyet pontszerii forrassal
helyettesitettiink a (66)-ban.

Az (65) egyenlet egy differencidlegyenlet. Csindljunk beldle a Green-
fliggvény segitségével egy integralegyenletet!

(d n k) b(a) = Ula)i(a) = 70 5(x — YU (' Wb(a')da’ =
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_ <j; + k2> (;)7 Gilx — 2)U (2 )2 )da!

¥(x)

vagyis
V@)=~ [ Gula— U)o (68)

De még valami hianyzik. Egy inhomogén differencidlegyenlet megoldasat
ugy kapjuk meg, ha a homogén egyenlet altalanos megoldasdhoz hozziaadjuk
az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasat. Itt a (68) tekinthetd
az inhomogén egyenlet partikuldris megoldasanak. A homogén egyenlet
megoldésa:

Y(z) = ae™® + be ke (69)

A (65) egyenlet homogén viltozatdnak megolddsanal két esetet kell
vizsgalnunk, nevezetesen amikor a részecske balrél jon, és amikor a részecske
jobbrol jon.

A részecske balrol, x = —oo feldl jon. Latni fogjuk, hogy a = A és
b=0. Az A a ¢(z) hulldmfiiggvény amplitudéja. A Schrodinger egyenletbél
kaphaté integralegyenlet a kovetkezd alaki lesz!?:

ikx 1 yi / / / /
bu(z) = Aeit® — 4”_[0 Gl — 2\ U (2 Yo (2') ez (70)

Egyszeri szamoldssal meggyézédhetiink réla, hogy ez kielégiti a (65)-
t. Ez az egyenlet, szemben a differencidlegyenlettel, mar tartalmazza a
peremfeltételeket a mozgéasra. Nagy negativ x-ekre van egy beeso és egy
visszaver6dott részecske, nagy pozitiv x-ekre pedig van egy részecske, amely
athaladt a potencidlgaton. Nézziikk meg ezt részletesebben.

Ha ©z — —o0, akkor a Green-fliggvény abszolut érték jelén beliil nagy
negativ szam fog allni, ezért az abszolut érték jel elhagyasa utan a kitevobe
egy negativ eldjelet kell irnunk, hogy a kitevé pozitiv maradjon.

QM o
2T —ik(e—a)

Grlx —2') = k

12A 9(x) hullamfiiggvényt k és —k indexszel latjuk el annak megkiilonboztetése végett,
hogy az altala leirt részecske balrdl illetve jobbrdl jott.
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frjuk be ezt a (70) egyenletbe! Egyszeriisitések utan kapjuk a kdvetkezot:

Up(z) = Ae™™™ 4

2_]:: / eikz/U(x')g/)k(:v’)dx'] e~ ike (71)

— 00

AR

ahol R-t reflexios koefficiensnek nevezziik.
Ha = — o0, akkor a Green-fiiggvényen beliili abszolit érték jelet
elhagyhatjuk, ettdl a kitevo eldjele nem fog megvaltozni.

2wt /
lezk(x—x )

Gr(x — ') = .

Ezt a (70)-be irva, és az egyszeriisitéseket elvégezve megkapjuk a balrdl j6vé
részecske hullamfiiggvényének a masik felét.

V() =

A 2’/{:_ / eikx’U(x')w(x')dx'] ek (72)

AT

ahol T-t transzmisszios koefficiensnek nevezziik.
Osszefoglalva a (71) és (72) egyenleteket a hulldmfiiggvényre kapjuk a

etk 4 Re=* ha r — —o0

Ttk ha z — oo

ami valoban a balrdl jovo részecskét irja le.
Miel6tt attérnénk a jobbrdl jovo részecskére, alakitsul 4t egy kicsit a (70)-
t. A (72)-bdl tudjuk, hogy

AT = A — i / e U (2 )y (2! da!

o0

Ebbdl az A-t kifejezve az

A= 2k(12— 7 / e’ik“/U(x’)wk(x’)dx’

—0o0



3.3. Transzmisszios koefficiens 59

kapjuk. Helyettesitsiik ezt be a (70)-be. Az eredmény:
/ e | inar 17
Ui(z) = %(;/_T)e”“ / e ke U(m')wk(x’)dx'—zm_/ Gr(z—2" U (2" g (2")da'

(74)
Erre még késobb sziikségiink lesz. Most térjiink at a masodik esetre.
A részecske jobbrol, x = oo feldl jon. Most az (69) egyenletben a = 0
és b = A értékeket kell adni a konstansoknak. A Schrodinger egyenletbol
kaphat6 integralegyenlet ebben az esetben

Y (x) = Ae™r — 417T_/ Gi(z — 2" U (2" )p_p(2")da’ (75)

Visszahelyettesitéssel meggy6zédhetiink réla, hogy ez is kielégiti a (65)
egyenletet. Nézziik meg itt is a peremfeltételeket.
Ha x — —o0, a Green-fiiggvény, hasonléan az el6z6 esethez, a kovetkezd
alaku lesz: A
2m1 e—ik(m—x’)

Gk(l‘ — x/) = 7

Ezt beirva (75)-ba, majd elvégezve az egyszeriisitéseket

Yop(r) =

A— QZk‘_/ eikx/U(x')@/J_k(x')dx'] ek (76)

AT’

addédik. T" a transzmisszios koefficiens.
Ha z — o0, a Green-fliggvény

2m ik(z—x')
k e

lesz. A (75)-ba behelyettesitve kapjuk a kovetkezét:

Grlx —2') =

o0

/ eiikw/U(l’/)de(xl)dx/ ez’kx (77)

—0o0

—1

. —ikx Y
V_p(z) = Ae ™ + o

AR’

ahol R’ a reflexids koefficiens.
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Osszefoglalva a (76) és (77) egyenleteket a hulldmfiiggvényre azt kapjuk,
hogy
T'e~ ke ha r — —oo
Yog(z) = A (78)

e—ikx + Rleikaf ha r — oo

Alakitsuk at most is a (75) egyenletet a (76) segitségével.
AT = A — i / R U (2 )y (') da!

Ebbol A-t kifejezve az
i 7 ikx’
A= m / (& U(l‘/)w,k(l‘/)dl’/

—0o0

kapjuk. Helyettesitsiik ezt vissza a (75)-ba. Az eredmény:
j T 1 7
b_i(x) = %(1@_“6’“ / gihe U(g;')zpk(x')dx'—%_/ Cul(z—2)U (&) (') e’

(79)
Erre az egyenletre is sziikségiink lesz. A masodik eset targyalasanal, mikor a
részecske jobbrol jott, az R reflexios és T' transzmisszios koefficiensek helyett
az R és T’ jeloléseket hasznaltuk. Semmi okunk sincs feltételezni, hogy
a részecske jobbrol is és balrdl is ugyan olyannak ,latja” a potencidlgatat
(kivéve ha az szimmetrikus), hiszen a szamolds soran is latszik, a T-re és
T'-re kiillonbozé képleteket kapunk. Viszont fontos lenne tudnunk, milyen
kapcsolatban all egyméssal a T és a T".

Tudjuk, hogy ha egy hullamfiiggvény megoldasa a Schrodinger-
egyenletnek, akkor annak idétiikrozottje is megoldés. Egy hullamfiiggvény
idotiikrozottjét pedig gy kapjuk meg, ha a t helyébe —t -t irunk, és komplex
konjugaljuk a fliggvényt. Mivel most a hullamfiiggvény idofiiggését nem
vizsgaljuk, csak egyszerlien konjugdlnunk kell ¢(x)-t. Nézziik a balrdl jovo
részecskét, és vegyiik a (73) komplex konjugaltjat:

e—ikx + R*eikx ha r — —oc0
Yp(z) = A

T*e~ ik ha z — oo
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Vonjuk ki ebbdl az eredeti hullamfliggvény R*-szoroséat.

1—|R]*> _,
7[ | e "  hazr— —o0
Vi(z) — R*y(z) = AT”
. R*T .
e—zkm_?ezkx ha r — oo

Ha ebben a fiiggvényben nem lenne benne az egész fiiggvényt szorzd T,
pont gy nézne ki, mint egy jobbrdl becsapodd részecske hullamfiiggvénye.
A jobbrdl becsapdédéd részecske hullamfiiggvénye viszont a (78). Ebbél
kovetkezik, hogy

1—|R? T
:T’* S R =R

T/
Az els6 egyenletet atalakitva

T'T* + RR* =1

kapunk (RR* = |R|?). Viszont tudjuk, hogy az dthaladds valészintiségének és
a visszaverddés valdszinliségének az Osszege pontosan egyet kell hogy adjon.

IT?+|R*=1 azaz TT*+RR =1
Ebbdl mar vilagosan latszik, hogy
T=T
Ezek utdn minden eddigi képletben, ahol T" allt, T-t fogunk {rni.

Es most kovetkezik a médszer lényege. Szorozzuk meg a (74) egyenletet
U(x)p_j(x)-el és integraljuk = szerint —oo-t6l oo-ig.

ZO Ur(x)U(x)_g(z)dr = 2/{(12—T) / e"’”U(x)wk(a:)deO = U (o Yoo (') d' —

- L [ Gl =@ @U@ dad

—00 —00
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Rendezziik at az egyenletet tgy, hogy a bal oldalon 1 alljon:

1 Qk?_Zo Up(x)U(x)h_g () dm—l— — / / Gi(z — ) U () (2)U ("2 dada’

i = e
' / R U (2)_p(x)da / e U (2 iy (2 dae

(80)
Ez egy funkciondl, hiszen a jobb oldalba kiilonb6z6 () és ¥_g(x)
fiiggvényeket helyettesithetiink, a bal oldalon pedig egy szam fog &llni.
(Feltessziik, hogy a jobb oldalon a nevezé nem nulla.) Vezessiikk be a
kovetkezo jeloléseket:

_ 2%k [7%(@(](1« W(@)de+ / / Gl — 2)U (2)¢(2)U (' o (2 ) dwd’

és
G = / e*r U (x (x)dz / e~ U (2 )y () da
(80)-t a kovetkez6 képpen irhatjuk:
1 F
- __ 1
1-T G (81)

Ha F-be és G-be beirjuk a -t és ©¥_j-t, megkapjuk a T transzmisszios
1

koefficiens pontos értékét. Ha a széls6 értéket venne fel a iy

1-T
és 1_p hullamfiggvényeknél, a (80)-t felhaszndlhatndnk a T kozelité
meghatédrozasara. Mivel U(z) elére megadott alaku fiiggvény, a T' csak a
() és Y_p(x) figgvényektdl flige. Valtoztassuk meg kis mértékben -t

és @Z)_k—ti

Yk = Vi + 0y Vg = Yog + 09y
Ekkor az F, G és T is megvaltozik, és (81)-bél a
5 1 6FG-FiG
1-T G?

osszefiggést kapjuk. Szorozzuk meg mindkét oldalt G-vel:

F
7__}7 -
Go — 0 +G5G
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F
Itt az el a (81) alapjén a pontos T értéket adja meg.

Go— — sp— L

T T T5G (82)

Szamoljuk ki 0F és 0G értékét!

or = [ peea o [ e x’)U(xw_kw)U(x')dx] i’ —
2k T 1 T / / / /
- — U(x)p(z) + o / Gr(z — 2" U(x)U (") (z )dx] o_pdx
G = / e~y (2) / eik“’U(:v)w_k(x)dx] ppdx’ +
+ / e*r U () / e‘ikxlU(m')l/)k(x')dx'] Mp_pdx

Irjuk ezt be (82)-be.

G(gL = / [%U(x’)g(x/)] Sppda’ + / [QfU(x)((x)] 0Y_rdx

-7 J |
ahol

() = ¢_k(x’)+417r_Z Gk(x—x')U(x)¢_k(x>dx—me—ikx’z MU (2) i (x)dx
és

() = wk<x>+4;_z Gm—x'w(x')wk(x')dx'—meikx_z e~ U (o e (') da’

Ha a (79) képletben felcseréljitk xz-et z’-vel és az igy kapott ¢_(2') fliggvényt
1
beirjuk £(z')-be, tovabba (74)-bél Y, (z)-t beirjuk ((x)-be, G éﬁ nulldval
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lesz egyenld, azaz (80)-nak szélséértéke van iy (x) és _g(z)-nél. Ezért ha

(80)-ba befrunk egy ¥y (x)-t6l és ¥_(z)-tél alig kiilonboz6 vy, = Yy + 0y és
U = h_g + 00_y, Tiiggvényt és kiszdmoljuk T értékét, az nagy pontossdggal
egyezni fog a valodi értékkel.

A Ritz- és Luttinger-Thomas-mddszerben olyan fliggvényeknél kerestiik a
funkcional szélsoértékét, amelyek tartalmaztak néhany szabadon véalaszthato
paramétert. Az egyes moddszerekben hasznalt funkciondlok szélsGérték
tulajdonsagait felhasznalva megvalaszthattuk a paraméterek értékét ugy,
hogy a legjobban kozelitsék a valédi mozgéast leiré fliggvényeket. A
transzmisszios koefficiens kiszamitasanal azonban nem ez a helyzet. A Ritz-
és Luttinger-Thomas-mddszerben a levezetés soran a funkcionalban szereplo
valtozofiiggvényeket mind kicseréltiik egy masik, az eredetitol kis mértékben
kiilonbozo fiiggvényekre, a transzmissziés koefficiens meghatérozésanal

F
azonban nem. Itt a funkciondlban benne maradt egy — szorzd, amely

a valodi mozgast leird fiiggvényeket tartalmazza. KEzekben nem szerepel
semmilyen szabadon vélaszthaté paraméter. Ha egy vx(ai,aq, ..., a,, ) és
WY_k(by, b, ..., by, ) fliggvényt frnank a funkciondlba (ahol a; és b; szabadon
véalaszhat6 paraméterek és i = 1,2,...,n), a széls6 érték meghatdrozdsdhoz
ismerniink kellene az eredeti vy(z) és ¢_p(x) fliggvényeket is.  Mivel
altaldban nem ismerjik ezeket, nem tudjuk hasznalni a mddszert az a; és
b; paraméterek meghatarozasara. A Ritz- és Luttinger-Thomas-modszernél
az I és Z funkcionalnak nincsen pontos fizikai jelentése, mindketto csak

segédmennyiség, mig a transzmisszids koefficiens kiszamitasanal az T
nek hatarozott fizikai jelentése van, és ez az a mennyiség amit szeretnénk

meghatarozni.
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